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Resumen

La Geometŕıa Computacional (GC) ha ido en constante crecimiento debido a su

aplicación en un gran número de campos, incluyendo visión por computador, robótica,

medicina o ingenieŕıa. Esta disciplina se centra en el desarrollo de algoritmos para

resolver problemas geométricos utilizando computadoras y métodos matemáticos. La

optimización geométrica, que ha surgido como una importante ĺınea de investigación

dentro del campo de la Geometŕıa Computacional, se ocupa de problemas en los que el

objetivo es encontrar la mejor de todas las soluciones factibles. De manera formal, se

utiliza para calcular la solución óptima con el valor máximo o mı́nimo en un espacio de

búsqueda que contiene todas las soluciones posibles.

Una Región de Interés (ROI) definida como una sección espećıfica de una imagen,

es muy útil en visión por computador para el reconocimiento de patrones, análisis de

v́ıdeos o en realidad aumentada. Además, se pueden aplicar a diferentes campos, como en

medicina para el diagnóstico médico, monitorización de una enfermedad, investigación

médica o para la ciruǵıa guiada por imágenes. En robótica, son importantes para el

reconocimiento de objetos, seguimiento de objetos o mapas de navegación.

En el ámbito de la Geometŕıa Computacional, las ROIs son áreas espećıficas que

destacan debido a su importancia en problemas geométricos. Suelen estar compuestas por

elementos básicos, siendo los poĺıgonos las formas más usadas debido a su simplicidad,

lo que, a su vez, mejora la precisión en los análisis mediante técnicas de optimización

geométrica. El cálculo de áreas y peŕımetros dentro de estos poĺıgonos es esencial para

la resolución de problemas geométricos.

Uno de los problemas más interesantes es el cálculo del área o el peŕımetro de

poĺıgonos cuando el número de lados es variable, es decir, poĺıgonos de k lados. A pesar de

la existencia de numerosos art́ıculos que estudian este problema en poĺıgonos espećıficos,

como triángulos, cuadriláteros, rectángulos o paralelogramos, aún no se ha elaborado

una solución general basada en un único algoritmo, que permita calcular el mayor área

o peŕımetro de cualquier poĺıgono de k lados, independientemente de si es simple o

convexo.

En este contexto, esta Tesis Doctoral resuelve el problema anterior al desarrollar una

solución algoŕıtmica que calcula el poĺıgono simple o convexo de k lados de mayor o

menor área o peŕımetro que está contenido o que contiene a una ROI. A lo largo de

este estudio, se han creado numerosas variantes del algoritmo para resolver situaciones

complejas. Estas modificaciones permiten calcular estas soluciones incluso cuando la ROI

presenta zonas con irregularidades, como puntos, segmentos o agujeros.



Durante esta investigación, se han analizado tres categoŕıas de problemas: los de

inclusión, denominados Inc(Psim,Pk, µ); los que tratan la separabilidad, conocidos como

Sep(Psim,Pk, O, µ); y aquellos que se centran en la envolvente, Enc(Psim,Pk, µ). La

solución algoŕıtmica previamente mencionada representa una unificación de estas tres

clases de problemas.

En ĺıneas generales, el algoritmo desarrollado tiene la capacidad de calcular una

amplia gama de soluciones para poĺıgonos de k lados. Es posible optimizar tanto el

área como el peŕımetro del poĺıgono, aśı como calcular las soluciones tanto dentro del

poĺıgono, ya sea simple o convexo, como en su exterior. Además, se puede optar por

una implementación iterativa o recursiva, y es especialmente adecuado para resolver

problemas relacionadas con la inclusión, la separabilidad o la envolvente.

Para demostrar la utilidad del algoritmo, se ha llevado a cabo una serie de aplicaciones

prácticas que no solo sirven para ilustrar, sino que también confirman su capacidad

para resolver una amplia variedad de problemas espećıficos en la vida real. El algoritmo

fue desarrollado inicialmente en pseudocódigo y posteriormente implementado en los

lenguajes de programación Python y Java. De esta forma, cualquier investigador ante

un problema en particular puede personalizar el código para adaptarlo a sus necesidades.

Finalmente, se ha resuelto un problema relacionado con la optimización de volúmenes

en el contexto de Volúmenes de Interés (VOIs): cálculo del paraleleṕıpedo de mayor

volumen y orientación arbitraria contenido en VOI. Este avance ampĺıa aún más las

posibles implicaciones de la investigación.
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2.1.1. Triángulos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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5.2.1. Posición puntos–poĺıgono (Algoritmo 5.3) . . . . . . . . . . . . . . 106
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5.3. Cálculo del poĺıgono simple de k lados de mayor o menor área o peŕımetro
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8.1. Problemas de inclusión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156

8.1.1. Tumor cerebral (I) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156

8.1.2. Paneles solares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159

8.1.3. Parcela . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162

8.1.4. Horticultura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166

8.1.5. Centro comercial . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169

8.1.6. Tumor cerebral (II) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173

8.2. Problemas de separabilidad, problemas de la envolvente . . . . . . . . . . 177

8.2.1. Invernadero . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177

8.2.2. Parcelación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181

8.2.3. Tumor cerebral (III) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185
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4.12. Comparación geométrica entre el peŕımetro de poĺıgonos simples y convexos 94
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partición . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

6.1. Problema 4.1. Planteamiento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

6.2. Problema 4.2. Planteamiento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
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6.5. Problema 4.1: Ejemplo 2. Menor área . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139
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Caṕıtulo 1

Introducción

“Computational geometry is a branch of computer science devoted to the

study of algorithms which can be stated in terms of geometry.”

—M. I. Shamos, Computational geometry

Los problemas matemáticos han demostrado ser una herramienta fundamental en una

amplia variedad de situaciones. Aunque algunos pueden parecer abstractos y teóricos

[9, 35, 82, 109, 191, 196], muchos son de gran utilidad en aplicaciones prácticas del

mundo real, abarcando disciplinas tan diversas como la f́ısica [26, 139, 150, 190], la

ingenieŕıa [147, 168], la medicina [83, 96, 148], la bioloǵıa [21, 59, 60] y las ciencias de

la computación [10, 77, 167, 185]. Una caracteŕıstica esencial compartida por varios de

estos problemas es su conexión con la geometŕıa, lo que los convierte en un puente entre

la abstracción matemática y el mundo f́ısico.

Desde la creación de las primeras máquinas programables por Blaise Pascal [154]

en 1642 y Gottfried Wilhelm Leibniz [72] en 1671, hasta la llegada de los primeros

ordenadores [111, 153, 197], se han desarrollado nuevas aplicaciones en el ámbito de

la geometŕıa computacional, donde la geometŕıa, las matemáticas y las ciencias de la

computación se unen para resolver problemas geométricos de manera eficiente y precisa.

Esta Tesis Doctoral tiene como objetivo principal resolver una variedad de problemas

matemáticos que surgen de la intersección entre la geometŕıa, las matemáticas y las

tecnoloǵıas informáticas. Su propósito es demostrar la estrecha colaboración entre la

matemática clásica y la computacional en la resolución de estos problemas.

Dentro de este caṕıtulo inicial, se establecen los problemas que serán objeto de estudio

(Sección 1.1). Estos problemas serán tratados mediante la aplicación de herramientas de

la geometŕıa computacional. Para ello, se define qué es la geometŕıa computacional y
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1. Introducción

cómo está relacionada con las Regiones de Interés (ROIs) y los Volúmenes de Interés

(VOIs). El caṕıtulo finaliza al exponer los objetivos que se proponen conseguir en esta

Tesis Doctoral, aśı como la estructura que se seguirá y las publicaciones que se han

obtenido a lo largo de toda la investigación.

1.1. Problemas geométricos propuestos

Se consideran los siguientes problemas que se pueden tratar en diferentes áreas:

Arquitectura. En las afueras de la ciudad, se ha edificado una casa en un terreno plano.

Si todav́ıa queda una porción de este espacio disponible, el objetivo es construir

una piscina rectangular con el mayor área posible.

Industria fotovoltaica. Existe un terreno parcialmente ocupado por paneles solares y

se desea cubrirlo en su totalidad. ¿Es posible calcular la forma poligonal de mayor

área y cualquier número de lados que nos permita realizar dicho recubrimiento?

Industria metalúrgica. Una pieza de acero tiene múltiples zonas defectuosas debido a

un proceso de fabricación incorrecto. El objetivo es encontrar la forma poligonal de

mayor área que pueda ser reciclada y reutilizada, con el número de lados deseado.

Plan urbańıstico. En el contexto de la planificación urbana de una ciudad, los edificios

y monumentos son representados mediante diferentes colores. El problema consiste

en diseñar un parque urbano de cualquier forma poligonal y mayor área, que incluya

una amplia variedad de monumentos.

Medicina. Se ha diagnosticado un tumor en un tejido e identificado las células tumorales

mediante sus coordenadas. Además, se han registrado también las coordenadas de

las células sanas. ¿Cómo se puede lograr una separación precisa entre las células

tumorales y las sanas para llevar a cabo una intervención quirúrgica con la mı́nima

extirpación requerida?

Industria textil. Se dispone de una pieza de tela y se desea cortar un patrón espećıfico

de cualquier número de lados, ¿cómo se podŕıa hacer de manera eficiente de tal

forma que se minimice el área utilizada en el proceso de corte, permitiendo de

esta forma reducir el desperdicio de tela?. Si además, ahora la pieza de tela tiene

defectos o imperfecciones, tales como errores en su textura, color, forma o tamaño

que afectan a su calidad o apariencia, ¿cómo se podŕıa resolver el problema?
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Industria de la piedra natural. Se cuenta con un bloque de granito de dimensiones

conocidas y se pretende utilizarlo para fines decorativos. Si se busca obtener el

máximo rendimiento del material, ¿cómo se podŕıa calcular el paraleleṕıpedo de

mayor volumen que puede ser tallado a partir de este bloque?

Los problemas mencionados con anterioridad se encuentran dentro de la disciplina

conocida como Geometŕıa Computacional (GC). Al analizar nuevamente las cuestiones

previas, pero esta vez desde la perspectiva de esta área de estudio, se obtiene:

Problema 1. Calcular el rectángulo de mayor área y orientación arbitraria contenido

en una Región de Interés (ROI) [123]. �� ��Arquitectura

Problema 2. Dado un valor k fijo, calcular el poĺıgono simple de k lados de mayor

área o peŕımetro contenido en una ROI con obstáculos arbitrarios, como puntos,

segmentos y agujeros [118–121]. �
�

�


Industria fotovoltaica

Industria metalúrgica

Problema 3. Dado un valor k fijo y un conjunto O contenido en una ROI con obstáculos

arbitrarios, calcular el poĺıgono simple de k lados de mayor o menor área o peŕımetro,

que contenga a O y esté dentro de la ROI [92, 169].�



�
	Plan urbańıstico

Medicina

Problema 4. Dado un valor k fijo, calcular el poĺıgono simple de k lados de menor área

o peŕımetro que contenga a una ROI entre obstáculos arbitrarios [62].�� ��Industria textil

Problema 5. Calcular el paraleleṕıpedo de mayor volumen y cualquier orientación

contenido en un Volumen de Interés (VOI) [122].�� ��Industria de la piedra natural

Todos estos problemas se centran en la optimización de alguna medida geométrica,

como el área, peŕımetro o volumen, de una forma en una ROI o VOI, ya sea para calcular

el mayor o menor área o peŕımetro, o para calcular el mayor volumen que satisfaga

ciertas restricciones predefinidas. Además, cada uno de estos problemas proporciona

numerosas aplicaciones prácticas concretas en diferentes campos y por tanto, requieren
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1. Introducción

de la optimización de formas geométricas mediante la geometŕıa computacional para

resolver problemas espećıficos.

En el marco de esta Tesis Doctoral, la geometŕıa computacional desempeña un papel

fundamental debido a su aplicación en la resolución de problemas relacionados con las

ROIs y VOIs. A través de la implementación de técnicas y herramientas de la geometŕıa

computacional, es posible optimizar formas geométricas y encontrar soluciones eficientes

a problemas espećıficos en diferentes campos.

A continuación, se define qué es la geometŕıa computacional y su importancia en

relación con las Regiones de Interés (ROIs) y Volúmenes de Interés (VOIs) en el contexto

de nuestra investigación.

1.2. Geometŕıa computacional (GC)

La geometŕıa es una de las ramas más antigua de las matemáticas que se centra

en el estudio de las propiedades de las figuras en el plano o en el espacio, y en sus

oŕıgenes estudiaba fundamentalmente problemas relativos a la medida como el peŕımetro,

el área y el volumen. Incluye conceptos como puntos, segmentos, ángulos, poĺıgonos,

poliedros, etc. Una de las primeras culturas en incorporar el estudio de la geometŕıa

fue la civilización babilónica, seguida por la egipcia y posteriormente por la geometŕıa

griega [179], donde esta ciencia comenzó a tener un marco teórico más formal a través

del matemático griego Euclides (330 a.C.–275 a.C.) por su obra Los Elementos [80];

tratado matemático y geométrico compuesto por trece libros donde se recopilaba los

conocimientos matemáticos de la antigüedad y que constituyó la geometŕıa eucĺıdea. Sin

embargo, dicha geometŕıa fue incapaz de resolver tres famosos problemas geométricos

usando únicamente regla y compás: la trisección de un ángulo, la duplicidad del volumen

de un cubo y la cuadratura del ćırculo. Los dos primeros fueron demostrados como

irresolubles por P. L. Wantzel en 1837 [192], utilizando en su demostración la Teoŕıa de

Galois [175]. El último, se debe al matemático F. Lindemann quien probó en 1882 la

trascendencia de π [106], y por tanto, la irresolubilidad del tercer problema.

Durante la Edad Media, apenas hubo aportaciones por parte de los matemáticos

hindúes y árabes. En el Renacimiento, R. Descartes [55] contribuyó a la geometŕıa al

introducir el uso de la notación algebraica para describir figuras geométricas y crear la

geometŕıa anaĺıtica. Durante los siglos XIX y XX, nuevas teoŕıas aparecieron, como la

geometŕıa diferencial, cuyas mayores aportaciones fueron realizadas por C. F. Gauss [70]

y la geometŕıa no eucĺıdea, iniciada por I. Kant [91]. En el momento de la aparición de

los ordenadores, surge una nueva disciplina llamada Geometŕıa Computacional (GC).

4



1.2. Geometŕıa computacional (GC)

El término “Geometŕıa Computacional” data de 1975 y fue empleado por primera

vez por M. I. Shamos en el t́ıtulo de su tesis doctoral [165] y dirigida por F. P. Preparata.

Años más tarde, en 1985, publicaron el libro Computational geometry: an introduction

[145], donde el núcleo central era la tesis anterior, y se demostraba que exist́ıa un nexo de

conexión entre las matemáticas y las ciencias de la computación. Aunque la geometŕıa

computacional ha progresado significativamente, podemos ver que representa una de

las primeras áreas geométricas que se aplica para resolver problemas prácticos de la

vida cotidiana. De esta forma, la geometŕıa computacional combina las matemáticas,

las ciencias de la computación y la geometŕıa para resolver problemas geométricos y

visualizar soluciones.

El coste de complejidad es un factor importante a tener en cuenta en la geometŕıa

computacional, ya que los algoritmos propuestos deben ser capaces de manejar grandes

cantidades de datos en un tiempo razonable. En aplicaciones prácticas como el modelado

3D, gemelos digitales, robótica y visión por computador, es crucial que los algoritmos

sean eficientes y puedan procesar información en tiempo real o en tiempos aceptables.

Como la geometŕıa computacional proporciona soluciones a problemas geométricos,

existen un gran número de áreas de aplicación, como en visión por computador [141, 182],

reconocimiento de patrones [30, 180], robótica [162], sistemas de información geográfica

(SIG) [53, 138] o diseño asistido por computador (CAD) [61].

1.2.1. Clasificación de problemas

Dependiendo de la naturaleza de los objetos implicados, se puede clasificar toda la

colección de problemas en cinco grupos: proximidad, búsqueda geométrica, intersección,

convexidad y optimización geométrica [103, 145].

□ Proximidad. Tienen como objetivo determinar la distancia mı́nima o la relación

más cercana entre dos objetos en un espacio dado. Se suelen utilizar para evitar

colisiones, planificar trayectorias o en la búsqueda de la ruta más corta. Ejemplos

que se pueden encontrar son de la forma: dados n puntos en el plano, buscar dos

puntos cuya distancia sea la menor posible [20] y dados n puntos en el plano,

calcular el vecino más próximo de cada uno [34].

□ Búsqueda geométrica. Se utilizan para encontrar o posicionar objetos en un

espacio geométrico según ciertos criterios. Se emplea para la detección de objetos

en imágenes o la búsqueda de puntos o regiones espećıficas en un mapa. Ejemplos

de este tipo son: dados n puntos en el plano, calcular el número de puntos que
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1. Introducción

se encuentran en un determinado rectángulo [52] y dados n puntos en el plano,

encontrar todos los puntos que están dentro de un poĺıgono de k lados [58].

□ Intersección. Determinan la detección y el cálculo de la intersección de dos o más

estructuras geométricas. Se aplican para la detección de colisiones en videojuegos o

de contornos en imágenes. Algunos ejemplos de problemas que se pueden encontrar

incluyen calcular la intersección entre dos poĺıgonos convexos [136, 166]; calcular

la intersección de dos poliedros convexos [40]; dados n segmentos, determinar el

número de parejas que intersectan [186], y dados n rectángulos isotéticos, calcular

los k pares que intersecan [58].

□ Convexidad. Abarcan la resolución de estructuras convexas en el espacio. Pueden

ser aplicados para la identificación de formas convexas en imágenes, encontrar el

mı́nimo o el máximo de una función en un espacio convexo o para determinar

la seguridad de una trayectoria para un robot en un espacio tridimensional. El

problema principal es convex hull o envolvente convexa (Figura 1.1), definido de

la siguiente forma:

Dado un conjunto S de n puntos en el plano, se llama convex hull de S, y se

denota por CH(S), al menor poĺıgono convexo P en el que cada punto de S está

en la frontera de P o en su interior [74].

Figura 1.1: Convex hull (CH)

Otros problemas relacionados son: unión de dos poĺıgonos convexos disjuntos y

convex hull en dos y tres dimensiones [144] y convex hull de un poĺıgono simple

[110].

□ Optimización geométrica. Se encargan del cálculo de la solución óptima, ya sea

maximizando o minimizando un valor, en un espacio de búsqueda que incluye todas

las posibles soluciones. Utilizan figuras geométricas fácilmente reconocibles como

ćırculos, esferas, triángulos, rectángulos, paralelogramos o cuadrados. Implican el

uso de algoritmos y técnicas de computación para encontrar soluciones óptimas a
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problemas geométricos espećıficos, como la optimización de formas, la planificación

de trayectorias o la modelación de superficies.

Algunos casos de aplicación incluyen: dado un rectángulo A y un conjunto S de n

puntos de A, calcular el rectángulo vaćıo de área máxima (MER problem) que esté

totalmente contenido en A [39, 127] (Figura 1.2a); calcular el cuadrado vaćıo de

área máxima con cualquier orientación [16]; encontrar el rectángulo isotético vaćıo

de área máxima dados n segmentos de orientación arbitraria que no intersectan

entre śı [128] y dado un conjunto S de n puntos en el plano, calcular el ćırculo

vaćıo de área maxima (LEC problem) cuyo centro se encuentre dentro del convex

hull de S [161] (Figura 1.2b).

(a) Maximum Empty Rectangle (MER

problem)

(b) Largest Empty Circle (LEC pro-

blem)

Figura 1.2: Clasificación de problemas: optimización geométrica

En esta Tesis Doctoral, el objetivo fundamental es resolver problemas relacionados

con la optimización geométrica. En este campo, se busca calcular la solución óptima

dentro del conjunto de todas las alternativas posibles.

1.3. Región de interés (ROI)

Una región de interés (ROI) es una sección espećıfica de una imagen o un frame de

un v́ıdeo que se desea analizar, aumentando aśı la eficacia y velocidad de los algoritmos.

Son muy útiles en visión por computador para la detección de objetos, para reconocer

patrones en las imágenes y aśı, poder diferenciar objetos, separarlos y clasificarlos [204];

análisis de v́ıdeos, para la identificación de objetos en movimiento o el análisis de patrones

en el tiempo [32]; realidad aumentada (RA), superponiendo información adicional sobre

un objeto del mundo real [159]. Además, espećıficamente las ROIs se pueden aplicar en

diferentes campos o áreas, como por ejemplo:
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□ Medicina. Diagnóstico médico, para identificar cualquier enfermedad a través de

imágenes médicas, como imágenes de rayos X, tomograf́ıa computarizada (TC)

o resonancia magnética nuclear (RMN) [143]; investigación médica, para ayudar

al diagnóstico, tratamiento y prevención de enfermedades a través del análisis

de imágenes [57]; monitorización, para seguir el desarrollo de una enfermedad a lo

largo del tiempo [69]; ciruǵıa guiada por imágenes, permite a los cirujanos comparar

imágenes en tiempo real con imágenes previas [183].

□ Robótica. Reconocimiento de objetos, para identificar y distinguir objetos [171];

seguimiento de objetos, para detectar y ubicar un objeto a lo largo del tiempo

[184]; mapas de navegación, permiten generar mapas detallados para que los robots

planifiquen sus trayectorias y puedan evitar colisiones con el entorno [131].

□ Sistemas de seguridad y vigilancia. Detección de movimiento, permite conocer

cualquier movimiento en una zona espećıfica [115]; reconocimiento facial, identificar

de forma única a una persona a través de su rostro [45].

□ Sistemas de información geográfica (SIG). Análisis de datos geográficos, para

seleccionar áreas espećıficas para su posterior análisis [137]; meteoroloǵıa, crear

modelos climáticos en áreas espećıficas [38].

□ Tecnoloǵıa de los alimentos. Predicción, para predecir y mejorar la calidad de

los alimentos [140]; control de calidad, para asegurar la seguridad y los estándares

de calidad [177].

En el procesamiento de imágenes, es común encontrarnos con ROIs irregulares o con

partes que no están bien definidas. Estas zonas no disponibles se conocen como agujeros

(Hi) y son fundamentales para la interpretación de las ROIs. Por otro lado, también

pueden aparecer zonas de baja intensidad, dif́ıciles de detectar y que se denominan

puntos (qi). Estos puntos pueden estar dispersos o formar parte de segmentos (Si),

agrupaciones finitas de puntos alineados. La presencia de estas irregularidades puede

dificultar la interpretación de la imagen y su análisis posterior. Es importante tener en

cuenta estas irregularidades en las ROIs al realizar cualquier tipo de procesamiento de

imágenes y considerar estrategias para minimizar su impacto en la interpretación de los

resultados obtenidos.

La Figura 1.3 proporciona un ejemplo de estos conceptos y resalta la importancia de

comprender las irregularidades en los ROIs para el procesamiento y análisis de imágenes.

8



1.3. Región de interés (ROI)

Figura 1.3: Región de interés con puntos (q1, q2, q3), segmentos (S1, S2) y agujeros (H1, H2)

1.3.1. Poĺıgonos

Definicion 1.3.1. Una poligonal es una secuencia finita ordenada de puntos del plano

que llamamos vértices de la poligonal, es decir, P = {p1 . . . pn}. Se definen los lados o

aristas, como los segmentos de recta determinados por parejas de vértices consecutivos,

es decir, de la forma pipi+1 para i = 1 . . . n − 1. Un poĺıgono es una poligonal cerrada,

es decir, poligonal P = {p1 . . . pn} tal que p1 = pn.

Definicion 1.3.2. Un poĺıgono simple es un poĺıgono cuyos lados no adyacentes no

pueden intersectarse dentro del poĺıgono. Diremos que un poĺıgono es convexo, si todos

los segmentos que unen dos puntos del poĺıgono, quedan dentro del poĺıgono. En caso

contrario, se dice que es cóncavo (Figura 1.4).

Figura 1.4: Poĺıgono simple, no simple y convexo
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1. Introducción

Las ROIs son estructuras que suelen estar compuestas por elementos básicos, siendo

los poĺıgonos una de las formas más usadas debido a su simplicidad. Estos poĺıgonos se

han utilizado en diversos estudios y campos de investigación. En el procesamiento de

imágenes de edificios, Sun et al. [178] optimizaron la extracción de información en el

proceso de segmentación, mientras que Zhao et al. [203] aplicaron un método mejorado

basado en PolyMapper [105] para predecir el contorno de edificios en formato vectorial.

En el campo biomédico, los poĺıgonos se han empleado para el reconocimiento del

iris [146], una técnica común en sistemas de identificación y autenticación biométrico.

Además, también se han utilizado para evaluar microexpresiones faciales [200]. En la

detección precoz del cáncer, el uso de poĺıgonos ha sido fundamental en el análisis de

imágenes médicas y la identificación de las mejores áreas de interés para el diagnóstico y

tratamiento. De hecho, se han desarrollado estudios que se enfocan en la determinación

de la mejor ROI para el análisis de imágenes de cáncer, lo que ha demostrado ser una

herramienta importante en la prevención y tratamiento de la enfermedad [12, 22].

Dentro del campo de la robótica, los poĺıgonos también se han aplicado para resolver

problemas de planificación de movimiento y navegación. Se han desarrollado algoritmos

que dividen un poĺıgono en un conjunto de poĺıgonos más pequeños con una determinada

área, lo que permite la planificación de rutas y movimientos precisos [19, 81]. Además, se

han propuesto estrategias que permiten a los robots móviles explorar poĺıgonos simples

desconocidos, lo que resulta útil en aplicaciones de exploración autónoma [193].

1.4. Volumen de interés (VOI)

Un volumen de interés (VOI) es una región espećıfica en una imagen tridimensional

que se ha identificado para su estudio, permitiendo reducir la complejidad del análisis de

la imagen en su totalidad. En visión por computador se emplean para la segmentación

de imágenes, para separar diferentes estructuras dentro de un volumen 3D [198]; control

de calidad en la producción de objetos, para evaluar la calidad de una sección de un

objeto [199]; reconocimiento de objetos, para identificar y clasificar objetos [67, 176]. Los

VOIs tienen una amplia gama de aplicaciones en diferentes campos, como la medicina,

robótica, geoloǵıa y muchos otros.

□ Medicina. Almacenamiento en bases de datos, para la recuperación de imágenes

y su posterior clasificación [97]; aplicaciones interactivas en telemedicina, para

mejorar la precisión y la calidad de las evaluaciones médicas y diagnósticos a

distancia [158]; ecograf́ıa robótica, para la detección temprana de enfermedades y

la planificación del tratamiento [76].
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□ Robótica. Planificación de rutas de cobertura, para encontrar una trayectoria que

atraviese todos los puntos de un área o volumen de interés [68]; zonas de exclusión,

para definir el área donde el robot no pueda operar [174]; ejecución de tareas en

entornos complejos, para realizar una tarea espećıfica en un entorno peligroso [84].

□ Geoloǵıa. Evaluación de riesgos geotécnicos, para permitir un análisis más preciso

y detallado del riesgo dentro de un área geológica [201]; identificación de recursos

minerales, para detectar la presencia de minerales [173].

□ Tecnoloǵıa de los alimentos. Microbioloǵıa alimentaria, para detectar, analizar

y controlar la presencia de microorganismos que pueden provocar enfermedades

graves [129]; microtomograf́ıa, para ayudar en el estudio de la microestructura de

los alimentos [130].

1.4.1. Poliedros

Definicion 1.4.1. Un poliedro es un cuerpo geométrico limitado por caras que son

poĺıgonos. Los prismas son poliedros que tienen dos caras paralelas e iguales llamadas

bases y caras laterales formadas por paralelogramos. Si las bases son paralelogramos, el

cuerpo geométrico se llama paraleleṕıpedo y si además, todas las caras son rectángulos,

se habla de ortoedro (Figura 1.5).

Figura 1.5: Prisma pentagonal, paraleleṕıpedo y ortoedro

Una forma común de aproximar el VOI es mediante la construcción de un poliedro

que se ajuste lo mejor posible a la forma del objeto. Esto se puede hacer mediante la

unión de varios poĺıgonos planos para formar un poliedro, o mediante la creación de un

modelo 3D del objeto recurriendo a software de modelado. Aunque esta aproximación

no es la más precisa para todas las formas de objetos, puede ser una herramienta útil

para obtener una estimación rápida y confiable de la imagen en ciertos casos.

Los poliedros han sido ampliamente estudiados en diferentes campos. En medicina,

se han usado mosaicos triangulares para reconstruir la superficie de órganos a partir

de información de contorno generada por tomograf́ıa computarizada (TC), ecograf́ıas

y exámenes de medicina nuclear [47]. También, a modo de ejemplo, se ha desarrollado
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una metodoloǵıa para evaluar el movimiento tridimensional (3D) global del ventŕıculo

izquierdo humano a partir de datos de resonancia magnética, representándolo como una

superficie poliédrica [65].

En el campo de la robótica, se ha presentado un algoritmo que permite a un robot

móvil autónomo (AMR) generar un modelo tridimensional de un terreno inexplorado

con obstáculos, compuesto por un número variable de poliedros [149]. Este avance es

importante para aplicaciones en exploración, búsqueda y rescate, ya que permite a los

robots mapear y navegar en terrenos desconocidos de manera autónoma. Además, se

ha desarrollado una técnica para localizar objetos poliédricos en una mano robótica

mediante la integración de datos visuales y táctiles [27].

Por último, en el campo de la teledetección, se ha desarrollado un nuevo método para

la extracción de edificios en áreas urbanas a partir de datos LIDAR (Light Detection

and Ranging) de alta resolución aplicando modelos poliédricos tridimensionales [157].

En general, estos avances demuestran la versatilidad y la importancia de los poliedros

en una amplia variedad de aplicaciones en campos tan diversos como la medicina, la

robótica y la teledetección.

1.5. Relación entre la GC, ROI y VOI

El uso de ROI y VOI es una herramienta fundamental en la geometŕıa computacional,

como se ha demostrado en diversos estudios. La delimitación del análisis a una región

espećıfica de una imagen permite evitar cálculos innecesarios y acelerar la solución del

problema. Además, la representación de estas regiones y volúmenes mediante poĺıgonos

y poliedros permite una manipulación más sencilla de la geometŕıa, lo que contribuye a

una mayor precisión y rapidez en los análisis mediante la optimización geométrica. En

consecuencia, la utilización de una ROI y un VOI junto con la representación de estas

regiones y volúmenes mediante poĺıgonos y poliedros es esencial para la optimización

geométrica en la geometŕıa computacional.

En esta Tesis Doctoral, se adoptará el método ilustrado en la Figura 1.6. El proceso

comienza con la selección de una ROI de una imagen (Figura 1.6a), a partir de la cual se

calcula el poĺıgono inscrito que mejor se adapte a su forma (Figura 1.6b). Posteriormente,

se aplica la optimización geométrica para obtener la solución óptima dentro del conjunto

de todas las soluciones factibles. Se presentan tres ejemplos de soluciones: un rectángulo

(Figura 1.6c), un hexágono simple (Figura 1.6d) y un hexágono convexo (Figura 1.6d)

para el cálculo del mayor área. Como se puede observar, la solución final puede tener un

área y peŕımetro muy diferentes según si se emplea un poĺıgono simple o convexo.
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1.5. Relación entre la GC, ROI y VOI

(a) Selección de la ROI

(b) Poĺıgono inscrito en la ROI

(c) Rectángulo (d) Hexágono simple (e) Hexágono convexo

Figura 1.6: Aplicación práctica real y soluciones
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1.6. Objetivos de la Tesis

El objetivo principal de esta Tesis Doctoral es resolver los cinco problemas planteados

en la Sección 1.1 mediante la utilización de técnicas de optimización geométrica, con el

fin de validar su aplicabilidad en diversos campos prácticos y demostrar que las posibles

aplicaciones son numerosas y variadas.

Para lograr este objetivo principal, es necesario desarrollar una serie de algoritmos y

establecer los siguientes objetivos parciales:

Objetivo 1. Calcular el rectángulo de mayor área y orientación arbitraria contenido en

una Región de Interés (ROI).

Objetivo 2. Dado un valor k fijo, calcular el poĺıgono simple de k lados de mayor

área o peŕımetro contenido en una ROI con obstáculos arbitrarios, como puntos,

segmentos y agujeros.

Objetivo 3. Dado un valor k fijo y un conjunto O contenido en una ROI con obstáculos

arbitrarios, calcular el poĺıgono simple de k lados de mayor o menor área o peŕımetro,

que contenga a O y esté dentro de la ROI.

Objetivo 4. Dado un valor k fijo, calcular el poĺıgono simple de k lados de menor área

o peŕımetro que contenga a una ROI entre obstáculos arbitrarios, como puntos,

segmentos y agujeros.

Objetivo 5. Desarrollar el pseudocódigo y el código fuente de los algoritmos utilizados

anteriormente en Python y Java para que cualquier investigador pueda examinar

el código en detalle, comprender el funcionamiento de los algoritmos y realizar

modificaciones o mejoras en el código.

Objetivo 6. Calcular el paraleleṕıpedo de mayor volumen y cualquier orientación que

está contenido en un Volumen de Interés (VOI).

El objetivo parcial 1 representa una solución espećıfica para el cálculo del rectángulo

de área máxima en contraste con el objetivo parcial 2, que ofrece una solución más

general. Este último propone un método genérico para calcular el k-gon simple de área o

peŕımetro máximo que puede ser inscrito en cualquier contorno cerrado con obstáculos

arbitrarios. Además, si esta solución puede inscribir alguno de los obstáculos con el fin

de maximizar o minimizar el área o el peŕımetro del poĺıgono seleccionado, siempre y

cuando se cumpla la restricción de que el poĺıgono esté contenido dentro de la ROI, se

estaŕıa tratando con el objetivo parcial 3.
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Por otro lado, el objetivo parcial 4 ofrece la capacidad de calcular el k-gon simple con

el menor área o peŕımetro posible. Finalmente, el objetivo parcial 5 desarrolla todo el

código fuente, mientras que el objetivo parcial 6 representa una solución para el cálculo

del paraleleṕıpedo de mayor volumen contenido en un Volumen de Interés (VOI).

Es importante destacar que esta solución es única y diferenciada en el sentido de

que ningún otro documento ha propuesto una solución genérica para cualquier tipo de

poĺıgono en un contorno cerrado con obstáculos. La mayoŕıa de los problemas planteados

se centran en soluciones muy espećıficas y no reconfigurables, lo que significa que solo

pueden manejar casos particulares y no pueden adaptarse a diferentes situaciones. En

contraste, la solución presentada es muy flexible y puede aplicarse a cualquier tipo de

contorno cerrado y cualquier número de lados.

Por lo tanto, esta solución es una herramienta valiosa para cualquier investigador que

necesite encontrar un poĺıgono inscrito o circunscrito óptimo, adaptado a sus necesidades

espećıficas, sin importar la presencia de obstáculos en el contorno cerrado.

1.7. Estructura de la Tesis

En el primer caṕıtulo de esta Tesis Doctoral, se detallan las aplicaciones prácticas

y los problemas que se resuelven a través de la optimización geométrica. Se ofrece una

introducción a la geometŕıa computacional y se explica cómo las Regiones de Interés

(ROIs) y los Volúmenes de Interés (VOIs), basados en figuras geométricas básicas como

poĺıgonos y poliedros, pueden ser aplicados en diversos campos.

El Caṕıtulo 2 realiza una revisión de la literatura disponible hasta la fecha para el

cálculo de los poĺıgonos simples o convexos de mayor o menor área o peŕımetro, con o

sin obstáculos arbitrarios, como puntos, segmentos y agujeros, que están contenidos o

que contienen un poĺıgono en general. Además, se examina la literatura para el cálculo

de poliedros de mayor volumen que puedan encontrarse completamente dentro de otro

poliedro o que lo contengan en su totalidad. El objetivo es proporcionar una comprensión

completa del estado actual de la investigación en estos temas, para permitir un análisis

y discusión rigurosos en los siguientes caṕıtulos.

En el Caṕıtulo 3 se desarrolla el cálculo de la matriz de adyacencia de un poĺıgono

reticulado a partir de una Región de Interés (ROI) con obstáculos arbitrarios. Se definen

los conceptos de poĺıgono reticulado y matriz de adyacencia, y se desarrollan diferentes

algoritmos para determinar la posición de puntos en un poĺıgono, calcular intersecciones

entre segmentos y verificar la posibilidad de intersección entre un segmento y un poĺıgono.

Por último, se describe el algoritmo empleado para calcular la matriz de adyacencia.
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En el Caṕıtulo 4 se resuelve el problema inclusión Inc(Psim,Pk, µ), es decir, cálculo

del poĺıgono simple de mayor área o peŕımetro contenido en un poĺıgono reticulado o en

una Región de Interés (ROI) con obstáculos arbitrarios. Los algoritmos desarrollados,

iterativo y recursivo, proporcionan soluciones espećıficas basadas en el valor k elegido

por el usuario. La razón detrás de este método surge de la escasez de algoritmos que

traten de manera completa el cálculo de poĺıgonos simples con obstáculos arbitrarios, lo

que contribuye al logro de conseguir el objetivo parcial 2 y, por consiguiente, del objetivo

parcial 1. Modificando el algoritmo principal, de cada una de las versiones, es posible

resolver el problema para el cálculo del rectángulo o poĺıgono convexo de k lados de

mayor área o peŕımetro.

En el Caṕıtulo 5 se considera el problema de separabilidad Sep(Psim,Pk, O, µ). El

objetivo es calcular el poĺıgono simple de k lados de mayor o menor área o peŕımetro

que contenga un conjunto dado y esté contenido en un poĺıgono reticulado o en una

región de interés (ROI) con obstáculos arbitrarios. Los algoritmos desarrollados, tanto

en su versión iterativa como recursiva, contribuyen a alcanzar el objetivo parcial 3, que

se deriva de dos problemas planteados inicialmente en esta Tesis Doctoral: diseño de un

parque urbano que contenga varios monumentos y separación precisa de células tumorales

y sanas en medicina. Al igual que en el Caṕıtulo 4, es posible resolver el problema para

el cálculo del rectángulo o poĺıgono convexo de k lados realizando ajustes en el algoritmo

principal.

El Caṕıtulo 6 resuelve dos tipos de problemas. En primer lugar, se ocupa de resolver

el problema de la envolvente Enc(Psim,Pk, µ), es decir, cálculo del poĺıgono simple de

k lados de menor área o peŕımetro que contiene a otro poĺıgono simple entre obstáculos

arbitrarios. El segundo problema, consiste en ampliar el resultado anterior cuando el

poĺıgono simple de k lados contenga a una ROI entre obstáculos arbitrarios. Para resolver

estos problemas, se recurre al procedimiento realizado en el caṕıtulo anterior, logrando

aśı alcanzar el objetivo parcial 4. De manera similar a los dos caṕıtulos precedentes,

realizando modificaciones en el algoritmo principal es posible resolver los problemas

cuando las soluciones finales sean el cálculo del rectángulo o el poĺıgono convexo de k

lados.

El Caṕıtulo 7 desarrolla los dos algoritmos principales de esta Tesis Doctoral, el

Algoritmo 7.1 y el Algoritmo 7.2, que permiten unificar los tres tipos de problemas que

se han visto en los Caṕıtulos 4, 5 y 6. El primero está centrado en poĺıgonos simples y

convexos, mientras que el Algoritmo 7.2 se aplica espećıficamente a rectángulos.
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En el Caṕıtulo 8 se demuestra la utilidad práctica de los algoritmos descritos en los

Caṕıtulos 4 al 7. Se exponen una serie de aplicaciones concretas que pueden surgir a partir

de los problemas planteados en la Sección 1.1. Para calcular las diversas soluciones, se

ha desarrollado inicialmente el código en pseudocódigo y posteriormente se ha traducido

a los lenguajes de programación Python y Java, consiguiendo de esta forma el objetivo

parcial 5.

El Caṕıtulo 9 presenta un resultado relacionado con los Volúmenes de Interés (VOIs),

que proporciona una comprensión fundamental sobre cómo optimizar el uso del espacio

en el contexto de los VOIs. Se trata del cálculo del paraleleṕıpedo de mayor volumen

contenido en un VOI. La obtención de este resultado permite cumplir con el último de

los objetivos parciales establecidos, en concreto, el objetivo parcial 6.

En el Caṕıtulo 10, se describen todos los algoritmos que se han desarrollado a lo

largo de esta Tesis Doctoral durante los caṕıtulos 3 al 9.

Para finalizar, el Caṕıtulo 11 expone las conclusiones más destacadas que surgen de

este trabajo de investigación doctoral. Además de las conclusiones, se proponen una serie

de mejoras que podŕıan ampliar aún más esta Tesis Doctoral.

1.8. Publicaciones generadas durante la investigación

A continuación, se enumeran los art́ıculos que han sido publicados, los que han sido

aceptados para su publicación y aquellos que actualmente se encuentran en proceso de

revisión. También se incluyen los congresos internacionales en los que se ha participado.

Todos estos trabajos guardan una estrecha relación con algunos de los objetivos parciales

previamente descritos.

⌊1⌋ T. Perez-Palacios, T. Antequera, R. Molano, P. G. Rodŕıguez, and R. Palacios,

Sensory traits prediction in dry-cured hams from fresh product via mri and lipid

composition, Journal of Food Engineering, 101 (2010), pp. 152–157.

DOI: https://doi.org/10.1016/j.jfoodeng.2010.06.015

JCR-2022 = 5,5

Category:

[
(26/142) Q1 Engineering, Chemical

(30/142) Q1 Food Science & Technology

Objetivo parcial 1
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⌊2⌋ R. Molano, P. G. Rodŕıguez, A. Caro, and M. L. Durán, Finding the largest area

rectangle of arbitrary orientation in a closed contour, Applied Mathematics and

Computation, 218 (2012), pp. 9866–9874.

DOI: https://doi.org/10.1016/j.amc.2012.03.063

JCR-2022 = 4

Category:
[

(10/267) Q1 Mathematics, Applied

Objetivo parcial 1

⌊3⌋ R. Molano, D. Caballero, P. G. Rodŕıguez, M. Ávila, J. P. Torres, M. L. Durán,

J. C. Sancho, and A. Caro, Finding the largest volume parallelepipedon of arbitrary

orientation in a solid, IEEE Access, 9 (2021), pp. 103600–103609.

DOI: 10.1109/access.2021.3098234

JCR-2022 = 3,9

Category:

 (73/158) Q2 Computer Science, Information Systems

(41/88) Q2 Telecommunications

(100/275) Q2 Engineering, Electrical & Electronic

Objetivo parcial 6

⌊4⌋ R. Molano, M. Ávila, J. C. Sancho, P. G. Rodŕıguez, and A. Caro, An algorithm to

compute any simple k-gon of a maximum area or perimeter inscribed in a region

of interest, SIAM Journal on Imaging Sciences, 15 (2022), pp. 1808–1832.

DOI: https://doi.org/10.1137/22m1482676

JCR-2022 = 2,1

Category:


(59/267) Q1 Mathematics, Applied

(61/108) Q3 Computer Science, Software Engineering

(21/28) Q3 Imaging Science & Photographic Technology

(109/145) Q4 Computer Science, Artificial Intelligence

Objetivos parciales 2 y 5 (ROI sin obstáculos arbitrarios)

⌊5⌋ R. Molano, M. Ávila, J. C. Sancho, P. G. Rodŕıguez, and A. Caro, Post-processing

of closed contours to obtain inscribed k-sided polygons, in International Conference

on Computing, Intelligence and Data Analytics, 2023.

Objetivos parciales 2 y 5 (ROI sin obstáculos arbitrarios)
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⌊6⌋ R. Molano, M. Ávila, J. C. Sancho, P. G. Rodŕıguez, and A. Caro, Obtaining the

user-defined inside a closed contour with holes, The Visual Computer (aceptado),

(2023).

JCR-2022 = 3,5

Category:
[

(34/108) Q2 Computer Science, Software Engineering

Objetivos parciales 2 y 5 (ROI con agujeros)

⌊7⌋ R. Molano, M. Ávila, J. C. Sancho, P. G. Rodŕıguez, and A. Caro, An efficient

method for obtaining the maximum k-gon in an arbitrary polygon with obstacles,

Pattern Recognition (en revisión), (2023).

JCR-2022 = 8

Category:

[
(25/145) Q1 Computer Science, Artificial Intelligence

(30/275) Q1 Engineering, Electrical & Electronic

Objetivos parciales 2 y 5 (ROI con puntos y segmentos)
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Caṕıtulo 2

Avances y desarrollos recientes

La revisión de la literatura desempeña un papel fundamental al proporcionar una

base sólida que posibilita un análisis riguroso de los temas tratados en cada uno de los

caṕıtulos. En el contexto de la optimización geométrica de la geometŕıa computacional,

esta revisión es particularmente importante debido a la naturaleza interdisciplinaria de

este campo. Implica la aplicación de técnicas de optimización matemática y computacional

para resolver problemas geométricos complejos en una variedad de campos, como la

medicina o la robótica.

Esta revisión puede ser empleada para identificar deficiencias en el conocimiento

previo y para establecer la justificación para la investigación adicional en el campo de

la optimización geométrica. Por ejemplo, puede haber áreas en las que se necesite más

investigación para mejorar la eficacia de los algoritmos actuales, o bien, para aplicar

técnicas existentes a nuevos problemas y escenarios.

Para llevar a cabo esta Tesis Doctoral, se realizará una revisión detallada de las

investigaciones previas relacionadas con poĺıgonos (Sección 2.1). Dicha revisión permitirá

resolver los objetivos parciales 1 a 5, que se describen en la Sección 1.6. Además, también

se llevará a cabo una revisión detallada de los estudios previos sobre poliedros (Sección

2.2), y se centrará espećıficamente en el objetivo parcial 6, también descrito en la Sección

1.6. De esta manera, se podrá lograr una comprensión más profunda de los problemas

geométricos analizados y se contribuirá al desarrollo de soluciones eficaces a través de

técnicas de optimización geométrica.
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2. Avances y desarrollos recientes

2.1. Poĺıgonos

Dado el carácter general de los objetivos parciales 2, 3 y 4, y la posible aproximación

y representación de las ROIs mediante poĺıgonos, es importante tener en cuenta los

siguientes criterios o condiciones durante la revisión:

Condición 1. Tipo de poĺıgono inicial: simple o convexo.

Condición 2. Tipo de poĺıgono final: simple o convexo.

Condición 3. Cálculo del área o peŕımetro máximo o área o peŕımetro mı́nimo.

Condición 4. Presencia de obstáculos arbitrarios, como puntos, segmentos y agujeros.

Condición 5. Complejidad temporal del algoritmo propuesto.

Las tres primeras condiciones están relacionadas con dos problemas fundamentales

en la optimización geométrica, como son, problemas de inclusión (inclusion problems) y

problemas de la envolvente (enclosure problems), definidos de la siguiente forma:

Definicion 2.1.1. Sean P y Q dos familias de poĺıgonos y µ una función real respecto

al área o al peŕımetro, tal que:

∀Q,Q′ ∈ Q, Q′ ⊆ Q⇒ µ(Q′) ≤ µ(Q)

Entonces, se define:

Inclusion problems. Inc(P,Q, µ): Dado P ∈ P, calcular el poĺıgono Q ∈ Q más

grande en términos de µ, que esté incluido en P .

Enclosure problems. Enc(P,Q, µ): Dado P ∈ P, calcular el poĺıgono Q ∈ Q más

pequeño en términos de µ, que contiene a P .

Las clases de problemas de inclusión y envolvente en geometŕıa computacional se

consideran “duales” en cierto sentido, ya que están relacionadas con la inclusión y la

envolvente de poĺıgonos, respectivamente. Sin embargo, no existe una manera sistemática

conocida para transformar un algoritmo de un problema en uno para su dual. Esto se

debe a que cada problema requiere una técnica de resolución espećıfica, y a menudo, las

propiedades y caracteŕısticas que hacen que un algoritmo sea eficiente en un problema

no se aplique al otro. La complejidad y riqueza de la geometŕıa computacional se hacen

evidentes a través de la diversidad de técnicas y enfoques que se utilizan para resolver
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diferentes problemas. Por ejemplo, el problema convex skull se considera el dual del

problema convex hull, pero hasta la fecha no se ha encontrado una forma sistemática

para transformar los algoritmos de uno en el otro.

Para facilitar la referencia a conjuntos particulares durante la revisión, se empleará

una serie de notaciones. Aśı, las siguientes expresiones se usarán para designar conjuntos

espećıficos: Psim, Pconv, Pk y Pk conv representarán el conjunto de todos los poĺıgonos

simples, convexos, simples de k lados y convexos de k lados, respectivamente. De manera

similar, P3, Prect, Pparal y P4 se referirán al conjunto de todos los triángulos, rectángulos,

paralelogramos y cuadriláteros, respectivamente. En particular, Prect alig se usará para

denotar el conjunto de todos los rectángulos cuyos lados son paralelos a los ejes de

coordenadas. De esta forma, se podrá identificar fácilmente los conjuntos que se emplean

en la revisión y simplificar la discusión.

El objetivo parcial 3 tiene especial relevancia dentro de esta Tesis Doctoral, ya que

se ocupa de la relación entre los problemas de inclusión y envolvente. Por una parte,

nos encontramos con una ROI con obstáculos arbitrarios y un conjunto de obstáculos

O que son seleccionados. El problema consiste en calcular, dado un valor k establecido

por el usuario, el k-gon de mayor o menor área o peŕımetro que contenga al conjunto

O y esté contenido en la ROI. A esta clase de problemas se les denomina problemas de

separabilidad (separability problems).

Definicion 2.1.2. Sean P y Q dos familias de poĺıgonos, O una familia de obstáculos

y µ una función real respecto al área o al peŕımetro. Entonces, se define:

Separability problems. Sep(P,Q,O, µ): Dados P ∈ P y O ∈ O, calcular el poĺıgono

Q ∈ Q más grande o más pequeño en términos de µ, que contenga a O y esté

incluido en P .

La revisión de la bibliograf́ıa se centrará en los objetivos parciales y su relación con

la clase de problemas a la que pertenecen. Se analizarán detenidamente los art́ıculos de

mayor importancia en el estudio de figuras geométricas, como triángulos, rectángulos,

paralelogramos, cuadriláteros y poĺıgonos en general. Se examinarán los problemas de

separabilidad relacionados con estos tipos de figuras. Esta revisión permitirá profundizar

en el conocimiento del problema y sus soluciones, lo que ayudará a establecer unos

cimientos sólidos para el desarrollo de soluciones novedosas y eficientes en el futuro.
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2.1.1. Triángulos

2.1.1.1. Triángulo de mayor área o peŕımetro contenido en un poĺıgono

Inc(Psim,P3, µ)

En 1979, Dobkin y Snyder [56] presentaron un algoritmo para calcular el k-gon de

mayor área que se puede inscribir en un poĺıgono convexo de n vértices, con un coste

computacional de O(n). Sin embargo, estudios posteriores refutaron este algoritmo como

incorrecto para el caso k = 3 [95, 187]. Boyce et al. [28] ampliaron este resultado para

incluir tanto el cálculo del triángulo de mayor área como el de mayor peŕımetro, con un

coste computacional de O(n log n). Posteriormente, otros autores lograron desarrollar

algoritmos lineales para poĺıgonos convexos [88, 90]. El paso de poĺıgonos convexos a

poĺıgonos simples fue desarrollado por Melissaratos [112, 113], aunque esto supuso un

incremento notable en el coste computacional, elevándolo a O(n3). Recientemente, Lee

et al. [104] han estudiado el problema de encontrar el triángulo de área máxima con

diversas restricciones en un poĺıgono simple o convexo, posiblemente con agujeros, y han

propuesto un algoritmo con coste computacional en el mejor caso de O(n2 log n).

2.1.1.2. Triángulo de menor área o peŕımetro que contiene a un poĺıgono

Enc(Psim,P3, µ)

El problema de calcular el triángulo de área o peŕımetro mı́nimo que contiene a un

poĺıgono es una tarea fundamental en el campo de la geometŕıa computacional. A lo

largo de los años, ha sido objeto de estudio por parte de numerosos investigadores, y se

han propuesto varios algoritmos para resolverlo.

Entre los primeros algoritmos propuestos para calcular el triángulo de área mı́nima

se encuentra el de Klee y Laskowski [99], que logró una complejidad computacional de

O(n log2 n). Posteriormente, O’Rourke et al. [135] desarrollaron un algoritmo óptimo de

tiempo lineal para este mismo problema. La determinación del triángulo de peŕımetro

mı́nimo resultó ser más dif́ıcil y se han encontrado muy pocos resultados al respecto.

De Pano [54] propuso un algoritmo O(n3) para este problema, mejorado posteriormente

por Chang y Yap [36]. Aggarwal y Park [4] aplicaron la técnica de búsqueda matricial

para reducir la complejidad del problema a O(n log n), y finalmente, Bhattacharya y

Mukhopadhyay [23] lograron un coste computacional O(n). Este algoritmo es el más

eficaz para resolver el problema del triángulo de peŕımetro mı́nimo.
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La Tabla 2.1 proporciona una visión general de los estudios relevantes sobre el cálculo

de triángulos contenidos o que contienen a un poĺıgono. Si bien la investigación hasta

la actualidad ha logrado avances significativos en el cálculo del área máxima de un

poĺıgono, hay aspectos que aún necesitan ser exploradas en profundidad. Por ejemplo,

se han encontrado dificultades en la determinación del triángulo de peŕımetro mı́nimo

que encierra un poĺıgono, lo que ha llevado a la escasez de resultados en este ámbito.

Además, la presencia de obstáculos en un poĺıgono plantea un desaf́ıo adicional para

el cálculo del triángulo de área o peŕımetro máximo o mı́nimo. Por tanto, existe una

necesidad cŕıtica de investigar más en estas áreas y desarrollar algoritmos eficientes que

permitan solucionar estos problemas de manera exitosa.

Tabla 2.1: Triángulos

Sección Autor Condición 1–3 Condición 4 Condición 5

2.1.1.1
[104] Inc(Psim,P3, área) agujeros O(n2 log n)

[28] Inc(Pconv,P3, peŕımetro) —— O(n log n)

2.1.1.2
[135] Enc(Pconv,P3, área) —— O(n)

[23] Enc(Pconv,P3,peŕımetro) —— O(n)

2.1.2. Rectángulos

2.1.2.1. Maximum Empty Rectangle (MER problem)

Inc(Prect,Prect, µ)

En 1984, Naamad et al. [127] propusieron el problema conocido como “Rectángulo

Vaćıo de Área Máxima” (MER, por sus siglas en inglés): Dado un rectángulo A y un

conjunto S de n puntos de A, calcular el rectángulo de área máxima contenido en A, no

contenga ningún punto de S en su interior, y cuyos lados sean paralelos a las aristas de

A. El problema se resolvió en O(min(n2, R log n)), donde R es el número de rectángulos

que cumplen las condiciones anteriores. Posteriormente, Orlowski [133] mejoró el coste

computacional a O(R + n log n). En [5, 41] se presentaron otros procedimientos que no

requieren el cálculo de todos los MERs, con complejidades O(n log2 n) y O(n log3 n),

respectivamente. Además, el primero resolvió el problema para el cálculo del rectángulo

de peŕımetro máximo en O(n log n). Eliminando la condición de ejes alineados, [39, 125]

demostraron que el mayor rectángulo vaćıo de orientación arbitraria para un conjunto

dado de n puntos en el plano puede calcularse en O(n3).
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Si el conjunto S está formado por n segmentos de orientación arbitraria que no

intersectan entre śı, Nandy et al. [128] resolvieron el problema con coste computacional

O(n log2 n) para el cálculo del rectángulo de mayor área.

2.1.2.2. Rectángulo de mayor área o peŕımetro contenido en un poĺıgono

Inc(Psim,Prect, µ)

Alt et al. [7] propusieron un algoritmo para calcular el rectángulo de mayor área

con lados paralelos a los ejes x, y dentro de un poĺıgono convexo de n vértices, con un

coste computacional de O(log3 n). Posteriormente, Fischer y Höffgen [63] y Alt et al.

[8] redujeron este coste a O(log2 n) y O(log n), respectivamente. Cuando se eliminó la

restricción para poĺıgonos convexos, Daniels et al. [50] resolvieron el problema, válido

también para poĺıgonos con agujeros, en un tiempo de O(n log2 n). Boland y Urrutia

[24] presentaron un algoritmo en un tiempo de O(n log n). Al considerar algoritmos de

aproximación y eliminar la condición de lados paralelos a los ejes, Knauer et al. [100]

demostraron que el rectángulo de mayor área en un poĺıgono convexo pod́ıa calcularse en

un tiempo de O(1ε log 1
ε log n). Para poĺıgonos simples, Molano et al. [123] resolvieron el

problema en un tiempo O(n3), mientras que Choi et al. [44] demostraron cómo resolver

el problema para poĺıgonos con agujeros en O(n3 log n), incluido el cálculo del rectángulo

de mayor peŕımetro.

2.1.2.3. Rectángulo de menor área o peŕımetro que contiene a un poĺıgono

Enc(Psim,Prect, µ)

En 1975, Freeman y Shapira [64] propusieron un algoritmo con coste computacional

O(n2) para calcular el rectángulo de menor área que contiene una curva cerrada, lo

que equivale a un poĺıgono simple de n vértices. Aunque, Arnon y Gieselmann [11] y

Toussaint [181] mejoraron el algoritmo reduciendo su complejidad a O(n), éste sólo era

aplicable a poĺıgonos convexos.

2.1.3. Paralelogramos

2.1.3.1. Paralelogramo de mayor área o peŕımetro contenido en un poĺıgono

Inc(Psim,Pparal, µ)

Jin y Matulef [89] trataron el problema de calcular el paralelogramo de mayor área

dentro de un poĺıgono convexo de n vértices. Su algoritmo teńıa un coste computacional
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de O(n2). Posteriormente, Jin [87] mejoró el método anterior para lograr un coste de

O(n log2 n). El paso de un poĺıgono inicial convexo a uno simple fue realizado por Molano

et al. [122] con un coste computacional de O(n3). Sin embargo, ninguno de los art́ıculos

anteriores menciona si es posible calcular el paralelogramo con el mayor peŕımetro o en

presencia de obstáculos.

2.1.3.2. Paralelogramo de menor área o peŕımetro que contiene a un poĺıgono

Enc(Psim,Pparal, µ)

Schwarz et al. [164] presentaron un algoritmo con complejidad O(n) para calcular el

paralelogramo de menor área que contiene un poĺıgono convexo de n vértices. En una

investigación posterior [163], describieron cómo esta técnica puede ser aplicada en el

procesamiento digital de imágenes. Más tarde, Rote [156] obtuvo el mismo resultado.

De la misma forma que en la sección anterior, no existen art́ıculos relacionados para

el cálculo del paralelogramo de menor peŕımetro o en presencia de obstáculos. Aunque

Schwarz et al. [163, 164] y Rote [156] consideraron como poĺıgono inicial un poĺıgono

convexo en su trabajo, este sigue siendo un problema de menor dificultad en comparación

con poĺıgonos simples.

2.1.4. Cuadriláteros

2.1.4.1. Cuadrilátero de mayor área o peŕımetro contenido en un poĺıgono

Inc(Psim,P4, µ)

El algoritmo propuesto por Dobkin y Sneider [56] para el cálculo del mayor k-gon

contenido en un poĺıgono convexo de n vértices, fue demostrado incorrecto para el caso

k = 4, mediante un contraejemplo publicado por Keikha et al. [94]. Más tarde, Rote [156]

logró resolver el problema con un algoritmo que tiene una complejidad computacional

de O(n).

2.1.4.2. Cuadrilátero de menor área o peŕımetro que contiene a un poĺıgono

Enc(Psim,P4, µ)

Hasta el momento, no se han publicado art́ıculos que presenten algoritmos para

calcular el cuadrilátero de menor área o peŕımetro que contenga un poĺıgono simple o

convexo.
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La Tabla 2.2 muestra los art́ıculos más destacados sobre el cálculo de rectángulos,

paralelogramos y cuadriláteros contenidos o que contienen poĺıgonos simples o convexos.

La literatura actual es limitada en cuanto al cálculo de soluciones en relación al peŕımetro

o en presencia de obstáculos, lo que pone de manifiesto la necesidad de explorar áreas

de investigación que aún no han sido suficientemente analizadas. Resulta crucial seguir

investigando en estos aspectos para ampliar nuestro conocimiento y avanzar en este

campo de estudio.

Tabla 2.2: Cuadriláteros

Sección Autor Condición 1-3 Cond. 4 Cond. 5

2.1.2.1

[39, 125] Inc(Prect,Prect, área) puntos O(n3)

[5] Inc(Prect,Prect, peŕımetro) puntos O(n log n)

[128] Inc(Prect,Prect alig, área) segmentos O(n log2 n)

2.1.2.2
[123] Inc(Psim,Prect, área) —— O(n3)

[44] Inc(Psim,Prect,peŕımetro) agujeros O(n3 log n)

2.1.2.3 [64] Enc(Psim,Prect, área) —— O(n2)

2.1.3.1 [122] Inc(Psim,Pparal, área) —— O(n3)

2.1.3.2 [156, 163, 164] Enc(Pconv,Pparal, área) —— O(n)

2.1.4.1 [156] Inc(Pconv,P4, área) —— O(n)

2.1.5. Poĺıgonos en general

2.1.5.1. Convex skull (Potato peeling problem) (CS) Inc(Psim,Pconv, µ)

“Potato peeling problem”, también conocido como “convex skull”, es un problema de

geometŕıa computacional que consiste en calcular el poĺıgono convexo de mayor área que

está contenido dentro de un poĺıgono dado de n vértices, el cual puede tener agujeros. Fue

propuesto por Goodman [73] y resuelto por Chang y Yap [37] con un coste computacional

alto: O(n7) para el cálculo del mayor área y O(n6) para el cálculo del mayor peŕımetro.

Posteriormente, Hall-Holt et al. [78] y Cabello et al. [33] desarrollaron algoritmos de

aproximación más eficientes para el cálculo del mayor área, con un coste computacional

menor, obteniendo O(n log n) y O(n log2 n), respectivamente.
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2.1.5.2. k–gon de mayor área o peŕımetro contenido en un poĺıgono

Inc(Psim,Pk, µ)

Boyce et al. [28] demostraron que, para un poĺıgono convexo de n vértices, el k-gon

convexo de mayor área o peŕımetro contenido en el n-gon puede ser encontrado con un

coste computacional de O(kn log n+ n log2 n). Más tarde, Aggarwal et al. [3] mejoraron

este algoritmo reduciendo su complejidad a O(kn+n log n). Ambos art́ıculos consideraron

el problema de inclusión Inc(Pconv,Pk conv, área). Cuando se extendió el problema a

poĺıgonos simples, Molano et al. [118] desarrollaron un algoritmo para calcular el k-gon de

mayor área o peŕımetro, con una complejidad computacional de O(n5k). Este algoritmo

fue implementado en Python y Java. En trabajos posteriores, los autores lograron ampliar

su solución para incluir poĺıgonos simples con agujeros [120] y puntos y segmentos [119],

sin aumentar la complejidad computacional, que se mantiene en O(n5k), al desarrollar

un algoritmo iterativo.

2.1.5.3. Convex hull (CH) Enc(Psim,Pconv, µ)

Se llama “convex hull” de un conjunto S de n puntos en el plano, y se denota por

CH(S), al menor poĺıgono convexo P en el que cada punto de S está en la frontera

de P o en su interior. Existen dos algoritmos principales que resuelven el problema. El

primero, propuesto por Graham [74], tiene un coste computacional de O(n log n). El

segundo algoritmo, propuesto por Jarvis [86], O(nh), donde h es el número de vértices

del “convex hull”. Posteriormente, Kirkpatrick y Seidel [98] desarrollaron un algoritmo

que mejoró estos costes a O(n log h).

Cuando los n puntos forman los vértices de un poĺıgono simple, el problema es más

sencillo de resolver. Aśı, diversos autores [71, 75, 102, 110, 132, 172] a lo largo de los

años han probado que el cálculo del convex hull de un poĺıgono simple puede realizarse

con un coste computacional de O(n).

2.1.5.4. k–gon de menor área o peŕımetro que contiene a un poĺıgono

Enc(Psim,Pk, µ)

En 1984, Chang y Yap [36] resolvieron el problema de calcular el k-gon convexo de

menor área que encierra un poĺıgono simple de n vértices con un coste computacional

de O(n3 log k). Posteriormente, Aggarwal et al. [2] lograron mejorar este algoritmo en

un art́ıculo publicado en 1985, reduciendo el coste a O(n2 log n log k). Otro problema

geométrico importante es encontrar el poĺıgono de mı́nimo peŕımetro que encierra un
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poĺıgono dado. Para resolver este problema, Mitchell y Polishchuk [117] propusieron un

algoritmo con coste computacional de O(nk log k), donde k es el número de vértices del

poĺıgono de mı́nimo peŕımetro.

La Tabla 2.3 muestra los principales trabajos sobre el cálculo de poĺıgonos simples o

convexos contenidos o que contienen a otros poĺıgonos. A pesar de los avances logrados

en este campo, todav́ıa existen muchas áreas de estudio importantes que requieren ser

exploradas, especialmente en términos de calcular soluciones en presencia de obstáculos

o en relación al peŕımetro. Además, se necesita más investigación sobre la adaptación de

técnicas existentes para tratar con poĺıgonos simples, ya que la mayoŕıa de los métodos

actuales se han centrado en poĺıgonos convexos. En general, se requiere de mayores

esfuerzos para desarrollar técnicas eficientes para el cálculo de poĺıgonos contenidos en

otros poĺıgonos, y resolver problemas más complejos en este campo.

Tabla 2.3: Poĺıgonos

Sección Autor Condición 1–3 Condición 4 Condición 5

2.1.5.1

[37] Inc(Psim,Pconv, área) agujeros O(n7)

[37] Inc(Psim,Pconv, peŕımetro) agujeros O(n6)

[78] Inc(Psim,Pconv, área) —— O(n logn)

2.1.5.2

[118] Inc(Psim,Pk, µ) —— O(n5k)

[120] Inc(Psim,Pk, µ) agujeros O(n5k)

[119] Inc(Psim,Pk, µ)
puntos

O(n5k)
segmentos

2.1.5.3

[98] Inc(S,Pconv, área) puntos O(n log h)

[71, 75, 102]
Inc(Psim,Pconv, área) —— O(n)

[110, 132, 172]

2.1.5.4
[2] Enc(Psim,Pk conv, área) —— O(n2 logn log k)

[117] Enc(Pconv,Pk conv, peŕımetro) —— O(nk log k)

2.1.6. Separabilidad

2.1.6.1. Conteniendo un punto, O = {p}

Dado un rectángulo A y un conjunto S de n puntos de A, el problema consiste en

calcular el rectángulo de área máxima que esté completamente contenido en A, sus lados

sean paralelos a las aristas de A y contenga en su interior un único punto p de S (Figura

2.1). Este problema es una versión mejorada del problema “Rectángulo vaćıo de área

máxima” (MER), visto en la Sección 2.1.2.1. Investigaciones realizadas por [13] y [92]

han logrado resolver este problema con un coste computacional de O(log n) y O(log4 n).
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Figura 2.1: Separabilidad, O = {p}

2.1.6.2. Conteniendo un conjunto de puntos, O = {p1, . . . , pr}

Sea A un rectángulo y S = Sr ∪ Sb un conjunto de puntos de A, donde Sr y Sb son

subconjuntos disjuntos de S con tamaños r y b, respectivamente. El objetivo es encontrar

un poĺıgono P de área máxima tal que los puntos de Sr se encuentren en su interior o

en su frontera, mientras que los puntos de Sb estén en el exterior de P .

Liu y Nediak [107] presentaron un algoritmo para calcular el rectángulo de mayor

área con lados paralelos a los ejes x, y en O(r2 log r + rb + b log b). Backer y Keil [15]

mejoraron el algoritmo con coste computacional de O((r + b) log3(r + b)), y propusieron

otro para calcular el cuadrado de mayor área con lados paralelos en O((r+ b) log(r+ b)).

Si se elimina la restricción de lados paralelos a los ejes, Bandyapadhyay y Banik [17],

demostraron que el rectángulo de mayor área puede calcularse en O(g(r, b) log(r+b)+r2)

donde g(r, b) ∈ O(b2(r + b)). Más recientemente, Acharyya et al. [1] mejoraron aún más

el algoritmo con un coste computacional de O(b(r + b)(b
√
r + r log r + b log b). Por otro

lado, si se considera como poĺıgono inicial un poĺıgono simple, Sheikhi y Alipour [170]

demostraron que es posible calcular el triángulo de mayor área con coste computacional

de O(n4/3 log3 n), donde n = r + b.

La Tabla 2.4 presenta las publicaciones más relevantes en esta sección. Hasta la

fecha, no se ha encontrado una referencia espećıfica que resuelva el problema de calcular

el poĺıgono de mayor peŕımetro. Además, se observa una evidente ausencia de trabajos

relacionados con la resolución de este problema para poĺıgonos simples o convexos.
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Tabla 2.4: Separabilidad

Sección Autor Condición 1-3 Cond. 4 Cond. 5

2.1.6.1 [13] Sep(Prect,Prect alig,punto, área) puntos O(log n)

2.1.6.2 [170] Sep(Psim,P3,puntos, área) puntos O(n4/3 log3 n), n = r + b

2.1.7. Resumen bibliográfico sobre poĺıgonos

Después de realizar la revisión de la literatura disponible sobre poĺıgonos, se han

obtenido algunas conclusiones importantes que permitirán mejorar la investigación.

1. Existe una gran cantidad de art́ıculos que resuelven problemas particulares en

relación a ciertos tipos de poĺıgonos, como triángulos, rectángulos, paralelogramos

o cuadriláteros. No obstante, aún no se ha logrado encontrar una generalización

que permita resolver todos estos casos de manera simultánea, lo que constituye

una barrera en este campo.

2. La literatura existente sobre el cálculo de soluciones relacionadas con el peŕımetro o

en presencia de obstáculos es limitada en comparación con el cálculo de soluciones

respecto al área.

3. La mayoŕıa de los art́ıculos revisados se centran en el uso de poĺıgonos convexos

como poĺıgono inicial o final para calcular las soluciones. Esta táctica no siempre

produce soluciones óptimas en comparación con el uso de poĺıgonos simples, lo que

implica una oportunidad para investigar métodos más eficientes para resolver este

tipo de problemas.

A partir de estas observaciones, esta Tesis Doctoral propone una estrategia para

resolver de manera simultánea estos problemas para cualquier valor k definido por el

usuario. Este método permitirá superar las limitaciones identificadas en la literatura

existente y aportar soluciones más eficientes a los problemas relacionados con poĺıgonos.

Para concluir, el objetivo parcial 1, que consiste en el cálculo del rectángulo de

mayor área y orientación arbitraria contenido en una ROI [123], se tratará como un

caso particular del objetivo parcial 2, y por tanto, no se llevará a cabo el desarrollo del

algoritmo. Además, en cada caṕıtulo se presentará el código fuente en pseudocódigo de

los objetivos parciales 2, 3 y 4.
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2.2. Poliedros

En la Tabla 2.5, se resumen las contribuciones espećıficas que se realizarán en esta

Tesis Doctoral. En la última columna, se detallan dos tipos de costes computacionales

relacionados con los dos algoritmos que se desarrollarán en los caṕıtulos siguientes: uno

a través de una versión iterativa y otro mediante una versión recursiva.

Tabla 2.5: Contribución a través de los objetivos parciales 1 a 5

Caṕıtulo
Objetivo

Condición 1-3 Condición 4 Condición 5
parcial

4 1, 2, 5 Inc(Psim,Pk, µ) puntos
O(n5k), Iterativo

5 3, 5 Sep(Psim,Pk, O, µ) agujeros
O(nk), Recursivo

6 4, 5 Enc(Psim,Pk, µ) segmentos

2.2. Poliedros

La revisión que se llevará a cabo estará orientada a alcanzar el objetivo parcial 6

(Sección 1.6) de esta Tesis Doctoral, que consiste en el cálculo del paraleleṕıpedo de

mayor volumen contenido en un Volumen de Interés (VOI). Dado que los VOIs pueden

aproximarse mediante poliedros, la revisión se centrará en la identificación y análisis de

las publicaciones cient́ıficas más relevantes en el campo de la geometŕıa y la optimización

geométrica, espećıficamente en el cálculo del volumen de poliedros.

2.2.1. Ortoedro

O’Rourke [134] demostró cómo calcular el ortoedro de menor volumen que contiene un

conjunto de n puntos en R3 con un coste computacional de O(n3). Martin y Stephenson

[108] desarrollaron una serie de algoritmos para resolver problemas espećıficos, como

determinar si un objeto puede caber dentro de una caja rectangular o calcular el ortoedro

de menor volumen que circunscribe un objeto, tanto en dos como en tres dimensiones.

Es decir, ampliaron el problema resuelto previamente por Freeman y Shapira [64] al

caso tridimensional. Posteriormente, Barequet y Har-Peled [18] presentaron el primer

algoritmo de aproximación para el cálculo del ortoedro de menor volumen con un coste

computacional O(n log n + n/ϵ3) donde 0 < ϵ ≤ 1 es el factor control de la precisión.
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2. Avances y desarrollos recientes

2.2.2. Poliedros en general

Los problemas convex skull y convex hull, mencionados en la sección 2.1.5.1 y 2.1.5.3,

respectivamente, se pueden extender al espacio tridimensional. En relación al primer

problema, investigadores como Borgefors y Strand [25] han trabajado en el cálculo del

poliedro convexo de mayor volumen dentro de un objeto digital en tres dimensiones. En

un estudio posterior, Karmakar y Biswas [93], lograron resolver el problema con una

complejidad computacional de O(n log n). En cuanto al segundo problema, Preparata y

Hong [144] demostraron cómo calcular el convex hull de un conjunto finito de puntos

en dos y tres dimensiones con un coste computacional de O(n log n). Además, Day [51]

ofrece una descripción detallada de un algoritmo para el caso tridimensional.

Otros problemas relacionados con poliedros incluyen el cálculo del mayor tetraedro

inscrito en un poliedro convexo [155], resuelto con un coste computacional de O(n log n);

cálculo del volumen de un poliedro [46], y cálculo del paraleleṕıpedo de menor volumen

que contiene un conjunto de n puntos, resuelto por Vivien y Wicker [189] con un coste

computacional de O(n6). El cálculo del paraleleṕıpedo de mayor volumen contenido en

un sólido, fue tratado recientemente por Molano et al. [122] y se resolvió con un coste

computacional de O(n3).

2.2.3. Cuerpos de revolución

En diversos art́ıculos se ha investigado la relación entre poliedros y los cuerpos de

revolución, tales como la esfera, cilindro y elipsoide. En el caso de las esferas, Mutoh

[126] analizó dos tipos de poliedros. El primero corresponde a aquellos poliedros con

n vértices que tienen el volumen máximo y se inscriben en la esfera unitaria de R3. El

segundo tipo se refiere a los poliedros con n vértices que tienen el volumen mı́nimo y están

circunscritos en la esfera unitaria de R3. Su aportación fue construir tales poliedros para

n ≤ 30. Posteriormente, Chien y Nakazato [43] mostraron cómo resolver un problema de

programación lineal relativo a la esfera circunscrita de un poliedro convexo.

En relación a los cilindros y elipsoides, existen algoritmos desarrollados para calcular

el cilindro y el elipsoide de menor volumen que circunscribe un conjunto de n puntos

en R3. En particular, Schömer et al. [160] resolvió el problema para cilindros con un

coste computacional de O(n4 log n), mientras que Welzl [194] desarrolló un algoritmo

para elipsoides con un coste computacional de O(n).
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2.2. Poliedros

2.2.4. Resumen bibliográfico sobre poliedros

Diversas conclusiones se pueden extraer de la revisión llevada a cabo en relación

al cálculo de volumen de poliedros. En primer lugar, destaca la notable abundancia de

art́ıculos relacionados con este tema, lo que indica que el cálculo de volumen de poliedros

es un problema de gran interés en el ámbito matemático y de la computación. Sin

embargo, también se puede observar que la información encontrada está muy dispersa, lo

que dificulta la tarea de recopilar toda la información necesaria para atender el problema

de manera completa.

En este contexto, esta Tesis Doctoral se centra en resolver un problema en particular,

cálculo del paraleleṕıpedo de mayor volumen y cualquier orientación contenido en un

VOI.

35



2. Avances y desarrollos recientes

36



Caṕıtulo 3

Cálculo de la matriz de

adyacencia de un poĺıgono

reticulado

Este caṕıtulo se centra en el cálculo de la matriz de adyacencia de un poĺıgono

reticulado a partir de una Región de Interés (ROI), o contorno cerrado C, con obstáculos

arbitrarios, como puntos, segmentos y agujeros (Figura 3.1).

Figura 3.1: Región de interés con puntos (q1, q2, q3), segmentos (S1, S2) y agujeros (H1, H2)
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3. Cálculo de la matriz de adyacencia de un poĺıgono reticulado

El caṕıtulo comienza definiendo los conceptos de poĺıgono reticulado y matriz de

adyacencia. A continuación, se presentan diversos algoritmos, como determinar si un

punto está dentro de un poĺıgono, la intersección entre dos segmentos, calcular el punto

de intersección entre dos segmentos y la intersección de un segmento con un poĺıgono.

Para finalizar, se describe el algoritmo utilizado para calcular la matriz de adyacencia

de un poĺıgono reticulado.

3.1. Poĺıgono reticulado

3.1.1. Definición

Sea Rmin = [a, b] × [c, d], a, b, c, d ∈ Z el rectángulo de menor área que contiene al

contorno cerrado C [64]. Se llama partición regular Π = Πx × Πy de orden r × s, a dos

colecciones ordenadas de r + 1, s + 1 puntos igualmente espaciados que verifican:

Πx = {a = x0 < x1 < . . . < xr = b}
Πy = {c = y0 < y1 < . . . < ys = d}

Sea GL = {(xi, yj) : 0 ≤ i ≤ r, 0 ≤ j ≤ s}, la cuadŕıcula formada por los puntos de

la partición Π. Se define tamaño de partición, L = |xi+1−xi| = |yj+1−yj |, a la longitud

del lado de cada cuadrado formado por la cuadŕıcula. Además, se dice que la partición

Π̇ es más fina que la partición Π, si todos los puntos de Π pertenecen a Π̇, y se denota

como Π ⪯ Π̇.

En estas condiciones, se define poĺıgono reticulado P como un poĺıgono cuyos puntos

pertenecen a la cuadŕıcula GL para una partición regular Π. Las conexiones entre vértices

consecutivos no se establecen necesariamente en las ocho direcciones, πk/4, k = 0, . . . , 7

y además, las aristas del poĺıgono no intersectan, excepto en sus vértices.

Las Figuras 3.2 y 3.3 muestran el poĺıgono reticulado P obtenido a partir del problema

inicial (Figura 3.1). Este poĺıgono se forma al unir los puntos (xi, yj) de la cuadŕıcula GL

con el objetivo de obtener el poĺıgono de mayor área que se encuentra completamente

dentro de C. Para los agujeros, se busca obtener el poĺıgono de menor área que contenga

tanto a H1 como a H2, sin incluir puntos adicionales o intersectar y contener segmentos

de los obstáculos arbitrarios del problema inicial.
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3.1. Poĺıgono reticulado

Figura 3.2: Poĺıgono reticulado P sobre una partición regular con tamaño de partición L

Figura 3.3: Poĺıgono reticulado P sobre una partición regular de orden 7× 9
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3. Cálculo de la matriz de adyacencia de un poĺıgono reticulado

3.1.2. Área de un poĺıgono reticulado

Sea P un poĺıgono reticulado que contiene r–puntos, t–segmentos y h–agujeros. Si #

representa la cardinalidad de un conjunto, se define: PointsP = {q1, . . . , qr}
SegmentsP = {S1, . . . , St}, donde #(Si) = si, 1 ≤ i ≤ t, s = max{s1, . . . , st}
HolesP = {H1, . . . ,Hh}

Sea ∂P la familia consistente en los puntos frontera de P , y su complementario

ıP los puntos que pertenecen al interior, es decir, P = ∂P ∪ ıP , con #(∂P ) = n,

#(ıP ) = o, #(P ) = N = n + o ≃ λn, λ ∈ N. De la misma forma, si Hi = ∂Hi ∪ ıHi

con #(∂Hi) = mi, #(ıHi) = ni, entonces #(Hi) = mi + ni ≃ µmi, µ ∈ N, 1 ≤ i ≤ h.

Además, sea m = max{m1, . . . ,mh}.

Para el poĺıgono reticulado representado en la Figura 3.3, PointsP = {q1, q2, q3} = {p33, p43, p48}
SegmentsP = {S1, S2} , donde S1 = {p20, p25, p30, p36} y S2 = {p21, p25, p29}
HolesP = {H1, H2} , donde ∂H1 = {p23, p28, p34, p27} y ∂H2 = {p38, p42, p45, p41}

Si A(P ) denota el área del poĺıgono reticulado P , A(P0) el área del poĺıgono reticulado

exterior P0 y A(Hi) el área de cada agujero con 1 ≤ i ≤ h, entonces:

A(P ) = A(P0)−
h∑

i=1

A(Hi) (3.1)

con A(qi) = 0, 1 ≤ i ≤ r y A(Sj) = 0, 1 ≤ j ≤ t.

Por el teorema de Pick [188],

A(P ) =

(
I +

B

2
+ h− 1

)
· L2 con:


I = I0 −

h∑
i=1

(Ii + Bi)

B = B0 +
h∑

i=1

Bi

(3.2)

donde I y B son el número de puntos interior (ıP ) y frontera (∂P ) de P = ∂P ∪ ıP ,

I0 y B0 el número de puntos interior (ıP0) y frontera (∂P0) de P0 = ∂P0 ∪ ıP0 e Ii y

Bi el número de puntos interior (ıHi) y frontera (∂Hi) de cada agujero Hi = ∂Hi ∪ ıHi,

1 ≤ i ≤ h.
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3.2. Matriz de adyacencia de un poĺıgono reticulado

Las ecuaciones 3.1 y 3.2 proporcionan un método para calcular el área de un poĺıgono

reticulado. Sin embargo, hay una diferencia clave entre ellas. En el caso de la segunda

ecuación, solo es necesario conocer el número de puntos que se encuentran tanto en el

interior como en la frontera de los conjuntos seleccionados, es decir, P , P0 y Hi, 1 ≤ i ≤ h.

Aśı, para la Figura 3.3,

I = I0 −
2∑

i=1

(Ii + Bi) = 23

B = B0 +

2∑
i=1

Bi = 18 + 4 + 4 = 26

⇒ A(P ) =

(
23 +

26

2
+ 2− 1

)
L2 = 37L2

Teniendo en cuenta todo lo mencionado anteriormente, se utilizarán los siguientes

conjuntos para calcular la matriz de adyacencia de un poĺıgono reticulado:
Points = P = P0 −

⋃h
i=1(ıHi) = {p1, . . . , p49}

Polygon = ∂P0 = {p1, . . . , p18}
PointsP = {p33, p43, p48}
SegmentsP = {S1, S2} , donde S1 = {p20, p25, p30, p36} y S2 = {p21, p25, p29}
HolesP = {H1, H2} , donde ∂H1 = {p23, p28, p34, p27} y ∂H2 = {p38, p42, p45, p41}

3.2. Matriz de adyacencia de un poĺıgono reticulado

Sea P un poĺıgono reticulado con r–puntos, t–segmentos y h–agujeros, con #(P ) =

N . Se llama matriz de adyacencia A = (aij), i, j ∈ {1, . . . N} a una matriz cuadrada

simétrica de orden N que verifica:

aij =

{
1 si existe una arista entre i y j y contenida en P

0 en caso contrario

Para la Figura 3.3 la matriz de adyacencia A es una matriz cuadrada de orden 49.

Dado que la matriz puede ser de cualquier orden, es necesario desarrollar un algoritmo

para calcularla.
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3. Cálculo de la matriz de adyacencia de un poĺıgono reticulado
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3.3. Cálculo de la matriz de adyacencia

3.3. Cálculo de la matriz de adyacencia

En la Figura 3.4, se presentan los algoritmos que se desarrollarán para calcular la

matriz de adyacencia de un poĺıgono reticulado con r–puntos, t–segmentos y h–agujeros.

Estos algoritmos se han dividido en cinco subsecciones (3.3.1 - 3.3.5) para facilitar una

comprensión más completa en la obtención de la matriz de adyacencia.

Figura 3.4: Matriz de adyacencia: esquema general de los algoritmos utilizados

3.3.1. Punto dentro de un poĺıgono (Algoritmo 3.4)

Un problema muy natural en el campo de la geometŕıa computacional es determinar si

un punto se encuentra dentro o en la frontera de un poĺıgono. Implementar este algoritmo

puede resultar muy útil en aplicaciones como en sistemas de información geográfica (SIG)

[42] o en el procesamiento de gráficos [202], donde se necesita especificar la ubicación

relativa de un punto con respecto a un poĺıgono de forma eficiente y precisa.
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3. Cálculo de la matriz de adyacencia de un poĺıgono reticulado

El cálculo de este algoritmo se divide en cuatro apartados (3.3.1.1–3.3.1.4), en los

cuales cada uno realiza un paso espećıfico para resolver el problema.

�

�

�

�

Algoritmo 3.1. Orientation(P, Q, R)

Algoritmo 3.2. Alignedp(P, Q, R)

Algoritmo 3.3. AlignedPol(P, poly)

Algoritmo 3.4. PointIn(P, poly)

3.3.1.1. Orientación de puntos en el plano (Algoritmo 3.1)

Definicion 3.3.1. Se llama producto vectorial de los vectores u⃗ y v⃗ a otro vector u⃗× v⃗,

definido de la siguiente forma (3.3) y con las siguientes caracteŕısticas (Figura 3.5):

u⃗× v⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

u1 u2 u3

v1 v2 v3

∣∣∣∣∣∣∣ (3.3)

 Módulo: |u⃗× v⃗| = |u⃗| · |v⃗| · senα.

Dirección: perpendicular a los vectores u⃗ y v⃗.

Sentido: el del avance de un sacacorchos que gira de u⃗ a v⃗.

Figura 3.5: Producto vectorial de vectores

Si los vectores están definidos en el plano, u⃗ = (u1, u2) y v⃗ = (v1, v2), entonces:

u⃗× v⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

u1 u2 0

v1 v2 0

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ u1 u2

v1 v2

∣∣∣∣∣ · k⃗ = (u1 · v2 − u2 · v1) · k⃗
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3.3. Cálculo de la matriz de adyacencia

Si el producto vectorial u⃗ × v⃗ > 0, implica que u⃗ se encuentra en el sentido de las

agujas del reloj desde v⃗ con respecto al origen de coordenadas (0, 0); en sentido contrario

a las agujas del reloj si u⃗ × v⃗ < 0 y en el caso de que el producto sea nulo, indica que

los vectores son colineales.

Supongamos que se tienen tres puntos, P = (p1, p2), Q = (q1, q2) y R = (r1, r2) y se

quiere determinar su orientación. Siguiendo el procedimiento anterior,

−−→
QP ×

−−→
QR =

∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗

p1 − q1 p2 − q2 0

r1 − q1 r2 − q2 0

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ p1 − q1 p2 − q2

r1 − q1 r2 − q2

∣∣∣∣∣ · k⃗
El Algoritmo 3.1 presenta un método para calcular la orientación de tres puntos en

el plano, con coste computacional constante O(1).

Algoritmo 3.1 Orientation(P , Q, R)

Input: P , Q, R: puntos

Output: Orientación de los puntos P , Q y R

// P = (p1, p2) = (P [1], P [2])

1 dir = (P [1]−Q[1]) · (R[2]−Q[2])− (P [2]−Q[2]) · (R[1]−Q[1])

2 return dir

3.3.1.2. Punto dentro de un segmento (Algoritmo 3.2)

El Algoritmo 3.2 ofrece una solución para determinar, con coste computacional

constante O(1), si un punto R que es colineal con un segmento PQ se encuentra dentro

de dicho segmento.

Algoritmo 3.2 Alignedp(P , Q, R)

Input: R: punto, PQ: segmento

Output: true si P ≤ R ≤ Q o Q ≤ R ≤ P

1 alig = min (P [1], Q[1]) ≤ R[1] ≤ max (P [1], Q[1])and min (P [2], Q[2]) ≤ R[2] ≤
max (P [2], Q[2])

2 return alig
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3. Cálculo de la matriz de adyacencia de un poĺıgono reticulado

3.3.1.3. Punto contenido en algún lado de un poĺıgono (Algoritmo 3.3)

El Algoritmo 3.3 se utiliza para comprobar si un punto P se encuentra en uno de los

lados de un poĺıgono. Se basa en los algoritmos anteriores, Algoritmo 3.1 y Algoritmo

3.2. Para llevar a cabo la comprobación, el algoritmo recorre secuencialmente todos los

puntos consecutivos del poĺıgono pol (ĺıneas 4–8) utilizando los algoritmos previos.

El coste computacional está definido por la ĺınea 4, con una complejidad de O(n)

para el poĺıgono principal Polygon y en O(m) para cada uno de los agujeros del poĺıgono

Hi = HolesP [i], donde m = max{m1, . . . ,mh}.

Algoritmo 3.3 AlignedPol(P , poly)

Input: P : punto, poly: poĺıgono: Polygon or HolesP[i]

Output: true si el punto P pertenece a uno de los lados de poly

1 alinpol ← false

2 pol ← poly

3 Insert(pol, poly[1])

4 for i← 1 to Length(pol)-1 do

5 if Orientation(Points[pol[i]], Points[pol[i+1]], P] = 0 then

6 if Alignedp(Points[pol[i]], Points[pol[i+1]], P) = true then

7 alinpol ← true

8 break

9 return alinpol
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3.3. Cálculo de la matriz de adyacencia

3.3.1.4. Algoritmo 3.4: PointIn(P, poly)

El Algoritmo 3.4 determina si un punto P está dentro o sobre uno de los lados de

un poĺıgono. Permite realizar la comprobación tanto para el poĺıgono principal Polygon

como para los agujeros HolesP[i], 1 ≤ i ≤ h.

El algoritmo comienza comprobando si el punto P se encuentra sobre uno de los lados

del poĺıgono poly (ĺınea 1) (Algoritmo 3.3). En caso de que no esté sobre ningún lado

(ĺınea 3), se procede a recorrer ordenadamente todos los puntos frontera del poĺıgono,

calculando los ángulos formados por los puntos y las ĺıneas que los conectan con el

punto P . La suma de todos estos ángulos puede tener dos posibles valores, 0 y ±2π.

Estos valores determinan la posición del punto en relación al poĺıgono, siendo 0 si el

punto está fuera del poĺıgono y 2π si está dentro (ĺıneas 9–10).

El coste computacional del algoritmo presenta dos casos. En primer lugar, si se

aplica al poĺıgono principal Polygon, la complejidad es O(n). Por otro lado, si se utiliza

para cada uno de los agujeros del poĺıgono HolesP[i], el coste es O(m), donde m =

max{m1, . . . ,mh}. Además, se emplea la función Angle(u, v: vectores) que calcula el

ángulo formado por los vectores u⃗ y v⃗, con coste computacional constante O(1).

Algoritmo 3.4 PointIn(P , poly)

Input: P : punto, poly: poĺıgono: Polygon or HolesP[i]

Output: true si el punto P está dentro o sobre un lado de poly

1 if AlignedPol(P, poly) = true then

2 point-in ← true

3 else

4 point-in ← false

5 pol ← poly

6 Insert(pol, poly[1])

7 for i← 1 to Length(pol)-1 do

8 suma ← suma + Angle(Points[pol[i]]− P , Points[pol[i + 1]]− P )

9 if Abs(suma) = 2π then

10 point–in ← true

11 return point–in
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3. Cálculo de la matriz de adyacencia de un poĺıgono reticulado

3.3.2. Intersección de segmentos (Algoritmo 3.5)�� ��Algoritmo 3.5. Intersection(l1, l2)

Dados los segmentos l1 y l2, el Algoritmo 3.5 se utiliza para determinar si intersectan.

Este algoritmo, con coste computacional constante, se encuentra en el libro “Introduction

to Algorithms” de Cormen et al. [48]. Se ha realizado una pequeña modificación en el

algoritmo, añadiendo una nueva ĺınea (ĺınea 10) para eliminar el caso en el que los dos

segmentos sean consecutivos.

Algoritmo 3.5 Intersection(l1, l2)

Input: l1, l2: segmentos

Output: true si los segmentos l1 y l2 son secantes

1 inter ← false

2 p1 ← l1[1]

3 p2 ← l1[2]

4 p3 ← l2[1]

5 p4 ← l2[2]

6 d1 ← Orientation(p3, p4, p1)

7 d2 ← Orientation(p3, p4, p2)

8 d3 ← Orientation(p1, p2, p3)

9 d4 ← Orientation(p1, p2, p4)

10 if p1 ̸= p3 and p1 ̸= p4 and p2 ̸= p3 and p2 ̸= p4 then

11 if ((d1 > 0 and d2 < 0) or (d1 < 0 and d2 > 0)) and

((d3 > 0 and d4 < 0) or (d3 < 0 and d2 > 0)) then

12 inter ← true

13 else if (d1 = 0 and Alignedp(p3, p4, p1) = true) then

14 inter ← true

15 else if (d2 = 0 and Alignedp(p3, p4, p2) = true) then

16 inter ← true

17 else if (d3 = 0 and Alignedp(p1, p2, p3) = true) then

18 inter ← true

19 else if (d4 = 0 and Alignedp(p1, p2, p4) = true) then

20 inter ← true

21 else

22 inter ← false

23 return inter
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3.3. Cálculo de la matriz de adyacencia

3.3.3. Punto de intersección de dos segmentos (Algoritmo 3.6)�� ��Algoritmo 3.6. Intersectionp(l1, l2)

El Algoritmo 3.6 calcula el punto de intersección de dos segmentos no consecutivos,

l1 y l2. Se consideran tres casos que dependen de la posición relativa de los segmentos

(Figura 3.6).

(a) Caso 1: l1 vertical (b) Caso 2: l1 horizontal (c) Caso 3

Figura 3.6: Posición relativa de dos segmentos secantes no consecutivos en el plano

Sea el segmento l1 = {P1, Q1} definido de la siguiente forma:[
P1 = l1[1] = (l1[1][1], l1[1][2]) = (x1, y1)

Q1 = l1[2] = (l1[2][1], l1[2][2]) = (x2, y2)

Si −→u1 =
−−−→
P1Q1 = (x2 − x1, y2 − y1) es el vector director de la recta r que pasa por el

segmento l1,

r ≡
x− x1

x2 − x1
=

y − y1

y2 − y1
⇒ (y2 − y1) · (x− x1) = (x2 − x1) · (y − y1)

⇒ (y2 − y1)x + (x1 − x2)y = x1 · y2 − x2 · y1
⇒ r ≡ AX + By = C , donde: A = y2 − y1 = l1[2][2]− l1[1][2]

B = x1 − x2 = l1[1][1]− l1[2][1]

C = x1 · y2 − x2 · y1 = l1[1][1] · l1[2][2]− l1[2][1] · l1[1][2]

Haciendo el mismo proceso para el segmento l2 = {P2, Q2},[
P2 = l2[1] = (l2[1][1], l2[1][2]) = (x3, y3)

Q2 = l2[2] = (l2[2][1], l2[2][2]) = (x4, y4)
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3. Cálculo de la matriz de adyacencia de un poĺıgono reticulado

se obtiene una recta s de ecuación, s ≡ DX + Ey = F , donde: D = y4 − y3 = l2[2][2]− l2[1][2]

E = x3 − x4 = l2[1][1]− l2[2][1]

F = x3 · y4 − x4 · y3 = l2[1][1] · l2[2][2]− l2[2][1] · l2[1][2]

Por tanto, el cálculo del punto de intersección p = (x, y) de los segmentos l1 y l2

requiere la resolución del siguiente sistema de ecuaciones:

Ax + By = C

Dx + Ey = F

}

Por la regla de Cramer [49],

x =

∣∣∣∣∣C B

F E

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣A B

D E

∣∣∣∣∣
=

CE −BF

AE −BD
y =

∣∣∣∣∣A C

D F

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣A B

D E

∣∣∣∣∣
=

AF − CD

AE −BD

Luego, p = (x, y) =

(
CE −BF

AE −BD
,
AF − CD

AE −BD

)
con BD −AE ̸= 0

Si se consideran ahora los casos de la Figura 3.6:

Caso 1: l1[1][1] = l1[2][1]⇒ x1 = x2 ⇒ B = 0⇒ p =

(
C

A
,
AF − CD

AE

)

Caso 2: l1[1][2] = l1[2][2]⇒ y1 = y2 ⇒ A = 0⇒ p =

(
BF − CE

BD
,
C

B

)

Caso 3: A,B ̸= 0⇒ p =

(
CE −BF

AE −BD
,
AF − CD

AE −BD

)

El Algoritmo 3.6 comienza calculando en primer lugar los vectores directores de las

rectas que contienen a los segmentos l1 y l2 (ĺıneas 1 y 2), siendo paralelos si u1[1]·u2[2] =

u1[2] · u2[1] (ĺınea 3).

[ −→u1 = (u1[1], u1[2]) = (l1[2][1]− l1[1][1], l1[2][2]− l1[1][2]) = (x2 − x1, y2 − y1)
−→u2 = (u2[1], u2[2]) = (l2[2][1]− l2[1][1], l2[2][2]− l2[1][2]) = (x4 − x3, y4 − y3)
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El algoritmo continúa suponiendo que los dos segmentos intersectan (ĺınea 4). En ese

caso, los segmentos pueden ser secantes o coincidentes. Si son secantes (ĺınea 5), se calcula

el punto de intersección p teniendo en cuenta los casos mostrados en la Figura 3.6: caso

1 (ĺınea 12), caso 2 (ĺınea 14) y caso 3 (ĺınea 16). Si los segmentos son coincidentes (ĺınea

18), se obtienen infinitos puntos de intersección y se toma, por ejemplo, p = Medio(l1[1],

l1[2]) como punto de intersección.

El coste computacional del Algoritmo 3.6 es constante debido a que depende del

Algoritmo 3.5. Intersection(l1, l2), y de la función Medio(P , Q), que calcula el punto

medio de un segmento con extremos P y Q. Ambos tienen un coste computacional

constante.

Algoritmo 3.6 Intersectionp(l1, l2)

Input: l1, l2: segmentos

Output: Punto de intersección de los segmentos l1 and l2

1 u1 ← (l1[2][1]− l1[1][1], l1[2][2]− l1[1][2])

2 u2 ← (l2[2][1]− l2[1][1], l2[2][2]− l2[1][2])

3 paral ← u1[1] · u2[2] = u1[2] · u2[1]

4 if Intersection(l1, l2) = true then

5 if paral = false then

6 A← l1[2][2]− l1[1][2]

7 B ← l1[1][1]− l1[2][1]

8 C ← l1[1][1] · l1[2][2]− l1[2][1] · l1[1][2]

9 D ← l2[2][2]− l2[1][2]

10 E ← l2[1][1]− l2[2][1]

11 F ← l2[1][1] · l2[2][2]− l2[2][1] · l2[1][2]

12 if l1[1][1] = l1[2][1] then

13 p← {C / A, (AF − CD) / AE}
14 else if l1[1][2] = l1[2][2] then

15 p← {(BF − CE) / BD, C / B}
16 else

17 p← {(BF − CE) / (BD −AE), (AF − CD) / (AE −BD)}

18 else

19 p← Medio(l1[1], l1[2])

20 return p
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3.3.4. Intersección segmento–poĺıgono�
�

�


Algoritmo 3.7. IntersectionPoly(l, s, poly, num)

Algoritmo 3.8. IntersectionPol(l)

3.3.4.1. Intersección segmento–lado (Algoritmo 3.7)

El Algoritmo 3.7 determina cuándo es posible la intersección entre un segmento l y

un lado s de Polygon o un agujero de HolesP. Devuelve true si la intersección no está

permitida y false en caso contrario.

Comienza suponiendo que la intersección existe (ĺınea 2) y calcula con la ayuda

del Algoritmo 3.6 (ĺınea 3) el punto de intersección. Dado que existen tres posiciones

relativas para la intersección de segmentos no consecutivos (Figura 3.6) (ĺıneas 4, 7, 10),

el algoritmo calcula los puntos m1 y m2 dentro de un entorno de radio epsilon (ĺınea 1,

ϵ ≈ 0). El cálculo de m1 y m2 se realiza a partir de la posición relativa del segmento l y

el lado s teniendo en cuenta la Figura 3.6.

Caso 1: l1[1][1] = l1[2][1]⇒

[
m1 = (l1[1][1], p[2]− ϵ)

m2 = (l1[1][1], p[2] + ϵ)

Caso 2: l1[1][2] = l1[2][2]⇒

[
m1 = (p[1]− ϵ, l1[1][2])

m2 = (p[1] + ϵ, l1[1][2])

Caso 3: Sea r ≡ Ax + By = C la recta que pasa por el segmento l. Si se selecciona

un punto p(x, y) y se establece un entorno de radio epsilon, x ± ϵ, se obtiene

A(x± ϵ) + By = C. Luego, y = (C −A(x± ϵ) /B y las coordenadas de los puntos

m1 y m2 se pueden expresar de la siguiente forma:

m1 =

(
p[1]− ϵ,

C −A(x− ϵ)

B

)
m2 =

(
p[1] + ϵ,

C −A(x + ϵ)

B

)

Además, el algoritmo usa el parámetro num para determinar si la intersección es

para Polygon (num = 0) o para un agujero espećıfico HolesP[i] de HolesP (num = 1).

En la Figura 3.7 se muestran dos intersecciones. La primera intersección, l1 ∩ s1, no

es posible para Polygon debido a que PointIn(m2, poly) = false (ĺınea 17). La segunda

intersección, l2∩s2, no es posible para HolesP [2] debido a que PointIn(m2, poly) = true

y AlignedPol(m2, poly) = false (ĺınea 20).
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Figura 3.7: Intersección segmento–lado

El coste computacional del Algoritmo 3.7 viene determinado para Polygon (ĺınea 16,

num = 0) en O(n) por la función PointIn, y para HolesP[i] (ĺınea 19, num = 1) en

tiempo O(m2) por las funciones PointIn en tiempo O(m) y AlignedPol en tiempo O(m).

3.3.4.2. Algoritmo 3.8: IntersectionPol(l)

El Algoritmo 3.8 calcula cuándo es posible la intersección entre un segmento l y los

conjuntos Polygon, SegmentsP y HolesP. Si la intersección no es posible, devuelve el

valor true; de lo contrario, devuelve false.

Para facilitar el seguimiento y comprensión del algoritmo, se ha dividido en tres

bloques correspondientes a cada uno de los conjuntos mencionados anteriormente. Cada

bloque explica la función del algoritmo y analiza el coste computacional asociado. Esta

estructura proporciona una visión más completa y clara del algoritmo en su conjunto.

Bloque 1: Polygon (ĺıneas 2–6). En este bloque, primero se calculan los lados de

Polygon utilizando la función SidesPol(Polygon) en tiempo lineal O(n) (ĺınea 2).

A continuación, se aplica el Algoritmo 3.7 (ĺınea 4) para determinar si existe una

intersección no permitida entre el segmento l y alguno de los lados de Polygon. Si

es aśı, el algoritmo termina y devuelve true (ĺıneas 5–6). El coste computacional de

este bloque es O(n2) debido al bucle (ĺınea 3) que se ejecuta en O(n) y el Algoritmo

3.7 (ĺınea 4) que tiene un tiempo de ejecución de O(n).

Si todas las intersecciones son posibles (ĺınea 7), se ejecuta el Bloque 2.
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Algoritmo 3.7 IntersectionPoly(l, s, poly, num)

Input: l: segmento, s: lado de poly (Polygon o Holes[i]), num = {0, 1}
Output: true si la intersección entre el segmento l y el lado s no está permitida

1 inter ← false; ϵ ≈ 0

2 if Intersection(l, s) = true then

3 p← Intersectionp(l, s) /* Alg.3.6 */

4 if l[1][1] = l[2][1] then

5 m1 ← {l[1][1], p[2]− ϵ}
6 m2 ← {l[1][1], p[2] + ϵ}
7 else if l[1][2] = l[2][2] then

8 m1 ← {p[1]− ϵ, l[1][2]}
9 m2 ← {p[1] + ϵ, l[1][2]}

10 else

11 A← l[2][2]− l[1][2]

12 B ← l[1][1]− l[2][1]

13 C ← l[1][1] · l[2][2]− l[2][1] · l[1][2]

14 m1 ← {p[1]− ϵ, (C −A · (p[1]− ϵ)) / B}
15 m2 ← {p[1] + ϵ, (C −A · (p[1] + ϵ)) / B}

16 if num = 0 then

17 if (PointIn(m1, poly) = false or PointIn(m2, poly) = false) then

18 inter ← true

19 else

20 if (PointIn(m1, poly) = true and AlignedPol(m1, poly) = false) or

(PointIn(m2, poly) = true and AlignedPol (m2, poly) = false) then

21 inter ← true

22 return inter

Bloque 2: SegmentsP (ĺıneas 8–16). Se comprueba si existe una intersección entre

el segmento l y alguno de los segmentos de SegmentsP que tenga la forma como

la que aparece en la Figura 3.6. Si se encuentra una intersección de este tipo, el

algoritmo termina y devuelve true (ĺıneas 9, 10 y 16). Dado que SegmentsP =

{S1, . . . , St}, el coste computacional de este bloque es O(t) debido al bucle de la

ĺınea 8.

Si todas las intersecciones son posibles (ĺınea 17), se ejecuta el Bloque 3.
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Bloque 3: HolesP (ĺıneas 18–28). Se realiza una comparación del segmento l con los

lados de los agujeros HolesP [1], . . . ,HolesP [h], utilizando el mismo proceso que

en el bloque 1. Si se encuentra alguna intersección no permitida con alguno de los

agujeros, el algoritmo termina y devuelve true (ĺınea 25), evitando la ejecución

para los agujeros restantes: i + 1, . . . , h. El coste computacional de esta primera

parte es O(hm4), ya que se tiene: bucle (ĺınea 18) calculado en tiempo O(h), la

función SidesPol(HolesP[i]) en tiempo O(m), bucle (ĺınea 22) en tiempo O(m) y

el Algoritmo 3.7 (ĺınea 23) en tiempo O(m2).

Además, en el Bloque 3 se considera un escenario especial en el que el segmento l se

encuentre completamente contenido dentro de algún agujero. Este caso espećıfico

se ilustra en las ĺıneas 26 a 28, y se muestra en la Figura 3.8. Como ejemplo, si

se toma el agujero HolesP [1] y el segmento l1 definido por los puntos (27, 28), se

observa que IntersectionPol(l1) = true, debido a que el punto medio se encuentra

dentro de H1 y no está incluido en alguno de sus lados. De manera similar, esto se

cumple para los segmentos formados por los puntos: l2 = (23, 34), l3 = (38, 45) y

l4 = (41, 42).

Figura 3.8: Segmento contenido en un agujero

El coste computacional para este escenario es O(hm2) debido al bucle (ĺınea 18)

calculado en tiempo O(h), la función PointIn (P, poly) en tiempo O(m) y la función

AlignedPol(P, poly) en tiempo O(m). Por tanto, el coste computacional total del

Bloque 3 es O
(
Max

(
hm4, hm2

))
= O

(
hm4

)
.
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Al combinar los costes computacionales de los Bloques 1, 2 y 3, se obtiene el coste

computacional final del Algoritmo 3.8: O
(
Max(n2, t, hm4)

)
= O

(
n2
)

si se asume que

#(P ) = N ≃ n≫ m.

Algoritmo 3.8 IntersectionPol(l)

Input: l : segmento

Output: true si la intersección del segmento con Polygon, SegmentsP o HolesP no está permitida

1 inter ← false

2 lados ← SidesPol(Polygon)

3 for i← 1 to Length(lados) do

4 inter ← IntersectionPoly(l, lados[i], Polygon, 0) /* Alg.3.7 */

5 if inter = true then

6 break

7 if inter = false then

8 for i← 1 to Length(SegmentsP) do

9 if inter = true then

10 break

11 n← Length(SegmentsP [i])

12 s← (Points[SegmentsP [i][1]], Points[SegmentsP [i][n]])

13 if Intersection(l, s) = true then

14 p← Intersectionp(l, s) /* Alg.3.6 */

15 if (Orientation(s[1], l[1], p) ̸= 0 and Orientation(s[1], l[2], p) ̸= 0 and

Orientation(s[2], l[1], p) ̸= 0 and Orientation(s[2], l[2], p) ̸= 0) then

16 inter ← true

17 if inter = false then

18 for i← 1 to Length(HolesP) do

19 hol ← SidesPol(HolesP [i])

20 if inter = true then

21 break

22 for j ← 1 to Length(HolesP [i]) do

23 int ← IntersectionPoly(l, hol[j], HolesP [i], 1) /* Alg.3.7 */

24 if int = true then

25 break

26 m ← Medio(l[0], l[1])

27 if (PointIn(m, HolesP [i]) = true and AlignedPol(m, HolesP [i]) = false then

28 inter ← true)

29 return inter
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3.3.5. Algoritmo 3.9: Matriz(Points)�� ��Algoritmo 3.9. Matriz(Points)

El Algoritmo 3.9 es el algoritmo principal del Caṕıtulo 3. Toma como valores de

entrada los puntos (Points) de un poĺıgono reticulado P con r–puntos, t–segmentos y

h–agujeros y calcula la matriz de adyacencia.

El funcionamiento es el siguiente: primero se inicializa la matriz de adyacencia con

todos sus términos iguales a 0 (ĺınea 1). A continuación, se calculan todos los lados de

Polygon (ĺınea 2) y mediante dos bucles (ĺıneas 3 y 4), se recorren todos los puntos del

conjunto Points, con j = i + 1, para formar los lados l. Si el lado l pertenece a un lado

de Polygon (ĺınea 6), se asigna el valor 1 a los elementos de la matriz correspondientes

a los puntos pi y pj . En caso contrario (ĺınea 8), se usa el Algoritmo 3.8 (ĺınea 9) para

determinar si la intersección de l con Polygon, SegmentsP o HolesP está permitida o no.

Si es aśı, se toma el punto medio del lado (ĺınea 10), y si ese punto se encuentra dentro o

sobre un lado de Polygon (ĺınea 11), se asigna el valor 1 a los elementos correspondientes

de la matriz de adyacencia. Finalmente, se realiza la asignación matriz(j, i) = matriz(i, j)

(ĺınea 13) debido a que la matriz de adyacencia es simétrica y, hasta este momento, solo

se han calculado los valores por encima de la diagonal principal, formando aśı una matriz

triangular superior.

El coste computacional del Algoritmo 3.9 se establece a través de las ĺıneas 3 a 12,

con un tiempo de ejecución de O(n5) debido al bucle (ĺınea 3) que se ejecuta en O(n),

el bucle (ĺınea 4) que se ejecuta en O(n), el Algoritmo 3.8 (ĺınea 9) que se ejecuta en

O(n2) y la función PointIn(P, poly) (ĺınea 11) que se ejecuta en O(n). Por tanto, el coste

computacional del Algoritmo 3.9 es O(n5).

3.4. Coste computacional: resumen

La Figura 3.9 presenta un esquema de los algoritmos que se han empleado. En este

nuevo esquema, se incluye el coste computacional de cada algoritmo con el objetivo de

analizar la contribución de cada uno al coste total del Algoritmo 3.9. Esta información

nos permite evaluar la complejidad general del algoritmo y comprender cómo podemos

optimizar su eficiencia, en caso de ser necesario.
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Algoritmo 3.9 Matriz(Points)

Input: Points

Output: Matriz de adyacencia

1 Inicializar matriz, matriz(i,j)← 0

2 lados ← SidesPol(Polygon)

3 for i← 1 to Length(Points)-1 do

4 for j ← i + 1 to Length(Points) do

5 l← (Points[i], Points[j])

6 if Length(Union(lados, {l})) = Length(lados) then

7 matriz(i,j) ← 1

8 else

9 if IntersectionPol(l) = false then

10 m ← Medio(Points[i], Points[j])

11 if PointIn(m, Polygon) = true then

12 matriz(i,j) ← 1

13 Matriz simétrica, matriz(j,i) ← matriz(i,j)

14 return matriz
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Figura 3.9: Matriz de adyacencia: coste computacional
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Caṕıtulo 4

Problemas de inclusión,

Inc(Psim,Pk, µ)

En este caṕıtulo se resuelve el problema de calcular el poĺıgono simple de k lados de

mayor área o peŕımetro contenido en un poĺıgono reticulado o en una Región de Interés

(ROI) con obstáculos arbitrarios. Se hace referencia a una serie de art́ıculos aceptados,

publicados y en proceso de revisión [118–120, 123] y una ponencia presentada en un

congreso [121]. Estos recursos son fundamentales para resolver el problema de inclusión

Inc(Psim,Pk, µ), donde Psim representa el conjunto de todos los poĺıgonos simples, Pk
el conjunto de todos los poĺıgonos simples de k lados y µ es una función real respecto al

área o al peŕımetro.

[118] R. Molano, M. Ávila, J. C. Sancho, P. G. Rodŕıguez, and A. Caro, An algorithm

to compute any simple k-gon of a maximum area or perimeter inscribed in a region

of interest, SIAM Journal on Imaging Sciences, 15 (2022), pp. 1808–1832.

[119] R. Molano, M. Ávila, J. C. Sancho, P. G. Rodŕıguez, and A. Caro, An efficient

method for obtaining the maximum k-gon in an arbitrary polygon with obstacles,

Pattern Recognition (en revisión), (2023).

[120] R. Molano, M. Ávila, J.C. Sancho, P.G. Rodŕıguez, and A. Caro, Obtaining the

user-defined polygons inside a closed contour with holes, The Visual Computer

(aceptado), (2023).

[121] R. Molano, M. Ávila, J. C. Sancho, P. G. Rodŕıguez, and A. Caro, Post-processing

of closed contours to obtain inscribed k-sided polygons, in International Conference

on Computing, Intelligence and Data Analytics, 2023.
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[123] R. Molano, P. G. Rodŕıguez, A. Caro, and M. L. Durán, Finding the largest area

rectangle of arbitrary orientation in a closed contour, Applied Mathematics and

Computation, 218 (2012), pp. 9866–9874.

El algoritmo propuesto proporciona soluciones en función del valor k elegido por el

usuario. Es decir, el usuario tiene la capacidad de definir qué poĺıgono simple de k lados

es relevante para sus investigaciones o propósito en general. Esto permite una mayor

flexibilidad del algoritmo a diferentes necesidades y aplicaciones.

La motivación detrás de la creación de un algoritmo que resuelva todos los casos

simultáneamente, a partir de la elección del valor k, para el cálculo de poĺıgonos simples

es una consecuencia de la Sección 2.1.7. Resumen bibliográfico sobre poĺıgonos. En dicha

sección, se llegó a tres ideas fundamentales: en primer lugar, se observó que los algoritmos

existentes se limitan a tratar con problemas particulares relacionados con ciertos tipos

de poĺıgonos, como triángulos, rectángulos, paralelogramos o cuadriláteros; en segundo

lugar, se observó la escasez de bibliograf́ıa disponible sobre el cálculo del mayor peŕımetro

o la determinación de poĺıgonos con obstáculos arbitrarios; y por último, se comprobó que

la mayoŕıa de las soluciones propuestas se centran exclusivamente en poĺıgonos convexos,

ignorando la complejidad de los poĺıgonos simples.

El algoritmo desarrollado ofrece soluciones al problema planteado en el Caṕıtulo 3

(Figura 4.1). Además, permite cumplir satisfactoriamente con el objetivo parcial 2, junto

con el objetivo parcial 1, ya que demuestra cómo, al realizar particiones cada vez más

finas sobre una Región de Interés (ROI) o contorno cerrado (C), la solución generada a

partir de un tamaño de partición dado converge de forma natural hacia la solución real.

Objetivo 1. Calcular el rectángulo de mayor área y orientación arbitraria contenido en

una Región de Interés (ROI).

Objetivo 2. Dado un valor k fijo, calcular el poĺıgono simple de k lados de mayor

área o peŕımetro contenido en una ROI con obstáculos arbitrarios, como puntos,

segmentos y agujeros.
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4.1. Descripción de los algoritmos utilizados (versión iterativa y recursiva)

Figura 4.1: Región de interés con puntos, segmentos y agujeros, Poĺıgono reticulado P

4.1. Descripción de los algoritmos utilizados (versión

iterativa y recursiva)

A continuación, se presenta un esquema (Figura 4.2) de los algoritmos empleados

en el Caṕıtulo 4. Para resolver el problema planteado se han desarrollado dos variantes:

una versión iterativa y una versión recursiva.

Para la versión iterativa (Figura 4.2a), el algoritmo principal denominado Algoritmo

4.10. SolutionIncI(N , distancia, matriz, fun) (Sección 4.3), se usa para calcular

el poĺıgono simple de k lados de mayor área o peŕımetro contenido en un poĺıgono

reticulado P con obstáculos arbitrarios. Este algoritmo consta de cuatro parámetros.

El primer parámetro, N , representa el número de puntos del poĺıgono reticulado. El

segundo parámetro, k = distancia +1, define el número de lados del poĺıgono que se

desea calcular. La matriz de adyacencia se utiliza como tercer parámetro, y el cuarto

parámetro, denominado fun, determina si se desea calcular el área (fun = 0) o el

peŕımetro (fun = 1).

Además, se encuentra el Algoritmo 4.1. PolygonsIncI(point1, point2, distancia,

matriz) (Sección 4.2), encargado de calcular el poĺıgono simple de k lados contenido

en un poĺıgono reticulado entre dos puntos arbitrarios, point1 y point2. Se incluyen

otros algoritmos: el Algoritmo 4.8. UpdateIncI(pol, fun) (Sección 4.3.2), responsable de

actualizar las soluciones, es decir, calcular siempre la mejor solución respecto al área o

al peŕımetro; y por último, el Algoritmo 4.9. Duplicates(pol) (Sección 4.3.3), diseñado

para eliminar soluciones repetidas.
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La versión recursiva (Figura 4.2b) se basa en el Algoritmo 4.18. SolutionIncR(N ,

distancia, matriz, fun) (Sección 4.6) y consta de los mismos cuatro parámetros que

la versión iterativa. Para su ejecución necesita tres algoritmos adicionales: el Algoritmo

4.19. StartIncR(point1, point2, distancia, matriz, fun), que inicializa el proceso recursivo;

el Algoritmo 4.16. PolygonsIncR(point1, point2, first, iter, lados, distancia,

matriz, fun), que calcula el poĺıgono simple de k lados de mayor área o peŕımetro

contenido en un poĺıgono reticulado entre dos puntos arbitrarios, point1 y point2 ; y por

último, el Algoritmo 4.17. UpdateIncR(poly, fun, distancia), que actualiza las soluciones.

Además de estos algoritmos, en este caṕıtulo se recurre a conjuntos espećıficos para

calcular el poĺıgono simple de k lados de mayor área o peŕımetro contenido en un poĺıgono

reticulado P con r–puntos, t–segmentos y h–agujeros. Dichos conjuntos son los siguientes:
Points = P = P0 −

⋃h
i=1(ıHi)

Polygon = ∂P0

PointsP = {q1, . . . , qr}
SegmentsP = {S1, . . . , St}, donde #(Si) = si, 1 ≤ i ≤ t, s = max{s1, . . . , st}
HolesP = {H1, . . . ,Hh}, donde: #(Hi) = mi, 1 ≤ i ≤ h, m = max{m1, . . . ,mh}

El desarrollo de la versión iterativa comienza en la Sección 4.2, mientras que en la

Sección 4.6 se introduce la versión recursiva. Finalmente, en la Sección 4.7 se detalla un

algoritmo general que permite calcular cualquier tipo de solución en función de varios

parámetros, tanto en la versión iterativa como en la recursiva.
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4.1. Descripción de los algoritmos utilizados (versión iterativa y recursiva)

(a) Versión iterativa

(b) Versión recursiva

Figura 4.2: Problemas de inclusión: esquema general de los algoritmos utilizados (versión

iterativa y recursiva)
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4. Problemas de inclusión, Inc(Psim,Pk, µ)

4.2. Cálculo entre dos puntos del poĺıgono simple de k

lados contenido en un poĺıgono reticulado con

obstáculos arbitrarios (Algoritmo 4.1)

El desarrollo del Algoritmo 4.1 se divide en cinco subsecciones (4.2.1–4.2.5), que

serán examinadas en detalle de manera individual más adelante. Cada una de estas

subsecciones está diseñada para llevar a cabo un paso espećıfico para la resolución del

problema en cuestión.'

&

$

%

Algoritmo 4.2. IntersectionLad(poly)

Algoritmo 4.3. Alignedc(polyk)

Algoritmo 4.4. InterPointsP(poly)

Algoritmo 4.5. InterSegmentsP(poly)

Algoritmo 4.6. InterHolesP(poly, hole)

Con el objetivo de facilitar la comprensión del Algoritmo 4.1, se ha estructurado en

cuatro bloques, en los cuales se explica la función sobre el algoritmo y se evalúa el coste

computacional asociado.

Bloque 1: Aristas entre dos puntos (ĺıneas 2–13). Se calculan todas las aristas

que se encuentran a una distancia espećıfica entre point1 y point2. Primero, el

algoritmo considera si los dos puntos están conectados (ĺınea 2) mediante el Alg.

3.9. A continuación, se calculan secuencialmente todas las aristas que están a

distancia 1 de point1, almacenando las soluciones en cada iteración hasta lograr

la distancia deseada. El coste computacional viene determinado por los siguientes

bucles: ĺınea 3 calculada en O(k), donde k = distancia + 1; ĺınea 5 calculada

en O(n2), ya que el número máximo de aristas es igual al número combinatorio(
N

2

)
=

N · (N − 1)

2
≃ N2 ≃ n2; ĺınea 8 en tiempo O(n), ya que la matriz de

adyacencia es una matriz cuadrada simétrica de orden N ≃ n. Por tanto, el coste

computacional del Bloque 1 es O(n3k).

Bloque 2: Algoritmos 4.2–4.3 (ĺıneas 14–17). Entre todas las soluciones presentes

en temp1 (ĺınea 13), se seleccionan aquellas en las que el punto final coincide

con point2 (ĺınea 16). Además, se aplican los algoritmos IntersectionLad(poly) y

Alignedc(polyk). El primero, determina si dos lados de un poĺıgono intersectan, con

un coste de complejidad O(k2), mientras que el segundo algoritmo, con un coste de

complejidad O(k), devuelve 0 si tres puntos consecutivos de polyk están alineados.
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4.2. Cálculo entre dos puntos del poĺıgono simple de k lados contenido en un

poĺıgono reticulado con obstáculos arbitrarios (Algoritmo 4.1)

En la Figura 4.3a, se puede observar que el poĺıgono A = (35, 36, 12, 41) no puede

formar un cuadrilátero. Del mismo modo, en la Figura 4.3b, se muestra que B =

(21, 23, 27, 31) tampoco puede ser un cuadrilátero, debido a que los puntos 23, 27

y 31 están alineados. En realidad, es un triángulo.

El coste computacional está definido por el bucle en la ĺınea 15, con una complejidad

de O(n2), y los algoritmos mencionadas anteriormente, obteniendo por tanto un

coste computacional para el Bloque 2 de O(n2k3).

(a) Intersección de los lados de un

poĺıgono

(b) Puntos consecutivos alineados

Figura 4.3: Algoritmo 4.2 IntersectionLad(poly), Algoritmo 4.3 Alignedc(polyk)

Bloque 3: Algoritmos 4.4–4.5 (ĺıneas 18–20). Elimina todas las soluciones que no

cumplan con las condiciones establecidas por los algoritmos InterPointsP(poly) y

InterSegmentsP(poly). El primero, devuelve false si todos los puntos de PointsP

se encuentran fuera de un poĺıgono de temp2 o sobre alguno de los lados, mientras

que el segundo, también devuelve false si no se produce ninguna intersección

entre cualquiera de los segmentos de SegmentsP con un poĺıgono de temp2. Estos

algoritmos tienen un coste computacional de O(k2r) y O(k2st), respectivamente.

El coste computacional está establecido por el bucle de la ĺınea 18, con una

complejidad de O(n2), y los algoritmos anteriores. Por tanto, el coste total es

de O(n2k4rst).
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4. Problemas de inclusión, Inc(Psim,Pk, µ)

Bloque 4: Algoritmo 4.6 (ĺıneas 21–27). Para finalizar, el Bloque 4 se ocupa de

garantizar que todas las soluciones temporalmente elegidas de temp3 no corten a

algún agujero de HolesP.

En la Figura 4.4, se presentan dos poĺıgonos como ejemplo. El primero, A = (22,

28, 26), no puede formar parte de la solución final ya que intersecta con el agujero

H1. Del mismo modo, el poĺıgono B = (37, 39, 6, 48) no puede ser una solución

válida ya que en su interior se encuentra el agujero H2.

El coste computacional del Bloque 4 está condicionado por los bucles presentes en

las ĺıneas 21 y 23, con una complejidad de O(n2) y O(h), respectivamente. Además,

también interviene el algoritmo InterHolesP(poly, hole) con coste computacional

O(k2m). Por tanto, el coste computacional total del Bloque 4 es O(n2k2hm).

Figura 4.4: Algoritmo 4.6 InterHolesP(poly, hole)

Al combinar los costes computacionales de los Bloques 1 al 4 se obtiene el coste

computacional final del Algoritmo 4.1: O(Max(n3k, n2k3, n2k4rst, n2k2hm)) = O(n3k)

si se asume que #(P ) = N ≃ n≫ k.
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4.2. Cálculo entre dos puntos del poĺıgono simple de k lados contenido en un

poĺıgono reticulado con obstáculos arbitrarios (Algoritmo 4.1)

Algoritmo 4.1 PolygonsIncI(point1, point2, distancia, matriz)

Input: point1, point2 ∈ Points, distancia ∈ N, matriz: matriz de adyacencia

Output: Poĺıgonos simples de k lados entre point1 y point2 para una determinada

distancia

1 temp1 ← {{point1}}; temp3, polig ← ∅
2 if matriz(point1, point2) = 1 then

3 for i← 1 to distancia do

4 temp2 ← ∅
5 for j ← 1 to Length(temp1) do

6 last ← temp1[j][i]

7 if last ̸= point2 then

8 for k ← 1 to N do

9 if (matriz(last,k) = 1 and Length(Union(temp1[j],k)) ̸=
Length(temp1[j])) then

10 Insert(temp2, Insert(temp1[j],k))

11 Delete(temp1[j], temp1[j][Length(temp1[j])])

12 temp1 ← ∅
13 temp1 ← temp2

14 temp2 ← ∅
15 for i← 1 to Length(temp1) do

16 if (temp1[i][distancia + 1] = point2 and IntersectionLad(temp1[i]) = false and

Alignedc(temp1[i]) ̸= 0) then

17 Insert(temp2, temp1[i])

18 for i← 1 to Length(temp2) do

19 if (InterPointsP(temp2[i]) = false and InterSegmentsP(temp2[i]) = false) then

20 Insert(temp3, temp2[i])

21 for i← 1 to Length(temp3) do

22 h ← 0

23 for j ← 1 to Length(HolesP) do

24 if InterHolesP(temp3[i], HolesP[j]) = false then

25 h ← h+1

26 if h = Length(HolesP) then

27 Insert(polig, temp3[i])

28 return polig
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4. Problemas de inclusión, Inc(Psim,Pk, µ)

A continuación, se presenta una descripción de cada uno de los algoritmos utilizados

en la resolución del Algoritmo 4.1, que van desde el Algoritmo 4.2 hasta el 4.6.

4.2.1. Intersección de los lados de un poĺıgono (Algoritmo 4.2)

El Algoritmo 4.2 comprueba si dos lados de un poĺıgono intersectan. Comienza

calculando los lados del poĺıgono de k lados (poly) usando la función SidesPol(poly)

(ĺınea 2). Luego, realiza una comprobación para determinar si dos lados cualesquiera de

poly intersectan o no (ĺınea 7). Si se encuentra una intersección, el algoritmo finaliza y

devuelve el valor true.

El coste computacional del Algoritmo 4.2 es O(k2), ya que para su ejecución emplea

los bucles de las ĺıneas 3 y 6, ambos con complejidad O(k) y la función Intersection(l1,

l2) (Algoritmo 3.5) calculada con coste computacional constante.

Algoritmo 4.2 IntersectionLad(poly)

Input: poly : poĺıgono de k lados

Output: false si no existen intersecciones entre los lados de poly

1 inter ← false

2 lados ← SidesPol(poly)

3 for i← 1 to Length(lados)-1 do

4 if inter = true then

5 break

6 for j ← i + 1 to Length(lados) do

7 inter = Intersection(lados[i], lados[j]) /* Alg.3.5 */

8 if inter = true then

9 break

10 return inter

4.2.2. Puntos consecutivos alineados (Algoritmo 4.3)

Este algoritmo determina si las k aristas formadas entre dos puntos pueden o no

formar un poĺıgono de k lados. Emplea el Algoritmo 3.1, Orientation(P, Q, R), para

comprobar si tres puntos consecutivos de polyk están en algún momento alineados o no.

Si lo están, el algoritmo finaliza y esas k aristas no formaŕıan un poĺıgono de k lados.
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4.2. Cálculo entre dos puntos del poĺıgono simple de k lados contenido en un

poĺıgono reticulado con obstáculos arbitrarios (Algoritmo 4.1)

El coste computacional total es O(k), debido al bucle de la ĺınea 4 en O(k) y el

Algoritmo 3.1, que tiene un coste computacional constante.

Algoritmo 4.3 Alignedc(polyk)

Input: polyk : k aristas entre dos puntos

Output: 0 si tres puntos consecutivos de polyk están alineados

1 polk ← polyk

2 Insert(polk, polyk[1])

3 Insert(polk, polyk[2])

4 for i← 1 to Length(polk)-2 do

5 alinc ← Orientation(Points[polk[i]], Points[polk[i+ 2]], Points[polk[i+ 1]]) /* Alg.3.1 */

6 if alinc = 0 then

7 break

8 return alinc

4.2.3. Posición puntos–poĺıgono (Algoritmo 4.4)

El Algoritmo 4.4 se usa para comprobar si todos los puntos de PointsP están situados

fuera del poĺıgono poly o sobre alguno de sus lados. Utiliza los algoritmos AlignedPol(P,

poly) (Algoritmo 3.3) y PointIn(P, poly) (Algoritmo 3.4), que determinan si algún punto

de PointsP se encuentra dentro de poly, pero no sobre uno de sus lados. En caso de que

se cumpla esta condición, el algoritmo finaliza y devuelve el valor true.

El coste computacional total del algoritmo es O(k2r). Esta complejidad se debe al

bucle de la ĺınea 2, ejecutado en O(r), y los algoritmos anteriores con costes O(k).

Algoritmo 4.4 InterPointsP(poly)

Input: poly : poĺıgono de k lados

Output: false, si todos los puntos de PointsP están fuera de poly o sobre uno de sus lados

1 ppoint ← false

2 for i← 1 to Length(PointsP) do

3 if PointIn(Points[PointsP[i]], poly) = true then

4 if AlignedPol(Points[PointsP[i]], poly) = false then

5 ppoint ← true

6 break

7 return ppoint
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4. Problemas de inclusión, Inc(Psim,Pk, µ)

4.2.4. Posición segmentos–poĺıgono (Algoritmo 4.5)

El Algoritmo 4.5 determina si existe alguna intersección entre los segmentos de

SegmentsP y el poĺıgono poly. Para lograr esto, el algoritmo examina cada segmento

(ĺınea 2) y verifica si el punto medio de alguna sección de ese segmento se encuentra

exclusivamente en el interior de poly (ĺıneas 7–9). Si se cumple esta condición para algún

segmento, el algoritmo termina y devuelve true (ĺınea 10).

El coste computacional total es O(k2st) debido a los bucles de las ĺıneas 2 y 7

ejecutados en O(t) y O(s), respectivamente, y los algoritmos PointIn(P, poly) (Algoritmo

3.4) y AlignedPol(P, poly) (Algoritmo 3.3) computados en O(k).

Algoritmo 4.5 InterSegmentsP(poly)

Input: poly : poĺıgono de k lados

Output: false, si todos los segmentos de SegmentsP están fuera de poly o sobre uno de

sus lados

1 seg ← false;

2 for i← 1 to Length(SegmentsP) do

3 if seg = true then

4 break

5 Segm ← SegmentsP[i]

6 Insert(Segm, SegmentsP[1])

7 for j ← 1 to Length(SegmP[i])-1 do

8 m ← Medio(Points[SegmP[i][j]], Points[SegmP[i][j+1]])

9 if (PointIn(m, poly) = true and AlignedPol(m, poly) = false) then

10 seg ← true

11 break

12 return seg

En la Figura 4.5, se ha construido un poĺıgono A con los vértices (30, 31, 36, 35).

Al analizar la figura, podemos observar que el poĺıgono A intersecta al segmento S1. Al

evaluar la función InterSegmentsP(A), se obtiene el valor true, ya que el punto medio m

está en el interior del poĺıgono A pero no en su frontera.
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4.2. Cálculo entre dos puntos del poĺıgono simple de k lados contenido en un

poĺıgono reticulado con obstáculos arbitrarios (Algoritmo 4.1)

Figura 4.5: Algoritmo 4.5 InterSegmentsP(poly)

4.2.5. Posición agujeros–poĺıgono (Algoritmo 4.6)

El Algoritmo 4.6 comprueba si un agujero hole está contenido o intersecta con el

poĺıgono poly. Para ello, calcula el punto medio de cada lado y determina si ese valor

está dentro de poly, pero no en su frontera. Si es aśı, el algoritmo finaliza y devuelve

true.

El coste computacional total es O(k2m) por el bucle de la ĺınea 4 ejecutado en O(m)

y los algoritmos PointIn(P, poly) (Algoritmo 3.4) y AlignedPol(P, poly) (Algoritmo 3.3)

computados en O(k) cada una de ellas.

Algoritmo 4.6 InterHolesP(poly, hole)

Input: poly : poĺıgono de k lados, hole: agujero de HolesP

Output: false si hole no está contenido o no intersecta con poly

1 int ← false

2 hol ← hole

3 Insert(hol, hole[1])

4 for i← 1 to Length(hol)-1 do

5 m ← Medio(Points[hol[i]], Points[hol[i+1]])

6 if (PointIn(m, poly) = true and AlignedPol(m, poly) = false) then

7 int ← true

8 break

9 return int
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4. Problemas de inclusión, Inc(Psim,Pk, µ)

4.3. Cálculo del poĺıgono simple de k lados de mayor área

o peŕımetro contenido en un poĺıgono reticulado con

obstáculos arbitrarios (Algoritmo 4.10)

Se ha demostrado mediante el Algoritmo 4.1 cómo calcular entre dos puntos el

poĺıgono simple de k lados contenido en un poĺıgono reticulado con obstáculos arbitrarios.

Ahora, el objetivo final es claro: calcular dicho poĺıgono simple con el área o peŕımetro

máximo posible. Para lograr esto, se desarrollará un algoritmo, denominado Algoritmo

4.10. Este proceso se llevará a cabo empleando los algoritmos que se detallan a continuación,

cada uno con un propósito bien definido.

�

�

�

�

Algoritmo 4.1. PolygonsIncI(point1, point2, distancia, matriz)

Algoritmo 4.7. Function(poly, fun)

Algoritmo 4.8. UpdateIncI(pol, fun)

Algoritmo 4.9. Duplicates(pol)

4.3.1. Área o peŕımetro de un poĺıgono reticulado (Algoritmo 4.7)

El Algoritmo 4.7, con coste computacional O(k), se emplea para calcular el área

[29, 205] o el peŕımetro de un poĺıgono simple de k lados, dependiendo del valor del

parámetro fun. Si fun es igual a 0, se calcula el área; si fun es igual a 1, se calcula el

peŕımetro.

4.3.2. Actualización de soluciones (Algoritmo 4.8)

Mediante el Algoritmo 4.8 se calcula el poĺıgono o conjunto de poĺıgonos con el mayor

área o peŕımetro posible, según el valor fun. El coste computacional es O(n2k) debido

al bucle de la ĺınea 2 computado en O(n2) y al Algoritmo 4.7 en la ĺınea 3 con una

complejidad de O(k).
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4.3. Cálculo del poĺıgono simple de k lados de mayor área o peŕımetro contenido

en un poĺıgono reticulado con obstáculos arbitrarios (Algoritmo 4.10)

Algoritmo 4.7 Function(poly, fun)

Input: poly : poĺıgono de k lados, fun: área (fun = 0) o peŕımetro (fun = 1)

Output: Área o peŕımetro de poly

1 polig ← poly

2 Insert(polig, poly[1])

3 switch fun do

4 case 0 do

5 for i← 1 to Length(polig)-1 do

6 f ← f + Det(Points[polig[i]], Points[polig[i+1]])

7 f ← Abs(0,5 · f)

8 case 1 do

9 for i← 1 to Length(polig)-1 do

10 a← Points[poly[i]]; b← Points[poly[i + 1]]

11 f ← f +
√

(a[1]− b[1])2 + (a[2]− b[2])2

12 return f

Algoritmo 4.8 UpdateIncI(pol, fun)

Input: pol : poĺıgonos de k lados, fun: área (fun = 0) o peŕımetro (fun = 1)

Output: Poĺıgonos con mayor área o peŕımetro

1 update ← ∅; max ← 0

2 for i← 1 to Length(pol) do

3 f ← Function(pol[i], fun) /* Alg.4.7 */

4 if f > max then

5 max ← f; update ← pol[i]

6 else

7 Insert(update, pol[i])

8 return update
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4. Problemas de inclusión, Inc(Psim,Pk, µ)

4.3.3. Eliminación de soluciones duplicadas (Algoritmo 4.9)

La Figura 4.6 muestra la solución del cuadrilátero de mayor área, A = (5, 38, 11,

21). Otras soluciones podŕıan haber sido: (38, 11, 21, 5) y (11, 21, 5, 38). Aśı, para cada

solución de un poĺıgono simple de k lados, existen 2k soluciones con el mismo área.

Figura 4.6: Algoritmo 4.9 Duplicates(pol)

El Algoritmo 4.9 tiene la función de eliminar soluciones repetidas. El coste total de

este algoritmo es O(n4k log k). Este coste se deriva de dos bucles en la ĺınea 2 y la ĺınea

4, cada uno de ellos con una complejidad de O(n2), y un algoritmo de ordenación en la

ĺınea 5, que puede ser ejecutado en un tiempo de O(k log k) [48].

4.3.4. Algoritmo 4.10. SolutionIncI(N, distancia, matriz, fun)

El Algoritmo 4.10 es el algoritmo principal. En primer lugar, se calculan todos los

poĺıgonos simples de k lados (ĺıneas 1 a 5). Este cálculo tiene un coste computacional

de O(n5k), debido a los bucles de las ĺıneas 2 y 3, que se ejecutan en O(n2), y al

Algoritmo 4.1, que se efectúa en O(n3k). Posteriormente, se recurre a los algoritmos

UpdateIncI(pol, fun) y Duplicates(pol) para obtener la solución requerida. Por tanto, el

coste computacional del Algoritmo 4.10 es O(n5k), ya que Max(n5k, n2k, n4k log k) =

n5k.
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4.3. Cálculo del poĺıgono simple de k lados de mayor área o peŕımetro contenido

en un poĺıgono reticulado con obstáculos arbitrarios (Algoritmo 4.10)

Algoritmo 4.9 Duplicates(pol)

Input: pol : poĺıgonos de k lados

Output: Poĺıgonos no duplicados

1 aux1, aux2, dupl ← ∅
2 for i← 1 to Length(pol)-1 do

3 Insert(aux2, i)

4 for j ← i + 1 to Length(pol) do

5 if Sort(pol[i]) = Sort(pol[j]) then

6 Insert(aux1, j)

7 Insert(aux2, Length(pol))

8 Sort(DeleteDuplicates(aux1))

9 aux3 ← Complement(aux2, aux1)

10 for i← 1 to Length(aux3) do

11 Insert(dupl, pol[aux3[i]])

12 return dupl

Algoritmo 4.10 SolutionIncI(N, distancia, matriz, fun)

Input: N: número de puntos de P , distancia ∈ N, matriz: matriz de adyacencia,

fun: área (fun = 0) o peŕımetro (fun = 1)

Output: Poĺıgonos simples de k lados de mayor área o peŕımetro contenido en P

1 polig, solution ← ∅
2 for i← 1 to N-1 do

3 for j ← i + 1 to N do

4 if PolygonsIncI(i, j, distancia, matriz) ̸= ∅ then
5 Insert(polig, PolygonsIncI(i, j, distancia, matriz))

6 solution ← Duplicates(UpdateIncI(polig, fun))

7 return solution
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4. Problemas de inclusión, Inc(Psim,Pk, µ)

4.4. Coste computacional: resumen (versión iterativa)

En la Figura 4.7, se muestra un análisis detallado del coste computacional de todos

los algoritmos que se han desarrollado en las secciones 4.2 y 4.3.

Figura 4.7: Problemas de inclusión: coste computacional (versión iterativa)
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4.5. Cálculo del rectángulo y poĺıgono convexo de k lados de mayor área o

peŕımetro contenido en un poĺıgono reticulado con obstáculos arbitrarios

4.5. Cálculo del rectángulo y poĺıgono convexo de k lados

de mayor área o peŕımetro contenido en un poĺıgono

reticulado con obstáculos arbitrarios

En esta sección, se pone a prueba la flexibilidad del Algoritmo 4.10, al poder calcular

una amplia variedad de soluciones con cambios mı́nimos en el código. Esto constituye

un avance para los investigadores, ya que les permite explorar nuevas posibilidades en el

cálculo de formas geométricas. Ahora, en lugar de estar restringidos exclusivamente al

cálculo de poĺıgonos simples, se podrán analizar problemas relacionados con rectángulos

y poĺıgonos convexos.

4.5.1. Rectángulo de mayor área o peŕımetro

El Algoritmo 4.11 verifica si el poĺıgono poly es un rectángulo. Calcula el ángulo

formado por tres vértices consecutivos. Si alguno de los ángulos es distinto de π/2, el

algoritmo finaliza y devuelve false. El coste computacional es constante.

El Algoritmo 4.12 calcula el rectángulo de mayor área o peŕımetro contenido en un

poĺıgono reticulado P con obstáculos arbitrarios. En primer lugar, el algoritmo calcula

todos los cuadriláteros (ĺıneas 2 a 5) y luego selecciona aquellos que son rectángulos

mediante el algoritmo anterior (ĺınea 7). Para obtener la solución deseada, se utilizan los

algoritmos UpdateIncI(pol, fun) y Duplicates(pol). El coste computacional del Algoritmo

4.12 es O(n5).

Algoritmo 4.11 Rect(poly)

Input: poly : cuadrilátero

Output: true si poly es un rectángulo

1 rect ← true

2 polig ← poly

3 Insert(polig, poly[1])

4 Insert(polig, poly[2])

5 for i← 2 to Length(polig)-1 do

6 ang ← Angle(Points[polig[i+1]] - Points[polig[i]], Points[polig[i]] - Points[polig[i-1]])

7 if Abs(ang) ̸= π/2 then

8 rect ← false

9 break

10 return rect

79



4. Problemas de inclusión, Inc(Psim,Pk, µ)

Algoritmo 4.12 RectangleIncI(N, matriz, fun)

Input: N: número de puntos de P , matriz: matriz de adyacencia,

fun: área (fun = 0) o peŕımetro (fun = 1)

Output: Rectángulo de mayor área o peŕımetro contenido en P

1 polig, pol, solution ← ∅
2 for i← 1 to N-1 do

3 for j ← i + 1 to N do

4 if PolygonsIncI(i, j, 3, matriz) ̸= ∅ then
5 Insert(polig, PolygonsIncI(i, j, 3, matriz))

6 for i← 1 to Length(polig) do

7 if Rect(polig[i]) = true then

8 Insert(pol, polig[i])

9 solution ← Duplicates(UpdateIncI(pol, fun))

10 return solution

4.5.2. Poĺıgono convexo de k lados de mayor área o peŕımetro

Para resolver el cálculo del poĺıgono convexo de k lados, se ha dividido el problema en

tres algoritmos con el objetivo de proporcionar una explicación más clara y comprensible.

□ Algoritmo 4.13. Convex(poly). Se usa para determinar si un poĺıgono (poly) es

convexo. Para ello, recorre todos los vértices del poĺıgono y calcula la orientación

(ĺınea 7, Algoritmo 3.1) formada por tres puntos consecutivos. Si ocurre que la

orientación actual de los tres puntos (act) tiene signo distinto a la orientación

anterior (ant), ant · act < 0, eso indica que el poĺıgono no es convexo. En ese caso,

el algoritmo finaliza y devuelve el valor false. El coste computacional del algoritmo

es O(k) debido al bucle en la ĺınea 6.

En la Figura 4.8, se presentan dos poĺıgonos, uno convexo y otro cóncavo. Si

se recorren los vértices de los poĺıgonos en sentido horario, en el primer caso

(Figura 4.8a), la orientación de todos los puntos es positiva. Por otro lado, en

el segundo caso (Figura 4.8b), la orientación cambia de sentido. Espećıficamente,

Orientation(p2, p3, p4) > 0, mientras que Orientation(p3, p4, p5) < 0.
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4.5. Cálculo del rectángulo y poĺıgono convexo de k lados de mayor área o

peŕımetro contenido en un poĺıgono reticulado con obstáculos arbitrarios

(a) Poĺıgono convexo (b) Poĺıgono cóncavo

Figura 4.8: Algoritmo 4.13 Convex(poly)

Algoritmo 4.13 Convex(poly)

Input: poly : poĺıgono de k lados

Output: true si poly es un poĺıgono convexo

1 convex ← true

2 ant, act ← 0

3 polig ← poly

4 Insert(polig, poly[1])

5 Insert(polig, poly[2])

6 for i← 2 to Length(polig)-1 do

7 act ← Orientation(Points[polig[i-1]], Points[polig[i]], Points[polig[i+1]])

8 if act ̸= 0 then

9 if ant · act < 0 then

10 convex ← false

11 break

12 else

13 ant ← act

14 return convex

□ Algoritmo 4.14. PolygonsConvexIncI(point1, point2, distancia, matriz).

Calcula entre dos puntos los poĺıgonos convexos de k lados. Se obtiene al realizar

una modificación del Algoritmo 4.1, al incorporar la función Convex(poly). A

continuación, utiliza los mismos procedimientos que en el algoritmo anterior. El

coste computacional es equivalente al del Algoritmo 4.1, es decir, O(n3k).
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4. Problemas de inclusión, Inc(Psim,Pk, µ)

Algoritmo 4.14 PolygonsConvexIncI(point1, point2, distancia, matriz)

Input: point1, point2 ∈ Points, distancia ∈ N, matriz: matriz de adyacencia

Output: Poĺıgonos convexos de k lados entre point1 y point2 para una determinada

distancia

temp1 ← {point1}; temp3, polig ← ∅
if matriz(point1, point2) = 1 then

...

...

temp2 ← ∅
for i← 1 to Length(temp1) do

if Convex(temp1[i]) = true then

Insert(temp2, temp1[i])

...

...

return polig

□ Algoritmo 4.15. SolutionConvexIncI(N, distancia, matriz, fun). Calcula el

poĺıgono convexo de k lados de mayor área o peŕımetro contenido en un poĺıgono

reticulado con obstáculos arbitrarios. El funcionamiento del algoritmo es similar

al Algoritmo 4.10 utilizado para calcular poĺıgonos simples, pero en este caso se

emplea el Algoritmo 4.14 en lugar del Algoritmo 4.1. El coste computacional del

algoritmo es el mismo que el del Algoritmo 4.10, O(n5k).

Algoritmo 4.15 SolutionConvexIncI(N, distancia, matriz, fun)

Input: N: número de puntos de P , distancia ∈ N, matriz: matriz de adyacencia,

fun: área (fun = 0) o peŕımetro (fun = 1)

Output: Poĺıgonos convexos de k lados de mayor área o peŕımetro contenido en P

1 polig, solution ← ∅
2 for i← 1 to N-1 do

3 for j ← i + 1 to N do

4 if PolygonsConvexIncI(i, j, distancia, matriz) ̸= ∅ then
5 Insert(polig, PolygonsConvexIncI(i, j, distancia, matriz))

6 solution ← Duplicates(UpdateIncI(polig, fun))

7 return solution
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4.6. Algoritmo recursivo

4.6. Algoritmo recursivo

Para calcular la solución del poĺıgono simple de k lados entre dos puntos contenido

en un poĺıgono reticulado con obstáculos arbitrarios, se recurre al Algoritmo 4.1.

PolygonsIncI(point1, point2, distancia, matriz) con coste computacional O(n3k).

Este algoritmo inicia su ejecución en el punto point1 y explora todos los puntos adyacentes

antes de avanzar a los puntos del siguiente nivel. Una vez se han calculado todas las

posibles soluciones, verificando ciertas restricciones, se aplican los algoritmos del 4.2 al

4.6 para obtener la solución deseada.

Para la versión recursiva, se ha desarrollado el Algoritmo 4.16 PolygonsIncR(

point1, point2, first, iter, lados, distancia, matriz, fun). Este algoritmo realiza una

exploración ordenada de los puntos, dando prioridad a aquellos que están más cercanos

a los recién visitados. De esta forma, el algoritmo se aleja progresivamente del punto

inicial point1, hasta encontrar la mejor solución para el problema.

Para crear la solución general en su versión recursiva, siguiendo una estructura similar

a la implementada en el Algoritmo 4.10: SolutionIncI(N, distancia, matriz, fun),

se utilizan cuatro algoritmos:'

&

$

%

Algoritmo 4.16. PolygonsIncR(point1, point2, first, iter, lados, distancia,

matriz, fun)

Algoritmo 4.17. UpdateIncR(poly, fun, distancia)

Algoritmo 4.18. SolutionIncR(N, distancia, matriz, fun)

Algoritmo 4.19. StartIncR(point1, point2, distancia, matriz, fun)

4.6.1. Cálculo entre dos puntos del poĺıgono simple de k lados

de mayor área o peŕımetro contenido en un poĺıgono reticulado

con obstáculos arbitrarios (Algoritmo 4.16)

Se utiliza para calcular de forma recursiva el poĺıgono simple de k lados de mayor

área o peŕımetro entre dos puntos, teniendo en cuenta una distancia determinada.

El algoritmo, además de tomar como valores de entrada los mismos parámetros que

en el Algoritmo 4.1, utiliza dos números naturales, first e iter, aśı como un conjunto

de aristas denominado lados. La llamada recursiva (ĺınea 9) ocurre en función de las

variables iter y distancia, y esta recursión continúa hasta que iter alcanza el valor

distancia (ĺınea 10).
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4. Problemas de inclusión, Inc(Psim,Pk, µ)

Algoritmo 4.16 PolygonsIncR(point1, point2, first, iter, lados, distancia, matriz, fun)

Input: point1, point2 ∈ Points, first, iter ∈ N, lados: aristas, distancia ∈ N,

matriz: matriz de adyacencia, fun: área (fun = 0) o peŕımetro (fun = 1)

Output: Poĺıgonos simples de k lados de mayor área o peŕımetro entre point1 y point2 para

una determinada distancia

1 temp1 ← lados

2 Insert(temp1, first)

3 temp2 ← ∅
4 for i← 1 to N do

5 if (i ̸= point1 and i ̸= first) then

6 last ← temp1[Length(temp1)]

7 if (matriz(last, i) = 1 and Length(Union(temp1,i)) ̸= Length(temp1)) then

8 if iter < distancia then

9 PolygonsIncR(point1, point2, i, iter+1, temp1, distancia, matriz, fun)

10 else

11 Insert(temp1, i)

12 if (temp1[distancia + 1] = point2 and IntersectionLad(temp1) = false and Alig-

nedc(temp1) ̸= 0) then

13 h ← 0

14 for j ← 1 to Length(HolesP) do

15 if InterHolesP(temp1, HolesP[j]) = false then

16 h ← h+1

17 if h = Length(HolesP) then

18 if (InterPointsP(temp1) = false and InterSegmentsP(temp1) = false

then

19 temp2 ← temp1

20 UpdateIncR(temp2, fun, distancia)

21 Delete(temp1, temp1[Length(temp1)])

El coste computacional de este algoritmo recursivo está determinado por el bucle en

la ĺınea 4, que tiene una complejidad de O(n). Dentro de este bucle, en cada iteración,

se realiza una llamada recursiva a la función PolygonsIncR en función de k, donde

k = distancia + 1. Por tanto, el número total de llamadas recursivas depende de n y

de cómo k disminuye en cada iteración. Dado que k se reduce en 1 en cada llamada

recursiva, el número total de llamadas recursivas se puede estimar como O(nk).
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4.6. Algoritmo recursivo

En forma general, la complejidad temporal para este algoritmo se puede expresar de

la siguiente forma:

T (k) =

{
1 si k = 1

1 + n T (k − 1) si k > 1

T (k) = 1 + n T (k − 1) = 1 + n (1 + n T (k − 2)) = 1 + n + n2 T (k − 2) =

= 1 + n + n2 + . . . + nk−1 T (1) =

k−1∑
i=0

ni ∈ O(nk)

4.6.2. Actualización de soluciones (Algoritmo 4.17)

El Algoritmo 4.17, con coste computacional O(k), actualiza el conjunto de las soluciones

con el objetivo de maximizar el área o peŕımetro. El coste computacional está relacionado

con el Algoritmo 4.7, con complejidad O(k).

Algoritmo 4.17 UpdateIncR(poly, fun, distancia)

Input: poly : poĺıgono de k lados, fun: área (fun = 0) o peŕımetro (fun = 1),

distancia ∈ N
Output: Actualización de soluciones

1 max1, max2 ← 0

2 if MejorSol ̸= ∅ then
3 if (Length(poly) = Length(MejorSol[1]) and Length(poly) = distancia + 1) then

4 max1 ← Function(poly, fun) /* Alg.4.7 */

5 max2 ← Function(MejorSol[1], fun) /* Alg.4.7 */

6 if max1 = max2 then

7 Insert(MejorSol, poly)

8 if max1 > max2 then

9 MejorSol ← ∅
10 Insert(MejorSol, poly)

11 else

12 Insert(MejorSol, poly)
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4. Problemas de inclusión, Inc(Psim,Pk, µ)

4.6.3. Cálculo del poĺıgono simple de k lados de mayor área o peŕımetro

contenido en un poĺıgono reticulado con obstáculos arbitrarios

(Algoritmo 4.18)

El Algoritmo 4.18 es el algoritmo principal en su versión recursiva. En primer lugar,

se calculan los poĺıgonos simples de k lados de mayor área o peŕımetro (ĺıneas 1 a 4),

aplicando el Algoritmo 4.19, que inicia el proceso recursivo. El coste computacional es

inicialmente O(nk+2) debido a los bucles de las ĺıneas 2 y 3, que operan en O(n2), y al

algoritmo anterior que se ejecuta en O(nk) como consecuencia de la llamada al Algoritmo

4.16. A continuación, de todas las soluciones que se obtuvieron en el proceso anterior,

elimina aquellas soluciones repetidas para obtener la mejor solución. Por tanto, el coste

del Algoritmo 4.18 es O(nk), ya que O(Max(nk+2, n4k log k)) = O(nk+2) = O(nk).

Algoritmo 4.18 SolutionIncR(N, distancia, matriz, fun)

Input: N: número de puntos de P , distancia ∈ N, matriz: matriz de adyacencia,

fun: área (fun = 0) o peŕımetro (fun = 1)

Output: Poĺıgonos simples de k lados de mayor área o peŕımetro contenido en P

1 polig, solution ← ∅
2 for i← 1 to N-1 do

3 for j ← i + 1 to N do

4 StartIncR(i, j, distancia, matriz, fun) /* Alg.4.19 */

5 polig ← Duplicates(MejorSol) /* Alg.4.9 */

6 for i← 1 to Length(polig) do

7 if Length(polig[i]) = distancia +1 then

8 Insert(solution, polig[i])

9 return solution

Algoritmo 4.19 StartIncR(point1, point2, distancia, matriz, fun)

Input: point1, point2 ∈ Points, distancia ∈ N, matriz: matriz de adyacencia,

fun: área (fun = 0) o peŕımetro (fun = 1)

Output: Inicio del proceso recursivo

1 lados ← ∅
2 if matriz(point1, point2) = 1 then

3 PolygonsIncR(point1, point2, point1, 1, lados, distancia, matriz, fun)
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4.6. Algoritmo recursivo

En la versión recursiva también es posible determinar el rectángulo y el poĺıgono

convexo de k lados de mayor área o peŕımetro contenido en un poĺıgono reticulado

con obstáculos arbitrarios, con coste computacional O(n6) y O(nk), respectivamente.

El pseudocódigo es similar a los propuestos en el Algoritmo 4.12 y Algoritmo 4.15,

pero ahora se incluye el Algoritmo 4.16. PolygonsIncR(point1, point2, first, iter, lados,

distancia, matriz, fun).

�
�

�


Algoritmo 4.20. RectangleIncR(N, matriz, fun)

Algoritmo 4.21. SolutionConvexIncR(N, distancia, matriz, fun)

4.6.4. Coste computacional: resumen (versión recursiva)

En la Figura 4.9 se representa un esquema que describe el coste computacional de

los algoritmos empleados en la resolución de la versión recursiva.

Figura 4.9: Problemas de inclusión: coste computacional (versión recursiva)
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4. Problemas de inclusión, Inc(Psim,Pk, µ)

4.7. Solución general

El Algoritmo 4.22 unifica todas las versiones Solution en un solo procedimiento,

englobando tanto la iteración como la recursión, con coste computacional O(n5k) y

O(nk), respectivamente. Se define a través seis parámetros, de los cuales los cuatro

primeros ya han sido previamente establecidos. Los dos últimos parámetros se emplean

para calcular la solución de un poĺıgono, ya sea simple (conv = 0 ) o convexo (conv =

1 ), ya sea en su versión iterativa (ver = 0 ) o en su versión recursiva (ver = 1 ). Esto

implica que a través de un único algoritmo, se puedan resolver hasta ocho variaciones

diferentes del problema.

Algoritmo 4.22 SolutionInc(N, distancia, matriz, fun, conv, ver)

Input: N: número de puntos de P , distancia ∈ N, matriz: matriz de adyacencia,

fun: área (fun = 0) o peŕımetro (fun = 1), conv : simple (conv = 0) o convexo (conv = 1),

ver : iterativo (ver = 0) o recursivo (ver = 1)

Output: Poĺıgono simple o convexo de k lados de mayor área o peŕımetro contenido en P

1 solution ← ∅
2 sum ← 4fun + 2conv + ver

3 switch sum do

4 case 0 do

5 solution ← SolutionIncI(N, distancia, matriz, 0) /* Alg.4.10 */

6 case 1 do

7 solution ← SolutionIncR(N, distancia, matriz, 0) /* Alg.4.18 */

8 case 2 do

9 solution ← SolutionConvexIncI(N, distancia, matriz, 0) /* Alg.4.15 */

10 case 3 do

11 solution ← SolutionConvexIncR(N, distancia, matriz, 0) /* Alg.4.21 */

12 case 4 do

13 solution ← SolutionIncI(N, distancia, matriz, 1) /* Alg.4.10 */

14 case 5 do

15 solution ← SolutionIncR(N, distancia, matriz, 1) /* Alg.4.18 */

16 case 6 do

17 solution ← SolutionConvexIncI(N, distancia, matriz, 1) /* Alg.4.15 */

18 case 7 do

19 solution ← SolutionConvexIncR(N, distancia, matriz, 1) /* Alg.4.21 */

20 return solution
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4.7. Solución general

El Algoritmo 4.23 introduce un nuevo parámetro denominado (ver), en comparación

con los dos algoritmos anteriores respecto al cálculo del rectángulo (Algoritmo 4.12 y

Algoritmo 4.20). Este parámetro adicional se ha incorporado con el objetivo de distinguir

entre las dos versiones principales: la versión iterativa (ver = 0 ) con coste computacional

O(n5), y la versión recursiva (ver = 1 ) con coste computacional O(n6).

Algoritmo 4.23 RectangleInc(N, matriz, fun, ver)

Input: N: número de puntos de P , matriz: matriz de adyacencia,

fun: área (fun = 0) o peŕımetro (fun = 1), ver : iterativo (ver = 0) o recursivo (ver = 1)

Output: Rectángulo de mayor área o peŕımetro contenido en P

1 rect ← ∅
2 sum ← 2fun + ver

3 switch sum do

4 case 0 do

5 rect ← RectangleIncI(N, matriz, 0) /* Alg.4.12 */

6 case 1 do

7 rect ← RectangleIncR(N, matriz, 0) /* Alg.4.20 */

8 case 2 do

9 rect ← RectangleIncI(N, matriz, 1) /* Alg.4.12 */

10 case 3 do

11 rect ← RectangleIncR(N, matriz, 1) /* Alg.4.20 */

12 return rect

Tanto el Algoritmo 4.22 como el Algoritmo 4.23 poseen múltiples caracteŕısticas

destacadas que pueden tener un impacto significativo en el cálculo de áreas y peŕımetros

de poĺıgonos, ya sean simples o convexos. Entre estas caracteŕısticas se incluyen:

Simplicidad de uso. Los algoritmos son más fáciles de usar, ya que solo requieren

unos pocos parámetros, dependiendo del algoritmo, para funcionar.

Facilita la experimentación. Permite experimentar con diferentes configuraciones de

manera más eficiente. Se puede cambiar fácilmente entre cálculos de área y peŕımetro,

probar distintos tipos de poĺıgonos y evaluar el rendimiento de algoritmos iterativos

y recursivos.

Documentación clara. Al contar con un solo algoritmo, la documentación del código

se simplifica, permitiendo una comprensión rápida de su uso y la posibilidad de

personalizarlo según las necesidades.
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4. Problemas de inclusión, Inc(Psim,Pk, µ)

4.8. Solución del caso propuesto

A continuación, se presentan las soluciones para el problema inicial (Figura 4.10) al

aplicar cada uno de los dos algoritmos recursivos. Estas soluciones se detallan en tablas

(Tabla 4.1 a Tabla 4.3), cada una compuesta por tres columnas. En la primera columna,

se especifica la distancia; la segunda columna, indica el poĺıgono a calcular; y finalmente,

la tercera columna, presenta las soluciones encontradas.�
�

�


Algoritmo 4.22. SolutionInc(N, distancia, matriz, fun, conv, ver)

Algoritmo 4.23. RectangleInc(N, matriz, fun, ver)

Figura 4.10: Problema inicial

Además de estos algoritmos para calcular las soluciones deseadas, es necesario emplear

los siguientes conjuntos:
Points = P = {p1, . . . , p49}
Polygon = ∂P0 = {p1, . . . , p18}
PointsP = {p33, p43, p48}
SegmentsP = {S1, S2}, donde S1 = {p20, p25, p30, p36}, S2 = {p21, p25, p29}
HolesP = {H1, H2}, donde H1 = {p23, p28, p34, p27}, H2 = {p38, p42, p45, p41}

Por último, se llevará a cabo una comparación entre las soluciones generadas para

los poĺıgonos simples y los poĺıgonos convexos (Tabla 4.4, Figuras 4.11 y 4.12). Para el

cálculo del área y el peŕımetro, se ha usado un tamaño de partición L = 1.
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4.8. Solución del caso propuesto

Al analizar los resultados presentados en la Tabla 4.4, se observa un incremento

tanto en el área como en el peŕımetro de los poĺıgonos simples a medida que aumenta

el número de lados a calcular. Sin embargo, en ciertos casos de poĺıgonos convexos no

se lograron encontrar soluciones. Esta situación se ilustra en la Tabla 4.3 para el cálculo

del heptágono y el octógono.

4.8.1. Poĺıgono simple de k lados de mayor área o peŕımetro

Tabla 4.1: Solución: Poĺıgono simple de k lados de mayor área o peŕımetro

distancia k-gon SolutionInc(49, distancia, matriz, 0, 0, ver)

2 Triángulo (11,33,21)

3 Cuadrilátero (5,38,11,21)

4 Pentágono (6,43,33,21,11), (7,43,33,21,11)

5 Hexágono (6,43,33,21,11,7)

6 Heptágono (5,38,43,6,7,11,21), (6,21,11,38,42,10,7)

7 Octágono (5,21,11,38,42,10,7,6)

distancia k-gon SolutionInc(49, distancia, matriz, 1, 0, ver)

2 Triángulo (1,11,2)

3 Cuadrilátero (1,40,2,11)

4 Pentágono (1,11,19,43,2)

5 Hexágono (1,40,2,43,6,11)

6 Heptágono (1,11,19,40,22,43,2)

7 Octágono (1,40,19,31,2,43,6,11)

4.8.2. Rectángulo de mayor área o peŕımetro

Tabla 4.2: Solución: Rectángulo de mayor área o peŕımetro

RectangleInc(49, matriz, 0, ver)

(14,48,45,29), (13,27,33,43)

RectangleInc(49, matriz, 1, ver)

(10,25,26,48), (12,11,7,47)
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4.8.3. Poĺıgono convexo de k lados de mayor área o peŕımetro

Tabla 4.3: Solución: Poĺıgono convexo de k lados de mayor área o peŕımetro

distancia k-gon SolutionInc(49, distancia, matriz, 0, 1, ver)

3 Cuadrilátero (1,38,11,21)

4 Pentágono (1,21,11,43,2), (1,32,41,11,21)

5 Hexágono (1,27,41,10,36,21), (1,32,41,43,36,21)

(1,38,41,40,36,21), (8,49,43,14,15,29), (10,41,27,22,21,25)

(10,41,27,19,21,30), (14,48,49,45,29,15), (19,32,41,43,30,21)

(19,38,41,40,30,21), (21,25,40,41,38,22), (21,25,43,41,32,22)

6 Heptágono ∅
7 Octágono ∅

distancia k-gon SolutionInc(49, distancia, matriz, 1, 1, ver)

3 Cuadrilátero (1,11,43,2)

4 Pentágono (1,21,11,43,2)

5 Hexágono (1,22,37,43,11,21)

6 Heptágono ∅
7 Octágono ∅

4.8.4. Comparación entre las soluciones para poĺıgonos simples y

poĺıgonos convexos

Tabla 4.4: Comparativa entre el área y el peŕımetro de poĺıgonos simples y convexos

k-gon 3 4 5 6 7 8 Rectángulo

Área
Simple

8
9 10,50 13 14 15,50

6
Convexo 8,5 8 7 – –

Peŕımetro
Simple

18,01
28,75 30,63 38,48 39,55 44,84

12
Convexo 18,07 18,09 17,35 – –

92



4.8. Solución del caso propuesto

(a) Triángulo (b) Rectángulo (c) Cuadrilátero (d) Cuadrilátero conve-

xo

(e) Pentágono (f) Pentágono convexo (g) Hexágono (h) Hexágono convexo

(i) Heptágono (j) Octógono

Figura 4.11: Comparación geométrica entre el área de poĺıgonos simples y convexos
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4. Problemas de inclusión, Inc(Psim,Pk, µ)

Para finalizar, esta sección se completa al calcular las soluciones relacionadas con el

peŕımetro.

(a) Triángulo (b) Rectángulo (c) Cuadrilátero (d) Cuadrilátero conve-

xo

(e) Pentágono (f) Pentágono convexo (g) Hexágono (h) Hexágono convexo

(i) Heptágono (j) Octógono

Figura 4.12: Comparación geométrica entre el peŕımetro de poĺıgonos simples y convexos
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4.9. Cálculo del poĺıgono simple de k lados de mayor área o peŕımetro contenido

en una ROI con obstáculos arbitrarios

4.9. Cálculo del poĺıgono simple de k lados de mayor área

o peŕımetro contenido en una ROI con obstáculos

arbitrarios

Sea C una región de interés o contorno cerrado con r–puntos, t–segmentos y h–agujeros

y C0 el contorno exterior a C. Además, sea Rmin el rectángulo de menor área que contiene

al contorno cerrado C0 [64] y Π una partición regular de Rmin con tamaño de partición

L.

Se llama área inferior A(C0,Π) el área del poĺıgono reticulado P0 de mayor área

contenido en C0 y área superior A(Hj ,Π) el área del poĺıgono reticulado Qj de menor

área que contiene a Hj , 1 ≤ j ≤ h, y ambos construidos por puntos de GL. Por el

Teorema de Pick [188],

A(C0,Π) =

(
#(ıP0) +

#(∂P0)

2
− 1

)
· L2

A(Hj ,Π) =

(
#(ıQj) +

#(∂Qj)

2
− 1

)
· L2

Teorema 4.9.1. Sea C un contorno cerrado con r–puntos, t–segmentos y h–agujeros,

A(C) su área y C0 el contorno exterior a C. Entonces, existe una sucesión de particiones

regulares {Πn}n∈N with Πi ⪯ Πi+1 para todo i tal que:

ĺım
n→∞

A(C0,Πn)−
h∑

j=1

A(Hj ,Πn)

 = A(C)

Demostración. Consideremos una partición regular Π̇ más fina que Π. Entonces, A(C0,Π) ≤
A(C0, Π̇) y A(Hj ,Π) ≥ A(Hj , Π̇) con 1 ≤ j ≤ h. Por tanto, A(C0,Π)−

∑h
j=1A(Hj ,Π) ≤

A(C0, Π̇)−
∑h

j=1A(Hj , Π̇). Luego, existe una sucesión de particiones regulares {Πn}n∈N

con Πi ⪯ Πi+1 para todo i tal que ĺım
n→∞

A(C0,Πn)−
h∑

j=1

A(Hj ,Πn)

 = A(C).

El Teorema 4.9.1 establece que es posible calcular el área de un contorno cerrado

C a partir del contorno exterior C0 y los agujeros Hj , a través de la construcción de

particiones regulares cada vez más finas, Li+1 = Li/2 con Πi ⪯ Πi+1 para todo i.

Además, el Algoritmo 4.22 demuestra cómo calcular el poĺıgono simple de k lados de

mayor área o peŕımetro contenido en un poĺıgono reticulado P . Por tanto, combinando

el Teorema 4.9.1 y el Algoritmo 4.22, se logra el objetivo final: el poĺıgono simple de k
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4. Problemas de inclusión, Inc(Psim,Pk, µ)

lados contenido en P es del mismo modo el máximo en área o en peŕımetro dentro del

contorno cerrado C.

En particular, se muestran tres particiones para el mismo contorno cerrado C con

obstáculos arbitrarios (Figura 4.13), con tamaños de partición: L1 = 1, L2 = 1/2,

L3 = 1/4, número de puntos: 49, 197, 804 y matriz de adyacencia: A, Ȧ, Ä.

Figura 4.13: Contorno cerrado con obstáculos arbitrarios

Las soluciones obtenidas al ejecutar los Algoritmos 4.22 y 4.23 se representan en

las Figuras 4.14 a 4.17. Se puede observar que, a medida que se realiza una partición

más fina, el área de los poĺıgonos simples o convexos es igual o mayor y el área de los

rectángulos aumenta. Adicionalmente, la Tabla 4.5 resume las áreas que se obtienen al

aplicar los algoritmos previamente mencionados.

Tabla 4.5: Área con diferentes tamaños de partición

Figura Algoritmo k-gon L1 L2 L3

4.14. Alg. 4.22 Triángulo 8 9,63 9,63

4.15. Alg. 4.22 Cuadrilátero simple 9 11,25 11,38

4.16. Alg. 4.22 Cuadrilátero convexo 8,50 11,25 11,38

4.17. Alg. 4.23 Rectángulo 6 8 8,50

96



4.9. Cálculo del poĺıgono simple de k lados de mayor área o peŕımetro contenido

en una ROI con obstáculos arbitrarios

(a) SolutionInc(49, 2, A, 0, 0,

ver), Área = 8

(b) SolutionInc(197, 2, Ȧ, 0, 0,

ver), Área = 9,63

(c) SolutionInc(804, 2, Ä, 0, 0,

ver), Área = 9,63

Figura 4.14: Triángulo de mayor área con diferentes tamaños de partición

(a) SolutionInc(49, 3, A, 0, 0,

ver), Área = 9

(b) SolutionInc(197, 3, Ȧ, 0, 0,

ver), Área = 11,25

(c) SolutionInc(804, 3, Ä, 0, 0,

ver), Área = 11,38

Figura 4.15: Cuadrilátero simple de mayor área con diferentes tamaños de partición
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4. Problemas de inclusión, Inc(Psim,Pk, µ)

(a) SolutionInc(49, 3, A, 0, 1,

ver), Área = 8,50

(b) SolutionInc(197, 3, Ȧ, 0, 1,

ver), Área = 11,25

(c) SolutionInc(804, 3, Ä, 0, 1,

ver), Área = 11,38

Figura 4.16: Cuadrilátero convexo de mayor área con diferentes tamaños de partición

(a) RectangleInc(49, A, 0, ver),

Área = 6

(b) RectangleInc(197, Ȧ, 0, ver),

Área = 8

(c) RectangleInc(804, Ä, 0, ver),

Área = 8,50

Figura 4.17: Rectángulo de mayor área con diferentes tamaños de partición
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Caṕıtulo 5

Problemas de separabilidad,

Sep(Psim,Pk, O, µ)

Este caṕıtulo resuelve el problema de separabilidad Sep(Psim,Pk, O, µ). En otras

palabras, se busca determinar, dado un valor k fijo y un conjunto O contenido en un

poĺıgono reticulado con obstáculos arbitrarios, calcular el poĺıgono simple de k lados

de mayor o menor área o peŕımetro, que contenga a O y esté contenido en el poĺıgono

reticulado.

Se tratan dos variantes del problema, cálculo del área o peŕımetro máximo, o bien,

del área o peŕımetro mı́nimo. Esta distinción se establece con el propósito de resolver los

problemas que se plantearon en la Sección 1.1:

Plan urbańıstico. En el contexto de la planificación urbana de una ciudad, los edificios

y monumentos son representados mediante diferentes colores. El problema consiste

en diseñar un parque urbano de cualquier forma poligonal y mayor área, que incluya

una amplia variedad de monumentos.

Medicina. Se ha diagnosticado un tumor en un tejido e identificado las células tumorales

mediante sus coordenadas. Además, se han registrado también las coordenadas de

las células sanas. ¿Cómo se puede lograr una separación precisa entre las células

tumorales y las sanas para llevar a cabo una intervención quirúrgica con la mı́nima

extirpación requerida?

Este algoritmo contribuye a la consecución del objetivo parcial 3 (ver Sección 1.6),

ya que al realizar particiones cada vez más finas sobre una Región de Interés (ROI), la

solución obtenida converge de manera natural hacia la solución real.
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5. Problemas de separabilidad, Sep(Psim,Pk, O, µ)

Objetivo 3. Dado un valor k fijo y un conjunto O contenido en una ROI con obstáculos

arbitrarios, calcular el poĺıgono simple de k lados de mayor o menor área o peŕımetro,

que contenga a O y esté dentro de la ROI.

Este caṕıtulo presenta un algoritmo diseñado para ofrecer soluciones basadas en el

valor k seleccionado por el usuario. De esta forma, el algoritmo se vuelve altamente

adaptable y ajustable a diferentes escenarios. Esta flexibilidad es especialmente valiosa,

ya que las necesidades de investigación y los objetivos pueden variar significativamente

de un caso a otro. Por ejemplo, en el contexto de la planificación urbana, un usuario

puede estar interesado en calcular el poĺıgono simple de k lados con el mayor área

para determinar la mejor ubicación de un parque urbano, conteniendo obstáculos como

edificios o monumentos. Por otro lado, otro usuario podŕıa estar interesado en calcular

el poĺıgono simple de k lados de menor área que contenga las células malignas de un

tumor cerebral, como paso previo para realizar una posible extirpación o un tratamiento

con radiación.

Esta capacidad de adaptar el algoritmo a diferentes valores de k también permite

explorar distintas configuraciones. Aśı por ejemplo, se pueden identificar patrones en la

forma y distribución de los poĺıgonos resultantes. Esto facilita el análisis y la toma de

decisiones en diversas áreas, como la planificación urbana, la medicina y otras muchas

disciplinas.

Como ejemplo práctico, se usa el mismo caso de estudio que se ha desarrollado a

lo largo de los Caṕıtulos 3 y 4 (Figura 5.1a). A partir de la Figura 5.1b, el objetivo

planteado es calcular el poĺıgono simple de k lados de mayor o menor área o peŕımetro

que contenga al conjunto de obstáculos arbitrarios O = {43, 48, H2}.

5.1. Descripción de los algoritmos utilizados (versión

iterativa)

De la misma forma que se hizo en el Caṕıtulo 4, se proporciona un esquema (Figura

5.2) de los algoritmos empleados. Asimismo, se han desarrollado dos versiones para

resolver el problema: una versión iterativa, que se detalla a partir de esta Sección 5.1, y

una versión recursiva, que se presenta en la Sección 5.5.

La versión iterativa tiene como algoritmo principal Algoritmo 5.6. SolutionSepI(N ,

distancia, matriz, fun, upd) (Sección 5.3), y se ocupa de calcular el poĺıgono simple

de k lados de mayor o menor área o peŕımetro que contiene a un conjunto O y está

contenido en un poĺıgono reticulado P con obstáculos arbitrarios.
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5.1. Descripción de los algoritmos utilizados (versión iterativa)

(a) Poĺıgono reticulado

(b) Obstáculos arbitrarios O =

{43, 48, H2}

Figura 5.1: Problema inicial: poĺıgono reticulado, conjunto de obstáculos arbitrarios

Cuenta con cinco parámetros: N , que representa el número de puntos del poĺıgono

reticulado; k = distancia+1 y define el número de lados del poĺıgono a calcular; matriz,

que es la matriz de adyacencia; fun, que determina si calcular el área (fun = 0) o el

peŕımetro (fun = 1); y finalmente, upd, que indica si hay que computar el máximo

(upd = 0) o el mı́nimo (upd = 1).

También se encuentra el Algoritmo 5.1. PolygonsSepI(point1, point2, distan-

cia, matriz) (Sección 5.2), responsable de calcular el poĺıgono simple de k lados entre

dos puntos que contiene a un conjunto O y está contenido en un poĺıgono reticulado con

obstáculos arbitrarios.
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5. Problemas de separabilidad, Sep(Psim,Pk, O, µ)

Figura 5.2: Problemas de separabilidad: esquema general de los algoritmos utilizados

(versión iterativa)

Para calcular la solución de un poĺıgono reticulado P con r–puntos, t–segmentos y

h–agujeros, se emplean los siguientes conjuntos:

Points = P = P0 −
⋃h

i=1(ıHi)

Polygon = ∂P0

PointsP = {q1, . . . , qr}
SegmentsP = {S1, . . . , St}, donde #(Si) = si, 1 ≤ i ≤ t, s = max{s1, . . . , st}
HolesP = {H1, . . . ,Hh}, donde: #(Hi) = mi, 1 ≤ i ≤ h, m = max{m1, . . . ,mh}
O = {ContP, ContS, ContH}, donde:

ContP ⊆ PointsP, ContS ⊆ SegmentsP, ContH ⊆ HolesP

#(ContP ) = r, #(ContS) = t, #(ContH) = h

El conjunto de obstáculos arbitrarios O se define como O = {ContP, ContS, ContH}.
Esto significa que O está compuesto por un subconjunto de puntos, segmentos y agujeros

de PointsP , SegmentsP y HolesP , respectivamente. A modo de ejemplo, en la Figura

5.3, el conjunto O está formado por los puntos 43, 48 y el agujero H2.
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5.1. Descripción de los algoritmos utilizados (versión iterativa)

Se dice que un poĺıgono de k lados es una solución del problema para un conjunto

O si todos los elementos de O se encuentran en el interior o en la frontera del poĺıgono

solución. Además, los puntos, segmentos y agujeros que no forman parte del conjunto O

deben estar en el exterior de la solución. En la Figura 5.3, se presentan dos soluciones

para el cálculo del pentágono simple: una con el área máxima (Figura 5.3a) y otra con

el área mı́nima (Figura 5.3b).

(a) Pentágono simple de mayor área:

(5, 26, 11, 7, 6)

(b) Pentágono simple de menor área:

(38, 43, 45, 48, 42)

Figura 5.3: Pentágono simple que contiene al conjunto O = {43, 48, H2}
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5. Problemas de separabilidad, Sep(Psim,Pk, O, µ)

5.2. Cálculo entre dos puntos del poĺıgono simple de k

lados que contiene a un conjunto O y está contenido

en un poĺıgono reticulado con obstáculos arbitrarios

(Algoritmo 5.1)

El desarrollo del Algoritmo 5.1 se divide en dos subsecciones, 5.2.1 y 5.2.2, que

corresponden a los Algoritmos 5.2 al 5.5. Los Algoritmos 4.2 y 4.3 ya fueron analizados

en el Caṕıtulo 4, por lo que no se volverá a realizar un análisis detallado de ellos.�

�

�

�
Algoritmo 4.2. IntersectionLad(poly)

Algoritmo 4.3. Alignedc(polyk)

Algoritmo 5.3. InterPointsP2(poly, diff) −→ Algoritmo 5.2. DifferenceP(set, cont)

Algoritmo 5.5. InterSH(poly, cont, diff) −→ Algoritmo 5.4. DifferenceSH(set, cont)

Para comprender el funcionamiento del Algoritmo 5.1, se ha estructurado en bloques,

con el propósito de ofrecer una presentación más clara.

Bloque 1: Aristas entre dos puntos (ĺıneas 2–13). Analizado en el Caṕıtulo 4. El

coste computacional es O(n3k).

Bloque 2: Algoritmos 4.2–4.3 (ĺıneas 14–17). Analizado en el Caṕıtulo 4. El coste

computacional es O(n2k3).

Bloque 3: Algoritmos 5.2–5.5 (ĺıneas 18–23). El Bloque 3 realiza inicialmente el

cálculo de los conjuntos DiffP, DiffS y DiffH (ĺıneas 18–20). Estos conjuntos son

el resultado de la diferencia entre PointsP y ContP, SegmentsP y ContS, y HolesP

y ContH, respectivamente. Para llevar a cabo esta operación, se usan los siguientes

algoritmos: Algoritmo 5.2, con coste computacional O(r), y el Algoritmo 5.4, cuyo

coste computacional es O(t2) cuando se aplica a los segmentos y O(h2) cuando se

aplica a los agujeros.

A continuación, se procede a eliminar todas las soluciones que no cumplen las

condiciones definidas por los algoritmos InterPointsP2(poly, diff) y InterSH(poly,

cont, diff) (ĺınea 22). Estas funciones devuelven false si todos los elementos de O

se encuentran dentro o en la frontera de un poĺıgono de temp2, mientras que los

demás puntos, segmentos y agujeros que no pertenecen al conjunto O se encuentran

en el exterior. El coste computacional de la primera función es O(kr), mientras

que el de la segunda función es O(kst) cuando se aplica a segmentos y O(kmh)

cuando se aplica a agujeros. De esta manera, el coste computacional del Bloque 3

es O(n2k3rsthm) debido al bucle de la ĺınea 21 y las funciones anteriores.
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5.2. Cálculo entre dos puntos del poĺıgono simple de k lados que contiene a un

conjunto O y está contenido en un poĺıgono reticulado con obst. arb. (Alg 5.1)

Por tanto, el coste computacional del Algoritmo 5.1 es O(n3k), ya que O(Max(n3k,

n2k3, n2k3rsthm)) = O(n3k) si se asume que #(P ) = N ≃ n≫ k.

Algoritmo 5.1 PolygonsSepI(point1, point2, distancia, matriz)

Input: point1, point2 ∈ Points, distancia ∈ N, matriz: matriz de adyacencia

Output: Poĺıgonos simples de k lados entre point1 y point2 que contienen al conjunto O para

una determinada distancia

1 temp1 ← {{point1}}; polig ← ∅
2 if matriz(point1, point2) = 1 then

3 for i← 1 to distancia do

4 temp2 ← ∅
5 for j ← 1 to Length(temp1) do

6 last ← temp1[j][i]

7 if last ̸= point2 then

8 for k ← 1 to N do

9 if (matriz(last,k) = 1 and Length(Union(temp1[j],k)) ̸= Length(temp1[j]))

then

10 Insert(temp2, Insert(temp1[j],k))

11 Delete(temp1[j], temp1[j][Length(temp1[j])])

12 temp1 ← ∅
13 temp1 ← temp2

14 temp2 ← ∅
15 for i← 1 to Length(temp1) do

16 if (temp1[i][distancia + 1] = point2 and IntersectionLad(temp1[i]) = false and

Alignedc(temp1[i]) ̸= 0) then

17 Insert(temp2, temp1[i])

18 DiffP ← DifferenceP(PointsP, ContP) /* Alg.5.2 */

19 DiffS ← DifferenceSH(SegmentsP, ContS) /* Alg.5.4 */

20 DiffH ← DifferenceSH(HolesP, ContH) /* Alg.5.4 */

21 for i← 1 to Length(temp2) do

22 if (InterPointsP2(temp2[i], DiffP) = false and

InterSH(temp2[i], ContS, DiffS) = false and

InterSH(temp2[i], ContH, DiffH) = false) then

23 Insert(polig, temp2[i])

24 return polig
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5. Problemas de separabilidad, Sep(Psim,Pk, O, µ)

5.2.1. Posición puntos–poĺıgono (Algoritmo 5.3)

En esta sección, se realiza un análisis de dos algoritmos: Algoritmo 5.2 y Algoritmo

5.3. El primero de ellos calcula la diferencia entre los conjuntos de puntos de set y

cont. El resultado de esta operación es un nuevo conjunto llamado diff, que se pasa como

parámetro al Algoritmo 5.3. Inicialmente, el coste computacional es O(r) debido al bucle

en la ĺınea 2, pero finalmente se reduce a O(r), ya que r ≤ r.

El segundo algoritmo tiene como objetivo verificar si todos los puntos del conjunto

ContP se encuentran dentro del poĺıgono poly, y si todos los puntos del conjunto diff

están en el exterior de poly. En caso de que se cumpla esta condición, el algoritmo

devuelve false. Se utilizan dos bucles (ĺıneas 2 y 6) y el algoritmo PointIn(P, poly) para

realizar las comprobaciones anteriores. El coste computacional de estas operaciones es

O(kr).

La Figura 5.4 muestra un poĺıgono con coordenadas (33, 43, 9, 42). Si se aplica el

Algoritmo 5.3 el resultado es true, ya que aunque los puntos 43 y 48 se localizan en el

interior del poĺıgono, el punto 33 debeŕıa estar en el exterior, pero se encuentra en la

frontera.

Figura 5.4: Algoritmo 5.3 InterPointsP2(poly, diff)
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5.2. Cálculo entre dos puntos del poĺıgono simple de k lados que contiene a un

conjunto O y está contenido en un poĺıgono reticulado con obst. arb. (Alg 5.1)

Algoritmo 5.2 DifferenceP(set, cont)

Input: cont : conjunto de puntos de set

Output: Conjunto diferencia entre set y cont

1 diff ← set

2 for i← 1 to Length(cont) do

3 if Contains(set, cont[i]) then

4 Remove(diff, cont[i])

5 return diff

Algoritmo 5.3 InterPointsP2(poly, diff)

Input: poly : poĺıgono de k lados, diff : conjunto diferencia

Output: false, si todos los puntos de ContP están dentro de poly y todos los puntos de

diff están fuera de poly

1 int1 ← true; int2 ← false

2 for i← 1 to Length(ContP) do

3 int1 ← PointIn(Points[ContP[i]], poly) = true

4 if int1 = false then

5 break

6 for i← 1 to Length(diff) do

7 int2 ← PointIn(Points[diff[i]], poly) = true

8 if int2 = true then

9 break

10 int3 ← (int1 and ! int2)

11 return ! int3

5.2.2. Posición segmentos–poĺıgono, agujeros–poĺıgono (Algoritmo 5.5)

Se introducen dos algoritmos: Algoritmo 5.4 y Algoritmo 5.5. El objetivo del primer

algoritmo es calcular la diferencia entre los conjuntos de segmentos o agujeros de set

y cont. El resultado se almacena en el conjunto diff y se utiliza como parámetro en

el Algoritmo 5.5. El coste computacional de este algoritmo vaŕıa según si se calcula

la diferencia entre segmentos o agujeros. Si se realiza la diferencia entre segmentos, el

coste es O(t2) debido a los bucles en las ĺıneas 2 y 4, que se ejecutan en O(t) y O(t),

respectivamente. Dado que t ≤ t, se puede considerar el coste como O(t). Si se calcula la

diferencia para agujeros, el razonamiento es similar y el coste computacional es O(h2).
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5. Problemas de separabilidad, Sep(Psim,Pk, O, µ)

Algoritmo 5.4 DifferenceSH(set, cont)

Input: cont : conjunto de segmentos o agujeros de set

Output: Conjunto diferencia entre set y cont

1 diff ← ∅
2 for i← 1 to Length(set) do

3 con ← 0

4 for j ← 1 to Length(cont) do

5 if set[i] = cont[j] then

6 con ← con + 1

7 break

8 if con = 0 then

9 Insert(diff, set[i])

10 return diff

El segundo algoritmo se divide de dos partes. En la primera parte, se realiza una

comprobación para determinar si todos los segmentos o agujeros se encuentran dentro

de poly (ĺıneas 3–20). En la segunda parte, se comprueba si todos los segmentos o agujeros

de diff se encuentran fuera de poly (ĺıneas 21–27). Si ambas condiciones se cumplen, el

algoritmo devuelve false. El coste computacional del algoritmo vaŕıa dependiendo si se

están evaluando segmentos o agujeros. En el caso de los segmentos, el tiempo de ejecución

es O(kst), mientras que para los agujeros es O(kmh).

En la Figura 5.5, se representa un poĺıgono con coordenadas (30, 42, 9, 43). Al aplicar

el Algoritmo 5.5, el resultado es true, ya que los puntos 30 y 36 del segmento S1 se

encuentran ubicados dentro del poĺıgono y debeŕıan situarse en el exterior.

Figura 5.5: Algoritmo 5.5 InterSH(poly, cont, diff)
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5.2. Cálculo entre dos puntos del poĺıgono simple de k lados que contiene a un

conjunto O y está contenido en un poĺıgono reticulado con obst. arb. (Alg 5.1)

Algoritmo 5.5 InterSH(poly, cont, diff)

Input: poly : poĺıgono de k lados, cont : conjunto de segmentos o agujeros, diff : conjunto

diferencia

Output: false, si todos los segmentos o agujeros de cont están dentro de poly o en su

frontera y todos los segmentos o agujeros de diff están fuera de poly

1 int1 ← true

2 int2 ← false

3 for i← 1 to Length(cont) do

4 if int1 = false then

5 break

6 for j ← 1 to Length(cont[i]) do

7 if PointIn(Points[cont[i][j]], poly) = false then

8 int1 ← false

9 for i← 1 to Length(cont)-1 do

10 if int1 = false then

11 break

12 n ← Length(cont[i])

13 for j ← 1 to n-1 do

14 m ← Medio(Points[cont[i][j]], Points[cont[i][j+1]])

15 if PointIn(m, poly) = false then

16 int1 ← false

17 if Function(cont[i], 0) ̸= 0 then

18 m ← Medio(Points[cont[i][n]], Points[cont[i][1]])

19 if PointIn(m, poly) = false then

20 int1 ← false

21 for i← 1 to Length(diff) do

22 if int2 = true then

23 break

24 for j ← 1 to Length(diff[i]) do

25 if PointIn(Points[diff[i][j]], poly) = true then

26 int2 ← true

27 break

28 int3 ← (int1 and ! int2)

29 return ! int3
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5. Problemas de separabilidad, Sep(Psim,Pk, O, µ)

5.3. Cálculo del poĺıgono simple de k lados de mayor o

menor área o peŕımetro que contiene a un

conjunto O y está contenido en un poĺıgono reticulado

con obstáculos arbitrarios (Algoritmo 5.6)

El Algoritmo 5.6 es el algoritmo principal, y su obtención involucra una serie de

algoritmos que contribuyen a su desarrollo y funcionalidad.�

�

�

�

Algoritmo 5.1. PolygonsSepI(point1, point2, distancia, matriz)

Algoritmo 5.7. UpdateSepI(pol, fun, upd)

Algoritmo 4.7. Function(poly, fun)

Algoritmo 4.9. Duplicates(pol)

El funcionamiento del Algoritmo 5.6 se describe de la siguiente forma: en primer

lugar, se calculan todos los poĺıgonos simples de k lados (ĺıneas 1–5), con un coste

computacional de O(n5k). Posteriormente, se hacen uso de los Algoritmos 5.7, 4.7 y

4.9, con el objetivo de obtener el poĺıgono simple de k lados de mayor o menor área o

peŕımetro. El coste computacional total resultante es O(n5k).

Algoritmo 5.6 SolutionSepI(N, distancia, matriz, fun, upd)

Input: N: número de puntos de P , distancia ∈ N, matriz: matriz de adyacencia,

fun: área (fun = 0) o peŕımetro (fun = 1), upd : máximo (upd = 0) o mı́nimo (upd = 1)

Output: Poĺıgonos simples de k lados de mayor o menor área o peŕımetro que contiene

a un conjunto O y está contenido en P

1 polig, solution ← ∅
2 for i← 1 to N-1 do

3 for j ← i + 1 to N do

4 if PolygonsSepI(i, j, distancia, matriz) ̸= ∅ then
5 Insert(polig, PolygonsSepI(i, j, distancia, matriz))

6 solution ← Duplicates(UpdateSepI(polig, fun, upd))

7 return solution

La tarea de determinar el máximo o mı́nimo valor en relación al área o al peŕımetro

se lleva a cabo mediante el Algoritmo 5.7. UpdateSepI(pol, fun, upd). Los parámetros fun

y upd deciden el tipo de poĺıgono a calcular, ya sea el de mayor área, menor área, mayor

peŕımetro o menor peŕımetro. El coste computacional es O(n2k) debido a los bucles de

las ĺıneas 5 y 13 computados en O(n2) y el Algoritmo 4.7 con coste de complejidad O(k).
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5.3. Cálculo del poĺıgono simple de k lados de mayor o menor área o peŕımetro que

contiene a un conjunto O y está contenido en un pol. ret. con obst. arb. (Alg 5.6)

Algoritmo 5.7 UpdateSepI(pol, fun, upd)

Input: pol : poĺıgonos de k lados, fun: área (fun = 0) o peŕımetro (fun = 1),

upd : máximo (upd = 0) o mı́nimo (upd = 1)

Output: Poĺıgonos con mayor o menor área o peŕımetro

1 update ← ∅
2 switch upd do

3 case 0 do

4 max ← 0

5 for i← 1 to Length(pol) do

6 f ← Function(pol[i], fun) /* Alg.4.7 */

7 if f > max then

8 max ← f; update ← pol[i]

9 else

10 Insert(update, pol[i])

11 case 1 do

12 min ← +∞
13 for i← 1 to Length(pol) do

14 f ← Function(pol[i], fun) /* Alg.4.7 */

15 if f < min then

16 min ← f; update ← pol[i]

17 else

18 Insert(update, pol[i])

19 return update

Siguiendo el proceso utilizado en el Caṕıtulo 4, es posible calcular el rectángulo y

el poĺıgono convexo de k lados de mayor o menor área. El procedimiento para obtener

estos resultados se basa en una adaptación de los algoritmos necesarios para el cálculo

del rectángulo y poĺıgono convexo de k lados del caṕıtulo anterior, combinados con los

algoritmos actuales de este caṕıtulo. El coste computacional total para la implementación

de ambos algoritmos continúa siendo O(n5) y O(n5k), respectivamente.

�
�

�


Algoritmo 5.8. RectangleSepI(N , distancia, matriz, fun, upd)

Algoritmo 5.9. SolutionConvexSepI(N , distancia, matriz, fun, upd)

111



5. Problemas de separabilidad, Sep(Psim,Pk, O, µ)

5.4. Coste computacional: resumen (versión iterativa)

En la Figura 5.6, se presenta el análisis del coste computacional de los algoritmos

utilizados para la versión iterativa. En el centro de estos cálculos se halla el Algoritmo

5.6, responsable de calcular el poĺıgono simple de k lados con el mayor o menor área o

peŕımetro. Este poĺıgono debe contener un conjunto O y estar contenido dentro de un

poĺıgono reticulado con obstáculos arbitrarios.

Figura 5.6: Problemas de separabilidad: coste computacional (versión iterativa)
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5.5. Algoritmo recursivo

5.5. Algoritmo recursivo

El Algoritmo recursivo Algoritmo 5.12: SolutionSepR(N, distancia, matriz,

fun, upd), elaborado en esta sección, sigue una metodoloǵıa similar a la presentada

en el Caṕıtulo 4. Es el encargado de calcular el poĺıgono simple de k lados de mayor o

menor área o peŕımetro que contiene a un conjunto O y está contenido en un poĺıgono

reticulado con obstáculos arbitrarios. Para su funcionamiento, se basa principalmente en

cuatro algoritmos, además de otros que se trataron en el caṕıtulo anterior (Figura 5.7):

Figura 5.7: Problemas de separabilidad: esquema general de los algoritmos utilizados

(versión recursiva)

5.5.1. Cálculo entre dos puntos del poĺıgono simple de k lados

de mayor o menor área o peŕımetro que contiene al conjunto

O y está contenido en un poĺıgono reticulado con obstáculos

arbitrarios (Algoritmo 5.10)

El Algoritmo 5.10 comparte los mismos parámetros de entrada que el Algoritmo

4.16. PolygonsIncR(point1, point2, first, iter, lados, distancia, matriz, fun).

Se ha introducido un nuevo parámetro llamado upd, que permite controlar si se busca

maximizar o minimizar el área o el peŕımetro.

113



5. Problemas de separabilidad, Sep(Psim,Pk, O, µ)

Algoritmo 5.10 PolygonsSepR(point1, point2, first, iter, lados, distancia, matriz, fun,

upd)

Input: point1, point2 ∈ Points, inter, iter ∈ N, lados: aristas, distancia ∈ N,

matriz: matriz de adyacencia, fun: área (fun = 0) o peŕımetro (fun = 1),

upd : máximo (upd = 0) o mı́nimo (upd = 1)

Output: Poĺıgonos simples de k lados de mayor o menor área o peŕımetro entre point1

y point2 que contienen al conjunto O para una determinada distancia

1 temp1 ← lados

2 Insert(temp1, first)

3 temp2 ← ∅
4 for i← 1 to N do

5 if (i ̸= point1 and i ̸= inter) then

6 last ← temp1[Length(temp1)]

7 if (matriz(last, i) = 1 and Length(Union(temp1,i)) ̸= Length(temp1)) then

8 if iter < distancia then

9 PolygonsSepR(point1, point2, i, iter+1, temp1, distancia, matriz, fun)

10 else

11 Insert(temp1, i)

12 if (temp1[distancia + 1] = point2 and IntersectionLad(temp1) = false

and Alignedc(temp1) ̸= 0) then

13 DiffP ← DifferenceP(PointsP, ContP) /* Alg.5.2 */

14 DiffS ← DifferenceSH(SegmentsP, ContS) /* Alg.5.4 */

15 DiffH ← DifferenceSH(HolesP, ContH) /* Alg.5.4 */

16 h ← 0

17 for j ← 1 to Length(DiffH) do

18 if InterHolesP(temp1, DiffH[j]) = false then

19 h ← h+1

20 if h = Length(DiffH) then

21 if (InterPointsP2(temp1, DiffP) = false and

InterSH(temp1, ContS, DiffS) = false and

InterSH(temp1, ContH, DiffH) = false) then

22 temp2 ← temp1

23 UpdateSepR(temp2, fun, distancia, upd)

24 Delete(temp1, temp1[Length(temp1)])
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5.5. Algoritmo recursivo

El coste computacional total de este algoritmo es equivalente al que se muestra en

el Algoritmo 4.16. Este coste se estima como O(nk) debido al bucle en la ĺınea 4, que

tiene una complejidad de O(n), y a las n llamadas recursivas que ocurren a lo largo del

algoritmo a medida que el valor de k disminuye una unidad progresivamente.

5.5.2. Actualización de soluciones (Algoritmo 5.11)

El Algoritmo 5.11 actualiza la mejor solución, permitiendo realizar tanto el mayor

como el menor área o peŕımetro, a través del parámetro upd. El coste computacional es

O(k), ya que hace uso del Algoritmo 4.7 para realizar los cálculos.

Algoritmo 5.11 UpdateSepR(poly, fun, distancia, upd)

Input: poly : poĺıgono de k lados, fun: área (fun = 0) o peŕımetro (fun = 1),

distancia ∈ N, upd : máximo (upd = 0) o mı́nimo (upd = 1)

Output: Actualización de soluciones

1 max1, max2 ← 0

2 if MejorSol ̸= ∅ then
3 if (Length(poly) = Length(MejorSol[1]) and Length(poly) = distancia + 1) then

4 max1 ← Function(poly, fun) /* Alg.4.7 */

5 max2 ← Function(MejorSol[1], fun) /* Alg.4.7 */

6 if max1 = max2 then

7 Insert(MejorSol, poly)

8 switch upd do

9 case 0 do

10 if max1 > max2 then

11 MejorSol ← ∅
12 Insert(MejorSol, poly)

13 case 1 do

14 if max1 < max2 then

15 MejorSol ← ∅
16 Insert(MejorSol, poly)

17 else

18 Insert(MejorSol, poly)
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5. Problemas de separabilidad, Sep(Psim,Pk, O, µ)

5.5.3. Cálculo del poĺıgono simple de k lados de mayor o menor área o

peŕımetro que contiene a un conjunto O y está contenido en un

poĺıgono reticulado con obstáculos arbitrarios (Algoritmo 5.12)

Para la versión recursiva, el Algoritmo 5.12 es el algoritmo principal. El algoritmo

comienza calculando inicialmente los poĺıgonos simples de k lados de mayor o menor área

o peŕımetro (ĺıneas 1 a 4) en O(nk+2), debido al Algoritmo 5.13 computado en O(nk) y

a los bucles de las ĺıneas 2 y 3. Luego, de todas las soluciones encontradas, se procede a

eliminar las soluciones duplicadas a través del Algoritmo 4.9 (ĺınea 5) en O(n4k log k).

El coste computacional es O(nk), ya que O(Max(nk+2, n4k log k)) = O(nk+2) = O(nk).

Algoritmo 5.12 SolutionSepR(N, distancia, matriz, fun, upd)

Input: N: número de puntos de P , distancia ∈ N, matriz: matriz de adyacencia,

fun: área (fun = 0) o peŕımetro (fun = 1), upd : máximo (upd = 0) o mı́nimo (upd = 1)

Output: Poĺıgonos simples de k lados de mayor o menor área o peŕımetro que contiene

a un conjunto O y está contenido en P

1 polig, solution ← ∅
2 for i← 1 to N-1 do

3 for j ← i + 1 to N do

4 StartSepR(i, j, distancia, matriz, fun, upd) /* Alg.5.13 */

5 polig ← Duplicates(MejorSol) /* Alg.4.9 */

6 for i← 1 to Length(polig) do

7 if Length(polig[i]) = distancia +1 then

8 Insert(solution, polig[i])

9 return solution

Algoritmo 5.13 StartSepR(point1, point2, distancia, matriz, fun, upd)

Input: point1, point2 ∈ Points, distancia ∈ N, matriz: matriz de adyacencia,

fun: área (fun = 0) o peŕımetro (fun = 1), upd : máximo (upd = 0) o mı́nimo (upd = 1)

Output: Inicio del proceso recursivo

1 lados ← ∅
2 if matriz(point1, point2) = 1 then

3 PolygonsSepR(point1, point2, point1, 1, lados, distancia, matriz, fun, upd)
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5.5. Algoritmo recursivo

En la versión recursiva, también se puede calcular tanto el rectángulo como el

poĺıgono convexo de k lados de mayor o menor área o peŕımetro. El coste computacional

asociado a cada uno de los algoritmos es O(n6) y O(nk), respectivamente.

�
�

�


Algoritmo 5.14. RectangleSepR(N, matriz, fun, upd)

Algoritmo 5.15. SolutionConvexSepR(N, distancia, matriz, fun, upd)

5.5.4. Coste computacional: resumen (versión recursiva)

En la Figura 5.8 se muestra el análisis del coste computacional de los algoritmos que

se han explicado y desarrollado para la versión recursiva.

Figura 5.8: Problemas de separabilidad: coste computacional (versión recursiva)
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5. Problemas de separabilidad, Sep(Psim,Pk, O, µ)

5.6. Solución general

El Algoritmo 5.16 proporciona una solución que engloba todas las versiones anteriores

relacionadas con el cálculo de un poĺıgono, ya sea simple o convexo, según los valores

de los últimos cuatro parámetros: fun indica si se debe calcular el área (fun = 0 ) o

el peŕımetro (fun = 1 ); upd permite seleccionar el valor máximo (upd = 0 ) o mı́nimo

(upd = 1 ); conv ofrece la opción de obtener un poĺıgono simple (conv = 0 ) o convexo

(conv = 1 ); y por último, ver permite elegir entre la versión iterativa (ver = 0 ) o

recursiva (ver = 1 ). En consecuencia, este algoritmo tiene la capacidad de resolver hasta

16 versiones distintas del problema de manera eficiente. El coste computacional para la

versión iterativa es O(n5k), mientras que para la versión recursiva es O(nk).

Algoritmo 5.16 SolutionSep(N, distancia, matriz, fun, upd, conv, ver)

Input: N: número de puntos de P , distancia ∈ N, matriz: matriz de adyacencia,

fun: área (fun = 0) o peŕımetro (fun = 1), upd : máximo (upd = 0) o mı́nimo (upd = 1),

conv : simple (conv = 0) o convexo (conv = 1),

ver : iterativo (ver = 0) o recursivo (ver = 1)

Output: Poĺıgono simple o convexo de k lados de mayor área o peŕımetro que contiene

a un conjunto O y está contenido en P

1 solution ← ∅
2 sum ← 8fun + 4upd + 2conv + ver

3 switch sum do

4 case 0 do

5 solution ← SolutionSepI(N, distancia, matriz, 0, 0) /* Alg.5.6 */

6 case 1 do

7 solution ← SolutionSepR(N, distancia, matriz, 0, 0) /* Alg.5.12 */

8 case 2 do

9 solution ← SolutionConvexSepI(N, distancia, matriz, 0, 0) /* Alg.5.9 */

10 case 3 do

11 solution ← SolutionConvexSepR(N, distancia, matriz, 0, 0) /* Alg.5.15 */

12 case 4 do

13 solution ← SolutionSepI(N, distancia, matriz, 0, 1) /* Alg.5.6 */

14 case 5 do

15 solution ← SolutionSepR(N, distancia, matriz, 0, 1) /* Alg.5.12 */

118



5.6. Solución general

Algoritmo 5.16 SolutionSep(N, distancia, matriz, fun, upd, conv, ver) (cont.)

Input: N: número de puntos de P , distancia ∈ N, matriz: matriz de adyacencia,

fun: área (fun = 0) o peŕımetro (fun = 1), upd : máximo (upd = 0) o mı́nimo (upd = 1),

conv : simple (conv = 0) o convexo (conv = 1),

ver : iterativo (ver = 0) o recursivo (ver = 1)

Output: Poĺıgono simple o convexo de k lados de mayor área o peŕımetro que contiene

a un conjunto O y está contenido en P

1 solution ← ∅
2 sum ← 8fun + 4upd + 2conv + ver

...

...

...

switch sum do

16 case 6 do

17 solution ← SolutionConvexSepI(N, distancia, matriz, 0, 1) /* Alg.5.9 */

18 case 7 do

19 solution ← SolutionConvexSepR(N, distancia, matriz, 0, 1) /* Alg.5.15 */

20 case 8 do

21 solution ← SolutionSepI(N, distancia, matriz, 1, 0) /* Alg.5.6 */

22 case 9 do

23 solution ← SolutionSepR(N, distancia, matriz, 1, 0) /* Alg.5.12 */

24 case 10 do

25 solution ← SolutionConvexSepI(N, distancia, matriz, 1, 0) /* Alg.5.9 */

26 case 11 do

27 solution ← SolutionConvexSepR(N, distancia, matriz, 1, 0) /* Alg.5.15 */

28 case 12 do

29 solution ← SolutionSepI(N, distancia, matriz, 1, 1) /* Alg.5.6 */

30 case 13 do

31 solution ← SolutionSepR(N, distancia, matriz, 1, 1) /* Alg.5.12 */

32 case 14 do

33 solution ← SolutionConvexSepI(N, distancia, matriz, 1, 1) /* Alg.5.9 */

34 case 15 do

35 solution ← SolutionConvexSepR(N, distancia, matriz, 1, 1) /* Alg.5.15 */

36 return solution
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5. Problemas de separabilidad, Sep(Psim,Pk, O, µ)

El Algoritmo 5.17 integra, respecto al parámetro ver, en un único algoritmo todas

las versiones anteriores, Algoritmo 5.8 y Algoritmo 5.14,. Esta incorporación tiene como

finalidad diferenciar entre las dos modalidades anteriores: la iterativa (ver = 0 ) con coste

computacional O(n5) y la recursiva (ver = 1 ) con coste computacional O(n6).

Algoritmo 5.17 RectangleSep(N, matriz, fun, upd, ver)

Input: N: número de puntos de P , matriz: matriz de adyacencia,

fun: área (fun = 0) o peŕımetro (fun = 1), upd : máximo (upd = 0) o mı́nimo (upd = 1),

ver : iterativo (ver = 0) o recursivo (ver = 1)

Output: Rectángulo de mayor área o peŕımetro que contiene a un conjunto O y está

contenido en P

1 rect ← ∅
2 sum ← 4fun + 2upd + ver

3 switch sum do

4 case 0 do

5 rect ← RectangleSepI(N, matriz, 0, 0) /* Alg.5.8 */

6 case 1 do

7 rect ← RectangleSepR(N, matriz, 0, 0) /* Alg.5.14 */

8 case 2 do

9 rect ← RectangleSepI(N, matriz, 0, 1) /* Alg.5.8 */

10 case 3 do

11 rect ← RectangleSepR(N, matriz, 0, 1) /* Alg.5.14 */

12 case 4 do

13 rect ← RectangleSepI(N, matriz, 1, 0) /* Alg.5.8 */

14 case 5 do

15 rect ← RectangleSepR(N, matriz, 1, 0) /* Alg.5.14 */

16 case 6 do

17 rect ← RectangleSepI(N, matriz, 1, 1) /* Alg.5.8 */

18 case 7 do

19 rect ← RectangleSepR(N, matriz, 1, 1) /* Alg.5.14 */

20 return rect
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5.7. Solución del caso propuesto

5.7. Solución del caso propuesto

A continuación, se exponen varios casos prácticos relacionados con el problema que se

ha desarrollado en los caṕıtulos anteriores (Figura 5.9). Las soluciones finales se obtienen

a través del Algoritmo 5.16 y Algoritmo 5.17 y se ilustran de forma gráfica mediante

figuras.

�
�

�


Algoritmo 5.16. SolutionSep(N, distancia, matriz, fun, upd, conv, ver)

Algoritmo 5.17. RectangleSep(N, matriz, fun, upd, ver)

Figura 5.9: Problema inicial

Para emplear estos algoritmos, es imprescindible utilizar los conjuntos descritos a

continuación y establecer el conjunto de obstáculos sobre el que se calculará la solución:


Points = P = {p1, . . . , p49}
Polygon = ∂P0 = {p1, . . . , p18}
PointsP = {p33, p43, p48}
SegmentsP = {S1, S2}, donde S1 = {p20, p25, p30, p36}, S2 = {p21, p25, p29}
HolesP = {H1, H2}, donde H1 = {p23, p28, p34, p27}, H2 = {p38, p42, p45, p41}
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5. Problemas de separabilidad, Sep(Psim,Pk, O, µ)

5.7.1. O = {43, 48,H2}
ContP = {43, 48}, ContS = {∅}, ContH = {H2}

Figura 5.10: Conjunto O = {43, 48, H2}

(a) Cuadrilátero simple,

convexo

(b) Rectángulo (c) Pentágono simple,

convexo

Figura 5.11: Solución mayor área, O = {43, 48, H2}
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5.7. Solución del caso propuesto

(d) Hexágono (e) Hexágono convexo (f) Heptágono (g) Heptágono convexo

Figura 5.11: Solución mayor área, O = {43, 48, H2} (cont.)

(a) Cuadrilátero simple,

convexo

(b) Pentágono (c) Pentágono convexo

(d) Hexágono (e) Hexágono convexo (f) Heptágono (g) Heptágono convexo

Figura 5.12: Solución menor área, O = {43, 48, H2}
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5. Problemas de separabilidad, Sep(Psim,Pk, O, µ)

5.7.2. O = {33,H1}
ContP = {33}, ContS = {∅}, ContH = {H1}

Figura 5.13: Conjunto O = {33, H1}

(a) Triángulo (b) Cuadrilátero simple,

convexo

(c) Rectángulo

Figura 5.14: Solución mayor área, O = {33, H1}
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5.7. Solución del caso propuesto

(d) Hexágono (e) Hexágono convexo (f) Heptágono (g) Heptágono convexo

Figura 5.14: Solución mayor área, O = {33, H1} (cont.)

(a) Rectángulo (b) Pentágono (c) Pentágono convexo

(d) Hexágono (e) Hexágono convexo (f) Heptágono (g) Heptágono convexo

Figura 5.15: Solución mayor peŕımetro, O = {33, H1}
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5. Problemas de separabilidad, Sep(Psim,Pk, O, µ)

5.7.3. O = {33,H1,H2}
ContP = {33}, ContS = {∅}, ContH = {H1,H2}

Figura 5.16: Conjunto O = {33, H1, H2}

(a) Cuadrilátero simple,

convexo

(b) Pentágono simple,

convexo

Figura 5.17: Solución menor área, O = {33, H1, H2}
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5.7. Solución del caso propuesto

(c) Hexágono (d) Hexágono convexo (e) Heptágono (f) Heptágono convexo

Figura 5.17: Solución menor área, O = {33, H1, H2} (cont.)

(a) cuadrilátero simple,

convexo

(b) Pentágono simple,

convexo

(c) Hexágono simple,

convexo

(d) Heptágono (e) Heptágono convexo

Figura 5.18: Solución menor peŕımetro, O = {33, H1, H2}
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5. Problemas de separabilidad, Sep(Psim,Pk, O, µ)

5.7.4. O = {43, S1, S2}
ContP = {43}, ContS = {S1, S2}, ContP = {∅}

Figura 5.19: Conjunto O = {43, S1, S2}

(a) Triángulo (b) Cuadrilátero simple,

convexo

(c) Pentágono (d) Pentágono convexo

Figura 5.20: Solución mayor área, O = {43, S1, S2}
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5.7. Solución del caso propuesto

(e) Hexágono (f) Hexágono convexo (g) Heptágono (h) Heptágono convexo

Figura 5.20: Solución mayor área, O = {43, S1, S2} (cont.)

(a) Triángulo (b) Cuadrilátero simple,

convexo

(c) Pentágono (d) Pentágono convexo

(e) Hexágono (f) Hexágono convexo (g) Heptágono (h) Heptágono convexo

Figura 5.21: Solución menor área, O = {43, S1, S2}
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5. Problemas de separabilidad, Sep(Psim,Pk, O, µ)

5.8. Cálculo del poĺıgono simple de k lados de mayor o

menor área o peŕımetro que contiene a un conjunto O

y está contenido en una ROI con obstáculos

arbitrarios

En la Sección 4.9, se describe un procedimiento para calcular el poĺıgono simple de k

lados de mayor área o peŕımetro contenido en una ROI con obstáculos arbitrarios. Este

cálculo se lleva a cabo mediante la creación de una sucesión de particiones regulares

cada vez más finas, Li+1 = Li/2 y Πi ⪯ Πi+1 para todo i. En particular, se generan tres

particiones con tamaños de partición: L1 = 1, L2 = 1/2, L3 = 1/4, número de puntos:

49, 197, 804 y matriz de adyacencia: A, Ȧ, Ä. Posteriormente, se aplican los Algoritmos

4.22 y 4.23 para calcular varios tipos de soluciones relacionadas con el poĺıgono de mayor

área o peŕımetro.

�
�

�


Algoritmo 4.22. SolutionInc(N, distancia, matriz, fun, conv, ver)

Algoritmo 4.23. RectangleInc(N, matriz, fun, ver)

Si se aplica un procedimiento similar al caso en el que el poĺıgono simple de k lados

a calcular pueda ser con el menor área o peŕımetro que contenga a un conjunto dado O,

se obtienen las soluciones que se pueden encontrar en la Sección 5.8.1 para el cálculo del

mayor área y la Sección 5.8.2 para el cálculo del menor área.

Además, la Sección 5.8.3 proporciona un resumen en la Tabla 5.1 donde se comparan

las áreas obtenidas al aplicar los Algoritmos 5.16 y 5.17. Esta tabla permite observar

cómo, al realizar particiones regulares cada vez más finas, el área máxima de los poĺıgonos

simples o convexos tiende a aumentar, mientras que el área mı́nima tiende a disminuir.

�
�

�


Algoritmo 5.16. SolutionSep(N, distancia, matriz, fun, upd, conv, ver)

Algoritmo 5.17. RectangleSep(N, matriz, fun, upd, ver)

Los resultados obtenidos tienen implicaciones importantes cuando se trata de buscar

poĺıgonos con diferentes números de lados, como triángulos, cuadriláteros, pentágonos

y otros, en una Región de Interés (ROI) con obstáculos arbitrarios. La capacidad de

ajustar la precisión de la aproximación mediante particiones regulares proporciona una

herramienta poderosa para resolver problemas geométricos en la ROI con obstáculos

arbitrarios, sin importar la forma o el número de lados del poĺıgono buscado.
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5.8. Cálculo del poĺıgono simple de k lados de mayor o menor área o peŕımetro que

contiene a un conjunto O y está contenido en una ROI con obstáculos arbitrarios

5.8.1. O = {43, 48,H2}. Mayor área

(a) SolutionSep(197, 2, Ȧ, 0, 0, conv,

ver), Área = 15,38

(b) SolutionSep(804, 2, Ä, 0, 0, conv,

ver), Área = 18,94

Figura 5.22: O = {43, 48, H2}. Triángulo de mayor área con diferentes tamaños de partición

(a) SolutionSep(49, 3, A, 0, 0,

conv, ver), Área = 17

(b) SolutionSep(197, 3, Ȧ, 0, 0,

conv, ver), Área = 19,50

(c) SolutionSep(804, 3, Ä, 0, 0,

conv, ver), Área = 22

Figura 5.23: O = {43, 48, H2}. Cuadrilátero simple y convexo de mayor área con diferentes

tamaños de partición
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5. Problemas de separabilidad, Sep(Psim,Pk, O, µ)

(a) RectangleSep(49, A, 0, 0,

ver), Área = 12

(b) RectangleSep(197, Ȧ, 0, 0,

ver), Área = 15

(c) RectangleSep(804, Ä, 0, 0,

ver), Área = 16,25

Figura 5.24: O = {43, 48, H2}. Rectángulo de mayor área con diferentes tamaños de par-

tición

5.8.2. O = {43, 48,H2}. Menor área

(a) SolutionSep(197, 2, Ȧ, 0, 1, 0,

ver), Área = 11,25

(b) SolutionSep(804, 2, Ä, 0, 1, 0,

ver), Área = 10,13

Figura 5.25: O = {43, 48, H2}. Triángulo de menor área con diferentes tamaños de partición
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5.8. Cálculo del poĺıgono simple de k lados de mayor o menor área o peŕımetro que

contiene a un conjunto O y está contenido en una ROI con obstáculos arbitrarios

(a) SolutionSep(49, 3, A, 0, 1,

conv, ver), Área = 5,50

(b) SolutionSep(197, 3, Ȧ, 0, 1,

conv, ver), Área = 6,25

(c) SolutionSep(804, 3, Ä, 0, 1,

conv, ver), Área = 5,63

Figura 5.26: O = {43, 48, H2}. Cuadrilátero simple y convexo de menor área con diferentes

tamaños de partición

(a) RectangleSep(49, A, 0, 1,

ver), Área = 12

(b) RectangleSep(197, Ȧ, 0, 1,

ver), Área = 7,50

(c) RectangleSep(804, Ä, 0, 1,

ver), Área = 6,75

Figura 5.27: O = {43, 48, H2}. Rectángulo de menor área con diferentes tamaños de par-

tición
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5. Problemas de separabilidad, Sep(Psim,Pk, O, µ)

5.8.3. O = {43, 48,H2}. Comparativa área con diferentes tamaños de

partición

Tabla 5.1: O = {43, 48, H2}. Comparativa mayor y menor área

Figura Algoritmo L1 L2 L3

Máximo área

5.22 5.16. SolutionSep(N, 2, matriz, 0, 0, 0, ver) — 15,38 18,94

5.23 5.16. SolutionSep(N, 3, matriz, 0, 0, 0, ver) 17 19,50 22

5.23 5.16. SolutionSep(N, 3, matriz, 0, 0, 1, ver) 17 19,50 22

5.24 5.17. RectangleSep(N, matriz, 0, 0, ver) 12 15 16,25

Mı́nimo área

5.25 5.16. SolutionSep(N, 2, matriz, 0, 1, 0, ver) — 11,25 10,13

5.26 5.16. SolutionSep(N, 3, matriz, 0, 1, 0, ver) 5,50 6,25 5,63

5.26 5.16. SolutionSep(N, 3, matriz, 0, 1, 1, ver) 5,50 6,25 5,63

5.27 5.17. RectangleSep(N, matriz, 0, 1, ver) 12 7,50 6,75
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Caṕıtulo 6

Problemas de la envolvente,

Enc(Psim,Pk, µ)

Durante la revisión de la bibliograf́ıa del Caṕıtulo 2, centrada en los problemas de

“Enclosure problems”, se identificó una falta de investigaciones tratando estos problemas

de manera completa. La mayoŕıa de los estudios se limitaban a ciertos tipos de poĺıgonos,

como triángulos, rectángulos o paralelogramos, sin tener en cuenta formas o figuras

más complejas. Además, se observó una notable ausencia de soluciones propuestas para

calcular el peŕımetro mı́nimo o para el caso de obstáculos arbitrarios.

Este caṕıtulo tiene dos objetivos principales. En primer lugar, resolver el problema de

la envolvente Enc(Psim,Pk, µ). Este problema consiste en calcular el poĺıgono simple de

k lados de menor área o peŕımetro que contiene a otro poĺıgono simple entre obstáculos

arbitrarios como puntos, segmentos y agujeros. En segundo lugar, extender el caso en el

que el poĺıgono simple de k lados contenga una Región de Interés (ROI) entre obstáculos

arbitrarios.

Al tratar este problema, se logra resolver de manera simultánea todos los casos a

partir del valor k elegido por el usuario. Además, se ofrece una solución al problema

planteado en la Sección 1.1, el cual está relacionado con el objetivo parcial 4.

Industria textil. Se dispone de una pieza de tela y se desea cortar un patrón espećıfico

de cualquier número de lados, ¿cómo se podŕıa hacer de manera eficiente de tal

forma que se minimice el área utilizada en el proceso de corte, permitiendo de

esta forma reducir el desperdicio de tela?. Si además, ahora la pieza de tela tiene

defectos o imperfecciones, tales como errores en su textura, color, forma o tamaño

que afectan a su calidad o apariencia, ¿cómo se podŕıa resolver el problema?
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6. Problemas de la envolvente, Enc(Psim,Pk, µ)

Objetivo 4. Dado un valor k fijo, calcular el poĺıgono simple de k lados de menor área

o peŕımetro que contenga a una ROI entre obstáculos arbitrarios.

6.1. Clasificación de problemas

En este caṕıtulo, se resuelven dos tipos de problemas distintos pero interrelacionados.

El primero de ellos, Problema 4.1, se centra en el cálculo del poĺıgono simple de k

lados de menor área o peŕımetro que contiene a un poĺıgono reticulado (Q) (Figura

6.1). El objetivo es proporcionar una solución efectiva para este problema espećıfico, que

complemente la literatura presentada en el Caṕıtulo 2 (Tabla 6.1).

(a) Ejemplo 1 (b) Ejemplo 2

Figura 6.1: Problema 4.1. Planteamiento

Tabla 6.1: Bibliograf́ıa: Enclosure problems

Autor Condición 1–3 Condición 5

[135] Enc(Pconv,P3, área) O(n)

[23] Enc(Pconv,P3,peŕımetro) O(n)

[156, 163, 164] Enc(Pconv,Pparal, área) O(n)

[64] Enc(Psim,Prect, área) O(n2)

[2] Enc(Psim,Pk conv, área) O(n2 log n log k)

[117] Enc(Pconv,Pk conv, peŕımetro) O(nk log k)

Tesis Doctoral Enc(Psim,Pk, µ)
O(n5k), Iterativo

O(nk), Recursivo

Esta solución también sienta las bases para estudiar el segundo tipo de problema que

se presenta en este caṕıtulo. Este segundo problema, Problema 4.2, guarda relación con

el tema tratado en la Sección 1.1: cálculo del poĺıgono simple de k lados de menor área o

peŕımetro que contiene a una ROI entre obstáculos arbitrarios (Figura 6.2). Para lograr

este objetivo, se resolverá el problema planteado en la Sección 1.1, llamado Industria

textil.
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6.2. Solución de los problemas

Figura 6.2: Problema 4.2. Planteamiento

6.2. Solución de los problemas

La solución de los Problemas 4.1 y 4.2 se obtienen directamente del problema resuelto

en el Caṕıtulo 5, establecido como objetivo parcial 3,

Objetivo 3. Dado un valor k fijo y un conjunto O contenido en una ROI con obstáculos

arbitrarios, calcular el poĺıgono simple de k lados de mayor o menor área o peŕımetro,

que contenga a O y esté dentro de la ROI.

Aśı, cualquier problema relacionado con la envolvente es en realidad un problema de

separabilidad. En consecuencia, se emplearán los algoritmos previamente presentados en

el mencionado caṕıtulo (ver Sección 5.6. Solución general).

�
�

�


Algoritmo 5.16. SolutionSep(N , distancia, matriz, fun, 1, conv, ver)

Algoritmo 5.17. RectangleSep(N , matriz, fun, 1, ver)

El parámetro upd se ha establecido con el valor upd = 1 ya que se busca calcular el

menor área o peŕımetro.
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6. Problemas de la envolvente, Enc(Psim,Pk, µ)

6.2.1. Problema 4.1

El proceso para determinar las soluciones se llevará a cabo siguiendo los pasos que

se detallan a continuación:

1⌋ Construir el poĺıgono reticulado P a partir de una partición regular Π = Πx × Πy

con tamaño de partición L (Figura 6.3).

(a) Ejemplo 1

(b) Ejemplo 2

Figura 6.3: Problema 4.1: Poĺıgono reticulado P

2⌋ Considerar los conjuntos (ver Sección 5.1),



Points = P = P0 − ıQ

Polygon = ∂P0

PointsP = ∅
SegmentsP = ∅
HolesP = Q

O = {ContP, ContS, ContH}, donde: ContP = ∅, ContS = ∅, ContH = Q
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6.2. Solución de los problemas

3⌋ Aplicar los Algoritmos 5.16 y 5.17.

(a) Triángulo (b) Cuadrilátero (c) Rectángulo

(d) Pentágono menor

área

(e) Pentágono me-

nor peŕımetro

Figura 6.4: Problema 4.1: Ejemplo 1. Menor área y peŕımetro

(a) Triángulo

(b) Cuadrilátero (c) Rectángulo (d) Pentágono

Figura 6.5: Problema 4.1: Ejemplo 2. Menor área
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6. Problemas de la envolvente, Enc(Psim,Pk, µ)

6.2.2. Problema 4.2

Siguiendo un procedimiento semejante al realizado para el Problema 4.1, el proceso

consta de las siguientes tres etapas.

1⌋ Construir el poĺıgono reticulado P a partir de una partición regular Π = Πx × Πy

con tamaño de partición L (Figura 6.6).

Figura 6.6: Problema 4.2: Poĺıgono reticulado P

2⌋ Considerar los conjuntos (ver Sección 5.1),



Points = P = P0 −
⋃5

i=1(ıHi)

Polygon = ∂P0

PointsP = ∅
SegmentsP = ∅
HolesP = {H1, H2, H3, H4, ROI} = {H1, H2, H3, H4, H5}
O = {ContP, ContS, ContH}, donde: ContP = ∅, ContS = ∅, ContH = H5
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6.2. Solución de los problemas

3⌋ Aplicar los Algoritmos 5.16 y 5.17.

Figura 6.7: Problema 4.2: Triángulo menor área

Figura 6.8: Problema 4.2: Cuadrilátero menor área
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6. Problemas de la envolvente, Enc(Psim,Pk, µ)

Figura 6.9: Problema 4.2: Rectángulo menor área

Figura 6.10: Problema 4.2: Pentágono menor área
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Caṕıtulo 7

Unificación de problemas:

Inclusión, Separabilidad y

Envolvente

En este caṕıtulo, se introducen los dos algoritmos clave de esta Tesis Doctoral: el

Algoritmo 7.1 y el Algoritmo 7.2. Estos algoritmos unifican en un solo procedimiento

todas las soluciones tratadas en los caṕıtulos anteriores relacionados con los problemas

de inclusión, separabilidad y envolvente.

A través de estos algoritmos, es posible obtener soluciones como calcular el pentágono

simple de mayor área contenido en un poĺıgono reticulado, calcular el heptágono convexo

de menor área que contiene a una región de interés o calcular el cuadrilátero de mayor

peŕımetro contenido en un conjunto O y que contiene a un poĺıgono reticulado. Cada uno

de estos cálculos puede llevarse a cabo tanto en su versión iterativa como en la recursiva.

Como se demostró al resolver los Problemas 4.1 y 4.2 del Caṕıtulo 6, cualquier

problema de la envolvente puede considerarse un problema de separabilidad. Además, se

puede afirmar que todo problema de inclusión se reduce a un problema de separabilidad.

Basta con suponer que el conjunto O = ∅ y calcular el área o peŕımetro máximo, para

transformar la solución de un problema planteado en las condiciones del Caṕıtulo 5 en

uno del Caṕıtulo 4. En consecuencia, se establece la siguiente correspondencia entre

problemas:

 Si O = ∅, upd = 0, entonces Sep(Psim,Pk, O, µ) = Inc(Psim,Pk, µ)

Si O = {Q}, upd = 1, entonces Sep(Psim,Pk, O, µ) = Env(Psim,Pk, µ))
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7. Unificación de problemas: Inclusión, Separabilidad y Envolvente

7.1. Algoritmo 7.1. Solution(N, distancia, matriz, fun, upd,

conv, ver, prob)

El Algoritmo 7.1. Solution(N, distancia, matriz, fun, upd, conv, ver, prob)

calcula el poĺıgono simple o convexo de k lados de mayor o menor área o peŕımetro que

contiene a un conjunto O y está contenido en un poĺıgono reticulado P con obstáculos

arbitrarios. Consta de ocho parámetros, los siete primeros comunes con el Algoritmo

5.16. SolutionSep(N, distancia, matriz, fun, upd, conv, ver). El último, prob,

se utiliza para determinar si se va a resolver un problema de inclusión (prob = 0) o un

problema de separabilidad (prob = 1). El coste computacional para la versión iterativa

y recursiva es O(n5k) y O(nk), respectivamente.

Los parámetros fun, upd, conv, ver y prob permiten 32 variantes del problema.

No obstante, en la práctica, se identifican 24 combinaciones únicas. Esto se debe a que

cuando se decide resolver un problema de inclusión (prob = 0), la única opción válida es

determinar si se calculará el máximo área o peŕımetro (upd = 0). Esta restricción reduce

el número total de combinaciones posibles a 24, como se muestra en la Tabla 7.1.

Teniendo en cuenta lo anterior, cada valor decimal del parámetro sum, con sum =

16fun + 8upd + 4conv + 2ver + prob, se puede relacionar con un tipo de solución de

los Algoritmos 4.22 y 5.16 (Tabla 7.2), lo que permite obtener cualquier solución para

resolver un problema espećıfico. Todas estas soluciones, que dependen de estos cinco

parámetros, pueden resumirse en el pseudocódigo del Algoritmo 7.1.

Tabla 7.1: Algoritmo 7.1: Combinaciones posibles de las variables fun, upd, conv, ver, prob

fun upd conv ver prob sum

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 1

0 0 0 1 0 2

0 0 0 1 1 3

0 0 1 0 0 4

0 0 1 0 1 5

0 0 1 1 0 6

0 0 1 1 1 7

(Continúa)
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7.1. Algoritmo 7.1. Solution(N, distancia, matriz, fun, upd, conv, ver, prob)

fun upd conv ver prob sum

0 1 0 0 1 9

0 1 0 1 1 11

0 1 1 0 1 13

0 1 1 1 1 15

1 0 0 0 0 16

1 0 0 0 1 17

1 0 0 1 0 18

1 0 0 1 1 19

1 0 1 0 0 20

1 0 1 0 1 21

1 0 1 1 0 22

1 0 1 1 1 23

1 1 0 0 1 25

1 1 0 1 1 27

1 1 1 0 1 29

1 1 1 1 1 31

Tabla 7.2: Algoritmos de inclusión y separabilidad para poĺıgonos simples y convexos

conv ver Alg 4.22. SolutionInc(N, distancia, matriz, fun, conv, ver)

0 0 Alg. 4.10. SolutionIncI(N, distancia, matriz, fun)

1 0 Alg. 4.15. SolutionConvexIncI(N, distancia, matriz, fun)

0 1 Alg. 4.18. SolutionIncR(N, distancia, matriz, fun)

1 1 Alg. 4.21. SolutionConvexIncR(N, distancia, matriz, fun)

conv ver Alg. 5.16. SolutionSep(N, distancia, matriz, fun, upd, conv, ver)

0 0 Alg. 5.6. SolutionSepI(N, distancia, matriz, fun, upd)

1 0 Alg. 5.9. SolutionConvexSepI(N, distancia, matriz, fun, upd)

0 1 Alg. 5.12. SolutionSepR(N, distancia, matriz, fun, upd)

1 1 Alg. 5.15. SolutionConvexSepR(N, distancia, matriz, fun, upd)
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7. Unificación de problemas: Inclusión, Separabilidad y Envolvente

Algoritmo 7.1 Solution(N, distancia, matriz, fun, upd, conv, ver, prob)

Input: N: número de puntos de P , distancia ∈ N, matriz: matriz de adyacencia,

fun: área (fun = 0) o peŕımetro (fun = 1), upd : máximo (upd = 0) o mı́nimo (upd = 1),

conv : simple (conv = 0) o convexo (conv = 1), ver : iterativo (ver = 0) o recursivo (ver

= 1), prob: inclusión, O = ∅ (prob = 0) o separabilidad, O ̸= ∅ (prob = 1)

Output: Poĺıgono simple o convexo de k lados de mayor o menor área o peŕımetro que

contiene a un conjunto O y está contenido en P

1 solution ← ∅
2 sum ← 16fun + 8upd + 4conv + 2ver + prob

3 switch sum do

4 case 0 do

5 solution ← SolutionIncI(N, distancia, matriz, 0) /* Alg.4.10 */

6 case 1 do

7 solution ← SolutionSepI(N, distancia, matriz, 0, 0) /* Alg.5.6 */

8 case 2 do

9 solution ← SolutionIncR(N, distancia, matriz, 0) /* Alg.4.18 */

10 case 3 do

11 solution ← SolutionSepR(N, distancia, matriz, 0, 0) /* Alg.5.12 */

12 case 4 do

13 solution ← SolutionConvexIncI(N, distancia, matriz, 0) /* Alg.4.15 */

14 case 5 do

15 solution ← SolutionConvexSepI(N, distancia, matriz, 0, 0) /* Alg.5.9 */

16 case 6 do

17 solution ← SolutionConvexIncR(N, distancia, matriz, 0) /* Alg.4.21 */

18 case 7 do

19 solution ← SolutionConvexSepR(N, distancia, matriz, 0, 0) /* Alg.5.15 */

20 case 9 do

21 solution ← SolutionSepI(N, distancia, matriz, 0, 1) /* Alg.5.6 */

22 case 11 do

23 solution ← SolutionSepR(N, distancia, matriz, 0, 1) /* Alg.5.12 */

24 case 13 do

25 solution ← SolutionConvexSepI(N, distancia, matriz, 0, 1) /* Alg.5.9 */

26 case 15 do

27 solution ← SolutionConvexSepR(N, distancia, matriz, 0, 1) /* Alg.5.15 */
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7.1. Algoritmo 7.1. Solution(N, distancia, matriz, fun, upd, conv, ver, prob)

Algoritmo 7.1 Solution(N, distancia, matriz, fun, upd, conv, ver, prob) (cont.)

Input: N: número de puntos de P , distancia ∈ N, matriz: matriz de adyacencia,

fun: área (fun = 0) o peŕımetro (fun = 1), upd : máximo (upd = 0) o mı́nimo (upd = 1),

conv : simple (conv = 0) o convexo (conv = 1), ver : iterativo (ver = 0) o recursivo (ver

= 1), prob: inclusión, O = ∅ (prob = 0) o separabilidad, O ̸= ∅ (prob = 1)

Output: Poĺıgono simple o convexo de k lados de mayor o menor área o peŕımetro que

contiene a un conjunto O y está contenido en P

...

switch sum do

28 case 16 do

29 solution ← SolutionIncI(N, distancia, matriz, 1) /* Alg.4.10 */

30 case 17 do

31 solution ← SolutionSepI(N, distancia, matriz, 1, 0) /* Alg.5.6 */

32 case 18 do

33 solution ← SolutionIncR(N, distancia, matriz, 1) /* Alg.4.18 */

34 case 19 do

35 solution ← SolutionSepR(N, distancia, matriz, 1, 0) /* Alg.5.12 */

36 case 20 do

37 solution ← SolutionConvexIncI(N, distancia, matriz, 1) /* Alg.4.15 */

38 case 21 do

39 solution ← SolutionConvexSepI(N, distancia, matriz, 1, 0) /* Alg.5.9 */

40 case 22 do

41 solution ← SolutionConvexIncR(N, distancia, matriz, 1) /* Alg.4.21 */

42 case 23 do

43 solution ← SolutionConvexSepR(N, distancia, matriz, 1, 0) /* Alg.5.15 */

44 case 25 do

45 solution ← SolutionSepI(N, distancia, matriz, 1, 1) /* Alg.5.6 */

46 case 27 do

47 solution ← SolutionSepR(N, distancia, matriz, 1, 1) /* Alg.5.12 */

48 case 29 do

49 solution ← SolutionConvexSepI(N, distancia, matriz, 1, 1) /* Alg.5.9 */

50 case 31 do

51 solution ← SolutionConvexSepR(N, distancia, matriz, 1, 1) /* Alg.5.15 */

52 return solution
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7. Unificación de problemas: Inclusión, Separabilidad y Envolvente

7.2. Algoritmo 7.2. Rectangle(N, matriz, fun, upd, ver,

prob)

El Algoritmo 7.2. Rectangle(N, matriz, fun, upd, ver, prob) calcula el

rectángulo de mayor o menor área o peŕımetro que contiene a un conjunto O y está

contenido en un poĺıgono reticulado P con obstáculos arbitrarios. Este algoritmo consta

de seis parámetros, y, al igual que el Algoritmo 7.1, comparte los cinco primeros con

el Algoritmo 5.17. RectangleSep(N, matriz, fun, upd, ver). El parámetro final,

prob, se emplea para decidir si se va a resolver un problema de inclusión (prob = 0) o un

problema de separabilidad (prob = 1). El coste computacional es O(n5) para la versión

iterativa y O(n6) para la versión recursiva.

Existen un total de 16 variantes que se pueden configurar mediante los parámetros

fun, upd, ver y prob. Sin embargo, solo 12 de estas configuraciones son válidas. Además,

cada valor decimal del parámetro sum, definido como sum = 8fun+4upd+2ver+prob,

se puede relacionar con un tipo de solución de los Algoritmos 4.23 y 5.17 (Tabla 7.4), lo

que permite obtener el código final del Algoritmo 7.2.

Tabla 7.3: Algoritmo 7.2: Combinaciones posibles de las variables fun, upd, ver, prob

fun upd ver prob sum

0 0 0 0 0

0 0 0 1 1

0 0 1 0 2

0 0 1 1 3

0 1 0 1 5

0 1 1 1 7

1 0 0 0 8

1 0 0 1 9

1 0 1 0 10

1 0 1 1 11

1 1 0 1 13

1 1 1 1 15
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7.3. Caso propuesto

Tabla 7.4: Algoritmos de inclusión y separabilidad para rectángulos

ver Alg. 4.23. RectangleInc(N, matriz, fun, ver)

0 Alg. 4.12. RectangleIncI(N, matriz, fun)

1 Alg. 4.20. RectangleIncR(N, matriz, fun)

ver Alg. 5.17. RectangleSep(N, matriz, fun, upd, ver)

0 Alg. 5.8. RectangleSepI(N, matriz, fun, upd)

1 Alg. 5.14. RectangleSepR(N, matriz, fun, upd)

7.3. Caso propuesto

A continuación, se realiza el cálculo de varias soluciones en relación con la Figura 7.1,

utilizando los Algoritmos 7.1 y 7.2. Además de estos algoritmos, es necesario emplear

los conjuntos que definen el poĺıgono reticulado P , aśı como los puntos, segmentos y

agujeros.


Points = P = {p1, . . . , p56}
Polygon = ∂P0 = {p1, . . . , p20}
PointsP = {p23, p26, p30, p45}
SegmentsP = {p34, p52}
HolesP = {p37, p43, p50, p49, p42}

Figura 7.1: Problema inicial
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7. Unificación de problemas: Inclusión, Separabilidad y Envolvente

Algoritmo 7.2 Rectangle(N, matriz, fun, upd, ver, prob)

Input: N: número de puntos de P , matriz: matriz de adyacencia,

fun: área (fun = 0) o peŕımetro (fun = 1), upd : máximo (upd = 0) o mı́nimo (upd = 1),

ver : iterativo (ver = 0) o recursivo (ver = 1), prob: inclusión, O = ∅ (prob = 0) o

separabilidad, O ̸= ∅ (prob = 1)

Output: Rectángulo de mayor área o peŕımetro que contiene a un conjunto O y está

contenido en P

1 rect ← ∅
2 sum ← 8fun + 4upd + 2ver + prob

3 switch sum do

4 case 0 do

5 rect ← RectangleIncI(N, matriz, 0) /* Alg.4.12 */

6 case 1 do

7 rect ← RectangleSepI(N, matriz, 0, 0) /* Alg.5.8 */

8 case 2 do

9 rect ← RectangleIncR(N, matriz, 0) /* Alg.4.20 */

10 case 3 do

11 rect ← RectangleSepR(N, matriz, 0, 0) /* Alg.5.14 */

12 case 5 do

13 rect ← RectangleSepI(N, matriz, 0, 1) /* Alg.5.8 */

14 case 7 do

15 rect ← RectangleSepR(N, matriz, 0, 1) /* Alg.5.14 */

16 case 8 do

17 rect ← RectangleIncI(N, matriz, 1) /* Alg.4.12 */

18 case 9 do

19 rect ← RectangleSepI(N, matriz, 1, 0) /* Alg.5.8 */

20 case 10 do

21 rect ← RectangleIncR(N, matriz, 1) /* Alg.4.20 */

22 case 11 do

23 rect ← RectangleSepR(N, matriz, 1, 0) /* Alg.5.14 */

24 case 13 do

25 rect ← RectangleSepI(N, matriz, 1, 1) /* Alg.5.8 */

26 case 15 do

27 rect ← RectangleSepR(N, matriz, 1, 1) /* Alg.5.14 */

28 return rect
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7.3. Caso propuesto

7.3.1. Solución del caso propuesto

En la Tabla 7.5, se presentan las soluciones (Figura 7.2) que se buscan obtener

mediante la aplicación de los Algoritmos 7.1 y 7.2. Como se puede apreciar, la versatilidad

para calcular diversos tipos de soluciones es elevada, lo que convierte a estos algoritmos

en una herramienta eficaz para que cualquier usuario pueda adaptar su problema a las

diversas configuraciones que ofrecen dichos algoritmos.

Tabla 7.5: Solución

Fig. 7.2
Alg. 7.1. Solution(N, distancia, matriz, fun, upd, conv, ver, prob)

Alg. 7.2. Rectangle(N, matriz, fun, upd, ver, prob)

a) Solution(56, 5, A, 0, 0, 1, ver, 0)

Hexágono convexo de mayor área contenido en P

b) Solution(56, 4, A, 1, 0, 0, ver, 0)

Pentágono simple de mayor peŕımetro contenido en P

c) Solution(56, 3, A, 1, 0, 1, ver, 0)

Cuadrilátero convexo de mayor peŕımetro contenido en P

d) Rectangle(56, A, 0, 0, ver, 1) ContP = {26, 30}
Rectángulo de mayor área que contiene al conjunto O

e) Solution(56, 5, A, 1, 0, 1, ver, 1) ContP = {26, 30}
Hexágono convexo de mayor peŕımetro que contiene al conjunto O

f) Rectangle(56, A, 0, 0, ver, 1) ContP = {30, 45}, ContH = HolesP

Rectángulo de mayor área que contiene al conjunto O

g) Rectangle(56, A, 0, 1, ver, 1) ContP = {30, 45}, ContH = HolesP

Rectángulo de menor área que contiene al conjunto O

h) Solution(56, 5, A, 0, 1, 1, ver, 1) ContP = {30, 45}, ContS = SegmentsP

Hexágono convexo de menor área que contiene al conjunto O

i) Solution(56, 4, A, 0, 0, 1, ver, 1)

Pentágono convexo de mayor área que contiene a la

ROI = {PointsP, SegmentsP,HolesP}
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7. Unificación de problemas: Inclusión, Separabilidad y Envolvente

(a) Solution(56, 5, A, 0, 0, 1, ver, 0)

(b) Solution(56, 4, A, 1, 0, 0, ver, 0)

(c) Solution(56, 3, A, 1, 0, 1, ver, 0)

Figura 7.2: Solución del caso propuesto
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7.3. Caso propuesto

(d) Rectangle(56, A, 0, 0, ver, 1)

(e) Solution(56, 5, A, 1, 0, 1, ver, 1)

(f) Rectangle(56, A, 0, 0, ver, 1)

Figura 7.2: Solución del caso propuesto (cont1.)
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7. Unificación de problemas: Inclusión, Separabilidad y Envolvente

(g) Rectangle(56, A, 0, 1, ver, 1)

(h) Solution(56, 5, A, 0, 1, 1, ver, 1)

(i) Solution(56, 4, A, 0, 0, 1, ver, 1)

Figura 7.2: Solución del caso propuesto (cont2.)
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Caṕıtulo 8

Resultados de la aplicación

práctica

El Caṕıtulo 8 demuestra, a través de diversos ejemplos, las aplicaciones prácticas

que se pueden generar a partir de los problemas planteados en los Caṕıtulos 4, 5 y 6. La

resolución de cada una de estas aplicaciones se lleva a cabo empleando los algoritmos

detallados en dichos caṕıtulos, respaldados por las soluciones generales proporcionadas

en el Caṕıtulo 7, que constituyen el núcleo de esta Tesis Doctoral.

4. Problemas de inclusión, Inc(Psim,Pk, µ)�
�

�


Algoritmo 4.22. SolutionInc(N, distancia, matriz, fun, conv, ver)

Algoritmo 4.23. RectangleInc(N, matriz, fun, ver)[
5. Problemas de separabilidad, Sep(Psim,Pk, O, µ)

6. Problemas de la envolvente, Enc(Psim,Pk, µ)�
�

�


Algoritmo 5.16. SolutionSep(N, distancia, matriz, fun, upd, conv, ver)

Algoritmo 5.17. RectangleSep(N, matriz, fun, upd, ver)

7. Unificación de problemas: Inclusión, Separabilidad y Envolvente�
�

�


Algoritmo 7.1. Solution(N, distancia, matriz, fun, upd, conv, ver, prob)

Algoritmo 7.2. Rectangle(N, matriz, fun, upd, ver, prob)

Para obtener las soluciones a partir de los algoritmos anteriores, se ha desarrollado el

pseudocódigo, aśı como la implementación en los lenguajes de programación Python y

Java, consiguiendo de esta forma el objetivo parcial 5.
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8. Resultados de la aplicación práctica

8.1. Problemas de inclusión

8.1.1. Tumor cerebral (I)

La adquisición de imágenes médicas es un componente importante en el diagnóstico y

tratamiento de diversas enfermedades, incluyendo tumores cerebrales [6, 114]. La Figura

8.1 muestra la imagen de un tumor cerebral, un meningioma [195]. Un meningioma es

un tumor primario del sistema nervioso central (SNC) que se origina en el cerebro o la

médula espinal. Crecen lentamente y son los tumores cerebrales primarios más comunes.

Normalmente, la ciruǵıa se presenta como la terapia más adecuada para tratar este tipo

de tumor cerebral.

Figura 8.1: Tumor cerebral (I). Meningioma

El objetivo para este primer problema consiste en calcular el k-gon de mayor área

que está contenido dentro del tumor cerebral para una posible intervención quirúrgica.

Para ello, se crea inicialmente el contorno cerrado C (Figura 8.2a), y a continuación,

se construye el poĺıgono reticulado P (Figura 8.2b). La caracteŕıstica del problema a

resolver señala que es un problema de inclusión sin obstáculos arbitrarios.

(a) Contorno cerrado C (b) Poĺıgono reticulado P

Figura 8.2: Tumor cerebral (I). Extracción del poĺıgono reticulado
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8.1. Problemas de inclusión

A continuación, se establecen las coordenadas del poĺıgono reticulado, aśı como los

conjuntos que serán empleados en la ejecución de los Algoritmos 7.1 y 7.2 (Figura 8.3).


Points = {p1, . . . , p52}
Polygon = {p1, . . . , p31}
PointsP = ∅
SegmentsP = ∅
HolesP = ∅

Figura 8.3: Tumor cerebral (I). Definición del poĺıgono reticulado

Las soluciones se presentan en tablas, Tabla 8.1 a Tabla 8.3, compuestas por tres

columnas. En la primera columna, se muestra el poĺıgono que hay que calcular; en la

segunda columna, se exponen las soluciones encontradas y en la tercera columna, el valor

del mayor área. Las ejemplos gráficos de las soluciones aparecen en la Figura 8.4.

Tabla 8.1: Tumor cerebral (I). Solución: Poĺıgono simple de k lados de mayor área

k-gon Solution(52, distancia, matriz, 0, 0, 0, ver, 0) Área

Triángulo (14,28,46), (15,35,25) 13,5

Cuadrilátero (3,46,14,38), (16,30,40,20), (16,34,27,20), (16,34,24,21) 16

Pentágono (1,47,15,9,43) 18,5

Hexágono (1,43,9,15,20,40), (1,43,13,16,20,40), (4,42,9,15,19,26) 21

(13,43,32,24,21,16)

Heptágono (1,40,20,15,9,42,5), (1,43,13,16,21,24,28), (1,43,9,15,16,20,40) 23

(4,42,9,15,16,21,24), (4,42,9,15,17,21,24), (4,42,9,15,18,21,24)

(4,42,9,15,19,21,24), (4,42,9,15,20,21,24), (4,42,9,15,20,40,31)

(9,43,32,24,21,16,15), (9,43,32,24,21,17,15), (9,43,32,24,21,18,15)

(9,43,32,24,21,19,15), (9,43,32,24,21,20,15), (13,43,32,24,21,20,16)
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8. Resultados de la aplicación práctica

Tabla 8.2: Tumor cerebral (I). Solución: Rectángulo de mayor área

Rectangle(52, matriz, 0, 0, ver, 0) Área

(4,31,47,48), (27,20,44,34), (10,27,46,51) 12

Tabla 8.3: Tumor cerebral (I). Solución: Poĺıgono convexo de k lados de mayor área

k-gon Solution(52, distancia, matriz, 0, 0, 1, ver, 0) Área

Cuadrilátero (16,30,40,20), (16,34,27,20) 16

Pentágono (10,27,20,16,15), (11,28,26,19,16), (11,28,27,20,16), (15,35,27,20,16) 17

Hexágono (11,28,26,19,16,15), (11,28,27,20,16,15) 18

Heptágono (11,28,27,26,19,16,15) 18,5

(a) Triángulo (b) Rectángulo

(c) Cuadrilátero simple, convexo (d) Pentágono simple, convexo

(e) Hexágono simple, convexo (f) Heptágono simple, convexo

Figura 8.4: Tumor cerebral (I). Solución
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8.1. Problemas de inclusión

8.1.2. Paneles solares

Las paneles solares no solo proporcionan una fuente de enerǵıa inagotable, sino que

también permiten la generación de electricidad de forma gratuita sin producir gases de

efecto invernadero ni otros contaminantes [14]. La Figura 8.5 presenta una imagen de un

terreno parcialmente cubierto por paneles solares, en la que se destaca una nueva región

de interés (ROI) con el objetivo de expandir esta instalación fotovoltaica utilizando la

mayor superficie posible. Se está por tanto ante un problema de inclusión sin obstáculos

arbitrarios.

Figura 8.5: Paneles solares

La Figura 8.6a muestra el contorno cerrado C, y la Figura 8.6b el poĺıgono reticulado

P . Además, en la Figura 8.7 se definen las coordenadas del poĺıgono reticulado junto a

los conjuntos que hay que seleccionar para ejecutar los Algoritmos 7.1 y 7.2.

(a) Contorno cerrado C (b) Poĺıgono reticulado P

Figura 8.6: Paneles solares. Extracción del poĺıgono reticulado
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8. Resultados de la aplicación práctica


Points = {p1, . . . , p47}
Polygon = {p1, . . . , p22}
PointsP = ∅
SegmentsP = ∅
HolesP = ∅

Figura 8.7: Paneles solares. Definición del poĺıgono reticulado

Las soluciones resultantes de la ejecución de los algoritmos se presentan en tablas,

desde la Tabla 8.4 hasta la Tabla 8.6. Además, se proporcionan de manera gráfica a

través de la Figura 8.8 para una mejor comprensión.

Tabla 8.4: Paneles solares. Solución: Poĺıgono simple de k lados de mayor área

k-gon Solution(47, distancia, matriz, 0, 0, 0, ver, 0) Área

Triángulo (5,21,16) 21

Cuadrilátero (3,20,16,5), (5,22,20,16) 24

Pentágono (1,20,16,5,2) 26

Hexágono (1,20,16,5,3,2), (4,22,20,15,11,9), (4,22,20,16,11,9) 27

Heptágono (4,22,20,16,15,11,9) 29

Tabla 8.5: Paneles solares. Solución: Rectángulo de mayor área

Rectangle(47, matriz, 0, 0, ver, 0) Área

(14,17,23,25) 18
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8.1. Problemas de inclusión

Tabla 8.6: Paneles solares. Solución: Poĺıgono convexo de k lados de mayor área

k-gon Solution(47, distancia, matriz, 0, 0, 1, ver, 0) Área

Cuadrilátero (3,20,16,5), (5,22,20,16) 24

Pentágono (4,22,20,16,5), (4,22,20,16,15) 25

Hexágono (4,22,21,20,16,5), (4,22,21,20,16,15) 25,5

Heptágono (2,22,21,20,16,15,25), (4,22,20,46,47,6,5), (4,22,21,20,46,47,6) 24,5

(15,29,24,23,21,20,16)

(a) Triángulo (b) Rectángulo

(c) Cuadrilátero sim-

ple, convexo

(d) Pentágono (e) Pentágono convexo

(f) Hexágono (g) Hexágono convexo (h) Heptágono (i) Heptágono convexo

Figura 8.8: Paneles solares. Solución
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8. Resultados de la aplicación práctica

8.1.3. Parcela

De la aplicación Visor SigPac v4.12 [116] se han obtenido las imágenes de una parcela,

como se muestra en la Figura 8.9. Con el propósito de calcular la edificación de cualquier

forma poligonal con la mayor superficie posible, se ha delimitado el contorno cerrado C

(Figura 8.10a). A continuación, se ha generado el poĺıgono reticulado P (Figura 8.10b)

realizando previamente una partición regular sobre dicho contorno. En esta situación, el

objetivo es resolver un problema de inclusión con obstáculos arbitrarios.

Figura 8.9: Parcela

(a) Contorno cerrado C (b) Poĺıgono reticulado P

Figura 8.10: Parcela. Extracción del poĺıgono reticulado

En la Figura 8.11 se define el poĺıgono reticulado P sobre la anterior partición regular

y los conjuntos elegidos para aplicar los Algoritmos 7.1 y 7.2.
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8.1. Problemas de inclusión


Points = {p1, . . . , p110}
Polygon = {p1, . . . , p42}
PointsP = ∅
SegmentsP = ∅
HolesP = {H1, H2, H3}

Figura 8.11: Parcela. Definición del poĺıgono reticulado

Los resultados obtenidos al ejecutar los algoritmos anteriores se encuentran detallados

en tres tablas, desde la Tabla 8.7 hasta la Tabla 8.9, mientras que las Figuras 8.12 y 8.13

muestran de forma gráfica dichas soluciones.

Tabla 8.7: Parcela. Solución: Poĺıgono simple de k lados de mayor área

k-gon Solution(110, distancia, matriz, 0, 0, 0, ver, 0) Área

Triángulo (21,106,59) 18

Cuadrilátero (6,82,39,27) 21,5

Pentágono (4,31,22,91,6), (6,49,90,39,27) 26

Hexágono (3,29,26,22,91,6), (4,31,24,22,91,6) 28

Tabla 8.8: Parcela. Solución: Rectángulo de mayor área

Rectangle(110, matriz, 0, 0, ver, 0) Área

(80,106,109,84) 18
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8. Resultados de la aplicación práctica

Tabla 8.9: Parcela. Solución: Poĺıgono convexo de k lados de mayor área

k-gon Solution(110, distancia, matriz, 0, 0, 1, ver, 0) Área

Cuadrilátero (3,29,26,6) 21

Pentágono (4,31,29,26,6) 22,5

Hexágono (4,31,29,27,26,6) 23,5

(a) Triángulo (b) Rectángulo (c) Cuadrilátero

(d) Pentágono

(e) Hexágono

Figura 8.12: Parcela. Solución: Poĺıgono simple de k lados y rectángulo de mayor área
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8.1. Problemas de inclusión

(a) Cuadrilátero

(b) Pentágono

(c) Hexágono

Figura 8.13: Parcela. Solución: Poĺıgono convexo de k lados de mayor área
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8. Resultados de la aplicación práctica

8.1.4. Horticultura

La inclusión del análisis de poĺıgonos en el ámbito de la horticultura se revela como

una herramienta sumamente beneficiosa para los agricultores [124]. Otorga la capacidad

de estudiar con precisión las formas y dimensiones de sus parcelas de tierra, al mismo

tiempo que facilita una planificación y diseño más eficaz para la disposición óptima de sus

cultivos. En este caso, se ha tomado una parcela agŕıcola (Figura 8.14a) y se ha construido

el poĺıgono reticulado P dentro del contorno cerrado C (Figura 8.14b). Finalmente,

se han definido y seleccionado las coordenadas del poĺıgono y de los conjuntos para

aplicar los Algoritmos 7.1 y 7.2 (Figura 8.15). El objetivo es calcular el poĺıgono de

cualquier número de lados y con el área máxima para optimizar la cantidad de tierra

disponible para el cultivo, aumentando aśı su producción y rendimiento. En consecuencia,

el problema planteado consiste en un problema de inclusión con obstáculos arbitrarios.

(a) Contorno cerrado C

(b) Poĺıgono reticulado P

Figura 8.14: Horticultura. Extracción del poĺıgono reticulado
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8.1. Problemas de inclusión



Points = {p1, . . . , p64}
Polygon = {p1, . . . , p26}
PointsP = {p27, p37, p52, p59, p62}
SegmentsP = {S1, S2}
HolesP = ∅
S1 = {p34, p41, p47}
S2 = {p29, p40, p50}

Figura 8.15: Horticultura. Definición del poĺıgono reticulado

Desde la Tabla 8.10 hasta la Tabla 8.12 se encuentra un desglose detallado de las

soluciones obtenidas, complementado por las Figuras 8.16 y 8.17 que proporcionan una

representación visual.

Tabla 8.10: Horticultura. Solución: Poĺıgono simple de k lados de mayor área

k-gon Solution(64, distancia, matriz, 0, 0, 0, ver, 0) Área

Triángulo (3,58,11), (12,45,17) 9

Cuadrilátero (1,37,58,4), (1,53,19,11), (3,14,59,11), (3,47,57,11) 10

(3,53,19,11), (10,62,17,20), (11,38,52,19), (12,52,20,17)

(12,52,41,17), (17,63,54,20), (17,64,53,20)

Pentágono (1,59,45,17,11) 14

Hexágono (1,59,45,17,12,37,4) 17,5

Heptágono (1,59,45,17,12,37,4) 20
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8. Resultados de la aplicación práctica

Tabla 8.11: Horticultura. Solución: Rectángulo de mayor área

Rectangle(64, matriz, 0, 0, ver, 0) Área

(17,20,53,64) 10

Tabla 8.12: Horticultura. Solución: Poĺıgono convexo de k lados de mayor área

k-gon Solution(64, distancia, matriz, 0, 0, 1, ver, 0) Área

Cuadrilátero (10,20,17,62), (12,52,20,17), (17,63,54,20), (17,64,53,20) 10

Pentágono (8,26,29,12,11), (9,27,29,12,11) 10

Hexágono (9,27,26,29,12,11) 10,5

Heptágono (10,37,27,26,29,12,11) 10

(a) Triángulo (b) Rectángulo (c) Cuadrilátero

(d) Pentágono (e) Hexágono (f) Heptágono

Figura 8.16: Horticultura. Solución: Poĺıgono simple de k lados y rectángulo de mayor área
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8.1. Problemas de inclusión

(a) Cuadrilátero (b) Pentágono

(c) Hexágono (d) Heptágono

Figura 8.17: Horticultura. Solución: Poĺıgono convexo de k lados de mayor área

8.1.5. Centro comercial

Construir un edificio de cualquier forma poligonal en un terreno, puede ser un desaf́ıo

interesante para los arquitectos [85]. Aunque esta forma puede hacer que la estructura

sea única y atractiva, también puede presentar complicaciones durante todas las etapas

de diseño y construcción. En este contexto, se ha extráıdo la imagen de una nueva área

residencial en desarrollo (Figura 8.18a) y se quiere construir un centro comercial con la

mayor superficie posible. Para alcanzar este objetivo, se calcula el poĺıgono reticulado P

(Figura 8.18b) y posteriormente, se definen las coordenadas para aplicar los Algoritmos

7.1 y 7.2 (Figura 8.19). El problema que ahora se presenta es por tanto un problema de

inclusión con obstáculos arbitrarios.
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8. Resultados de la aplicación práctica

(a) Contorno cerrado C (b) Poĺıgono reticulado P

Figura 8.18: Centro comercial. Extracción del poĺıgono reticulado



Points = {p1, . . . , p113}
Polygon = {p1, . . . , p33}
PointsP = {p36, p43, p47, p67, p97}
SegmentsP = {S1, S2, S3, S4, S5}
HolesP = ∅
S1 = {p60, p61, p62, p63, p64}
S2 = {p55, p64, p73, p84, p94}
S3 = {p82, p83, p84}
S4 = {p75, p95, p109}
S5 = {p87, p95, p101, p106}

Figura 8.19: Centro comercial. Definición del poĺıgono reticulado
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8.1. Problemas de inclusión

Las Tablas 8.13, 8.14 y 8.15, junto con la Figura 8.20, presentan una variedad de

soluciones generadas para el problema previamente planteado, al aplicar los algoritmos

anteriores.

Tabla 8.13: Centro comercial. Solución: Poĺıgono simple de k lados de mayor área

k-gon Solution(113, distancia, matriz, 0, 0, 0, ver, 0) Área

Triángulo (24,64,58), (29,99,63) 12

Cuadrilátero (5,40,61,29) 14

Pentágono (5,40,60,99,29), (5,40,60,100,29), (5,40,60,101,29) 18,5

Hexágono (5,29,99,63,59,6) 25

Tabla 8.14: Centro comercial. Solución: Rectángulo de mayor área

Rectangle(113, matriz, 0, 0, ver, 0) Área

(6,8,30,31), (45,30,58,63) 10

Tabla 8.15: Centro comercial. Solución: Poĺıgono convexo de k lados de mayor área

k-gon Solution(113, distancia, matriz, 0, 0, 1, ver, 0) Área

Cuadrilátero (5,29,61,40) 14

Pentágono (26,106,101,61,58) 14,5

Hexágono (26,106,101,93,50,58), (26,106,101,61,58,67) 15

(26,106,101,93,50,67)
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8. Resultados de la aplicación práctica

(a) Triángulo (b) Rectángulo

(c) Cuadrilátero simple, convexo

(d) Pentágono (e) Pentágono convexo

(f) Hexágono (g) Hexágono convexo

Figura 8.20: Centro comercial. Solución
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8.1. Problemas de inclusión

8.1.6. Tumor cerebral (II)

En la Figura 8.21, se representa el contorno cerrado C (Figura 8.21a) y el poĺıgono

reticulado P (Figura 8.21b) de un tumor neuroectodérmico primitivo (TNEP) [66], tipo

de tumor primario del sistema nervioso central (SNC) que afecta principalmente a niños,

aunque también puede presentarse en adultos. El tratamiento recomendado consiste en

llevar a cabo una extirpación quirúrgica completa, seguida de radioterapia. También se

pueden observar conjuntos de células sanas en color oscuro que han ser evitadas durante

la realización del tratamiento.

El objetivo principal consiste en calcular el k-gon de mayor área contenido en el

tumor cerebral, para poder realizar posteriormente una intervención quirúrgica. Dada

la naturaleza de este problema, se trata de un problema de inclusión con obstáculos

arbitrarios.

(a) Contorno cerrado C

(b) Poĺıgono reticulado P

Figura 8.21: Tumor cerebral (II). Tumor neuroectodérmico primitivo (TNEP)
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8. Resultados de la aplicación práctica

En la Figura 8.22 se proporcionan las coordenadas del poĺıgono reticulado y los

conjuntos necesarios para calcular la solución mediante los Algoritmos 7.1 y 7.2.



Points = {p1, . . . , p86}
Polygon = {p1, . . . , p36}
PointsP = {p37, p41, p75, p86}
SegmentsP = {S1, S2, S3, S4, S5}
HolesP = ∅
S1 = {p44, p57, p72}
S2 = {p52, p57, p63, p69}
S3 = {p48, p54, p60}
S4 = {p66, p73, p80}
S5 = {p71, p72, p73}

Figura 8.22: Tumor cerebral (II). Definición del poĺıgono reticulado

Las soluciones obtenidas se presentan en las Tablas 8.16, 8.17 y 8.18, acompañadas

por las Figuras 8.23 y 8.24.

Tabla 8.16: Tumor cerebral (II). Solución: Poĺıgono simple de k lados de mayor área

k-gon Solution(86, distancia, matriz, 0, 0, 0, ver, 0) Área

Triángulo (3,85,18), (11,42,17), (35,82,57) 10

Cuadrilátero (14,52,35,42), (26,75,35,57) 11,5

Pentágono (2,72,66,17,11), (11,42,39,59,17) 14,5

Hexágono (4,60,44,57,82,35) 19

Heptágono (14,52,44,57,82,35,42) 22,5

Tabla 8.17: Tumor cerebral (II). Solución: Rectángulo de mayor área

Rectangle(86, matriz, 0, 0, ver, 0) Área

(8,15,19,59) 10
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8.1. Problemas de inclusión

Tabla 8.18: Tumor cerebral (II). Solución: Poĺıgono convexo de k lados de mayor área

k-gon Solution(86, distancia, matriz, 0, 0, 1, ver, 0) Área

Cuadrilátero (14,42,40,15), (35,75,82,57) 11

Pentágono (2,46,84,14,42), (24,56,36,30,25), (35,75,82,57,44) 11,5

Hexágono (24,56,36,35,75,25) 12

Heptágono (24,56,36,35,32,82,25), (24,69,50,36,35,75,25) 11,5

(a) Triángulo (b) Rectángulo (c) Cuadrilátero

(d) Pentágono (e) Hexágono (f) Heptágono

Figura 8.23: Tumor cerebral (II). Solución: Poĺıgono simple de k lados y rectángulo de

mayor área
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8. Resultados de la aplicación práctica

(a) Cuadrilátero (b) Pentágono

(c) Hexágono (d) Heptágono

Figura 8.24: Tumor cerebral (II). Solución: Poĺıgono convexo de k lados de mayor área
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8.2. Problemas de separabilidad, problemas de la envolvente

8.2. Problemas de separabilidad,

problemas de la envolvente

8.2.1. Invernadero

Un invernadero es una estructura cerrada, recubierta con materiales transparentes y

diseñada para crear un microclima artificial que favorezca el cultivo de plantas durante

todo el año [79]. Numerosas ventajas se obtienen de su construcción, como un mayor

control de plagas, el aumento de la producción, la posibilidad de cultivar de forma

continua durante todo el año y la creación de condiciones óptimas para la investigación.

No obstante, la inversión inicial elevada para iniciar un invernadero, aśı como los altos

costes de producción son desventajas económicas que han de tenerse en cuenta.

En lo que respecta a los árboles, no todos son apropiados para su cultivo en un

invernadero. La selección de los árboles adecuados depende de varios factores, como el

diseño del invernadero y las condiciones climáticas de la zona en la que se encuentra.

En la Figura 8.25, se representa el contorno cerrado C de una plantación con diferentes

árboles en una parcela agŕıcola. Una vez realizado el poĺıgono reticulado P sobre dicho

contorno (Figura 8.26), se clasifican los árboles en dos tipos: A y B. El primero es

apropiado para el cultivo en invernaderos, mientras que el segundo no lo es. El objetivo

principal consiste en calcular el invernadero de menor área de tal forma que contenga a

los árboles del primer tipo y excluya a los del segundo tipo. La naturaleza del problema

indica que se está ante un problema de separabilidad con obstáculos arbitrarios.

Figura 8.25: Invernadero. Contorno cerrado C
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8. Resultados de la aplicación práctica

Figura 8.26: Invernadero. Poĺıgono reticulado P

Para resolver el problema, en primer lugar se definen las coordenadas del poĺıgono

reticulado P (Figura 8.27) y luego se establecen los conjuntos necesarios para poder

aplicar los algoritmos correspondientes.

Figura 8.27: Invernadero. Definición del poĺıgono reticulado
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8.2. Problemas de separabilidad, problemas de la envolvente



Points = {p1, . . . , p228}
Polygon = {p1, . . . , p46}
PointsP = {p48, p52, p57, p72, p75, p95, p115, p159, p180, p186, p218}
SegmentsP = {S1, S2, S3, S4, S5}
HolesP = ∅
S1 = {p66, p79, p93}
S2 = {p83, p112, p141}
S3 = {p104, p118, p132}
S4 = {p161, p177, p191}
S5 = {p149, p163, p177, p189, p199}
O = {ContP, ContS, ContH}, donde:

ContP = {p115, p159, p180, p186, p218}
ContS = {S3, S4, S5}
ContH = ∅

Las soluciones obtenidas se detallan en las Tablas 8.19 y 8.20, mientras que para su

comprobación gráfica, se incluye la Figura 8.28. Es importante destacar que no se ha

encontrado ninguna solución para el triángulo de menor área.

Tabla 8.19: Invernadero. Solución

k-gon Solution(228, distancia, matriz, 0, 1, conv, ver, 1) Área

Triángulo ∅ —

Cuadrilátero
(113,104,180,28), (73,172,218,152)

54
(74,166,223,157), (74,171,218,166)

Pentágono (104,180,218,186,115) 39

Hexágono
Simple (104,180,218,186,159,115) 38,5

Convexo (104,180,218,186,173,115) 40

Tabla 8.20: Invernadero. Solución: Rectángulo de menor área

Rectangle(228, matriz, 0, 1, ver, 1) Área

(156,73,152,218) 60
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8. Resultados de la aplicación práctica

(a) Cuadrilátero

(b) Rectángulo (c) Pentágono

(d) Hexágono simple (e) Hexágono convexo

Figura 8.28: Invernadero. Solución
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8.2.2. Parcelación

En el ámbito de la ganadeŕıa, la parcelación consiste en dividir una finca ganadera

en parcelas más pequeñas con el objetivo de optimizar la gestión de los animales. Esta

estrategia se lleva a cabo por diversas razones, como son para facilitar la rotación de

pastos, manejo del ganado, aumentar la productividad y conservación del suelo y del

agua.

En este contexto, en la Figura 8.29 se muestran dos tipos de animales representados

por ćırculos rojos y azules, siendo la distribución que ah́ı aparece la t́ıpica para su

ubicación habitual. Se ha determinado también el contorno cerrado C. Debido a una

planificación que se quiere realizar sobre la finca, se quiere cercar el terreno para aislar

por completo a los animales del primer tipo de los del segundo tipo, minimizando la

longitud del peŕımetro vallado. Para lograrlo, en primer lugar, se determina el poĺıgono

reticulado P que se encuentra dentro de dicho contorno (Figura 8.30) y posteriormente se

definen las coordenadas (Figura 8.31) y los conjuntos necesarios para calcular la solución.

La naturaleza del problema indica que es un problema de separabilidad con obstáculos

arbitrarios.

Figura 8.29: Parcelación. Contorno cerrado C
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8. Resultados de la aplicación práctica

Figura 8.30: Parcelación. Poĺıgono reticulado P



Points = {p1, . . . , p312}
Polygon = {p1, . . . , p60}
PointsP = {p67, p75, p81, p85, p92, p100, p102, p114, p119, p121, p125, p129, p132, p139, p142,

p145, p152, p159, p167, p171, p178, p183, p184, p192, p196, p206, p209, p217, p220, p230, p242,

p244, p245, p252, p254, p257, p265, p273, p275, p277, p284, p289, p291}
SegmentsP = ∅
HolesP = ∅
O = {ContP, ContS, ContH}, donde:

ContP = {p159, p171, p183, p184, p196, p206, p209, p217, p220, p230, p242, p244, p245, p252,
p254, p257, p265, p273, p275, p277, p284, p289, p291}

ContS = ∅
ContH = ∅
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8.2. Problemas de separabilidad, problemas de la envolvente

Figura 8.31: Parcelación. Definición del poĺıgono reticulado

Las soluciones para poĺıgonos, tanto simples como convexos, se presentan en la Tabla

8.21. Cabe destacar que no se ha hallado ninguna solución para el cálculo del rectángulo.

Las representaciones geométricas de las soluciones previamente mencionadas se presentan

en la Figura 8.32.
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8. Resultados de la aplicación práctica

Tabla 8.21: Parcelación. Solución

k-gon Solution(312, distancia, matriz, 1, 1, conv, ver, 1) Peŕımetro

Triángulo (39,291,159) 18,85

Cuadrilátero (159,291,284,251) 17,88

Pentágono (159,291,284,273,206) 17,76

(a) Triángulo (b) Cuadrilátero

(c) Pentágono

Figura 8.32: Parcelación. Solución
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8.2. Problemas de separabilidad, problemas de la envolvente

8.2.3. Tumor cerebral (III)

En la Figura 8.33, se puede observar el contorno cerrado C de una región del cerebro,

donde se destaca en color gris oscuro un tumor. Debido el riesgo que representa, los

médicos han decidido eliminarlo a través de una intervención quirúrgica que minimice

al máximo el daño ocasionado a las células sanas circundantes. El objetivo principal es

calcular el poĺıgono de k lados de menor área que contenga al tumor. El planteamiento

del problema indica que se está ante un problema de la envolvente.

Para lograr el objetivo anterior, en primer lugar se genera el poĺıgono reticulado P

contenido dentro del anterior contorno (Figura 8.34), y a continuación, se definen las

coordenadas del poĺıgono (Figura 8.35) y de los conjuntos necesarios para calcular la

solución.

Figura 8.33: Tumor cerebral (III). Contorno cerrado C
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8. Resultados de la aplicación práctica

Figura 8.34: Tumor cerebral (III). Poĺıgono reticulado P



Points = {p1, . . . , p449}
Polygon = {p1, . . . , p89}
PointsP = {p146, p187, p216, p254, p267, p275, p277, p296, p324, p333, p336, p338, p341, p354, p377}
SegmentsP = S1 = {p300, p311, p320}
HolesP = H1 = {p218, p231, p244, p256, p255, p230}
O = {ContP, ContS, ContH}, donde:

ContP = PointsP

ContS = S1

ContH = H1
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8.2. Problemas de separabilidad, problemas de la envolvente

Figura 8.35: Tumor cerebral (III). Definición del poĺıgono reticulado

La Tabla 8.22 y la Figura 8.36 presentan las soluciones al utilizar los conjuntos

anteriores. En el caso del rectángulo, no se ha obtenido ninguna solución.

Tabla 8.22: Tumor cerebral (III). Solución

k-gon Solution(449, distancia, matriz, 0, 1, conv, ver, 1) Área

Triángulo (146,338,377) 83

Cuadrilátero
Simple (146,341,377,338) 73

Convexo (146,338,377,186), (146,377,338,291) 83,5

Pentágono
Simple (146,341,377,334,338) 65

Convexo (146,291,338,377,186) 84
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8. Resultados de la aplicación práctica

(a) Triángulo

(b) Cuadrilátero sim-

ple

(c) Cuadrilátero con-

vexo

(d) Cuadrilátero con-

vexo

(e) Pentágono sim-

ple

(f) Pentágono conve-

xo

Figura 8.36: Tumor cerebral (III). Solución
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Caṕıtulo 9

Paraleleṕıpedo de mayor volumen

y cualquier orientación contenido

en un Volumen de Interés (VOI)

En este caṕıtulo se presenta la resolución del último problema planteado en la Sección

1.1, relacionado con los Volúmenes de Interés (VOIs).

Industria de la piedra natural. Se cuenta con un bloque de granito de dimensiones

conocidas y se pretende utilizarlo para fines decorativos. Si se busca obtener el

máximo rendimiento del material, ¿cómo se podŕıa calcular el paraleleṕıpedo de

mayor volumen que puede ser tallado a partir de este bloque?

Para respaldar el resultado obtenido, se hace referencia al art́ıculo publicado por

Molano et al. [122]. De esta forma, se establece una conexión entre el resultado presentado

en este caṕıtulo y el conocimiento ya establecido en la literatura. Además, se logra

completar el último de los objetivos parciales que se establecieron en la Sección 1.6

dentro de esta Tesis Doctoral. La culminación de este proceso no solo refuerza el valor

de este caṕıtulo, sino que también establece un precedente para futuros trabajos que se

centren en problemas similares relacionados con los Volúmenes de Interés (VOIs).

[122] R. Molano, M. Ávila, J. C. Sancho, P. G. Rodŕıguez, and A. Caro, Finding the

largest volume parallelepipedon of arbitrary orientation in a solid, IEEE Access, 9

(2021), pp. 103600-103609.

Objetivo 6. Calcular el paraleleṕıpedo de mayor volumen y cualquier orientación que

está contenido en un Volumen de Interés (VOI).
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9. Paraleleṕıpedo de mayor volumen y cualquier orientación contenido en un

Volumen de Interés (VOI)

9.1. Poliedro reticulado

9.1.1. Definición

Sea K ⊂ S ⊂ R3 el convexo de mayor volumen contenido en el VOI S [25, 93] y

sea Omin = [a, b] × [c, d] × [e, f ], a, b, c, d, e, f ∈ Z el ortoedro de menor volumen que

contiene a K [18]. Se llama partición regular Π = Πx×Πy×Πz de orden r× s× t, a tres

colecciones ordenadas de r + 1, s + 1, t + 1 puntos igualmente espaciados que verifican:

Πx = {a = x0 < x1 < . . . < xr = b}
Πy = {c = y0 < y1 < . . . < ys = d}
Πz = {e = z0 < z1 < . . . < zt = f}

Sea GL = {(xi, yj , zk) : 0 ≤ i ≤ r, 0 ≤ j ≤ s, 0 ≤ k ≤ t}, la cuadŕıcula cúbica

formada por los puntos de la partición Π. Se define tamaño de partición, L = |xi+1−xi| =
|yj+1 − yj | = |zk+1 − zk|, a la longitud del lado de cada cubo formado por la cuadŕıcula

cúbica. Además, se dice que la partición Π̇ es más fina que la partición Π, si todos los

puntos de Π pertenecen a Π̇, y se denota como Π ⪯ Π̇.

Sea P el poliedro de mayor volumen cuyos puntos pertenecen a la cuadŕıcula GL

para una partición regular Π. Si las aristas del poliedro no intersectan excepto en sus

vértices, se dice que P es un poliedro reticulado (Figura 9.1).

Figura 9.1: Poliedro reticulado P

Sea ∂P la familia de puntos frontera de P pertenecientes a la cuadŕıcula cúbica GL,

y su complementario en P , ıP , los puntos del interior con coordenadas en GL. Entonces,

P = ∂P ∪ ıP donde #(∂P ) = n, #(ıP ) = o, #(P ) = N = n + o ≃ λn, λ ∈ N.
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9.1. Poliedro reticulado

9.1.2. Volumen de un poliedro reticulado

El teorema de Pick [31, 142] ofrece una expresión elegante para calcular el área de un

poĺıgono reticulado (Q). Este teorema se fundamenta en la relación entre el número de

puntos que residen en la frontera del poĺıgono (∂Q) y aquellos puntos que se encuentran

en su interior (ıQ), ambos pertenecientes a una cuadŕıcula con tamaño de partición L.

A(Q) =

(
#(ıQ) +

#(∂Q)

2
− 1

)
· L2

La extensión del concepto utilizado en el Teorema de Pick al espacio tridimensional

no es posible. Reeve [151, 152] demostró que no se puede establecer una relación similar

entre el volumen de un poliedro y el número de puntos con coordenadas enteras en

su interior y frontera, demostrando que las generalizaciones de conceptos geométricos

simples en dimensiones más altas pueden volverse mucho más complejas y a menudo no

tienen soluciones tan directas como en dimensiones más bajas.

Para resolver el problema, Reeve introduce un ret́ıculo secundario conocido como

ret́ıculo racional,

Z3
n = {x ∈ R3 : nx ∈ Z3}, n ≥ 1

donde Z3
1 = Z3.

Este ret́ıculo racional se convierte en una fuente adicional de información que resulta

suficiente para la determinación del volumen de los poliedros reticulados. En este sentido,

Ko lodziejczyk y Reay [101], derivaron la siguiente fórmula general:

Teorema 9.1.1. Si P es un poliedro reticulado en RN , entonces su volumen V (P ) se

expresa como:

V (P ) =
1

(N + 1)!

N∑
k=1

(−1)N−k

(
N − 1

k − 1

)
(Bk + 2Ik)

donde Bk = #(Z3
k ∩ ∂P ) y Ik = #(Z3

k ∩ ıP )

Si se considera el poliedro reticulado P en R3, entonces la fórmula se puede simplificar

de la siguiente forma:

V (P ) =
1

4!

3∑
k=1

(−1)3−k

(
2

k − 1

)
(Bk + 2Ik) =

1

4!
(B1 + 2I1 − 2(B2 + 2I2) + B3 + 2I3)
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9. Paraleleṕıpedo de mayor volumen y cualquier orientación contenido en un

Volumen de Interés (VOI)

9.2. Cálculo del paraleleṕıpedo de mayor volumen

contenido en un poliedro reticulado

9.2.1. Paralelogramos contenidos en un poliedro reticulado

(Algoritmo 9.1)

El Algoritmo 9.1, con coste computacional O(n3), calcula todos los paralelogramos

que están contenidos dentro del poliedro reticulado P . Si LP =< pi, pj , pk, ps > es uno

de los paralelogramos (Figura 9.2), entonces −−→pipj = −−→pkps, es decir, ps = pj − pi + pk.

Figura 9.2: Paralelogramo LP =< pi, pj , pk, ps >

El algoritmo recorre todos los puntos del poliedro reticulado P , con el objetivo de

buscar conjuntos de puntos < pi, pj , pk, ps > que formen un paralelogramo (ĺıneas 5 y 6).

Una vez encontrados, el algoritmo calcula el área correspondiente mediante el módulo del

producto vectorial de los vectores −−→pipj y −−→pipk (ĺınea 7), para luego incluir esta solución

en el conjunto global de resultados (ĺıneas 8 y 9).

Algoritmo 9.1 Paralelogramos(P)

Input: P : poliedro reticulado, #(P ) = N

Output: Paralelogramos

1 paralelogramos ← ∅
2 for i← 1 to N-3 do

3 for j ← i + 1 to N-2 do

4 for k ← j + 1 to N-1 do

5 ps ← pj − pi + pk

6 if ps ∈ P then

7 A← |−−→pipj ×−−→pipk| // Producto vectorial

8 LP ← (pi, pj , pk, ps, A)

9 Insert(paralelogramos, LP)

10 return paralelogramos

192



9.2. Cálculo del paraleleṕıpedo de mayor volumen contenido en un poliedro

reticulado

9.2.2. Paraleleṕıpedo de mayor volumen contenido en un poliedro

reticulado (Algoritmo 9.2)

Sea {A1, . . . , Au} el conjunto de las áreas de los paralelogramos calculados mediante

el Algoritmo 9.1, ordenadas de forma decreciente, y definidos de la siguiente forma:

A1 = {LP 1
1 , . . . , LP

1
n1
} = {< p1i1 , p

1
j1 , p

1
k1 , p

1
s1 >, . . . , < p1in1

, p1jn1
, p1kn1

, p1sn1
>}

...

Au = {LP u
1 , . . . , LP

u
nu
} = {< pui1 , p

u
j1 , p

u
k1 , p

u
s1 >, . . . , < puinu

, pujnu
, puknu

, pusnu
>}

donde area(LPm
t ) = Am, m ∈ {1, . . . , u}, t ∈ {1, . . . , nm} y Ap > Aq si p < q,

∀p, q ∈ {1, . . . , u}.

Si se denota LP como el conjunto de todos los paralelogramos contenidos en P ,

entonces:

LP = {A1, . . . , Au} =
{
LP 1

1 , . . . , LP
1
n1
, LP 2

1 , . . . , LP
2
n2
, . . . , LP u

1 , . . . , LP
u
nu

}
=

= {LP1, . . . , LPn1 , LPn1+1, . . . , LPn1+n2 , . . . , LPn1+n2+...+nu = LPM}

Definicion 9.2.1. Sean LP1, LP2 ∈ LP y π1 ≡ A1x + B1y + C1z + D1 = 0, π2 ≡
A2x+B2y+C2z+D2 = 0 los planos definidos por LP1 =< pi1 , pj1 , pk1 , ps1 > y LP2 =<

pi2 , pj2 , pk2 , ps2 >, respectivamente. Entonces, LP1 y LP2 son equipolentes (Figura 9.3)

si:  π1 y π2 son paralelos,
A1

A2
=

B1

B2
=

C1

C2
̸=

D1

D2−−−→pi1pj1 = −−−→pi2pj2 y −−−→pi1pk1 = −−−→pi2pk2

(a) Equipolentes (b) No equipolentes

Figura 9.3: Paralelogramos equipolentes, no equipolentes
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9. Paraleleṕıpedo de mayor volumen y cualquier orientación contenido en un

Volumen de Interés (VOI)

Además, LP1 y LP2 son fundamentales y se denota < LP1LP2 >, si existe un

paraleleṕıpedo LPP ⊂ P a partir de los paralelogramos anteriores, es decir, LPP =<

LP1LP2 > ⊂ P , con volumen:

V ol(LPP ) = |−−−→pi1pi2 · (−−−→pi1pj1 ×−−−→pi1pk1)|

definido como el módulo del producto mixto o triple producto escalar de los vectores
−−−→pi1pi2,

−−−→pi1pj1 y −−−→pi1pk1.

En la Figura 9.4, se presentan tres paralelogramos fundamentales que generan el

paraleleṕıpedo LPP =< LP1LP3 >.

Figura 9.4: Paralelogramos fundamentales

El Algoritmo 9.2 utiliza tres funciones. En primer lugar, la función Fundamentals(LP1,

LP2) que verifica si dos paralelogramos son fundamentales, y devuelve true en caso

afirmativo. Luego, la función Update(volume, LPP , LPP ) que realiza la actualización

de las soluciones, guardando siempre el paraleleṕıpedo con mayor volumen. Por último,

la función LPPmax(LPPa, LPPb), con LPPa =< LP 1
aLP

2
a > y LPPb =< LP 1

b LP
2
b >,

que devuelve el mayor paraleleṕıpedo a partir de los paralelogramos anteriores. El coste

computacional de cada una de esta funciones es constante.

El algoritmo recorre el conjunto de los paralelogramos previamente calculados en el

Algoritmo 9.1 (ĺıneas 3, 4, y 10), ordenados de manera decreciente según su área. A

medida que avanza, el algoritmo iterativamente calcula y actualiza la solución (ĺıneas 9

y 17), determinando el paraleleṕıpedo de mayor volumen que está contenido dentro del

poliedro reticulado P . El coste computacional es O(n3).
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9.2. Cálculo del paraleleṕıpedo de mayor volumen contenido en un poliedro

reticulado

Algoritmo 9.2 Paralelepipedos(paralelogramos)

Input: {A1, . . . , Au} =
{
LP 1

1 , . . . , LP
1
n1
, LP 2

1 , . . . , LP
2
n2
, . . . , LP u

1 , . . . , LP
u
nu

}
=

{LP1, . . . , LPn1 , LPn1+1, . . . , LPn1+n2 , . . . , LPn1+n2+...+nu = LPM} ,M ≃
kn, k ∈ N, Am = area(LPm)

Output: Paraleleṕıpedos de mayor volumen

1 max ← 0

2 paralelepipedos ← ∅
3 for a← 1 to M-2 do

4 for b← a + 1 to M-1 do

5 if (Aa = Ab and Fundamentals(LPa, LPb)) then

6 aux ← ∅
7 LPPa,b ←< LPaLPb >

8 Insert(aux, LPPa,b)

9 Update(max, LPPa,b, paralelepipedos)

10 for c← b + 1 to M do

11 if (Ab = Ac and Fundamentals(LPb, LPc)) then

12 LPPb,c ←< LPbLPc >

13 Insert(aux, LPPb,c)

14 LPP ← LPPmax(aux)

15 aux ← ∅
16 Insert(aux, LPP )

17 Update(max, LPP , paralelepipedos)

18 return paralelepipedos
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9. Paraleleṕıpedo de mayor volumen y cualquier orientación contenido en un

Volumen de Interés (VOI)

9.3. Cálculo del paraleleṕıpedo de mayor volumen

contenido en un VOI

Definicion 9.3.1. Sea K el convexo de mayor volumen contenido en el VOI S y Π una

partición regular definida sobre el ortoedro de menor volumen Omin que contiene a K,

con tamaño de partición L.

Se llama volumen inferior V (K,Π) y volumen superior V (K,Π), al poliedro

reticulado P de mayor volumen contenido en K y al poliedro reticulado P de menor

volumen que contiene a K, respectivamente, y ambos construidos por puntos de GL. Por

el Teorema 9.1.1,

V (K,Π) =
1

4!

3∑
k=1

(−1)3−k

(
2

k − 1

)
(Bk + 2Ik)

V (K,Π) =
1

4!

3∑
k=1

(−1)3−k

(
2

k − 1

)
(Bk + 2Ik)

con Bk = #(Z3
k∩∂P ), Ik = #(Z3

k∩ıP ), Bk = #(Z3
k∩∂P ) y Ik = #(Z3

k∩ıP ), k = 1, 2, 3.

Además, sean LPP y LPP los paraleleṕıpedos de mayor volumen contenidos en P y

P con volúmenes VLPP (K,Π) y VLPP (K,Π), respectivamente, y calculados a partir del

Algoritmo 9.2.

Proposicion 9.3.2. Si K es convexo, entonces V (K) = V (K), donde:

V (K) = sup{V (K,Π) : Π partición regular}
V (K) = inf{V (K,Π) : Π partición regular}

Demostración. Sea Π una partición regular más fina que Π̇ y Π̈. Por tanto, V (K, Π̇) ≤
V (K,Π) y V (K, Π̈) ≥ V (K,Π), luego V (K, Π̇) ≤ V (K,Π) ≤ V (K,Π) ≤ V (K, Π̈) lo

que implica V (K) ≤ V (K,Π) para toda partición regular Π. Además, como V (K) ≤
V (K,Π), se obtiene V (K) ≤ V (K). Finalmente, como K es convexo, V (K) = V (K).

El valor común V (K) = V (K) se llama volumen de K y se denota por V (K).

El Teorema 9.3.3 proporciona una demostración de cómo calcular el paraleleṕıpedo

de mayor volumen contenido en un VOI. Esto se logra realizando particiones regulares

cada vez más finas y aplicando el Algoritmo 9.2 sobre el ortoedro de menor volumen que

contiene al convexo de mayor volumen contenido en el VOI S.
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9.3. Cálculo del paraleleṕıpedo de mayor volumen contenido en un VOI

Teorema 9.3.3. Sea K convexo. Entonces, existe una sucesión de particiones regulares

{Πn}n∈N con Πi ⪯ Πi+1 para todo i, tal que

ĺım
n→∞

VLPP (K,Πn) = VLPP (K)

donde VLPP (K) es el volumen del mayor paraleleṕıpedo contenido en K.

Demostración. Por la Proposición 9.3.2, V (K) = V (K), luego se pueden construir dos

particiones regulares Π̇, Π̈ tal que |V (K, Π̈) − V (K, Π̇)| < ε, para todo ε > 0. Sea Π

una partición regular más fina que Π̇ y Π̈. Entonces, V (K,Π) ≤ V (K, Π̈) y V (K,Π) ≥
V (K, Π̇). Por tanto, |V (K,Π)− V (K,Π)| ≤ |V (K, Π̈)− V (K, Π̇)| < ε.

Como VLPP (K,Π) ≤ V (K,Π) y VLPP (K,Π) ≤ V (K,Π), entonces |VLPP (K,Π) −
VLPP (K,Π)| ≤ |V (K,Π)−V (K,Π)| < ε. Aśı, existe una sucesión de particiones regulares

{Πn}n∈N con Πi ⪯ Πi+1 para todo i tal que ĺım
n→∞

(VLPP (K,Πn)− VLPP (K,Πn)) = 0, de

manera que ĺım
n→∞

VLPP (K,Πn) = VLPP (K).
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Caṕıtulo 10

Descripción de los algoritmos

utilizados

10.1. Matriz de adyacencia

3.1. Orientation(P, Q, R) O(1)

Orientación de puntos en el plano.

3.2. Alignedp(P, Q, R) O(1)

Punto dentro de un segmento.

3.3. AlignedPol(P, poly) O(n,m)

Punto contenido en algún lado de un poĺıgono.

3.4. PointIn(P, poly) O(n,m)

Punto dentro de un poĺıgono.

3.5. Intersection(l1, l2) O(1)

Intersección de segmentos.

3.6. Intersectionp(l1, l2) O(1)

Punto de intersección de dos segmentos.

3.7. IntersectionPoly(l, s, poly, num) O(n,m2)

Intersección segmento–lado.

3.8. IntersectionPol(l) O(n2)

Intersección segmento–poĺıgono.

3.9. Matriz(Points) O(n5)

Matriz de adyacencia de un poĺıgono reticulado con obstáculos arbitrarios.
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10. Descripción de los algoritmos utilizados

10.2. Problemas de inclusión, Inc(Psim,Pk, µ)

4.1. PolygonsIncI(point1, point2, distancia, matriz) O(n3k)

Cálculo entre dos puntos del poĺıgono simple de k lados contenido en un poĺıgono reticulado

con obstáculos arbitrarios.

4.2. IntersectionLad(poly) O(k2)

Intersección de los lados de un poĺıgono.

4.3. Alignedc(polyk) O(k)

Puntos consecutivos alineados.

4.4. InterPointsP(poly) O(k2r)

Posición puntos–poĺıgono.

4.5. InterSegmentsP(poly) O(k2st)

Posición segmentos–poĺıgono.

4.6. InterHolesP(poly, hole) O(k2m)

Posición agujeros–poĺıgono.

4.7. Function(poly, fun) O(k)

Área o peŕımetro de un poĺıgono reticulado.

4.8. UpdateIncI(pol, fun) O(n2k)

Actualización de soluciones.

4.9. Duplicates(pol) O(n4k log k)

Eliminación de soluciones duplicadas.

4.10. SolutionIncI(N, distancia, matriz, fun) O(n5k)

Cálculo del poĺıgono simple de k lados de mayor área o peŕımetro contenido en un poĺıgono

reticulado con obstáculos arbitrarios.

4.11. Rect(poly) O(1)

Comprobar si un poĺıgono es un rectángulo.

4.12. RectangleIncI(N, matriz, fun) O(n5)

Cálculo del rectángulo de mayor área o peŕımetro contenido en un poĺıgono reticulado con

obstáculos arbitrarios.

4.13. Convex(poly) O(k)

Comprobar si un poĺıgono es convexo.

4.14. PolygonsConvexIncI(point1, point2, distancia, matriz) O(n3k)

Cálculo entre dos puntos del poĺıgono convexo de k lados contenido en un poĺıgono

reticulado con obstáculos arbitrarios.
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4.15. SolutionConvexIncI(N, distancia, matriz, fun) O(n5k)

Cálculo del poĺıgono convexo de k lados de mayor área o peŕımetro contenido en un

poĺıgono reticulado con obstáculos arbitrarios.

4.16. PolygonsIncR(point1, point2, first, iter, lados, distancia, matriz, fun) O(nk)

Cálculo entre dos puntos del poĺıgono simple de k lados de mayor área o peŕımetro

contenido en un poĺıgono reticulado con obstáculos arbitrarios.

4.17. UpdateIncR(poly, fun, distancia) O(k)

Actualización de soluciones.

4.18. SolutionIncR(N, distancia, matriz, fun) O(nk)

Cálculo del poĺıgono simple de k lados de mayor área o peŕımetro contenido en un poĺıgono

reticulado con obstáculos arbitrarios.

4.19. StartIncR(point1, point2, distancia, matriz, fun) O(nk)

Inicio del proceso recursivo.

4.20. RectangleIncR(N, matriz, fun) O(n6)

Cálculo del rectángulo de mayor área o peŕımetro contenido en un poĺıgono reticulado con

obstáculos arbitrarios.

4.21. SolutionConvexIncR(N, distancia, matriz, fun) O(nk)

Cálculo del poĺıgono convexo de k lados de mayor área o peŕımetro contenido en un

poĺıgono reticulado con obstáculos arbitrarios.

4.22. SolutionInc(N, distancia, matriz, fun, conv, ver) O(n5k, nk)

Cálculo del poĺıgono simple o convexo de mayor área o peŕımetro contenido en un poĺıgono

reticulado con obstáculos arbitrarios.

4.23. RectangleInc(N, matriz, fun, ver) O(n5, n6)

Cálculo del rectángulo de mayor área o peŕımetro contenido en un poĺıgono reticulado con

obstáculos arbitrarios.

201
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10.3. Problemas de separabilidad, Sep(Psim,Pk, O, µ)

5.1. PolygonsSepI(point1, point2, distancia, matriz) O(n3k)

Cálculo entre dos puntos del poĺıgono simple de k lados que contiene a un conjunto O y

está contenido en un poĺıgono reticulado con obstáculos arbitrarios.

5.2. DifferenceP(set, cont) O(r)

Diferencia de conjuntos.

5.3. InterPointsP2(poly, diff) O(kr)

Posición puntos–poĺıgono.

5.4. DifferenceSH(set, cont) O(t2, h2)

Diferencia de conjuntos.

5.5. InterSH(poly, cont, diff) O(kst, kmh)

Posición segmentos–poĺıgono, agujeros–poĺıgono.

5.6. SolutionSepI(N, distancia, matriz, fun, upd) O(n5k)

Cálculo del poĺıgono simple de k lados de mayor o menor área o peŕımetro que contiene a

un conjunto O y está contenido en un poĺıgono reticulado con obstáculos arbitrarios.

5.7. UpdateSepI(pol, fun, upd) O(n2k)

Actualización de soluciones.

5.8. RectangleSepI(N, matriz, fun, upd) O(n5)

Cálculo del rectángulo de mayor o menor área o peŕımetro que contiene a un conjunto O

y está contenido en un poĺıgono reticulado con obstáculos arbitrarios.

5.9. SolutionConvexSepI(N, distancia, matriz, fun, upd) O(n5k)

Cálculo del poĺıgono convexo de k lados de mayor o menor área o peŕımetro que contiene

a un conjunto O y está contenido en un poĺıgono reticulado con obstáculos arbitrarios.

5.10. PolygonsSepR(point1, point2, first, iter, lados, distancia, matriz, fun, upd)

O(nk)

Cálculo entre dos puntos del poĺıgono simple de k lados de mayor o menor área o peŕımetro

que contiene a un conjunto O y está contenido en un poĺıgono reticulado con obstáculos

arbitrarios.

5.11. UpdateSepR(poly, fun, distancia, upd) O(k)

Actualización de soluciones.

5.12. SolutionSepR(N, distancia, matriz, fun, upd) O(nk)

Cálculo del poĺıgono simple de k lados de mayor o menor área o peŕımetro que contiene a

un conjunto O y está contenido en un poĺıgono reticulado con obstáculos arbitrarios.
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5.13. StartSepR(point1, point2, distancia, matriz, fun, upd) O(nk)

Inicio del proceso recursivo.

5.14. RectangleSepR(N, matriz, fun, upd) O(n6)

Cálculo del rectángulo de mayor o menor área o peŕımetro que contiene a un conjunto O

y está contenido en un poĺıgono reticulado con obstáculos arbitrarios.

5.15. SolutionConvexSepR(N, distancia, matriz, fun, upd) O(nk)

Cálculo del poĺıgono convexo de k lados de mayor o menor área o peŕımetro que contiene

a un conjunto O y está contenido en un poĺıgono reticulado con obstáculos arbitrarios.

5.16. SolutionSep(N, distancia, matriz, fun, upd, conv, ver) O(n5k, nk)

Cálculo del poĺıgono simple o convexo de k lados de mayor o menor área o peŕımetro

que contiene a un conjunto O y está contenido en un poĺıgono reticulado con obstáculos

arbitrarios.

5.17. RectangleSep(N, matriz, fun, upd, ver) O(n5, n6)

Cálculo del rectángulo de mayor o menor área o peŕımetro que contiene a un conjunto O

y está contenido en un poĺıgono reticulado con obstáculos arbitrarios.

10.4. Unificación de problemas: Inclusión, Separabilidad y

Envolvente

7.1. Solution(N, distancia, matriz, fun, upd, conv, ver, prob) O(n5k, nk)

Cálculo del poĺıgono simple o convexo de k lados de mayor o menor área o peŕımetro

que contiene a un conjunto O y está contenido en un poĺıgono reticulado con obstáculos

arbitrarios.

7.2. Rectangle(N, matriz, fun, upd, ver, prob) O(n5, n6)

Cálculo del rectángulo de mayor o menor área o peŕımetro que contiene a un conjunto O

y está contenido en un poĺıgono reticulado con obstáculos arbitrarios.

10.5. Paraleleṕıpedo de mayor volumen

8.1. Paralelogramos(P) O(n3)

Paralelogramos contenidos en un poliedro reticulado.

8.2. Paralelepipedos(paralelogramos) O(n3)

Paraleleṕıpedos de mayor volumen contenido en un poliedro reticulado.
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Caṕıtulo 11

Conclusiones y trabajos futuros

11.1. Conclusiones

La conclusión principal de esta Tesis Doctoral se deduce del Algoritmo 7.1: cálculo

del poĺıgono simple o convexo de k lados de mayor o menor área o peŕımetro que contiene

a un conjunto O y está contenido en un poĺıgono reticulado o Región de Interés (ROI)

con obstáculos arbitrarios, como puntos, segmentos y agujeros. Si es necesario calcular

el área o el peŕımetro de un rectángulo en lugar de un poĺıgono simple o convexo, se

dispone del Algoritmo 7.2 para llevar a cabo esta tarea.�
�

�


Algoritmo 7.1. Solution(N, distancia, matriz, fun, upd, conv, ver, prob)

Algoritmo 7.2. Rectangle(N, matriz, fun, upd, ver, prob)

El Algoritmo 7.1 consta de ocho parámetros: N , indica el número del puntos del poĺıgono

reticulado; k = distancia +1, define el número de lados del poĺıgono a calcular; matriz,

que es la matriz de adyacencia; fun, indica si calcular el área (fun = 0 ) o el peŕımetro

(fun = 1 ); upd, permite seleccionar el valor máximo (upd = 0 ) o mı́nimo (upd = 1 );

conv, ofrece la opción de obtener un poĺıgono simple (conv = 0 ) o convexo (conv =

1 ); ver, permite elegir entre una versión iterativa (ver = 0 ) o recursiva (ver = 1 ) del

algoritmo; y finalmente, prob, determina si resolver un problema de inclusión (prob = 0 )

o un problema de separabilidad o envolvente (prob = 1 ).

La presencia de estos ocho parámetros y la habilidad para calcular poĺıgonos con

cualquier número de lados permiten que tanto el Algoritmo 7.1 como el Algoritmo 7.2,

ofrezcan una amplia variedad de posibilidades para adaptarse a diferentes necesidades.

Ya no es necesario implementar algoritmos para calcular, por ejemplo, un pentágono

convexo de mayor peŕımetro contenido en un poĺıgono reticulado o un rectángulo de
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menor área que contenga a una ROI. A través de estos únicos algoritmos, es posible

obtener soluciones para cualquier escenario, ya sea maximizando o minimizando el área

o el peŕımetro, generando un poĺıgono simple o convexo, utilizando un algoritmo iterativo

o recursivo, o incluso, resolviendo problemas de inclusión, separabilidad o envolvente.

Además, se ha resuelto un problema relacionado con Volúmenes de Interés (VOIs),

lo que ampĺıa aún más el alcance de la investigación y su interés en la aplicación de

soluciones prácticas.

Esta conclusión principal está estrechamente relacionada con el objetivo principal

establecido en la Sección 1.6 y desempeña un papel fundamental al contribuir al logro de

los seis objetivos parciales descritos en esa misma sección. De esta manera, el Caṕıtulo

4 Problemas de inclusión, Inc(Psim,Pk, µ), permite conseguir los objetivos parciales 1 y

2; el Caṕıtulo 5 Problemas de separabilidad, Sep(Psim,Pk, O, µ), el objetivo parcial 3;

el Caṕıtulo 6 Problemas de la envolvente, Enc(Psim,Pk, µ), el objetivo parcial 4; y por

último, el Caṕıtulo 9 Paraleleṕıpedo de mayor volumen y cualquier orientación contenido

en un Volumen de Interés (VOI), el objetivo parcial 6. El objetivo parcial 5, orientado

hacia el desarrollo del pseudocódigo y el código fuente en los lenguajes de programación

Python y Java, ha sido considerado de gran importancia para obtener las soluciones del

Caṕıtulo 8 Resultados de la aplicación práctica.

11.2. Trabajos futuros

En esta Tesis Doctoral, se han identificado dos direcciones en las que se podŕıa dar

continuidad la investigación presentada.

En primer lugar, seŕıa respecto al coste computacional. Actualmente, los Algoritmos

7.1 y 7.2 presentan variaciones significativas en términos de coste, dependiendo de la

versión desarrollada, ya sea la iterativa o la recursiva. En el caso de la primera versión,

los costes son O(n5k) y O(n5), respectivamente. Mientras que para la segunda versión,

los costes ascienden a O(nk) y O(n6), respectivamente. Una dirección de investigación

podŕıa centrarse en el desarrollo de un nuevo algoritmo capaz de reducir estos costes

computacionales, lo que tendŕıa un impacto significativo en la optimización geométrica.

En segundo lugar, otra área de interés consistiŕıa en desarrollar una interfaz gráfica

diseñada para representar los puntos del poĺıgono reticulado y, posteriormente, aplicar

los algoritmos 7.1 y 7.2 para calcular la solución deseada. Esto no solo simplificaŕıa la

comprensión de los resultados por parte de los usuarios, sino que también haŕıa que

la herramienta fuera más práctica en aplicaciones del mundo real. De este modo, se

contribuiŕıa a la resolución de problemas relacionados con la geometŕıa computacional.

206



Bibliograf́ıa

[1] A. Acharyya, M. De, S. C. Nandy, and S. Pandit, Variations of largest rec-

tangle recognition amidst a bichromatic point set, Discrete Applied Mathematics,

286 (2020), pp. 35–50.

[2] A. Aggarwal, J.-S. Chang, and C. K. Yap, Minimum area circumscribing

polygons, The Visual Computer, 1 (1985), pp. 112–117.

[3] A. Aggarwal, M. Klawe, S. Moran, P. Shor, and R. Wilber, Geometric

applications of a matrix searching algorithm, in Proceedings of the second annual

symposium on Computational geometry, 1986, pp. 285–292.

[4] A. Aggarwal and J. Park, Notes on searching in multidimensional monotone

arrays, in 29th Annual Symposium on Foundations of Computer Science, 1988,

pp. 497–512.

[5] A. Aggarwal and S. Suri, Fast algorithms for computing the largest empty rec-

tangle, in Proceedings of the third annual symposium on Computational geometry,

1987, pp. 278–290.

[6] S. Alqazzaz, X. Sun, X. Yang, and L. Nokes, Automated brain tumor seg-

mentation on multi-modal mr image using segnet, Computational Visual Media, 5

(2019), pp. 209–219.
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lung der Beweise derer sich Herr von Leibnitz und anderer Mechaniker in dieser

Streitsache bedienet haben, etc, 1746.

[92] H. Kaplan and M. Sharir, Finding the maximal empty rectangle containing a

query point, arXiv preprint arXiv:1106.3628, (2011).

[93] N. Karmakar and A. Biswas, Construction of an approximate 3d orthogo-

nal convex skull, in Computational Topology in Image Context: 6th International

Workshop, CTIC 2016, Marseille, France, June 15-17, 2016, Proceedings 6, Sprin-

ger, 2016, pp. 180–192.
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