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1. Introduction

Le but de ce travail, est d’affaiblir les hypothèses du Théorème du point
fixe en utilisant les notions suivantes : Applications faiblement contractantes
(voir la définition 1), applications vérifiant la propriété (L.I.) (voir la définition
2), applications regular-global-inf(r.g.i.)[1] et applications à graphe fermé. On
mentionne et on donne des résultats sur le Théorème du point fixe en utili-
sant les notions mentionnées précédemment. Cela d’une part, d’autre part, on
fait appel à la convergence uniforme d’une suite d’applications, d’un espace
métrique vers lui même, ayant des points fixes ou des points presque fixes afin
de montrer quelques résultats sur le Théorème du point fixe. A l’aide de ces
résultats, on donne quelques applications.

Dans la section 2, on donne quelques exemples et quelques remarques
conçernant les applications faiblement contractantes.

Dans la section 3, on mentionne et on donne quelques résultats du Théo-
rème du point fixe des applications faiblement contractantes :

1. Théorème de H.L. Hicks et B.E. Rhoades [7], qui utilise la notion d’orbite
O(x) = {x, f(x), f2(x), . . . } et la semi-continuité inférieure de l’applica-
tion x → d(x, f(x)) où f une application d’un espace métrique (E, d)
dans lui même et x un élément de E.

2. Théorème de W.A. Kirk et L.M. Saliga [10], qui utilise la mesure de
noncompacité de Kuratowski [12] et la notion regular-global-inf(r.g.i.)[1].

3. Théorème 2, qui utilise la notion du graphe fermé et qui généralise le
Théorème de H.L. Hicks et B.E. Rhoades [7].
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4. Théorème 3, qui utilise la notion des applications vérifiant la propriété
(L.I.)(voir la définition 2).

Dans les sections 4 et 5, on cherche d’une part, à déterminer l’existence des
points fixes d’une application f : (E, d) → (E, d) sachant que f est la limite
uniforme d’une suite d’applications (fn)n faiblement contractantes. D’autre
part, à approcher l’ensemble des point fixes de f à l’aide des points fixes des
applications fn.

A l’aide de ces résultats, on donne dans la section 6 quelques applications.

2. Applications faiblement contractantes et applications
vérifiant la propriété (L.I.)

Rappelons la définition d’une application contractante : Soient (E, d) un
espace métrique et f : E → E une application. On dit que f est une application
contractante s’il existe un réel k ∈ [0, 1[ tel que pour tout (x, y) ∈ E2 on ait
d(f(x), f(y)) ≤ kd(x, y).

Définition 1. Soient (E, d) un espace métrique et f : E → E une appli-
cation. On dit que f est une application faiblement contractante s’il existe un
réel k ∈ [0, 1[ tel que pour tout x ∈ E on ait d(f(f(x)), f(x)) ≤ kd(f(x), x).

Exemples 1. a) Toute application contractante est faiblement contrac-
tante.

b) On considère l’application f : R+ → R+ définie par :

f(x) =











1
4nx+ (2n− 1

2) si x ∈ [2n, 2n+ 2[∩(R \Q), n ∈ N∗
1
2x+ n si x ∈ [2n, 2n+ 2[∩Q, n ∈ N∗
1
2x si x ∈ [0, 2[.

L’application f est faiblement contractante mais elle n’est ni contrac-
tante, ni à graphe fermé et ni continue sur R+.

c) On muni l’espace R2 de la norme euclidienne et, on considère l’applica-
tion g : R2 → R2 définie par g(x, y) = (x,−y/2) pour tout (x, y) ∈ R2.
L’application g est faiblement contractante et continue sur R2, mais elle
n’est pas contractante sur R2.
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d) On considère l’application h : R+ → R+ définie par :

h(x) =











−nx+ 1 +
n
∑

k=1

1

k
si x ∈ [ 1

n+1 ,
1
n
], n ∈ N∗

x si x ∈ [1,+∞[∪{0}.

L’application h est faiblement contractante et à graphe fermé, mais elle
n’est ni contractante et ni continue sur R+.

Remarque 1. Si f est une application contractante de l’espace métrique E
vers lui même alors k′ ≤ k, où

k = sup
{d(f(x), f(y))

d(x, y)
: (x, y) ∈ E2, x 6= y

}

et

k′ = sup
{d(f(f(x)), f(x))

d(f(x), x)
: x ∈ E, x 6= f(x)

}

.

Dans le cas où (E, d) est complet, l’application f admet un seul point fixe a.
Ce point a est la limite d’une suite : x0 ∈ E, f(xn) = xn+1, n ∈ N. De plus,
d(xn, a) ≤

kn

1−k · d(x1, x0) et d(xn, a) ≤
k′

n

1−k′ · d(x1, x0). Si k
′ < k alors k′

n

1−k′ <
kn

1−k , n ∈ N. Ainsi, pour l’approximation du point a on utilise la constante k′

qui rend cette approximation meilleure que si on utilise la constante k.

Exemple 2. On considère la fonction f : R → R définie par :

f(x) =











1
16 si x ∈]−∞,−1

4 [

x2 si x ∈ [−1
4 , 0[

0 si x ∈ [0,+∞[.

On a

sup
{ |f(f(x))− f(x)|

|f(x)− x|
: x ∈ R, x 6= f(x)

}

=
1

5

et

sup
{ |f(x)− f(y)|

|x− y|
: (x, y) ∈ R2, x 6= y

}

=
1

2
,

donc

sup
{ |f(f(x))− f(x)|

|f(x)− x|
: x ∈ R, x 6= f(x)

}

< sup
{ |f(x)− f(y)|

|x− y|
: (x, y) ∈ R2, x 6= y

}

< 1.
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Remarque 2. a) Le théorème classique de J. Caristi [4] cité de la façon
suivante : Soit f : E → E une application d’un espace métrique complet
(E, d) vers lui même. S’il existe une application ψ : E → R+ semi-continue
inférieurement sur (E, d) telle que d(x, f(x)) ≤ ψ(x) − ψ(f(x)) pour tout
x ∈ E, alors f admet un point fixe, nous permet de retrouver la notion
d’application faiblement contractante. Il suffit pour cela, de considèrer l’ap-
plication ψ : E → R+ définie par ψ(x) = 1/(k−1) ·d(x, f(x)) pour tout x ∈ E
et k ∈ [0, 1[ fixé.

b) H.L. Hicks et B.E. Rhoades [7] ont étudié la notion d’applications fai-
blement contractantes mais suivant une orbite i.e. il existe un élément x ∈ E
tel que d(f(f(y)), f(y)) ≤ kd(f(y), y) pour tout y ∈ O(x) = {x, f(x), . . . }.

Définition 2. Soient (E, d) un espace métrique et f : E → E une applica-
tion. On dit que f vérifie la propriété (L.I.), si pour chaque x0 ∈ E il existe un
élément x ∈ E tel que lim infn→∞ d(fn(x0), x) = 0 , alors lim infn→∞ d(fn(x0),
f(x)) = 0.

Remarque 3. Si f est continue sur E alors la fonction f vérifie la propriété
(L.I.).

Exemple 3. Soient ε2 un plan affine euclidien, (δ1), (δ2) et (δ) trois droites
affines de ε2 parallèles et distinctes deux à deux telles que d((δ), (δ1)) = 9

4 .
Soient (D) une droite affine de ε2 orthogonale à (δ) en un point A. Soient
(P1) et (P2) deux demi-plans fermés de frontières (δ1) et (δ2) respectivement
et ne contenant pas (δ). On définit l’application f : (P1)∪ (P2)∪ (δ)→ (P1)∪

(P2) ∪ (δ) de la façon suivante : si M ∈ (P1 ∪ P2) alors SD(
−→
M)M ′ = 1

3

−−−→
M ′M ,

où SD désigne la symétrie orthogonale par rapport à (D). Si M ∈ (δ) \ {A}

alors SD(
−→
M)N1 = 1

3

−−−→
N1M et

−−−→
N1M

′ = ~u, où
−−→
AB = ~u et (δ1) ∩ (D) = {B}. Si

M = A alors M ′ = M = A.
L’application f est faiblement contractante et vérifie la propriété (L.I.),

mais elle n’est ni contractante, ni à graphe fermé et ni continue sur (P1) ∪
(P2) ∪ (δ).

3. Théorème du point fixe d’une application
faiblement contractante

Rappelons d’abord la définition d’une application regular-global-inf(r.g.i.)
[1]. Soit E un espace topologique et F une application de E dans R. L’appli-
cation F est dite r.g.i. en un élément x0 de E, si F (x0) > inf{F (x) : x ∈ E}
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implique qu’il existe ε > 0 tel que ε < F (x0) − inf{F (x) : x ∈ E} et un
voisinage Vx0

de x0 tel que F (x) > F (x0)− ε pour tout x ∈ Vx0
.

F est dite r.g.i. sur E si elle est r.g.i. pour tout x ∈ E. Dans tout ce qui
suit on considère le cas où inf{F (x) : x ∈ E} 6=∞.

Proposition 1. (voir [10]) Soit (E, d) un espace métrique et F une ap-
plication de E dans R. Alors, F est r.g.i. sur E si, et seulement si, pour
toute suite (xn)n ⊂ E, la condition “ limn→∞ F (xn) = inf{F (x) : x ∈ E} et
limn→∞ xn = x0” implique que F (x0) = inf{F (x) : x ∈ E}.

Remarque 4. a) Si f : (E, d) → (E, d) est une application à graphe fermé
et si inf{d(x, f(x)) : x ∈ E} = 0 alors, F : x→ d(x, f(x)) est r.g.i. sur (E, d).

b) Soit f : (E, d) → (E, d) une application. Si inf{d(x, f(x)) : x ∈ E} = 0
et si F : x → d(x, f(x)) est semi-continue inférieurement sur (E, d) alors,
F : x→ d(x, f(x)) est r.g.i. sur (E, d).

Dans la suite de cet article, on considère l’application F définie par F (x) =
d(x, f(x)) pour tout x ∈ E, par Lc = {x ∈ E : d(x, f(x)) ≤ c}, c ∈ R+ et par
µ la mesure de noncompacité de Kuratowski [12]. Récemment W.A. Kirk et
L.M. Saliga ont donné le résultat suivant :

Théorème 1. (voir [10]) Si (E, d) est un espace métrique complet et f
une application de E dans E vérifiant les conditions

(i) f est faiblement contractante sur E ;

(ii) il existe α ∈]0, 1[ tel que µ(f(Lc)) ≤ αµ(Lc) pour tout c > 0 ;

(iii) l’application F est r.g.i. sur E,

alors, l’ensemble des points fixes Fix(f) est non vide et compact. De plus,
si (xn)n est une suite de E telle que limn→∞ d(xn, f(xn)) = 0, alors
limn→∞ d(xn,Fix(f)) = 0.

Théorème 2. Soient (E, d) un espace métrique complet et f : E → E
une application faiblement contractante. Si le graphe de f est fermé, alors
l’ensemble des points fixes Fix(f) est non vide et fermé dans (E, d).

Preuve. Il suffit d’utiliser le résultat suivant, mentionné par H.L. Hicks et
B.E. Rhoades [7] : Si f est une applications faiblement contractantes suivant
chaque orbite O(x), x ∈ E, et f est à graphe fermé sur E, alors f admet un
point fixe.
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Remarque 5. a) L’hypothèse du théorème “f est à graphe fermé ” est in-
dispensable pour conclure que f admet un point fixe ; car on peut trouver des
applications faiblement contractantes, à graphes non fermés et n’admettant
pas de points fixes.

Exemple 4. On considère l’application f : R → R définie par
f(x) = 1

2(x − [x]) si x ∈ R∗ , et f(0) = 1
2 , où [x] désigne la

partie entière du réel x. Cette application n’est pas à graphe fermé
et n’admet aucun point fixe sur R, pourtant elle est faiblement
contractante sur R.

b) L’ensemble des points fixes Fix(f) n’est pas forcément compact ; par
exemple, si on considère l’application h : R+ → R+ définie par :

h(x) =

{

−nx+ 1 +
∑n

k=1
1
k

si x ∈ [ 1
n+1 ,

1
n
] n ∈ N∗

x si x ∈ [1,+∞[∪{0},

l’ensemble Fix(h) = [1,+∞[∪{0} n’est pas compact.

Théorème 3. Soient (E, d) un espace métrique complet et f : E → E
une application faiblement contractante. Si f vérifie la propriété (L.I.) alors
f admet un point fixe.

Preuve. Soit x0 ∈ E fixé. La suite (xn)n≥0 définie par xn+1 = f(xn), n ∈ N,
converge vers un élément a de E. Et, comme f vérifie la propriété (L.I.), on
en déduit que lim infn→∞ d(fn(x0), f(a)) = 0. Donc, il existe une sous-suite
(fψ(n)(x0))n≥0 de la suite (fn(x0))n∈N qui converge vers f(a) ; et, par suite
f(a) = a.

4. Approximation du point fixe d’une application à l’aide d’une
suite d’applications faiblement contractantes

A partir du théorème de Khamsi concernant les applications nonexpansives
des espaces métriques à structure uniformément normale (voir [8, théorème
10]), on obtient le résultat suivant :

Théorème 4. Soit (E, d) un espace métrique borné, complet et à struc-
ture uniformément normale. Si {fn : E → E; n ∈ N} est une suite d’applica-
tions vérifiant les conditions
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(i) Pour chaque n ∈ N, il existe kn ∈ [0, 1[ tel que d(fn(x), fn(y)) ≤ kn ·
d(x, y), pour tout (x, y) ∈ E2.

(ii) La suite {fn : E → E; n ∈ N} converge uniformément vers une applica-
tion f sur E.

Alors, l’ensemble des points fixes Fix(f) est non vide et fermé dans (E, d).

Preuve. Les fonctions fn, n ∈ N, sont continues sur E et la suite {fn : E →
E; n ∈ N} converge uniformément vers une application f sur E, donc l’appli-
cation f est continue sur E. Les conditions (i) et (ii) impliquent que

d(f(x), f(y)) ≤ lim inf
n→∞

(kn).d(x, y) ≤ lim sup
n→∞

(kn) · d(x, y) ∀(x, y) ∈ E2.

Si lim infn→∞(kn) < 1 alors, l’application f est contractante sur E et
admet un unique point fixe. Si lim infn→∞(kn) = 1 alors lim infn→∞(kn)
= lim supn→∞(kn) = 1 et d(f(x), f(y)) ≤ d(x, y) pour tout (x, y) ∈ E2.
Et comme (E, d) est borné, complet et à structure uniformément normale,
l’ensemble des points fixes Fix(f) est non vide et fermé dans (E, d).

Remarque 6. On obtient le même resultat du théorème 4 si on remplace la
condition (E, d) borné et à structure uniformément normale par la condition :

(iii’) Il existe n0 ∈ N tel que
⋃

n≥n0
fn(E) est relativement compacte

dans E.

Théorème 5. Soient (E, d) un espace métrique complet et {fn : E →
E; n ∈ N} une suite d’applications faiblement contractantes telles que :

(i) Pour chaque n ∈ N il existe αn ∈ [0, 1[ tel que µ(fn(Ln,c)) ≤ αnµ(Ln,c)
pour tout c > 0, où Ln,c = {x ∈ E : d(x, fn(x)) ≤ c}.

(ii) La suite {fn : E → E; n ∈ N} converge uniformément vers une applica-
tion f sur E.

(iii) Il existe n0 ∈ N) et η ∈ R+∗ tel que pour tout c ∈]0, η[ Lc ⊂ Ln0,c.

(iv) L’application F : x→ d(x, f(x)) est r.g.i. sur E.

Alors, l’ensemble des points fixes Fix(f) est non vide et compact.

Preuve. Les applications fn, n ∈ N, sont faiblement contractantes donc
pour chaque n ∈ N, inf{Fn(x) : x ∈ E} = 0. D’après la condition (ii) et
comme 0 ≤ F (x) ≤ Fn(x)+ supy∈E(d(fn(y), f(y))), pour tout (x, n) ∈ E×N,
on a inf{F (x) : x ∈ E} = 0.
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Pour chaque n ∈ N, inf{Fn(x) : x ∈ E} = 0 et d’après la condition (i),
on a limc→0+ µ(Ln,c) = 0, pour tout n ∈ N. En effet, fn, n ∈ N, est une
application faiblement contractante sur E, donc fn(Ln,c) ⊂ Ln,c pour tout
(n, c) ∈ N × R+∗. Soit n ∈ N, on pose rn = limc→0+ µ(Ln,c). D’après (i),
limc→0+ µ(fn(Ln,c)) ≤ αnrn. Soit c > 0 ; pour tout réel d′ > µ(fn(Ln,c)) il
existe une collection finie {Ei}i de parties de E, de diamétres inférieurs ou
égals à d′ et telles que fn(Ln,c) ⊂

⋃

iEi. Donc,

Ln,c ⊂
⋃

i

{x ∈ E : il existe y ∈ Ei tel que d(x, y) ≤ c}.

Par suite µ(Ln,c) ≤ d′ + c pour tout d′ > µ(fn(Ln,c)). Donc, µ(Ln,c) ≤
µ(fn(Ln,c))+ c. Lorsque c tend vers 0+, on obtient 0 ≤ rn ≤ αnrn ; et, comme
αn ∈ [0, 1[, on déduit que rn = limc→0+ µ(Ln,c) = 0 pour chaque n ∈ N. Et,
en particulier pour n = n0.

La condition (iii) implique que µ(Lc) ≤ µ(Ln0,c) pour tout c ∈]0, η[, donc
limc→0+ µ(Lc) = 0. On a l’application F : x → d(x, f(x)) est r.g.i. sur E,
inf{F (x) : x ∈ E} = 0 et limc→0+ µ(Lc) = 0, donc d’après [10, théorème 2.2],
l’ensemble des points fixes Fix(f) est non vide et compact.

Corollaire 1. Soient (E, d) un espace métrique complet et {fn : E →
E; n ∈ N} une suite d’applications faiblement contractantes telles que :

(i) Pour chaque n ∈ N il existe αn ∈ [0, 1[ tel que µ(fn(Ln,c)) ≤ αnµ(Ln,c)
pour tout c > 0.

(ii) Les applications Fn : x → d(x, fn(x)), n ∈ N, sont semi-continues infé-
rieurement sur E.

(iii) La suite {fn} converge uniformément vers une application f sur E.

(iv) Il existe n0 ∈ N et η ∈ R+∗ tels que pour tout c ∈]0, η[ Lc ⊂ Ln0,c.

Alors, l’ensemble des points fixes Fix(f) est non vide et compact,
limn→∞ d(xn,Fix(f)) = 0 où xn ∈ Fix(fn), n ∈ N, et limc→0+ D(Lc,Fix(f))
= 0 où D désigne la distance de Hausdorff.

Preuve. Les applications Fn : x→ d(x, fn(x)), n ∈ N, sont semi-continues
inférieurement sur E, donc F l’est aussi ; et, par suite F et Fn, n ∈ N, sont
r.g.i. sur E. On suit presque les mêmes démarches du théorème 5 et en tenant
compte du [10, théorème 2.2], on obtient Fix(f) et Fix(fn), n ∈ N, sont non
vides et compacts, limn→∞ d(xn,Fix(f)) = 0 où xn ∈ Fix(fn), n ∈ N, et
limc→0+ D(Lc,Fix(f)) = 0.
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Il est facile de prouver la remarque suivante :

Remarque 7. a) Soient (E, d) un espace métrique et f : E → E une appli-
cation telle que :

(i) le graphe de l’application f est fermé ;

(ii) f(E) est relativement compacte dans E.

Alors, f est continue sur E.

b) Soient (E, d) un espace métrique complet et {fn : E → E; n ∈ N} une suite
d’applications telles que :

(i) {fn} converge simplement vers une application f sur E ;

(ii) il existe n0 ∈ N tel que
⋃

n≥n0
fn(E) est relativement compacte dans E.

Alors, f(E) est relativement compacte dans E.

Théorème 6. Soient (E, d) un espace métrique complet et {fn : E →
E; n ∈ N} une suite d’applications faiblement contractantes telles que :

(i) La suite {fn} converge uniformément vers une application f sur E.

(ii) Il existe n0 ∈ N tel que
⋃

n≥n0
fn(E) est relativement compacte dans E.

(iii) Pour chaque n ∈ N, le graphe de l’application fn est fermé.

Alors, f est continue sur E, l’ensemble des points fixes Fix(f) est non vide et
compact et limn→∞ d(xn,Fix(f)) = 0 où xn ∈ Fix(fn), n ∈ N.

Preuve. On suit les mêmes démarches que dans la démonstration du thé-
orème 5, on obtient inf{F (x) : x ∈ E} = 0. Et, d’après la remarque 7, f
est continue sur E et f(E) est précompacte dans E. Ce qui implique que
l’ensemble des points fixes Fix(f) est non vide et compact.

Montrons que limn→∞ d(xn,Fix(f)) = 0 où xn ∈ Fix(fn), n ∈ N. En effet,
supposons le contraire : il existe ε > 0 tel que pour tout N ∈ N il existe n ≥ N
vérifiant d(xn,Fix(f)) ≥ ε. Donc, il existe ε > 0 et une suite strictement
croissante (φ(n))n≥0 telle que d(xφ(n),Fix(f)) ≥ ε. Or pour la suite (xφ(n))n≥0

il existe une sous-suite (xψ(φ(n)))n≥n0
qui converge vers un élément x de E.

De plus,

f(x) = lim
n→∞

f(xψ(φ(n))) = lim
n→∞

fψ(φ(n))(xψ(φ(n))) = lim
n→∞

xψ(φ(n)) = x,

donc x ∈ Fix(f), ce qui est absurde, puisque d(xψ(φ(n)), x) ≥ d(xψ(φ(n)),
Fix(f)) ≥ ε > 0 pour tout entier n ≥ n0.
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5. Points presque fixes approximativement

Définition 3. Soient (E, d) un espace métrique, E une partie non vide
de X et f : E → X une application. On dit que f vérifie la propriété du point
presque fixe approximativement (p.p.p.f.a.) s’il existe une suite d’applications
{fn : E → X; n ∈ N} telle que :

(i) La suite {fn} converge uniformément vers l’application f sur E.

(ii) Il existe x ∈ E et une suite (xn)n d’éléments de E à partir d’un certain
rang vérifiant limn→∞ d(fn(xn), xn) = 0 et limn→∞ d(xn, x) = 0.

Exemple 5. On considère la série entière réelle

f(x) =

+∞
∑

n=1

anx
n où an = (1 +

(−1)n

n
)n

2

, n ∈ N∗, x ∈]− e−1, e−1[.

On pose X = f(]− e−1, e−1[), E = [0, b] (0 < b < e−1) et fn(x) =
∑n

k=1 akx
k,

n ∈ N∗. On a :

(i) La suite {fn : E → X; n ∈ N∗} converge uniformément vers l’application
f sur E.

(ii) Il existe une suite (n−22−n
2
)n d’éléments de E à partir d’un certain rang

vérifiant limn→∞ d(fn(xn), xn) = 0 et limn→∞ d(xn, 0) = 0.

L’élément 0 est un point fixe de f .

Théorème 7. Soient (X, d) un espace métrique complet et E une partie
fermée de X. Si f : E → X est une application p.p.p.f.a. sur E et F : E → R
est r.g.i. sur E, alors l’ensemble des points fixes Fix(f) est non vide et fermé
dans E.

Preuve. f : E → X est une application p.p.p.f.a. sur E, donc il existe
un élément x ∈ E et une suite (xn)n d’éléments de E à partir d’un certain
rang vérifiant limn→∞ d(fn(xn), xn) = 0 et limn→∞ d(xn, x) = 0. Et, comme
0 ≤ F (x) ≤ Fn(x) + supy∈E(d(fn(y), f(y))), pour tout (x, n) ∈ E × N, on en
déduit que limn→∞ F (xn) = 0. L’application F : E → R étant r.g.i. sur E, on
obtient ainsi, F (x) = 0.

Remarque 8. Le théorème 7 généralise les théorèmes précédents 4, 6 et la
remarque 6.
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Théorème 8. Soient (E, d) un espace métrique localement compact et
f : E → E une application vérifiant les conditions suivantes :

(i) f(E) est borné.

(ii) Il existe une suite d’applications {fn : E → E; n ∈ N} qui converge
uniformément vers f sur E.

(iii) Il existe une suite (xn)n dans E telle que limn→∞ d(fn(xn), xn) = 0.

(iv) L’application F : x→ d(x, f(x)) est r.g.i. sur E.

Alors, l’ensemble des points fixes Fix(f) est non vide et compact.

Preuve. D’après la condition (iii), il existe une suite (xn)n d’éléments de
E vérifiant limn→∞ d(fn(xn), xn) = 0. Donc, limn→∞ d(f(xn), xn) = 0 ; et,
comme f(E) est borné, la suite (xn)n est bornée. Il existe donc r > 0 et a ∈ E
tels que la boule compacte B[a, r] contient la suite (xn)n. Ainsi, il existe une
sous suite (xφ(n))n de la suite (xn)n qui converge vers un élément x de E.
L’application F étant r.g.i. sur E, on en déduit que F (x) = 0.

6. Applications

Application 1. Méthode d’Aitken. La méthode d’Aitken se présente
de la façon suivante : si (un)n est une suite réelle qui converge vers un réel l,
non stationnaire, telle que (un+1 − l)(un − l)

−1 a une limite k ∈]0, 1[, alors la
suite (vn)n définie à partir d’un certain rang par vn = un−[(δun)

2(δ2un)
−1] où

δun = un+1−un et δ2un = δ(δun), converge vers la même limite l et sa vitesse
de convergence est plus rapide que celle de (un)n. Donc, on peut appliquer
cette méthode à des suites données par u0 ∈ R et un+1 = f(un) pour n ∈ N,
où f est d’un des types suivants :

(1) faiblement contractante et à graphe fermé ;

(2) faiblement contractante et vérifie la propriété (L.I.),

(3) faiblement contractante, µ(f(Lc)) ≤ αµ(Lc) pour tout c > 0 avec
α ∈ [0, 1[, et F est r.g.i.

Application 2. Soient (X, ‖ · ‖) un espace vectoriel normé, E une partie
de X compacte et étoilée en un point x0 de E où f : (E, ‖ · ‖E)→ (E, ‖ · ‖E)
est une application vérifiant les conditions suivantes :

(i) ‖f(fn(x))− f(x)‖E ≤ ‖fn(x)− x‖E où fn(x) = (1− 1/n) · f(x) + 1/n ·
f(x0), n ∈ N∗ et x ∈ E.

(ii) L’application f est à graphe fermé.
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Alors, l’ensemble des points fixes Fix(f) est non vide et compact et,

lim
n→∞

d(xn,Fix(f)) = 0,

où xn ∈ Fix(fn), n ∈ N.

Preuve. D’après le théorème 6 on a (E, ‖ · ‖E) est complet et : (i) la suite
{fn : E → E; n ∈ N∗} converge uniformément vers l’application f sur E. Les
applications fn, n ∈ N∗, sont faiblement contractantes sur E, kn = 1− 1

n
; (ii)

⋃

n≥1 fn(E) est relativement compacte dans E ; (iii) Pour chaque n ∈ N∗, le
graphe de l’application fn est fermé.

Donc, l’ensemble des points fixes Fix(f) est non vide et compact et,

lim
n→∞

d(xn,Fix(f)) = 0

où xn ∈ Fix(fn), n ∈ N.

Application 3. Ce résultat est inspiré de [10, théorème 3.5]. On suppose
qu’il existe une fonction θ : R+ × R+ → R+ vérifiant

lim
(t,s)→(0,0)
(t,s)∈(R+)2

θ(t, s) = 0.

Théorème 9. Soient E une partie bornée, fermée et convexe d’un espace
de Banach (X, ‖ · ‖), et f : (E, ‖ · ‖E) → (E, ‖ · ‖E) une application vérifiant
les conditions suivantes :

(i) Il existe α ∈]0, 1[ tel que ‖f(x)− f(m)‖ ≤ ‖x−m‖ pour tout x ∈ E et
pour tout m = (1− α)x+ αf(x).

(ii) ‖f(x)− f(y)‖ ≤ θ(‖x− f(x)‖, ‖y − f(y)‖) pour tout (x, y) ∈ E2.

Alors, f admet un unique point fixe si, et seulement si, F est r.g.i. sur E.

Preuve. D’après (i) et, comme E est une partie bornée et convexe de l’es-
pace de Banach (X, ‖ · ‖), on a : inf{F (x) : x ∈ E} = 0 ( voir[7, p.98]). Pour
chaque c > 0 et pour chaque (x, y) ∈ (Lc)

2,

‖x− y‖ ≤ θ(‖x− f(x)‖, ‖y − f(y)‖) + 2c;

de plus, limc→0+ θ(‖x− f(x)‖, ‖y − f(y)‖) = 0. Donc, limc→0+ diam(Lc) = 0.
Ainsi, on déduit le résultat tout en utilisant le théorème de M. Angrisani et
M. Clavelli [1].
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Application 4. A partir du théorème 3.3 (resp. 3.4) mentionné par D.
O’Regan [14], on peut affaiblir la continuité (resp. la demi-continuité) de l’hy-
pothèse de ces deux théorèmes par la notion r.g.i. (resp. faiblement r.g.i.[10]).

Théorème 10. Soient (E, ‖·‖) un espace de Banach, C une partie convexe
de E, U une partie ouverte de C contenant 0 et f une application de U dans
C vérifiant les conditions suivantes :

(i) f(U) est borné.

(ii) Si (xn)n ⊂ U et λ ∈ [0, 1], alors la condition limn→∞ ‖xn − λf(xn)‖ = 0
implique que (xn)n est une suite de Cauchy.

(iii) Pour tout y ∈ U il existe ε > 0 tel que : s’il existe λ ∈ [0, 1] tel que
‖y − λf(y)‖ < ε, alors λ · f admet un point fixe dans U .

(iv) Pour chaque λ ∈ [0, 1], l’application Fλ : x → ‖x − λf(x)‖ est r.g.i
sur U .

Alors, soit que f admet un point fixe dans U , soit qu’il existe λ ∈]0, 1[ et
x ∈ ∂U tels que x = λ · f(x).

Théorème 11. Soient (E, ‖·‖) un espace de Banach, C une partie convexe
de E, U une partie ouverte de C contenant 0 et f une application de U dans
C vérifiant les conditions (i), (ii) et (iii) du théorème précédent et

(iv’) Pour chaque λ ∈ [0, 1], l’application Fλ : x→ ‖x−λf(x)‖ est faiblement
r.g.i sur U .

Alors, soit que f admet un point fixe dans U , soit qu’il existe λ ∈]0, 1[ et
x ∈ ∂U tels que x = λ · f(x).
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