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INTRODUCCION

Los espacios (LF) , limite inductivojde sucesiones de espacios de Fréchet,
fueron introducidos por J. Dieudonné y L. Schwartz [5] . En ecse trabajo
se llama espacio (LF) lo que posteriormente se llamd espacio (LF) estricto,
reservandose el término (LF) para aquellos espacios que son limite induc-
tivo de una sucesidn de espacios de Fréchet, cada uno de los cuales esta
continuamente incluido en el siguiente (pero no necesariamente es isomorfo
a un subespacio del siguiente; caso estricto).

En [5] se estudian las propiedades mas inmediatas de los espacios (LF)
y en [10] , G. Kéthe prueba el clasico Teorema de completitud de los
espacios (LF) estrictos, abriendo la cuestién, inicialmente planteada por
A. Grothendieck, de si todo espacio (LF) es completo, o al menos si la com-
plecién de.todo espacio (LF) es un espacio (LF). En [9] , §31.6., se
exhibe un espacio (LB) que no es completo . Asimismo, a partir del descu-
brimiento de espacios (LF) metrizables (Grothendieck [7] ), se obtiene una
vasta clase de espacios (LF) cuya compleci6én no es un espacio (LF), ya
que ningln espacio (LF) puede ser Fréchet.

La existencia de espacios (LF) metrizables suministra, a su vez, abun-
dante informacidén en el estudio del antiguo problema del cociente separable,
planteado por S. Banach en 1932. A saber, ;todo espacio de Banach infinito-

dimensional posee un cociente (médulo un subespacio cerrado) infinito-dimensional

y separable?



Por otro lado, existe una estrecha relacién entre varios tipos de espa-
cios (LF) y espacios localmente convexos de tipo Baire, que son estudiados
en el Capitulo 1 del presente trabajo. En particular, existen espacios (LF)
que son tonelados pero no son quasi-Baire, que son quasi-Baire pero no son
Baire-like y que son Baire-like pero no supratonelados. Todo ello llevé
a S§. Saxon y P. P. Narayanaswami a clasificar el conjunto de todos los es-
pacios (LF) en tres clases disjuntas no triviales, llamadas espacios (LF)
de tipo i (i = 1,2,3). Esta clasificacién conduce a un estudio mas fino de
la estructura de los espacios (LF) y a nuevos enfoques de problemas relati-
vos a la teoria, como el de complecidn de espacios (LF) antes mencionado.

En el presente trabajo se lleva a cabo untestudio de la teoria de los
espacios (LF) de tipe i, obteniéndose resultados relativos a subespacios,
productos, compleciones y limites inductivos de espacios (LF) de tipo i
utilizdndose estos resultados para obtener una nueva caracterizacidn del
problema del cociente separable.

Comienza el trabajo con un priier capitulo introductorio de las distintas
clases de espacios localmente convexos de tipo Baire (sin animo de ser
exhaustivo) y de sus propiedades mas inmediatas. Se incluyen varias técnicas
de construccién de topologias de Fréchet para uso posterior.

El capitulo 2 es un estudio sistemAtico de los distintos tipos de espa-
cios (LF). Se estudian sus relaciones con los espacios de tipo Baire y se

prueba que espacios (LF) de tipo i sirven para distinguir entre espacios

tonelados, quasi-Baire, Baire-like y supratonelados. Dado que algunos de

estos resultados son conocidos y estadn dispersos en la literatura, se hace
hincapié en mostrar las mutuas relaciones entre los espacios, que culmina
en la Figura 1 y Ejemplos subsiguientes.

En el Capitulo 3 se estudian propiedades hereditarias de espacios (LF)
de tipo i , con atencidn especial a los subespacios y subespacios comple-
mentados de espacios (LF) y aportando una respuesta al antiguo problema de
la complecién de espacios (LF). En relacidén con la complecidén de espacios
(LF) se sugieren varios problemas abiertos.

En el Capitulo 4 se demuestra una nueva caracterizacién del problema
del cociente separable, explotando para ello ciertas propiedades de los
espacios (LF) metrizables y de los espacios de tipo Baire estudiados en
el Capitulo 1.

El autor desea agradecer la hospitalidad del Departamento de Matemati-
cas de la Universidad de Maryland donde fue desarrollado parte del presen-
te trabajo durante su estancia alli como becario Fulbright. En particu-
lar mi agradecimiento a los profesores Denis Gulick y John Horvath por su
ayuda y excepcional cordialidad en todo momento. El autor desea expresar
también su reconocimiento al profesor Steve Saxon de la Universidad de
Florida, con quien tuvo la fortuna de compartir su afio sabatico en la
Universidad de Maryland. Varias ideas de este trabajo surgieron de fruc-
tiferas conversaciones y, en particular, la solucidén al problema de la

complecidén de espacios (LB) de tipo i tuvo su origen en una conjetura



presentada al autor por el Profesor S. Saxon.
Mi agradecimiento finalmente a Manuel Roza por la elaboracién de la

Figura 1. Su esmerado trabajo transformé una marafia ininteligible de lineas

en una ordenada y nitida clasificaci6n de espacios.

Capitulo 1

ESPACIOS DE TIPO BAIRE

Un conjunto A de un espacio topoldgico se dice que es raro
o
o nunca denso si A = a4 .

Un espacio localmente convexo Hausdorff (siempre definido sobre el
cuerpo XK de nimeros reales o complejos) se dice que es

a) de Baire, si E no es la unién de una sucesidn (creciente)‘de conjun—
tos raros.

b) Unordered Baire-like , o brevemente U.B.L. ( [19] ), si E no es la
unibén de una sucesidn arbitraria de discos raros (disco = conjunto convexo
y equilibrado).

c) Supratonelado o (DB), si posee la siguiente propiedad de Robertson,
Tweddle y Yéomans ( [12] ): Si E es la unién de una sucesidn creciente de
subespacios lineales, al menos uno de ellos es denso y tonelado.

d) Baire-like ( [13] ), si E no es la unién de una sucesidn creciente
de discos raros.

e) quasi-Baire ( [13] ), si E es tonelado y no es unibén de una suce-—
sion creciente de subespacios raros.

A partir de las definiciones se deduce ficilmunte que: espacio localmente




convexo de Baire = U.B.L. =% (DB) =% Baire-like =% quasi-Baire =%
Tonelado. Todas las implicaciones, excepto la segunda, son inmediatas. La se-
gunda es consecuencia de la caracterizacidén de A. R. Todd y S. Saxon de

espacios U.B.L. (ver [19] Theorem 2.2.).

Aunque no serdn utilizados en el presente trabajo, cabe mencionar que
M. Valdivia y P. Pérez-Carreras ( [21] ) introducen la clase de espacios
totalmente tonelados, que son aquellos espacios E que satisfacen la siguiente
condicién: Si E es la unién de una sucesién de espacios lineales {_En o,
para algin ne N, En es tonelado y codim(En} es finita.

Claramente U.B.L. ==p» totalmente tonelado —= (DB) y existen ejemplos
distinguiendo las tres clases de espacios.

Los espacios introducidos hasta aqui, con excepcién de los espacios de
Baire, tienen la propiedad comin de ser estables para la toma de subespacios
de codimensién numerable (propiedad caracteristica de la tonelacidn). Teoremas
demostrando esta propiedad hereditaria aparecen en [13] , [17] , [19] ¥

[21] . . Para espacios de Baire ef: (2],

I. Amemiya y Y. komura ( [1] ) probaron que todo espacio metrizable y
tonelado es Baire-like y S. Saxon ( [13] ) generalizb este resultado pro-
bando que todo espacio tonelado que no contiene a ¢ es Baire-like. Aqui
p denota un espacio lineal de dimensién algebraica numerable provisto de la
més fina topologia localmente convexa y se dice que un espacio vectorial
topolégico E contiene a ¥ si E posee un subespacio lineal que, provisto

de la topologia relativa, es topolégicamente isomorfo a ) . Recordamos que

¢ no es metrizable pues de serlo, seria un espacio de Baire de dimensién
algebraica numerable, que es imposible.

Tal y como veremos, con excepcidén de los espacios (LF) metrizables, to-
do espacio (LF) contiene una copia de ¢ y esta propiedad caracteristica
sirve a su véz para distinguir los espacios tonelados de los espacios
quasi-Baire y éstos de los espacios Baire-like. La incidencia de ¢ en la
topologia de un producto no numerable de espacios localmente convexos es
notable (ver [13] , Theorem 1.4.). Por otro lado es bien sabido que todo
subespacio cerrado de codimensidén numerable de un espacio tonelado tiene

complemento topolégico isomorfo a ) . Ademis

Proposicién 1.1. Sea E un espacio tonelado. Las condiciones siguientes

son equivalentes
a) E no es guasi-Baire
b) E contiene un subespacio cerrado de codimensidn numerable
c) E contiene una copia complementada de ¢ .
Démostracién:
La equivalencia b) &) c¢) resulta de la indicacidn justo antes de la

Proposicidn. Para probar . b) = a) sea M un subespacio cerrado de codimen-

si6n numerable y sea {xl ¥ x2 5.++} una base de Hamel de un complemento
algebraico de M . Cada éspacio Mn =Me sp(xl,...,xn) nelN , es un sub-—
espacio cerrado propio de E y, en particular, nunca denso. Puesto que

E :L)Mn » E no es quasi-Baire. Finalmente probemos a) = b) . Si el espacio

tonelado E no es quasi-Baire, existe una sucesidn estrictamente creciente

de subespacios cerrados {E } tal que E =UE . Obtenemos entonces inducti-
n n



s . - E,
vamente una sucesién biortogonal {(x, , £.)}cExE! tal que x. ¢E . - B,

. - . f El
y fi(Ei) = {0} para todo ieN . En efecto, sea B = By E1 Ve

- i e E £, oyeae,
tal que fl(xl) =1l y fl(El) = {0} . Elegidos X0 Xy © y 5

i,j% - E = {0}
fke E' tales que fi(xj) = Gij (i,j<k) , ¥, = Ei+1 Ei y fi( i) {
i=1,...,k , se toma un punto yeE g: = Ek+1 y se define

k ‘
7 - se toma f cE
e = y - fi(y)xi . Puesto que Rt = E s E TR desi

i=1
. - = {0} . Claramente f _(x,) =§_.
tal gue f‘k+1(xk+1) =t fk+1(Ek+1) t i ij

(i,j%k+1) y la induccidn queda completada. El subespacio lineal de dimension

i i cio
numerable N = sp {xi : 1€F{} es un complemento algebraico del subespa

cerrado M = () Ker(f.) . En efecto, es claro que MAN = {0} . Sea xcE
i
fed,

y sea ne N tal que x¢ E

. Se sigue que f (x) = O para todo j2n+l.
n+l J

n
Por tanto z = 2: f (x)x.eN , x-zeM y X =2 + (x =z)

G

Corolario 1.2. Dentro de la clase de espacios que no contienen una copla
LR ar- Y s

i 3 i solo si es quasi-Baire.
complementada de y , un espaclo es tonelado si y q

: v
Terminamos este capitulo mostrando varias técnicas de construccién de

topologias de Fréchet que ser4n usadas con frecuencia a lo largo del trabajo.

i & cada uno de
Lema 1.3. Sean (El ,rl) y (EZ, Fz) espacios de Fréchet

ellos incluido continuamente en un espacio topolégico Hausdorff X . Sobre el
la topologia localmente convexa con base de entornos

i i E E
espacio lineal 1n 9

”
de o T={uUunv; UE Fl A P2 } es Fréchet.

Demostracidn:

I' ecs metrizable pues Tl v Pz lo son. Si {x } es una sucesidn
n

r-Ccauchy en Eln E2 , entonces {x } es, "a fortiori', de Cauchy en (E1 ,Fl)
n

y en (E2 ,Fz) . Por tanto {xn} converge por Pi hacia algin z, € Ei .

i=1,2 y, por hipbtesis, {xn} converge hacia z, , 1 =1,2 para la
i
topologia de X. Por la unicidad del limite en X , él =2z, y ese valor

comin es ciertamente el TI-limite de la sucesién {x } . Por tanto I es
n

también una topologia completa.

Lema 1.4. Sea E wun espacio normado con bola unidad cerrada B y sea

F un espacio localmente convexo Hausdorff completo tal que E estid conti-

nuamente incluido en F. Si B es la clausura de B en F , la envolvente

lineal FD =sp (B) es un espacio de Banach para la topologia de la norma

~

que tiene como bola unidad cerrada B.

Demostracidn:

Puesto que F es completo y la aﬁlicécién inyeccibn canénica Ecy F
es continua, B es un conjunto absolutamente convexo acotado y completo
de F. Por tanto la norma 'gauge' de B define en FO una topologia de
espacio de Banach en virtud del Teorema 3?3.4. de [8] . Para esta topologia

B es ciertamente la bola unidad cerrada de T

Lema 1.5. Sea Q : (F,T) —> (G, t) una aplicacién lineal continua

entre espacios de Fréchet y sea (G1 ’Tl) un espacio de Fréchet incluido




-1

continuamente en (G, t) . Entonces sobre Fl =Q (Gl) la topologia Tl

1 :
con base de entornos de 0 {UNQ (V) ; Uerl , Ve Tl} es Fréchet.
Demostracidn:

: ;3 _ oL
v Claramente P1 es metrizable. Sea (xn} una sucesion F1 Cauchy en .

. crdetEn de T
Puesto que QIF - (F1 ,rl)-‘—% (Gl, 11) es continua por definicién =
1
{Q(xn)} converge por T, hacia ye Gl y, "a fortiori", converge por T
en G. Por otro lado, {x } es también r-Cauchy y TI-convergente hacia xeF.
’ n ;
. -1
Por tanto {Q(xn)} converge por T a Q(x) y en consecuencia XxeQ (Gl) = F1
= torno de 0 cualquiera. Existe entonces n_eWN tal
Sea UMNQ (V) un Pl—en o 4
i - i >
que si ngno . Q(xn) -yeVvV y x xeU . Por tanto si n_no -
-1
-1 -1 : _ i
Q (Q(xn) -y)cQ (V) esdecir x - xeQ (V) , probando que {xn} co
verge a x por I y (F ,Pl} es, por tanto, un espacio de Fréchet.

1 4!

Corolario 1.6. Bajo las hipbétesis del Lema 1.5., si (FsP) ¥ (Gl, 11)

son espacios de Banach, entonces {Fl’ r también es un espacio de Banach.

1)
Demostraciodn:
Por el Lema 1.5., {F1 ,Fl) es un espacio completo. También es normable

pues UN Q_l(v) es un Pl—entorno acotado de 0 si U y V son entornos

acotados de 0 por I y T respectivamente.

Capitulo 2

ESPACIOS (LF) DE TIPO i (i=1,2 ,3)

Una sucesidn (E: % de espacios de Fréchet se dice que es una
n n

sucesidén inductiva si
a E E
) L % nsy Para todo ne W,

b) La inclusidén canénica (E ,t1 )Cy (E , 1_ ) es continua para cada
n n n+ n+1

1
n e N,

Si en la condicién b) 1las inclusiones candnicas son incluso abiertas
(es decir, isomorfas sobre su imagen), entonces se dice que la sucesién
inductiva es estricta. El espacio lineal E =(J E se llama envolvente

' F B
lineal de la sucesién inductiva (E ,t )
n n

Dos sucesiones inductivas se dice que son equivalentes, si cada miembro

de una sucesidén estéd continuamente incluido en algin miembro de la otra

(en particular, ambas poseen la misma envolvente lineal).

Una sucesién inductiva estricta puede ser equivalente a una sucesién

inductiva no estricta, como se comprueba con el siguiente

Ejemplo 2.1. Sean 11 y s los espacios de Banach y de Fréchet respec—
tivamente de sucesiones sumables y de sucesiones de decrecimiento rédpido. Para

cada ne N se define



(n veces 1 )

E =1 % ...xlix{()}x... .

n 1

(n veces 1 )

F:]_x...xllxsx{O}x... 1

n 1.
provistos de las topologias producto LI Tn respectivamente. La suce=
s i i6 i « Sin
sidn {En, Tn) es estricta y la sucesion (Fn ,Wn) no es estricta
embargo son equivalentes pues las inclusiones canénicas Enc;,Fn y
F C»E son continuas para cada neiN .
n n+1
Un espacio localmente convexo Hausdorff (E,t) se dice que es un espacio
(LF) (respectivamente un espacio (LF) estricto) si (E,t) es el limite
inductivo de alguna sucesidén inductiva (respectivamente inductiva estricta)
de espacios de Fréchet (E ,t ) . Ello significa que E es la envolvente
n’ n
lineal de los espacios E_ y que Tt es la més fina topologia localmente
n
convexa (Hausdorff) en E que hace continuas a todas las inclusiones cané-
nicas (E ,7T )JC3(E,Tt) , nelN.
n’ n
Si cada espacio (E_,71 ) es un-espacio de Banach, (E, 1) sedice que es
n’ n
un espacio (LB) . Definicién obvia para espacios (LB) estrictos. Cualquiera
de 1las anteriores situaciones se escribira (E, ¢) = lim (En,,Tn) o bien
E = lim E cuando las topologias son conocidas por el contexto.
n
Es bien sabido que si auh es una base de entornos de 0 en (En ,tn) ,
neN , una base de entornos de 0 en (B, ) = lim (En ,Tn) viene dada por
-
la familia de todas las envolventes absolutamente convexas [ (U Un)
fi=1
donde U varia en auh , nelN
n

Si E = lim E  es un espacio (LF) y F un espacio localmente convexo
n

cualquiera, una aplicacién lineal u : E —» F es continua si1 y solo si

para cada neIN , uel es continua, donde I  denota la inclusidén candnica
n n

de E en E .
n

Para la teoria general de los espacios (LF) y, en particular, para los
conocidos resultados de J. Dieudonné, L. Schwartz y G. Kothe, se remite a
[s] , [9] ¥y [10] .

El siguiente Teorema sera de uso frecuente a lo largo del trabajo

Teorema 2.2. (De equivalencia) Sea (E ,t) = lim (E ,t ) ¥y
e n ' n

(E,¥) = 1im (F.,¥,) . Las siguientes condiciones son equivalentes
J J

a) {(E ,t )} y {(F,,¥.)} son sucesiones equivalentes.
n’ n J i

b) 1 =¥

c¢) EI inferior de 1 y Y es una topologia Hausdorff.

Demostracién:

Claramente a) => b) => c¢) . Probemos c¢) => a) . Sea ne N fijo.

Puesto que E es un espacio (DB) (ya que E es Fréchet), de la relacidn
n n

En = L} Enﬂ F. se sipue la existencia de un indice jeIN tal que
j dJ

F=EMN Fj es denso y tonelado en (E , t ) . Por la hipétesis c) , se
n n' n

aplica el Lema 1.3. para dotar a F de una topolégia de Fréchet I'. Del

Teorema de la Aplicacidn Abierta de Ptak aplicado a la identidad continua

(F,T) — (F, Tn,F) resulta

(1)

En particular F es cerrado en (E ,t ) y se sigpue F =E , es decir
n’ n n

aqcFﬁ . De (1) se deduce asimismo que la inclusidn (En, THJC_;(Fi, Ti}



es continua. De forma anidloga se prueba que cada (Fj ,wj) estid continuamente

incluido en algin (En,tn) y a) queda probado.

De este Teorema de Equivalencia se deduce que el espacio E = lim En
del Ejemplo 2.1. es un espacio (LB) estricto cuya topologia puede ser de-

P { } i mada r SpaC S
f d or sucesion F que no es estricta ni esta f{)] d po e 10
iniaa 13.

de Banach. Sin embargo

Proposicién 2.3. Si (E_,t ) es una sucesién inductiva estricta de
n

: , : o - fiois
espacios de Fréchet, equivalente a la sucesién inductiva (Fn, wn} de espac

de Banach, entonces para cada nelN , (EIl ,rn) es un espacio de Banach.

Demostracidn:

Para cgda nelN , existe kel y existe peN tal que Enc ch Ep y

L T . Pero

i &
T < ¥ t . De donde se sigue Tp,E < Wk‘E Ex
n n

< y ¥ =
p Fk k klEn n

estas desigualdades son, de hecho, %gualdades, deduciéndose que g 8 la

topologia normada wk]En )

Médiante sencillas manipulaciones pueden construirse sucesiones inductivas

con propiedades adicionales interesantes. Asi por ejemplo

Proposiéién 2.4. Todo espacio (LF) posee una sucesién inductiva tal que

cada espacio de la sucesidén no es denso en el siguiente

Demostracidn:

Sea E = lim E_ un espacio (LF) . Para cada nelN sea x e F - F
n n n+l n
y sea E = Fn 2] sp(xn) provisto de la topologia Fréchet suma directa.
Se tiene obviamente E ¢ F = F i.E (clausuras en E ) y las su-
n n+1 n n+1 n+l

cesiones {En} v {F } son equivalentes.
n i

Por el contrario se tiene

Proposicién 2.5. Si para el espacio (LF) (E,T) = lim (E ,t ) se
n’ n

tiene que En es denso en (E 3 ) para cada ne N , entonces Ei
(y por tanto todo En ) es denso en (E , 1)

Demostracidn:
Sea V un Tt-entorno abierto de xeE y sea nelN tal que xeE .
i n
Entonces V(]En es un abierto no vacio en (E ,t ) que, por hipdtesis,
: < TR ¢

corta a En . Por tanto VNE N es un abierto no vacio de E g, Repi-
n—

tiendo n veces el argumento, se concluye VNE, 9 .

Proposicién 2.6. Sea (E ,t) = lim (E ,t ) un espacio (LF). Las si-
i’

guientes condiciones son equivalentes

a) E es un espacio (LF) estricto

b =
) TIE T Ppara cada nelN .,

n

c) E es t-cerrado en E para cada ne W,
n

d) E es T —cerrado en E para cada ne N .
n n+1 n+1l

Demostracidn:



Para a) => b) ver [9] 19.4.1. La primcra demostracidén de esta pro-
piedad de los espacios (LF) estrictos aparece en el trabajo original de J.
Dieudonné y L. Schwartz ([5] Proposition 2 )

b) => ¢) y c¢) =» d) son triviales. Para probar finalmente d) => a)

son topologias de Fréchet y % 2 Por

T .
nstese que 1, ¥ Tl wile

el Teorema de la Aplicacién Abierta, ambas topologias son iguales.

puesto que limites inductivos de espacios tonelados son tonelados, todo

espacio (LF) es tonelado. En la siguiente Proposicidén hacemos uso de un re-

sultado posterior (cf. Teorema 2.10.) para demostrar ademis

pProposicién 2.7.

a) Ningln espacio (LF) es (DB)
b) Ningin espacio (LB) es Baire-like

¢) Ningéin espacio (LF) estricto es quasi-Baire

Demostraciébn:
| i i a spacio
a) Si el espacio (LF) (E,t) = lim (En ,rn) fuese (DB) , algin esp

(E rl ) seria denso en E ¥ tonelado. El Teorema de la Aplicacidn Abierta
’
n E

n
i i i i ue E
de Ptak aplicado a la identidad (En ,Tn) — {En, rlEn) implica g 2

ir E =E , contradiciendo que la sucesién E
es cerrado en E es decir s g
es estrictamente creciente
i i sea B la bola unidad
b)Sea (E,t) = lim (En ,Tn) un espacio (LB) y n )
es una sucesiodn

R
r que B
cerrada de En . No hay restriccidn en suponer q -

; , N .  he_like
creciente, la cual satisface ademas E *LJ"BH . 84 E fuese Baire-li

por el Teorema 2.10., todo espacio En ( o eventualmente todos a partir de
un cierto indice) es denso en E . Ademas, a partir de un cierto indice,
;?{1 tiene punto interior, es decir la inclusién continua candnica

[En, Tn)c“9 (E ,7) es casi-abierta. Por el Teorema de la Aplicacidén Abierta

de Ptak (cf. [8] Theorem 9.7.1.), E es cerrado en E , es decir En =B
n

Imposible.
c) Si E = lim En es un espacio (LF) estricto, cada espacio En es ce=
rrado (y propio) en E por la Proposicién 2.6. Puesto que E :LJ En se

n
sigue que E no es quasi-Baire.

Puesto que, como veremos mis adelante, existen espacios (LB) que son
quasi-Baire, el apartado b) de la Proposicién precedente demuestra la. exis-
tencia de espacios quasi-Baire que no son Baire-like. Del mismo modo, puesto
que existen también espacios (LF) que son Baire-like, el apartado a) demues—

tra la existencia de espacios Baire-like que no son (DB).

Estas consideraciones motivan la clasificacion de los espacios (LF) en

tres categorias no vacias y mutuamente disjuntas, de acuerdo con la siguiente

definicidn

Definicidén 2.8. (S. Saxon, P.P. Narayanaswami) Un espacio (LF) E se

dice que es de tipo 1 o un espacio (LF), (i=1,2,3) si satisface la
i
siguiente condicidén (i):
(1) E tiene una sucesién inductiva {E } tal que ningin espacio En
n )

es denso en E



(2) E no es metrizable y tiene una sucesién inductiva {En} tal que
algin espacio En es denso en E .

(3) E es metrizable

Deducimos algunas consecuencias inmediatas de esta definicién. Los espacios
‘

(LF)1 no son, claramente, quasi-Baire y, por la Proposicién 1.1., contienen
una copia (complementada) de ¢ . Puesto que ¢ no es metrizable, los espa-
cios ILF)1 no son metrizables.

Por el Teorema 2.2. de Equivalencia, los espacios (LF)2 poseen una suce-—
sién inductiva {En} tal que todo espacio En es denso en E .

Cualquier sucesidén inductiva {En} que define a un espacio (‘.LF)3 tiene
algin elemento En que es denso en E (es aplicable, en particular, la

nota anterior). En efecto, por el Teorema de Amemiya-KOmura, un espacio

(LF) de tipa 3 es Baire like y por tanto quasi-Baire.

Se deduce, en particular, de las notas anteriores que las tres clases
de espacios (LF) definidas no se solapgn. Las tres clases son asimismo no
triviales. En efecto, todo espacio (LF) e;tricto es un espacio (LF)1 . Cual-
quier espacio (LB) E <con sucesidén inductiva {En} ‘de espacios de Banach
tales que En es denso en En+1 es un espacio (LF)2 (aplicar las Propo-
siciones 2.5. y 2.7.). Por ejemplo lp_ = lim 1pn con 0« pn<:pn+1< p
y %}2 P, = F =8 un espacio (LB) de tipo 2. Finalmente la existencia de
espacios (LF) metrizables fue demostrada por A. Grothendieck ( cf.

[7] ). Espacios (LF) metrizables existen en abundancia y aqui se muestra

un Ejemplo de S. Saxon y P.P. Narayanaswami

Ejemplo 2.9. Para n =1, 2,... se define

n

N N ~ N
BE =K 8K RoewnB X %L 2Ll 5.«
1 1
dotado de la topologia producto. Es claro que {E } es una sucesidén induc—
: n
tiva de espacios de Fréchet. Su envolvente lineal E =UE es un subespacio
n

: 5 N N N
denso del espacio de Fréchet F = K x K x ... ya que l1 es denso en T .
puesto que la topologia de E = lim En es la topologia relativa de subespa-

: : N 2 .
cio de F , se sigue que F~IK contiene un subespacio denso que es un
espacio (metrizable) (LTF)
En [17] se demuestra ademis que todo espacio de Fréchet con base de
Schauder incondicional, en particular los espacios clasicos ¢ , C([0 » 15953
(o]

lp : Lp([o ,11) (1<p<=) , contienen subespacios densos que son (LF)
para la topologia relativa. En [22] se exhibe otra amplia clase de espa-
cios (LF) metrizables (que engloba en particular al Ejemplo 2.9.) al pro-
barse que todo espacio de Fréchet no normable posee un subespacio propio

denso que con la topologia relativa es un espacio (LF).

Teorema 2.10. Sea (E, 1) = lim (En,.Tn) un espacio (LF). Son equiva-
lentes las condioiones siguientes

a) E es un espacio (LF)3

b) E es un espacio Baire-like

¢) E no contiene a ¥.

Demostracidn:

Puesto que ¥ no es metrizable, a) => ¢) . También c) ==>b) por



[13] , Theorem 2.1. Para probar finalmente b) = a) tomemos para cada
»

en el espacio de Fréchet

neN una base de entornos de O (Mn = {Unk}ksm

E Sea % la familia (numerable) de todos los conjuntos de la forma
n - o

m g = o
r(y Unk ) ,melN, Unk EQLD, y sea 8 —{ B; B EJBO y B es O-entorno
n=1

d
en E} . Si se prueba que f} es base de entornos de 0 en E , queda

probado a) . Sea U un entorno de 0 cerrado y absolutamente convexo en E

k(n) e N tal que U C Uf]En y sea Bm =

Para cada n eIN sea k(g

n=1

B = LJ mB y E es Baire-like, algin conjunto nle T F

m e IN .Puesto que
m=1

B mente
por tanto Bm , es entorno de 0 en E . Por tanto, B[I1 e 5 y clara

B cU.
m

El Teorema precedente fue utilizado en la demostracidn de la Proposicidn

2.7. y de ambos resultados se deduce ahora

Corclario 2.11. Ningin espacio (LB) es metrizable.

Este Corclaric contrasta sorprendentemente con el hecho de que existen

numerosos espacios (LF) que si son metrizables (ver Ejemplo 2.9. y notas

subsiguientes).

Teprema 8.12: Sea Bir) = lim (Erl ,rn) un espacio (FF).ISon equiva-
lentes las condiciones siguientes

a) E es un espacio (LF)2

b) E es quasi-Baire pero no Baire-like

¢c) E contiene una copia de § pero no una copia complementada de

. B9 =

m
U ¥ ostny’

Denostracion:
a) == b) 5i E no es metrizable, E no es Baire-like (Teorema 2.10.).

Sea {Fn} una sucesidn crecieite de subespacios lineales tal que E =|JF
n=1 1

Entonces Gn = Enern es un subespacio cerrado de (E ,Tn) y por tanto
n

{(Gn,

T 'G )} es una sucesién creciente de espacios de Fréchet cuya unidn
n
n

es E . Se comprueba de inmediato que {(G_, T IG )} es una sucesién induc-—
m?n
n

tiva equivalente a {(E ,t )} y, por hipbtesis, algin G debe ser denso
Il 1 n

en en E . "A fortiori" Fn es denso en E y, por tanto, Fn no es raro.
Es decir E es quasi-Baire.

b) => c¢) Consecuencia de la Proposicién 1.1. y del Teorema 2.10.

¢) => a) Si E contienea V¥ , E no es metrizable. Puesto que E
no contiene una copia complementada de ¥ , E es quasi-Baire (Proposicién
1.1.). Por tanto algin espacio En es denso.

Teorema 2.13. Sea (E, 1) - lim (En ,Tn) un espacio (LF). Son equiva-—
lentes las condiciones siguientes

a) E es un espacio (LF)

b) E no es quasi-Baire

c) E contiene a ¢ complementado.

Demostraciodn:

La implicacién a) =% b) es inmediata y b) y <c) son equivalentes
por la Proposicidn 1.1. Si E no es quasi-Baire, existe una sucesidn
estrictamente creciente {Fn} de subespacios cerrados propios de E tal

que E =U-F . 5i se define G =TF NE , ne IN, la sucesidén {(G , = ‘ )}
n n n n 4 ? Tnle

n
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es una sucesién inductiva equivalente a {(E_,t )} y ningin espacio G
n n . n

es denso en E . Ello prueba b)==» a) y termina la demostracidn.

Los resultados precedentes acerca de espacios tonelados de tipo Baire
y de espacios (LF) son resumidos en la Figura 1. Las referencias numéricas
en la Figura se utilizan para indicar ejemplos de espacios que se situan

en la correspondiente zona de la Figura, de acuerdo con la siguiente lista

Ejemplos 2.14.
R i .
1. Sea E =K provisto de la topologia producto. Como producto de
espacios métricos completos, E es un espacio de Baire. Puesto que K
lleva su topologia débil, E no contiene a ¢ ( [13] Theorem 1.4.) y sin

embargo E no es metrizable pues card(R) >10 :
2. Cualquier espacio de Banach o de Fréchet (Teorema de Baire)

3.1En [2] se prueba que todo espacio de Banach separable contiene un
hiperplano denso que no es de Baire. Se aplica este hecho junto con el bien
conocido de que todo subespacio de codimensidén numerable de un espacio
U.B.L. es U.B.L. ( [19] Theorem 4.4.).

J. oxtoby ( [11] ) ha mostrado también un ejemplo de un espacio-de
Baire E tal que ExE no es de Baire. Puesto que cualquier producto de
espacios U.B.L. es U.B.L., se sipue que ExE es también un ejemplo de

espacio U.B.L. que no es de Baire.

FIGURA 1




4. TFExisten en abundancia espacios (DB) que no son U.B.L., de acuerdo
con el siguiente Teorema (ef. [16] ,Theorem 4.): Todo espacio de Fréchet

infinito-dimensional contiene un subespacio denso que es (DB) pero no es

U.B.L.

5. Ver Ejemplo 2.9. y notas subsiguientes,

. sea } una sucesidn de ntmeros reales tal que
6. Sea p>1 ¥y {pn »

i = i 1 espacio (LB)
1< p“<1pn+1< p para todo neN y lim B, =1 Se define el esp

N+o

1 =lim 1 . Por el Teorema 2.2. de Equivalencia, 1p_ es independiente
o™

I

N ; .
de la sucesién {p } elegida. Sea E = K provisto de la topologia producto
n

T Se sigue que Ex1 _ es un espacio (LF) definido por la sucesidn
{Ex1 1} . Puesto que Ex1 _ no es metrizable (Corolario 2.11.), se
nelN « B
sigue que Ex1 _ es de tipo 2 (apliquese la Proposicién 2.5.). Si
p

Exl fuese un espacio (LB), existiria, por el Teorema 2.2. de Equivalen-—

i e *4 4 i nte incluido
cia, un espacio de Banach En tal gque 'Ex lpl esta continuame
en E . Por tanto E_ induciria en E una topologia normada T——Weins

fina que la topologia T de [ . Puesto que la topologia producto T en

E es la menos fina topologia Hausdorff en E , se sigue que T = Tn 3 0

que es imposible.

7 El espacio 1 _ definido en el ejemplo precedente es ui espacio

(LB) de acuerdo con la Proposicidn 2.5.
2

8. {x lp_ , como producto de dos espacios (LB) es un espacio (LB)

y de tipo 1 (ver Proposicién 3.8.). Si ¢ x 1p_, fuese estricto, el Tgorema
2.2. de Equivalencia se aplicaria para obtener nimeros 1< p1< p2< p3< p
tal que 1p induce en 1p la topologia de lp lo que es mani fiestamente
imposible.

En el Ejemplo 3.13 wvolveremos sobre un nuevo espacio (LF)1 no estricto.

9. El espacio ¢y de dimensién algebraica numerable con la mis fina
topologia localmente convexa es un espacio (LB) estricto definido, por
ejemplo, por la sucesidn KMH}HEH“. No solo ¢ ha sido definido por una
sucesidén estricta, sino que ¢y es el lnico espacio (LF), salvo isomorfismos,
tal que toda sucesidén que lo define es estricta.

Existen también espacios {LB) estrictos definidos por sucesiones que ni
son estrictas ni estén formadas por espacios de Banach. Ver, por ejemplo,

la nota anterior a la Proposicién 2.3.

10. E1 espacio D (Q) test de distribuciones en un conjunto abierto
’ n g ;
no vacio 2 CcR es un espacio (LF) estricto que no es (LB). En efecto,

si lo fuera, existirian compactos Kc@ tales que B(K) seria un espacio

de Banach por la Proposicidén 2.3.

Estudiamos a continuacién algunas propiedades relativas a la dimensién

alpebraica de espacios (LF). La siguiente proposicién de caracter general,

serd de utilidad




Proposicién 2.15. Sea (E ,t ) un espacio tonelado que contiene un
o’ o

subespacio propio denso E tal que, provisto de una topologia localmente

5 i i es un espacio de Fréchet. En-
convexa T més fina que la relativa % il e p

i i6n infinita rable en E .
tonces E posee codimensién infinita no nume A

Demostracidn:
Por hipétesis, la aplicacidn inclusién I : (E,1)Cs (Eo’ TOJ g8 gon-
tinua. Puesto que E es propio, por el Teorema de la Aplicacién Abierta

de Ptik, T no es casi-abierta. Por tanto existe un entorno V de 0 en
3

D de O . Por
(E, ) tal que su clausura V en (EO, TO) no es un entorno

tanto el subespacio denso sp(V) de (EO ,IO) no es tonelado y tiene, por

igui i s i ; sto que Ecsp(V)
consiguiente, codimension algebraica no numerable. Puesto q P .

la Proposicién esta probada.

i i i i = da
Corolario 2.16. Si E = lim En es un espacio (LF)i i 2,3 ca

espacio E_ tiene codimensién infinita no numerable en E
n

i ing? i i di sidén algebraica
Corolario 2.17. Ningin espacio (LF)2 o (LF)3 tiene dimen g

numerable.

Este Gltimo resultado ya es conocido para espacios (LF)3 porque ningin
espacio metrizable y tonelado puede tener dimensién algebraica numerable.
i i C j tienen dimen-—
Sin embargo existen espacios (LF)1 , como { por ejemplo, que

sién algebraica numerable

Proposicién 2.18. Sea (E,t) = lim (E ,t ) un espacio (LF). Entonces
n’ n

a) Si dim ElHlf’En < Iﬁ para cada nelN , E es un espacio (LF)1

b) Si dim E IR % xk) para cada nelN , E es un espacio (LF) es-

n+1 n
tricto.
Demostracidn:
a) Para cada nelN , codim(E ) = dim E/E = Z dim E, l/E, =<_X y
n + i

1>n x e
el Corolario 2.16. se aplica.
b) Fijemos nelN y supongamos que dim E 5 /E = r . Denotemos por T
n+ n

la (tnica) topologia Fréchet del espacio K . E

es algebraicamente
n+1

; r . ’ .
isomorfo a %)@ K y la topologia Fréchet , €S menos fina que la
n+

topologia Fréchet t,xT - Por tanto ambas topologias son iguales y E
n
es un subespacio complementado de E n
n+

En particular, E es cerrado en
n

(En+1’ Tn+1) Y, por la Proposicién 2.6., E es estricto.

Proposicidén 2.19. Sea (E,t) = lim (En » T ) un espacio (LF) y sea G
n

un subespacio lineal de E . Si existe una topologia de Fréchet ¥ en G
tal que ¥ > TJG , entonces existe ne N con GCE
n

Demostracion:
(G,v) , siendo un espacio de Fréchet, es (DB) . Por tanto, de

G = (Enr]G) se sigue que existe neWN , tal que H =E NG es denso
5 n n

y tonelado en G . Puesto que (E , Tt ) estid continuamente incluido en
n n

(E, 1) y, por hipétesis, (G,Y¥) estd también continuamente incluido en

(E, t) , se aplica el Lema 1.3. para concluir que la topologia I en H
n

con base de entornos { UNV ; Uet , Ve¥} es Fréchet. Por el Teorema
n

de la Aplicacidén Abierta, la identidad (H ,T) —3y (H 5 WIH ) es un iso-
n n
n
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morfismo topolégico y por tanto Hn es cerrado en (G, Y¥), es decir Teorema 2.22., (Aplicacidn Abierta) Sea ¥ una topologia (LF) en la
H =G . Se sigue también que G estd continuamente incluido en En : complecidn E del espacio (LF) (E, 1) tal que la aplicacidén identidad
I: (E,Y) — (ﬁ, T) es continua. Entonces I es un isomorfismo topol b=
Aunque en la Proposicién 2.7. se demostrd un resultado ain mas fuerte, gico.

- 5 " o,
la Proposicién precedente invita a deducir el siguiente Demostracidn:

Supongamos que (E, 1) = lim (Er g ¥ (E ; ¥) = 1im (Fj ,Vj) para
1’ n

Corolario 2.20. Ningin espacio (LF) es Fréchet. espacios de Fréchet E ’.Fj » N jelN. Sea nelN fijo. Puesto que
Demostracidn: E c ¥ o E = %J(Enr‘Fj) y existe je @ tal que H = Enn Fj es denso y
Si el espacio (LF) E = lim E fuese Fréchet, EC En para algin nelN , tonelado en (En ,Tu) . Por hipédtesis, En. y Fj estan continuamente

lo que es imposible. incluidos en el espacio Hausdorff (E ,;) . Mediante el Lema 1.3., se dota

a H de una topologia Fréchet I mas fina que =t lH . El Teorema de la
n

En contraste con la Proposicidén 2.19. se tiene

Aplicacidn Abierta se aplica para concluir que T = T y por tanto H

nlu

es cerrado en (En, rn) . Se deduce que H = E ¢ F, y también que la apli-
n J

. 3 4 : G
Proposicién 2.21., Sea (E,t) = lim (En- Tn) un espacio (LF) y sea

cacion inclusién canénica (E ,t ) &> (F.,¥Y.) es continua. Por tanto
n’ n il

; ; i i tal ; A ) . . "
un subespacio cerrado de E . 51 existe en G una topologia (LF) n a T ’Tn) Cy (E,¥) y, siendo ne'WN arbitrario, se sigue que
n

que n < T’G , entonces ningun espacilo En contiene a G

la inmersién (E, 1) s (E, ¥) es continua. Extendiendo por continuidad
Demostracidn: ‘ a las compleciones, queda probada la continuidad de la aplicacién

. B : ia Fréchet o o :
Si GCE para algin nelN , entonces Tan seria una topologia (E, 1) — (E, ¥) , inversa de I

en G que hace continua, por hipétesis, a la identidad (G ,Tan} —> (G, n).

i id i = ici 1 Coro-
Por el Teorema de la Aplicacion Abierta, n= Tn " ,.contradiciendo e
lario 2.18.

Terminamos este Capitulo probando el siguiente Teorema de Aplicacidn

Abierta para compleciones de espacios (LF)



Capitulo 3

PROPIEDADES HEREDITARIAS

Es sabido que el cociente de un espacio (LF) médulo un subespacio cerradc

es o bien un espacio (LF) o bien un espacio de Fréchet. En este capitulo

estudiaremos nuevos resultados acerca de subespacios de codimensién numera-
ble de espacios (LF), de productos de espacios (LF) ; de limites induc-—
tivos numerables de espacios (LF). También se estudiarad de forma exhaustiva
el antiguo problema de la complecidn de espacios (LF), que serd abordado
estudiando separadamente cada uno de los tres tipos de espacios (LF). Se
plantean algunos problemas abiertos relativos a complecién de espacios

(LF), si bien la respuesta al problema central de la complecién se obtiene

en el Teorema 3.11. y siguientes resultados.

Lema 3.1, Sea (E, t) = lim (En, Tn) un espacio (LF) y sea F un
subespacio de codimension numerable de E tal que F¢_En y Fr)En es
cerrado en (En ,Tn) para cada neN . Entonces F es un subespacio com-—
plementAAO de E y, con la topologia relativa, es un espacio (LF)

Demostracién:

Como F¢ E  para todo nelN , existe una subsucesidén estrictamente
n

creciente de la sucesidén F = FNOE nelN , que seguiremos denotando {Fn}
n n

: B3 -



tal que F =|JF . Por hipbtesis, la topologia wn = 1
n

Fréchet, y se define el espacio (LF) (¥ ,¥) = lim (Fn,”wn) . Probaremos
que E = (F,¥) @9 (suma directa toplégica) y que ¥ = T]F lo que
probard las dos aserciones del Lema. Sea ¢ = lim (Ln ,Yn) donde Y, es
la (Gnica) topologia de Fréchet en el espacio n-dimensional Ln y sea
neN , dotado de la topologia de Fréchet I =¥ @&y . El
n n n n n n
espacio (LF) (E,T) = lim (Gk ,Tk) estd bien definido y t £ T (en efecto,

cada aplicacién (Gk,rk) c,;(E ,7) es continua). Por el Teorema 2.2. de

Equivalencia, las sucesiones inductivas (EnV,T ) ¥y (G

K ,Pk) son equi-—
n

valentes. Por tanto, para cada nelN , existe keNN, tal que la inclusidn

t
(En,rn) c..;(Gk,rk) (1)

es continua. Sea entonces V un entorno absolutamente convexo de 0 en
(F,¥) y W un entorno de 0 en § , por ejemplo cualquier disco absor-

bente. Se tiene, (V+W)N Gk‘J(Vn Fk) +(WnL Je ¥, 0% =T - Por continui-

k k

dad de (1), se sigue entonces que (V+'W)Q0 E et ¥ siendo neWN arbitra-

rio resulta que V+W es un t-entorno de 0 . Sic Ve¥ resulta de lo
anterior que V+ 0 e71 y por tanto V= (V +9)NF € TIF Puesto que
claramente, Y 2 TlF , se concluye que ¥ = T|F s

Teorema 3.2. Sea (E, ) = lim (En’ Tn) y sea F un subespacio de

codimension numerable de E . Las siguientes afirmaciones son equivalentes

a) F con la topologia relativa es un espacio (LF)

b) FQNOE es cerrado en E Fg¢ E d N .
L ( o ,Tn) N ¢ , Para cada ne
c) F es cerrado en (E,t) y F¢_E para cada neIN .,
n

Demostracion:

a) =y b) S5i nelN se fija, (F()En, es un espacio (DB)

T l )
niFAE
n
como subespacio de codimensidén numerable a lo sumo del espacio (DB) (En ’Tn)'
Por tanto, de la relacién F(E = Fkn E  se sigue que algin espacio
n n
k
Fk(1En es denso y tonelado en Ff1E . Mediante el Lema 1.3. se puede
n
definir en Fkn En una topologia de Fréchet y por el Teorema de la Apli-
cacidén Abierta se sigue que que Fkn E es cerrado en, y por tanto igual a,
n
FAE . Siendo F E F se tiene F@E . También se sigue que
n n kn n # ¢ n & 4 Tn'FnE
n
es una topologia de Fréchet y, por consiguiente, FNE es cerrado en (En ,Tn)
n
b) =5 c¢) Por el Lema 3.1., F es complementado en E y, en particular,
F es cerrado.

c) = b) Evidente.

b) =% a) Consecuencia también del Lema 3.1.

Corolario 3.3. Si ;n espacio (LF)i =23 E posee un subespacio
F que es (LF) entonces la codimensidn algebraica de F es infinita no
numerable.

Demostracibn:

Si F tuviera codimensién numerable en E , por el Teorema precedente
F seria cerrado. Por tanto la Proposicién 1.1. implica que E no es

quasi-Baire, lo que es imposible.



En contraste con el Corolario precedente, se tiene el sipguiente relativo

a espacios (LF)1

Corolario 3.4.

Un

espacio (LF) E es de tipo 1 si y solo si posee un

subespacio de codimensidn numerable que es (LF).

Demostracidn:

Si E posee un tal subespacio, E es de tipo 1 por el Corolario 3.3.

Reciprocamente, si

E

es de tipo 1, por la Proposicidén 1.1. E posee una

copia complementadé F de ¢ . Se tiene entonces E = Fx ¢=Fx (9x9) =

(Fx ¢ )x p=Exy , de donde se deduce la propiedad.

Proposicidn 3.5.

Un subespacio F de codimensidén finita de un espacio

(LF) E = lim E  es un espacio (LF) si y solo si F es cerrado en E. En
n

estas condiciones el tipo de F es igual al tipo de E .y ambos igual a 1.

Demostracidn:

Puesto que para cada nelN codim(En) = += , se sigue que Fd‘_En para

todo nelN . Por tanto del Teorema 3.2. se deduce que F es un espacio (LF)

si y solo si F es cerrado. Puesto que F es quasi-Baire si y solo si E

lo es, la afirmacién sobre el tipo es ahora consecuencia del Corolario 3.4.
* 2

Bajo condiciones adicionales sobre la dimensién de Eﬁ se tiene el

siguiente resultado para subespacios de codimensién numerable

Proposicién 3.6.

Sea (E,t) = 1im (E , t ) un espacio (LF) tal que
n n

codim(En) >Ib para cada ne W. Un subespacio F de codimensiéﬁ numerable
de E es (LF) si y solo si F es cerrado en E . En estas condiciones
el tipo de I es igual al tipo de E y ambos igual a 1.

Demostraciébn:

Por la hipétesis sobre la codimensién de En se tiene que F¢E?_ para
cada ne IN.Se aplica de nuevo el Teorema 3.2. para probar la primera parte

de la Proposicién. La segunda se sigue igual que en la Proposicién prece-

dente.

Estudiamos a continuacién productos de espacios (LF). Sélo bajo condi-
ciones muy restrictivas, un producto de espados (LF) es un espacio (LF).

Se tiene el siguiente

Teorema 3.7. (Floret) Un producto de espacios (LF) es un espacio (LF)
si y solo si el producto es finito.

Demostracidn:

Claramente el producto de dos espacios (LF) es un espacio (LF), pues si

{E }, {F } son sucesiones inductivas para los espacios E F respec-—
- f p P ¥ P

tivamente, {En.XFn} es una sucesién inductiva para la topologia de ExTF

: 1 1 e .
Por el contrario, sea {(E , t )}. I una familia infinita de espacios (LF)
517

i

i i . i i i

con (E ,tv ) =1lim (E ,x ) y supongamos que (E, t) =T (E , t ) fuese
n’ n :
i

un espacio (LF), es decir (E, 1) = lim (Fn ,» ¥ ) para espacios de Fréchet

n
; B i i 1 .
(Fn ,Wn) . Para cada nelN , F no contiene a ningin (E , 1t ) en virtud
n

de la Proposicidén 2.21. Seleccionemos una sucesién de puntos distintos entre



i
si i ,1i ,...en I y sea ke N arbitrario. De Fk$E k se deduce que
1’72 )

1k : ik 'k
1 . 1 = E T
existe n(k)e M tal que Fk$ En(k) El espacio G J;l ( Aty * i)

)

provisto de la topologia producto, es un espacio de Fréchet que esta con-
" tinuamente incluido en (E, t) , pero no estd incluido en ningtn Fk , con-—

tradiciendo, pues, la Proposicién 2.19.

Para productos finitos de espacios (LF) puede precisarse un poco mis el

Teorema precedente

Proposic?én 3.8. EL producto cartesiano de un espacio (LF)i con un
espacio (LF)J es un espacio (LF)k con k=min(i,j) .

Demostracidn:

Si i 6 j es igual a 1, el producto contiene a { complementado y por
tanto k = 1 (Teorema 2.13.) Si i = j =3 , el producto es metrizable y
k=3.851 ie{2,3} y Jj =2, entonces el producto no es metrizable
y una sucesidén inductiva que define al producto tiene sus elementos densos

en el producto, es decir k =2 ,

Corolario 3.9. Si un espacio tonelado E contiene un subespacio
cerrado de codimensién numerable F que es un espacio (LF), entonces E

es un espacio (LF)1 3

Demostracidn:

El espacio (LF)1 P es un complemento topolégico de F . Por la Pro-

posicién 3.8., E = Fx{) es un espacio (LF)1 .

Es sabido que si un espacio localmente convexo FE contiene un subespacio
denso que es tonelado (resp. quasi-Baire, resp. Baire-like), entonces E
es tonelado (resp. quasi-Baire, resp. Baire-like). Esta propiedad no se
mantiene, en absoluto, para espacios (LF). De hecho existen abundantes es—
pacios de Fréchet que contienen subespacios densos (LF). Este contraste en-
tre espacios (LF) y espacios tonelados no (LF) se refleja también en el coro-
lario precedente, donde ''denso' hubo de cambiarse por ''cerrado'" en esta si-

tuacidén particular.

Los espacios (LF) no gozan de buenas propiedades de estabilidad frente a
compleciones. Asi, mientras todo espacio (LF) estricto es completo ( [10] ,
19.5.3.), ningin espacio (LF) de tipo 3 es completa, ni su complecién puede

ser (LF) (Corolario 2.20.) Tal y como veremos existen ejemplos de espacios

(LE). , {i=1,2) euya complecién es o no es un espacio (LF). Solamente

i
para la clase de espacios (LB) existen importantes resultados positivos acer
ca de compleciones {ver Teorema 3.12. mas abajo)

El siguiente resultado de M. de Wilde y . Houet, [4] , sobre sucesiones

absorbentes de conjuntos absolutamente convexos, serd de aplicacién. Su de-

mostracidén se omite

Proposicién 3.10. (De Wilde, Houet) Sea E un subespacio o¢~-tonelado

de un espacio localmente convexo T y sea {H } una sucesién creciente de
m

@

conjuntos absolutamente convexos en E tal que [J H es absorbente en E
m=1 m

==} oo e
Entonces para cada >0 , U H C (1+¢) LJ H (Clausuras en F )
m=1 m=1 M



En primer lugar estudiamos sendos ejemplos de espacios (LF)i y i=1,2

cuya complecidén no es un espacio (LF)

Ejemplo 3.11. BSea 1< pn< pn+1< p para todo nelN y 1}2 pn =D

del Ejemplo 2.14.7. Para cada n eNN

Se considera el espacio lp_ = lim 1p

se define

provisto de la topologia Fréchet producto denotada T, Puesto que la suce-

sién {1 } es estrictamente creciente, lo es también la sucesién
p nelN
n
{F } y se define el espacio (LF) (F,t) = lim (F_, T ) Se tiene
n ne N n n
Fecl x1 _x... y F esdensoen 1 _x1 _x... porque 1p_ es de tipo

P~ P L

2 . Se comprueba de inmediato que T es la topologia relativa de subespacio

del1 x1 _x... Se deduce en primer lugar que F no es metrizable porque

p P
@ i io F es denso
no loes 1 _ . F tampoco es de tipo 1 porque cada espac N
en F . Por tanto F es un espacio (LF)2 y la complecién de F es

1 x1 _x... que no es un espacio (LF) en virtud del Teorema 3.7.

El producto topolégico de este espacio F y del espacio § es un espacio

(LF)1 (Proposicién 3.8.). La complecidn T 9 de Fx{y no es un espacio

=’ . .
(LF) porque tiene un cociente F =1 _x1 _x ... que no es ni un €spacio

P P

(LF) ni un espacio de Fréchet.

En contraste con los ejemplos anteriores, cabe notar que espacios (LF)1

y (LF)_ completos existen (ver Ejemplos 2.14.7., 2.14.9. y 2.14.10.)
2

Para la clase mas restringida de espacios (LB) se tiene el siguiente

Teorema Fundamental de Complecidn.

Teorema 3.12. a) La complecidn de un espacio (LB)1 es un espacio (LB)1

b) La complecidn de un espacio (LB)2 es un espacio (LB)2 o un espacio de

Banach.
Demostracién.

Para cada n eN sea (E ,t ) un espacio de Banach con bola unidad
n

n

cerrada Bn ; tal que (E, 1) = lim (En, Tn) es un espacio (LB)1 . Sus-

tituyendo eventualmente B  por un homotético de B , podemos suponer
n n

adicionalmente que B B ,p Para todo neWN. Sea (E,T) la complecién
n n

de (E,t) y denotemos en lo que sigue por H N i la clausura de un con-

Py

en E y E respectivamente. Por el Lema 1.4., F = sp(Bn)
n

junto HCE

es un espacio de Banach para una topologia V¥ para la cual B es la bola
n n

unidad cerrada. Ademas, para cada n eN

)
in
=

E n (L)

En efecto, si V es un entorno cerrado de 0 en (E ,T) s VAE €1 ¥
n n

en consecuencia, 'AB C V(}En para algin nimero » > 0 . Puesto que F cE
n n_ ' n

se deduce que AB cVNF .y la relacidén (1) esta probada.
n n

Sea F=|J F Si para algin indice m ¢eN, F = F , entonces
m

nelN [

Em:) Fng y E:n =" BT Em = E contradiciendo que E es de tipo 1 . Por

tanto existe una subsucesidén estrictamente creciente

r= U F
JeN Ty

F
{Fnj}je]\lc { n}neN

tal que . LLamamos de nuevo {F } a esta subsucesién y defi-
n



nimos el espacio (LB) (F,Y¥) = lim (Fn »¥ ) que es (algebraicamente) un

subespacio lineal de E . La envolvente absolutamente convexa U = E Bn =U Bn
n

es un entorno de 0 en (E,t) y, en particular, absorbente en E . Por la

Proposicidn 3.10., para cada ndmero € > Q

ﬁc(1+e}U B c(1+e)UJ r = (2)
neNw I . nelN n

~

Since U es un ft-entorno de 0 en E » Se sigue que E = sp(U)cF y por

tanto ﬁ = B,
Por (1) la aplicacidn inclusién (Fn ,Wrﬁ c_;(ﬁ , T) es continua para

cada n eN . Por tanto, la identidad (F,v) — (E,7) es continua y por

~

el Teorema 2.22. es un isomorfismo topolégico. Hemos probadc asi que (E, T)

es un espacio (LB). Si para algin n eN |, F =E ; se deduce facilmente que
n

E =E lo que es imposible porque E es de tipo 1. Por tanto (E,?) es

n

un espacio (LB)1 lo que demuestra la parte a) del Teorema. A fin de probar b)
mantenemos las mismas notaciones salvo que ahora (E » 1) es de tipo 2. si

para algin indice m eN, F = F , entonces la relacién (2) prueba ahora que
m

~

ﬁc;F . Siendo ﬁ un t-entorno de 0 en E , se deduce que E = Fm y por
m

~

el Teorema de la Aplicacidén Abierta de Ptak, 7 = Wm , €s decir (E, T) es
un espacio de Banach. De lo contrario, existe una subsucesién estrictamente
tal que F =|JF . Continta la demos-

. © o n

o :
tracidén ahora como en la parte a) para concluir que (E, T) es un espacio

i F
creciente {Fn_}jaN c { n}nem

(LB). Puesto gque algin espacio En es denso en E, algln espacio Fn es

densoen E y (E,?) es de tipo 2.

Ejemplo 3.13. FEl Teorema precedente tiene aplicaciones no triviales, pues
espacios (LB)1 Yy (LB)2 no completos existen de hecho. En efecto, el espacio
(LB) E de [9] , 31.6. es un ejemplo de espacio (LB)2 no completo. El pro-
ducto topoldgico de este espacio E y Y es un espacio (LB)1 (Proposiciodn
3.8.) que no es completo pues el subespacio cerrade E de Ex¢ no es com—
pleto. Puesto que todo espacio (LF) estricto es compleéo, Ex ¢y es también

un ejemplo de espacio (LB)l no estricto (cf. Ejemplo 2.14.8.)

Proposicién 3.14. Sea E = 1im E  un espacio (LF). E es un espacio (LF)1
n

completo si y solo si ﬁ; i E para todo n eN

Demostracidn:

A

Si E es completo, E = £ y por tanto para cada ne N, E = L& ¢E . 5i
n n

ademds E es de tipo 1 E #E para cada ne N Reciprocamente, supon-
n

gamos que En ﬁ E para todo neN . Si E no fuera completo se tomaria
xeE ~E =E = LJIf . Puesto que cada espacio E es cerrado en E , existe
: n n
n

para cada ne N un entorno de 0 absolutamente convexo W en E tal que
n

W oOW tal que X+ W E = Puesto que W E es un entorno de
n~ n+1 Y 4 ( n)n A g g q nn 4
0 en En , U =[" (Enfl%w ) es un entorno de 0 en E que satisface cla-
- n
ramente
UCE + %W ) I ., (1)
n n

~

Puesto que E es densoen E, x + U corta a E » ¥y por tanto corta a algin
espacio E . Ademas, por (1), se tiene para cada ne N , x + Ugc x + U + ¥W <
n n

Cx +W + En . Se sigue, pues, que x + W + E
n n

corta a E , o equivalente,
n n

X + W cortaa E De esta contradiccién se concluye que E es completo.
n n

De E £E se sigue "a fortiori", E #E y E es también de tipo 1.
n . n :



Problema 3.15. En virtud de [22] , del Ejemplo 2.9. y notas posteriores,

muchos espacios de Fréchet contienen subespacios densos (LF). Se plantea,
pues, si serd cierto que todo espacio de Fréchet es la complecién de un

cierto espacio (LF), que seria necesariamente de tipo 3.

Problema 3.16. De acuerdo con el Teorema 3.12. ciertas clases de espacios
(LF)i i=1,2 admiten complecién (LF). Usando el Ejemplo 3.11. como pauta
para excluir espacios (LF) que no tienen complecién (LF), surge el siguiente
problema natural: Caracterizacidn de.aquéllos espacios (LF) cuya complecidn

es un espacio (LF)

Problema 3.17. En la Proposicidn 3.14. se demuestra una condicidén nece-—
saria y suficiente para que un espacio (LF) sea un espacio (LF)1 completo.

‘5Es generalizable esta condicidén a espacios (LF)2 2

Problema_S.lS. Sea E wun espacio (LF) metrizable. Puesto que E es un
espacio (DB), la codimensién algebraica de E en E es infinita no
numerable (recuérdese que todo subesﬁacio de codimensidén numerable de
un espacio (DB) es un espacio (DB) y Usese la Proposicién 2.7. ). Siendo
asi que E y E estan algebraicamente "alejados', se plantea la cuestién
de si existe algin subespacio EO de E que es (LF) y tal que E ﬁ.EO g.ﬁ.

Por el argumento anterior, un tal espacio E tiene codimensidn infinita
o

no numerable en E . También la codimensidén de E en E habria de ser
(o]

infinita no numerable (c¢f. Corolario 3.3.) .

Terminamos este Capitulo estudiando limites inductivos de sucesiones

de espacios (LF)

Teorema 3.19. Sea (E,t) el limite inductive Hausdorff de una sucesidn

. k k ) . :
creciente {(E , 1 )}k N de espacios (LF). Entonces (E, t) .es un espacio
€
(LF)
Demostracidn:

: k k ; k k :
Supongamos que para cada keWN (E ,1 ) = lim (E , t ) para espacios
L n n n
. k . : . s '
de Fréchet En , k,nelN . Se define inductivamente una sucesidn estricta-

mente creciente {mk}CN " del modo siguiente. Si k = 1 , entonces m_ = 2

. 1 k :
satisface obviamente E1 i E con inclusidén continua. Supongamos que una
e
sucesidén finita m1 m2 ol i mk se ha encontrado tal que
i k .
Engmk 1 = dyaenker s p:l,...,mk—l

con inclusiones continuas. Por la Proposicién 2.19. aplicada sucesivamente

s > S 5
a los espacios de Fréchet E 1 = Ly ok 3 D= 1,...,mk—1 , que estan
P
; ; : : k+1 .
continuamente incluidos en el espacio (LF) E , existe mk+1>mk tal que
i k+1 ; i ; ;
E i E con inclusidn continua para i = 1,...,k+l1 ; p=1,...,m -1
p m k+1
k+1 K
En particular, la sucesidén de espacios de Fréchet {E 1} es inductiva.
m
" k
" k ; i ” ;
Ademas E = E Em pues si xe¢E , x¢E para algin (i,p)e NxIN, y se
k ¢ ’
sigue x€:Em 81 1Ek 4 p‘imk . Por la transitividad de las topologias
k

inductivas se sigue facilmente que (E, 1) es (isomorfo a) el espacio

k k
(LF) definido por lﬁm (Erl ,Tn )
k k




Capitulo 4

COCIENTE SEPARABLE

El problema del cociente separable, planteado originalmente por S. Banach,
consiste en saber si todo espacio de Banach (o de Fréchet) E posee un sub—
espacio cerrado M tal que el espacio cociente E/M es infinito-dimensional
y separable.

Algunos resultados parciales se conocen en esta direccién., En [9] 31.4.1.
se prueba que todo espacio de Fréchet que no es de Banach, tiene un cocien-

: N ; . o
te isomorfo a I que es, obviamente, separable. Cabe mencionar también que
si el espacio de Fréchet E .carece-de norma continua, entonces E contiene
_ N
incluso a- K complementado (cf. [8] 7.2.7.) en cuyo caso E posee tam—

s 2 i : N
bién un cociente isomorfo a K .

También es sabido que todo espacio (LF) posee un cociente separable
(ver [16] Corollary Theorem 3 ) .

Sin embargo no es conocida una respuesta general, afirmativa o negativa,
al problema del cociente separable para espacios de Banach, si bien existen

dispersas en la literatura diversas formulaciones equivalentes al problema.
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Sorprendentemente, el problema del cociente separable presenta conexiones
con el problema de la existencia de espacios (LF) metrizables y con ciertas
propiedades de los espacios de tipo Baire estudiados en le Capitulo 1. En
este capitulo, estudiaremos varias de estas condiciones de existencia de
cociente separable con inclusidén de tres. nuevas caracterizaciones basadas en

propiedades de espacios (LB) y en propiedades de cocientes.

Proposicién 4.1. Para un espacio localmente convexo E , las siguientes

condiciones son equivalentes
a) Todo subespacio denso de E es (DB)
b) Todo subespacio denso de E es quasi-Baire.
Si E es metrizable, también es equivalente

c) Todo subespacio denso de E es tonelado.

Demostracidn:
Claramente, para todo espacio localmente convexo se tiene a) =>b) == c).

Supongamos que b) se satisface y sea M un subespacio denso de E tal que

M =UM_ para alguna sucesidén creciente de subespacios {M } . Puesto que
n n
2 \
M es quasi-Baire, algin Mn es denso en M y, por tanto, en E. De nuevo
por b) M es quasi-Baire y, en particular, tonelado. Por tanto M es (DB). |
n

81 E es metrizable y se satisface c¢), por el Teorema de Amemiya—Komura

todo subespacio denso de E es Baire-like y, en particular, quasi-Baire.

Proposicién 4.2. Sea A un conjunto numerable en el espacio localmente

convexo E . Sea {P } wuna sucesidén de proyectores continuos en E tal
n

que dim{Pn(E))zrl para todo neIN . Entonces sp(A) es recubierto por

la unién de una sucesidén de subespacios cerrados propios.

Demostracidn:

Si Bn ={xeE ; x es combinacién lineal de menos que n elementos de A }

.

, «.. Uuna enumeracidén de todos los

entonces sp(A) = |J B . Sea A , A
s n 1 2

n

1
subconjuntos de P (A) tal que card(A. )<n y sea E, =spl(A,) 1=1,2,:
n i .t i

Puesto que Eic P (E) y dim(E.) <n, por hipétesis ‘E. es un subespacio
n i =g
. a1 g
(cerrado) propio de*.Pn(E) y por tamto P (Ei) es un subespacio cerrado

propio de E satisfaciendo también Bnc U Prl (Ei) . Por tanto
i=1

-1

PR, )

sp(A)e JJ . e

1=1

T Cs

Proposicién 4.3. Si el espacio localmente convexo E tiene un con—

junto total numerable A y una sucesién {Pn} de proyectores continuos
tal que dim(Pn(E))zr1 para todo neIN , entonces E tiene un subespacio
denso que no es U.B.L.

Demostraciodn:

F = sp(A) es un subespacio denso que por la Proposicién 4.2. puede ser
recubierto por una sucesidn {Fn} de subespacios cerrados propios. Por
tanto F = ijl an F donde. cada espacio Fnr}F es nunca denso en F

n=

porque F  es propio'en E. Por tanto F no es U.B.L. (incluso F no
n

es "unordered quasi-Baire'')

Corolario 4.4. Todo espacio localmente convexo con base de Schauder



tiene un subespacio denso que no es U.B.L,
Demostracidn:
Sea A = {e } wuna base de Schauder en el espacio localmente convexo E
n
y sea {f } la sucesidén (univocamente determinada) de coeficientes fun-—
n
cionales de la base. Puesto que cada fn es continua, las proyecciones
n .
P(x) =% f.(x)e ,xeE,n=1,2,... son continuas y satisfaceén
n = 1 1
1=1

dim(P (E))>n para todo nelN . Puesto que A es un subconjunto total
i 2

en E , la Proposicién anterior se aplica,

51 F es un subespacio denso del espacio localmente convexo (E, )
y ¥ es una topologia en F tal que y > Ty 3 diremos que (E, t) con-
tiene continuamente y densamente a (F ,y) .

La siguiente sencilla observacién relativa a espacios de Banach separa—

bles serd de uso posterior en el Teorema central del cociente separable

Proposicién 4.5. Todo espacio de Banach infinito dimensional Yy separable

contiene continuamente y densamente a ¢ y a 1l

Demostracidn:

1 Xy .. una sucesidn de elementos linealmente independientes

Sea X
del espacio de Banach infinito dimensional E tales que F = Sp(xn) es un
subespacio denso de E . Se supone adicionalmente que ]Ian = 4 para todo
neN . El espacio F provisto de la mis fina topologia localmente convexa

es el espacio ¢ y claramente la inclusién canénica ¢ ¢y E es continua.

Por otro lado la aplicacién 1lca E definida por £i+— Z: E

X
n=1 nn

,,E:(EnJell

es continua porque Il 2: gnxn " £ E: |£n| para todo £ ¢ 11 ¥ su
n=1 =k

rango contiene a F que es denso.

Proposicién 4.6. Sea Q : (F,T) —3 (G, t) una suprayeccibén lineal

continua entre espacios de Fréchet. Si G contiene un subespacio denso
(LF), entonces F contiene un subespacio denso (LF).

Demostracidn:

Sea (G ,1 ) =1lim (G ,t ) un subespacio denso (LF) de (G, t) .
o’ o n’ n

Para cada neN se define F = (G ) y mediante el Lema 1.5. dotamos
n n E

a Fn de una topologia de Fréchet T . La sucesiédn {(F ,T )} es cla-
n n’' n

ramente inductiva y se define el espacio (LF) (F ,T ) = lim (Fn . o .
[¢) 0 n

Puesto que G es denso en G y Q es una aplicacién abierta, se sigue
o

que F =Q (GO) es un subespacio denso de F . Dado que I1F j_Fn para
n
cada nelN , se tiene ITF S_FO y la Proposicién quedarid demostrada si se
d 0
Observemos en primer lugar que si W es un con—

pl ueba que r <T
0 ,F
o]

Jjunto absolutamente convexo de F  entonces
o

-1
Wer =3 Q (Q(wW)) EP'FO (1)

En efecto tomemos para cada neWN , entornos U eT y Vn E T tal que
n n
-1
W(!an Unn Q (Vn) . Se sigue Q(W)o Q(Un)r]vn y siendo Q una aplicacién
abierta, se deduce que que Q(Un)n Vn et ¥ "a fortiori", Q(W)N Gn et -
Puesto que Q(W) es un conjunto absolutamente convexo de GD se sigue

que Q(W) € T = T,G y se deduce (1) por continuidad de Q . Sea enton-
o




ces W un I -entorno de 0 absolutamente convexo y fijemos un entorno
o
. -1
absolutamente convexo UeT y un entorno VErl tal que X%W22UANQ (V).

Se tiene

s -1 -
5Un Q QNN KU)) = %UNTQ () + WA XU elund ()] + YW (2)

En efecto, la primera igualdad es de inmediata comprobacién y para la inclu-
; =1
sién segunda notemos que si z =x +y con zeX%U , xeQ (0) , ye AW KU

se tiene x =z -y eX%U-%U =U . De la relacién

-1 -1
W= 4w+ uwalune (W] + %walune (0)] + 4w

de (2) yde (1) se deduce finalmente WDZUHQHTNZWDZU))E HF
o

como se queria demostrar.

De acuerdo con las observaciones hechas al principio del capitulo,
todo espacio de Fréchet que no es de Banach posee un cociente separable.
Por ello en el Teorema de caracterizacién de espacios con cociente sepa-
rable que demostraremos a continuacién, nos limitaremos a espacios de
Banach, excluyendo el caso trivial de espacios de Banach de dimensién
finita. En la demostracién de este Teorema haremos uso de propiedades de
espacios de tipo Baire que hemos estudiado en el Capitulo 1 y de ciertas
propiedades de espacios (LF) estudiadas en los capitulos 2 y 3 . De es-
pecial importancia seré la existencia de espacios (LF) metrizables ya

estudiada en dichos capitulos

Teorema 4.7. Sea E un espacio de Banach infinito dimensional. Las

proposiciones siguientes son equivalentes

a) E tiene un cociente infinito dimensional y separable

b) E posee un subespacio denso no tonelado

¢) E posee un subespacio denso no quasi-Baire

d) E posee un subespacio denso no (DB)

e) E posee un subespacio denso EO_ que, con una topologia mas fina
que la relativa, es un espacio (LF) metrizable

f) E posee un subespacio cerrado M tal que el cociente E/M contiene
un subespacio denso que, con una topologia mis fina que la relativa,
es topoldgicamente isomorfo al espacio de Banach 11

g) E posee un subespacio denso E_ que, con una topologia mds fina que
la relativa, es un espacio (LB)

h) E posee un subespacio cerrado M tal que el cociente E/M contiene
un subespacio denso que, con una topologia mads fina que la relativa

es un espacio (LB)

Demostracidn:

Denotaremos a lo largo de la demostracién, por 1 la topologia del espa—
cio de Banach E . Las condiciones b) , ¢) y d) son equivalentes en
virtud de la Proposicién 4.1.

a) =>h) : Sea E/M un cociente infinito dimensional y separable de
E médulo el subespacio cerrado M. Por la Proposicién 4.5., E/M contiene

continuamente y densamente a § que es un espacio (LB) (Ejemplo 2.14.9.)




E — E/M la suprayeccidén continua candnica sobre

h} %g) Sea O

el cociente que da la condicién h) y sea {(G , ¥ )} una sucesién inductiva
n’ n

de espacios de Banach tal que (G, ¥) = lim (G »¥ ) es un espacio (LB)
n’ n

continuamente y densamente incluido en E/M . Para cada neN se define

E =0Q (G ) yen En se define la topologia localmente convexa 1 con
n

-1
base de entornos de 0 {UNQ "(V) ; Uet , Ver ) Por el Corolario 1.6.

n

(E ,Tn) es un espacio de Banach para cada neN y por tanto (E ,+t ) =
n 0 o

lim (E ,t ) es un espacio (LB). Puesto que E =UE =U Q_l{G =
i o o B & n

=1
=9 (Ue) =09 (a) y puesto que Q es una aplicacién abierta, se sigue

que E0 es denso en E . Por otro lado, para cada neN la inclusién

es continua (en efecto, si Uer , entonces

(En 3 Tn)c_)(Eo » T’Eo]

-1
(UNE )JNE =UNE =UNQ (G ) e T ) Por consiguiente 1t > =t "
0 n n n n o~ E0

Supongamos que g) o e) se satisface y sea entonces (E T ) =
‘ o

o]

lim (En ,rn) un espacio (LF) continuamente y densamente incluido en el es—

pacio de Banach (E ,t) . Entonces F = LJ E (clausuras en (Es,1) ) es
. pop R
un subespacio denso de E Si para algin nelN , E = F , entonces E es
n n

un subespacio denso y no tonelado de (E, t) ( si (E ) fuese tone—

lado, el Teorema de la Aplicacidn Abierta aplicado a la identidad continua

(E ,t ) — (E , T, )
n n n En

implicaria que En es T-cerradoen E y E =E
n

en contra de que E € E ). En este caso b) se cumple. Si E # F para
0 n

n #

todo nemnN , entonces En es un subespacio nunca denso de F y F no es
quasi-Baire. Es decir la condicidén c¢) , equivalente a b), se cumple.

Consecuencia de la Proposicién 4.5.

a) :@f)

r

E —% E/M 1la suprayeccién canénica continua sobre

f) =3 e) Sea ¢
el cociente que da la condicién f) . Puesto que el espacio de Banach l1

estd continuamente incluido en E/M , por el Corolario 1.6. existe en

=, :
F =@ (11) una topologia de espacio de Banach I mas fina que T,F tal

que la restriccién Qh_: (F,T) — l1 es una suprayeccidn continua.

Puesto que ll es denso en LE/M y Q es una aplicacién abierta, se sigue

que F es denso en (E, t) También l1 contiene un subespacio denso

(LF) (ver nota posterior al Ejemplo 2.9.). Por la Proposicidén 4.6. (F, )

contiene un subespacio denso E  que es (LF). Puesto que I1E > qE
o
0 )

la condicién e) queda probada.

Por Gltimo probamos b) = a) con una demostracién basada en una idea
original de S. Saxon y P. P. Narayanaswami. 5i existe en E un subespacio
denso y no tonelado, por un sencillo argumento se deduce que existe un dis—

co cerrado B1 en E tal que sp(B,) es denso en E pero B1 no es

1

la bola cerrada de centro 0

entorno de 0 en sp(Bl). Denotemos por U
n

n
y radio 2 en E , nelN . Si Ulc:B1 seria entorno de 0.

entonces B1
: y o
Por tanto existe x eUN B y se toma f eB  tal que f (x ) =1
1 1 1 1 1 R

entonces sp(Bz)

-1
5 < 1 o S f 0 U B
: 131“ } if (0N L &8,

Sea B_ =B, + {a x
1 1

4 1

tendria codimensién a lo sumo 1 en contra de que sp(Bl) tiene codimensién
infinita (no numerable) como subespacio no tonelado de un espacio tonelado.

-1 3 o
Por tanto existe X, € (£ (o)Nn U2 )\.B2 y se toma entonces fze B2 tal

que f2(x2) =1.8ea B_ =B +{ax +ax ; , i=1,21

la.] <1
3 1 i [y 3 22 1=

no puede contener a

El mismo argumento que antes prueba que B3

-1 -1 ‘ .
fl (0)N fz (O)f]U3 pues la codimensién de SP(BS) no es a lo sumo 2.



Prosiguiendo inductivamente este proceso, se obtienen sucesiones {x }cE ,
n

n-1

(I 3 = . L

{fn}c E y conjuntos Bn = B1 +{ EE& aixi = [ailg U, S R e P | }
-n
n=2,3,... tales que ||x [|<2 » T (x ) =1, |f (x)] <1 para todo
n n n n ==
xe B y £ix ) =0 para todo keN , neN . Para keN se define el
n k' k+n

. = ~1

subespacic cerrade M. = (j fi (0) . Probaremos que para cada ye B1
i=k+1

y cada kelN , existe un elemento z(k,y)eE tal que

-k
lz(k, ylll 22 » ¥y +zlk,y)e M (1)
n-1
En efect = —f - o .
n efecto, sea a k+1(y) y para n> 2 ea a ' fk+n(y4+ ézi aixk+i)

que satisface, por lo demostrado anteriormente, | a |1 para todo nem
n

El elemento =z(k,y) = 2 ax . estd bien definido porque
i=1

= f_— ~(k+i) -k ' L,
E: }a_l||x A= 2 = 2 - De esta relacidn se sigue también
izt 17 ki i
-k
que || z(k ,y)l £2 . Por otro lado, para cada nelN se tiene
n-1
T +z( k, = £
k+n( ¥ & y)) k+n( y El aixk+i) t an ¥
@ L]
+ - a,f = -
i k+n(xk+i) an * an +0 ¢

i=n+1

es decir y + z(k, y)s-Mk y las relaciones (1) quedan probadas. De (1)

se deduce en primer lugar que el subespacio lineal M = U Mk es denso
k=1
en B1 y por tanto denso en sp(Bl) Y por tanto denso en E . En parti-

cular, para cada k>2 , fk no se anula en Bl puesto que f'k # 0 . Sea

¥ € B1 tal que fk(yk) # 0. De (1) se deduce que Uk:zyk + z(k ,yk)g Mk .

Por la definicidn de z(k ,yk) se deduce también que Fk(uk] = fk(yk) £0 ,

es decir u . Por tanto u EMk\ M Y » puesto que la codimensién

M
k¢ k-1 1

- 56 -

de Mk , en Mk no puede exceder 1 , se sigue que {uk i k>2 } es una

sucesibén de elementos linelamente independientes de E tal que.

Mlﬂsp{UkaZE}:{O} 2 M:M1+sp{uk;k32}

De la primera relacién se deduce que {uk + M, ; k>2} es una sucesién

1
linealmente independiente en E/M1 s es decir E/M1 tiene dimension alge-
braica infinita. De la segunda relacién se deduce que Ml + sp { a, k>2}

es denso en E y por tanto sp {uk T+ M1 i k>2} es denso en E/M1 s Por

consiguiente E/Ml es el cociente separable buscado.

Es interesante notar que, de acuerdo con el Corolario 2.11., las condi-~
ciones e) y g) del Teorema precedente no se solapan, proporcionando asi
un mayor espectro de condiciones para investigar la existencia de cociente
separable,

Mencionemos finalmente la siguiente condicién de G. Bennett y N. J. Kalton
equivalente al problema del cociente separable (ver [3] ) : El espacio
de Banach infinito dimensional E satisface las condiciones equivalentes
del Teorema 4.7. si y solo si E posee un subespacio denso propio que, con

una topologia mis fina que la topologia relativa, es un espacio de Fréchet.
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