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Capitulo 1

Introduccion

Los polinomios son un tipo de funciones con una larga historia en matemaéticas,
ciencia e ingenieria, como puede verse en la revisién [Pan, 1997]. Una razén es que
pueden ser evaluados numéricamente con un numero finito de multiplicaciones
y adiciones. Ademds, resultan ser densos en el conjunto de funciones continuas
[Rudin, 1987], es decir, pueden ser usados para aproximar funciones continuas de
evaluacion mas complicada, o ajustarse a los datos obtenidos en cualquier proceso

de medicion de magnitudes fisicas.

Se introducen en ensenanza secundaria para ejemplificar los principios basicos
del Algebra y sus métodos. Esto hace que sea conocido que las raices de polino-
mios de grado 2, 3 y 4 pueden obtenerse con ciertas formulas, y que no existen
tales formulas (usando radicales) para grados superiores. En la practica se recurre
a métodos numéricos, mas efectivos para aproximar raices que las formulas por
radicales. Los polinomios que aparecen en aplicaciones cientificas y de ingenieria
pueden ser de grado superior al centenar, por ejemplo en procesamiento digital de
senal [Sitton et al., 2003].

Los métodos para calcular raices de polinomios, se pueden clasificar a grandes
rasgos en iterativos y geométricos. Los métodos iterativos estdan basados en una
sucesion de estimaciones de error y correccion que, en la mayoria de los casos,
conduce a un punto del plano complejo tan cerca de una raiz como se quiera. Como
se detalla mas adelante, estos métodos son rapidos (convergencia mas que lineal) y
su analisis, es decir, la prueba de su correcciéon como algoritmo y la determinacién

de los recursos necesarios, se basa en técnicas numéricas bien conocidas. Por el
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contrario, los métodos geométricos se basan en la distribucién de raices en el plano
complejo. Por ejemplo, acotan el médulo de las raices, o las separan (es decir,
definen regiones del plano que contienen precisamente una raiz).

Sin embargo, como se describiré en el siguiente apartado, los métodos iterativos
no son facilmente aplicables en la préactica a los polinomios que aparecen en las
aplicaciones de procesamiento de senal. El objetivo de esta memoria es desarrollar,
analizar y comparar un método geométrico de calculo de raices adecuado para
polinomios de alto grado. Se basa en el indice de curvas planas cerradas (que es
el nimero de vueltas alrededor del origen). En el siguiente capitulo se precisa un
método para el calculo del indice, que se usara en el capitulo 3 para la extraccion
de raices. En el capitulo 4 llevaremos a cabo una comparativa de rendimiento con
respecto a otros métodos.

En este capitulo de introduccion, en un primer apartado describimos el uso de
polinomios en procesamiento de senial, en particular para el estudio de formantes
de la senal de voz. En un segundo apartado repasamos los métodos para hallar
raices, clasificados en iterativos y geométricos. En el tercer apartado repasamos las
nociones de calculo numérico y analisis de algoritmos necesarias para encuadrar

las aportaciones de la presente memoria.

1.1. Modelos polinédmicos en procesado de voz

En este apartado introducimos la técnica de prediccion lineal en procesado de
voz, que conduce a un modelo donde el concepto algebraico de raiz tiene un sig-
nificado fisico directo: el formante. Repasamos la literatura, tanto el fundamento
tedrico como algunas aplicaciones, aunque sea someramente. También menciona-

mos los proyectos que constituyen la motivacién de este trabajo.

Espectrograma

Para analizar la senal de voz, cuyas caracteristicas espectrales cambian rapi-
damente, es necesario dividirla en segmentos en los que estas sean estacionarias.
La nocién de senal estacionaria se corresponde con que el contenido espectral per-
manezca relativamente estable. En intervalos temporales pequenos (10-20 msg,

220-240 muestras de una senal tomadas con una frecuencia de 22050 kHz) el con-
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tenido espectral de la senal de voz cambia poco, y puede considerarse estaciona-
ria. A cada uno de estos intervalos casi-estacionarios (conocido como ventana de
andlisis o frame), se le pueden aplicar los procedimientos habituales de andlisis
espectral. Como ejemplo se han elaborado unos espectrogramas con la aplicacion
Praat [Boersma, 2002] a partir de la grabacién SS40AANT (una pronunciacién de
la palabra anterior) de la base de datos del proyecto IVORY (figura
i1).

En estos analisis tiempo-frecuencia, la precisién en una dimension es inversa-

mente proporcional a la precision en la otra. En el caso de senales de voz, puede es-
cogerse una ventana corta (banda ancha), para resaltar caracteristicas temporales,
o una ventana larga (banda estrecha), para resaltar las caracteristicas espectrales.
Puede compararse la figura [1.2] con la [1.3]
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Figura 1.1: Espectrograma de anterior, con ventana rectangular de duracion 20
ms.

Un segmento de andlisis recortado de una senal de voz muestra un cambio de
comportamiento muy brusco en el borde del segmento. Es conveniente suavizarlo

multiplicando sus valores por una funcién de ventana, como por ejemplo la funcion
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de ventana de Hamming. Por simplificar suele hablarse de ventana, obviando la
palabra funcién. La ventana de Hamming es preferible a una ventana rectangular
(esta consistiria en tomar como ventana de andlisis los valores de la sefial original)
porque introduce menos distorsion, como se ve en la distribucion de sus lobulos
laterales en frecuencia [Olive, 1971]. La eleccién de las caracteristicas de esta ven-

tana se tratan en [Smith, 2003|. Se discuten sus caracteristicas y se proporcionan
referencias en [Riley, 1989|.

Esta segmentacion de la senal sugiere un “procesado por bloques”, en el que
se somete a analisis las sucesivas ventanas obtenidas de la senal de voz. Estos
bloques suelen superponerse parcialmente para dar una descripcion mas suave de
toda la corriente de datos. Por otro lado, si el andlisis al que se va a someter la
voz es adaptativo (de modo que los pardmetros de anédlisis se actualizan segun
van llegando nuevas muestras, en vez de realizar un analisis desde cero para cada

ventana) tendriamos un “procesado muestra a muestra”. En la discusién genérica

de [Ouaaline and Radouane, 1998]| se habla de estos dos paradigmas, los “métodos

de bloque” frente a los métodos “muestra a muestra”
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Figura 1.2: Espectrograma de anterior, con ventana Hamming de duraciéon 20 ms.
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Comparando con un espectrograma de la misma senal pero con una ventana
de menor tamafo, se aprecia que algunos aspectos (como el rayado horizontal
frente al vertical) son artefactos introducidos por la ventana de andlisis. Las rayas
verticales en el analisis de tiempo corto se corresponden con los golpes individuales
que produce la glotis. El rayado horizontal se debe a la interaccion del tren de
impulsos glotales con la ventana de andlisis. Sin embargo otros aspectos (los barras
horizontales en 0’5 s, 1000 Hz y 2000 Hz) son independientes de la longitud de la

ventana de anélisis.

H000

Fraquency [Hz)

Figura 1.3: Espectrograma de anterior, con ventana Hamming de duracién 5 ms.

Independientemente del método seguido para la obtencion de caracteristicas
espectrales fugaces (short-time spectrum), la que més sobresale a primera vista es
la frecuencia fundamental Fyy, y sus armoénicos. Se debe a la vibracién de las cuerdas
vocales, y perceptivamente da el tono agudo o grave a las voces. Hay tramos en que
esta vibracion no se da, que son los tramos no sonoros, por ejemplo en fricativas
o habla susurrada. También puede verse que los armoénicos en voces graves estan
mas separados, y en voces agudas mas préximos. Si se requiere separar diversos

armonicos en una voz aguda es necesario mas precisién en frecuencia, a costa de
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la precision en el tiempo.

Otra caracteristica espectral sobresaliente son los formantes. El concepto de
formante proviene de la lingiiistica, y se refiere a las bandas de energia en el
plano tiempo-frecuencia. Habria que diferenciar entre formante fonético y formante
analitico. El primero es resultado de la inspecciéon visual de un espectrograma por
un experto, marcando las zonas de contenido energético. El segundo se corresponde
con las zonas de concentracion de energia que surgen del analisis de un modelo de la
senal de voz. Por ejemplo, si se modela la senal usando la transformada de Fourier
como es habitual en telecomunicacién, un formante analitico se corresponde con
un maximo en el espectro. En el modelo de prediccion lineal que se describe mas
adelante, un formante analitico se corresponde con un polo de cierta funcién de
transferencia. En cualquier caso, si el modelo es fiel, habrda una adecuacién entre
los formantes fonéticos observados realmente y los formantes analiticos predichos.
Para ver que un formante fonético es un objeto “natural” y un formante analitico
un aspecto de un modelo, puede notarse que los formantes fonéticos se interrumpen
en los intervalos en que la senal de voz cambia de régimen (de sonoro a no sonoro).
En cambio los formantes analiticos, deducidos de un modelo, van a ser continuos en
tanto se siga modelando la sefial con el mismo procedimiento [Rabiner, 1999]. Otra
nota de distincion, cuando dos bandas de energia se unen, se dice, en los estudios
fonéticos, que uno de los formantes ha desaparecido. Sin embargo, analiticamente
se describe de otro modo esta situacion: dos formantes pueden mezclarse o incluso

cruzarse [Riley, 1989].

El modelo de produccién de voz que incorpora los formantes como parametros
descriptores de alto nivel tiene muchas aplicaciones. Histéricamente fue desarro-
llado en el contexto de codificacién (compresion) de voz, para aprovechar el ancho
de banda disponible en las lineas telefénicas [Flanagan, 1960]. Asociada con esta
técnica estd la sintesis de voz, necesaria para recuperar la senal original [Atal and
Hanauer, 1971]. La sintesis de voz es también la base de los sistemas de conver-
sién texto-habla. Un sintetizador basado en formantes (frente a uno basado, por
ejemplo, en “recortes” de silaba) produce un habla fluida [Markel, 1976].

La descripcion que hace el modelo de formantes es fisicamente significativa, con
lo que pueden deducirse aspectos sobre la posicién de los érganos fonadores, y su
movimiento (dindmica articulatoria) a partir de los pardmetros. Relacionado con

el desacoplamiento que el modelo hace de las diversas influencias en la senal (del
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medio, de las caracteristicas de los 6rganos, de la articulacién, etc.) estd que se
pueden modificar estos parametros, ajustandolos para conseguir algin efecto. Por
ejemplo [Morris and Clements, 2002] proponen alterar los formantes medidos en
hablas alteradas (en condiciones de baja presién atmosférica, o en alta gravedad, o
habla susurrada) para resintetizar esa misma voz con los parametros normalizados,
es decir, de modo que suenen como voz producida en condiciones normales.

En cuanto al reconocimiento de voz, como comentan [Welling and Ney, 1998],
casi todos los reconocedores estan basados en coeficientes cepstrales o de banco
de filtros. Sin embargo, hay caracteristicas muy atractivas de los formantes para
usarlos como componentes de plantillas de reconocimiento: son robustos frente a
distorsion de canal o ruido; se pueden ajustar las condiciones de reconocimiento
a las de entrenamiento; tienen “significado fisico”, es decir tienen un significado
directo en los modelos de produccion y percepciéon de habla. En resumen, seria
muy util disponer en tiempo real de la localizacién (es decir, frecuencia central
y ancho de banda) de los formantes. Los pardmetros estimados de formantes,
como componentes del vector de caracteristicas acisticas (o template), pueden ser
usados directamente (datos crudos en la terminologia de [Markel, 1976]) como se
hace en [Welling and Ney, 1998] o [Garner and Holmes, 1998], o ser sometidos a un
proceso de seguimiento de formantes [Holmes and Russell, 1999]. En aplicaciones de
reconocimiento de voz la posicién relativa de los formantes es el parametro principal
en la clasificacion de vocales, y las trayectorias de los formantes estan ligadas
con los puntos de articulacién, como se revisa en [Schmid and Barnard, 1995].
El reconocimiento del hablante también puede beneficiarse de esta técnica. La
motivacion para hallar formantes de [Snell and Milinazzo, 1993| es usar el nimero
de ellos en ciertas bandas de frecuencia para verificar la identidad el hablante. En
esta tultima referencia se introducen técnicas de andlisis complejo del polinomio de

prediccién lineal que estan en el origen del presente trabajo.

Prediccion lineal

Para estimar los parametros de los formantes es frecuente localizar los picos de
resonancia del filtro de prediccién (LPC, Linear Prediction Code |Markel, 1976])
obtenido a partir de segmentos de la senal de voz. La prediccién lineal es una

herramienta muy usada en varios aspectos de proceso de senal. Quiza por esto hay
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gran variedad de exposiciones de sus fundamentos y de los algoritmos para llevarla

a cabo, que resumimos a continuacion.

Consideremos una senal de tiempo discreto (x(t))ieny = (2(0), z(1),...), es de-
cir, tal que los valores z(t) € R estan distribuidos continuamente, y el indice de
tiempo t € N es discreto. Para un niimero natural n > 1, una aproximacion por pre-
diccion lineal de (z(t))en de orden n consiste en unos nimeros reales ay, as, ..., ;.
Estos se denominan coeficientes de la prediccién lineal. La senal (Z(t));en definida

como
2(t) =ax(t—1) +ax(t—2)+ - +ax(t—n)sit >n (2(t) =0sit <n),

es la prediccion lineal de (x(t)) con coeficientes a;,1 < i < n. La diferencia entre
la senal y su prediccion lineal es el error de la prediccidn, la senal (e(t))ien defi-
nida como e(t) = z(t) — (). Como se ve, el error depende de los coeficientes a;.
También es evidente que conociendo solamente la senal de error (y los coeficien-
tes), puede reconstruirse iterativamente el valor de la senal z(t) en cada instante

t, como x(t) = e(t) parat <n,y
z(t) = 2(t) + e(t) = arz(t — 1) + agx(t — 2) + - - - + a,x(t — n) + e(t) para t > n.

El problema de la prediccion lineal es, dado (x(t)), hallar los coeficientes a; de
la prediccién lineal que hacen minima la senal de error (e(t)). Este minimo suele

tomarse en el sentido de la norma cuadratica

o

I(e())renlly = /2 ().

t=0

Asi se considera que cada prediccién lineal (Z(t)) es un modelo de (z(t)) y que la de
minimo error es la mejor prediccion. En la literatura, un primer grupo de cuestiones
que aparece es la exposicion y desarrollo de este problema de predicciéon lineal, a
veces en un contexto de aproximacién funcional (con el aparato matemético de
proyecciones en espacios de Hilbert [Wiener, 1975]). Mds frecuente es exponerlo
mediante filtros, usando técnicas de senales y sistemas [Haykin, 1995]. También es
frecuente introducirlo en un contexto de senales estocasticas y modelado AR |[Box
et al., 2008].
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Independiente del contexto en que se introduce, con su terminologia asociada,
un segundo grupo de cuestiones atanen al uso del modelo de prediccién lineal.
Por ejemplo el espectro de potencia del modelo es més sencillo de describir que el
espectro de potencia original [Priestley, 1981]. Como otro ejemplo de aplicacion,
si la senal ha sido producida aplicando diversos filtros (fisicos o computacionales)
desconocidos, puede resultar més facil realizar la ingenieria inversa (deducir los
filtros usados) a partir del modelo que a partir de la sefial original. Esto pasa en

el modelo vibracién glotal - tracto vocal de la produccién de voz [Rabiner, 1999].

Un tercer grupo de cuestiones son las relacionadas con la solucion efectiva del
problema de la produccién lineal. Normalmente se hace restringiendo el analisis a
senales definidas en un segmento finito (z(t)):eq1,...m}- Seniales de duracién mayor
que este segmento se dividen en ventanas en las que se realiza el andlisis [Markel,
1976]. Este andlisis se hace mediante el método de la autocorrelacion (que des-
cribimos més adelante) o por el método de la covarianza. También es frecuente

realizar adaptativamente la prediccién lineal [Widrow and Stearns, 1985].

Comentamos ahora estas cuestiones (planteamiento del problema, usos del mo-
delo y solucién efectiva), y en el siguiente apartado se expondra el problema con-
creto que motiva este trabajo. Para resolver el problema de la prediccion lineal, es

decir, para hallar los coeficientes a;, se considera el error cuadratico

E=Yet)=> (z(t) —arx(t — 1) + asx(t —2) + -+ + a,x(t — n))’
=0 t=0
como si fuese una funcién de los coeficientes a;. Suponiendo [Haykin, 1995] que los
extremos de la funcién de error se alcanzan donde se anula la derivada, y que ese
extremo es minimo por convexidad, el error es minimo donde se verifique:
oF

=0paral <i1<n
aai

Desarrollando las derivadas, estas condiciones son equivalentes a

oE 0 &

S (0T art ) -

t=0
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= i 38 <x(t) - zi:lajx(t - j)> =

i—0 9Qi

0

-3 2 <:v<t> - Z aja(t - j)) <x<t> - Z aja(t - j>> -

t=0

= —229@(75 —1) <x(z€) — Za]x(t — j)> =

= —22033(15 —id)e(t) =0

Salvo el factor —2, las condiciones son »  z(t — i <
t=0

Zaj:ct—j> = 0.

7=1

o0
Si se definen los coeficientes de correlacion como ¢(i,j) = Zx (t—d)zx(t —j), la
t=

anterior expresion puede ponerse como ¢(i, 0) Z a;¢(t, 7). En la teoria de filtros
7=1
6ptimos estas condiciones se conocen como ecuaciones de Wiener-Hopf [Widrow

and Stearns, 1985|.

Con respecto al segundo grupo de cuestiones, las aplicaciones, el campo mas
natural es la teoria de filtros. Usando la técnica de la trasformada Z, denotamos
X(2),X(2) y E(2) a las transformaciones de z(t), #(t) y e(t). La reconstruccién

de z(t) por prediccién lineal puede verse como la aplicacién de un filtro F(z)

a esta senal, X(z) = F(2)X(2), siendo F(z) = —> ajz77. Usando este filtro
j=1
de prediccién lineal, la senal de error se produce con E(z) = (1 — F(2))X(2).

Llamando polinomio LPC a A(z) =1 — F(z), tenemos:

E(z)
A(z)

X(t) =

Esta expresion tiene una importante interpretacion practica: si disponemos de
una suposicién razonable sobre la forma de la senal de error E(z), la senal que se

pretende modelar, X (z), es el resultado de aplicar al error un filtro con funcién

de transferencia H(z) = A En nuestro caso, z(t) es una sefial de voz y dos
z

suposiciones razonables sobre la forma que puede tomar E(z) son la de tren de

impulsos (en periodos de habla vocalizados, es decir, con actividad de las cuerdas
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vocales) o la de ruido blanco (en habla no vocalizada) [Rabiner, 1999).

El tercer grupo de cuestiones atane a los calculos practicos con los que llevar
a cabo este planteamiento. Las operaciones anteriores, con sumatorios y correla-
ciones que se extienden sobre todo el eje de tiempos, deben truncarse para poder
realizar calculos con efectividad. Se suele restringir el andlisis a una ventana de la
senal x(t), a lo largo de la cual es razonable suponer que se mantienen las carac-

teristicas que recoge el modelado LPC. Con este truncamiento, con una ventana
N-1
de longitud N, la expresion del error ventaneado queda Ey = Z e(t)?, y la co-

t=n
N—1—min(4,5)

rrelacion ¢y (i, j) = > a(t—i)z(t — j). Esto ltimo puede ponerse como
t=méx(,5)
N—1+i—j|
on(i,g) = Y. x(t)a(t — i — j]), que es una expresién que depende solo de
=0
li — j|, es decir ¢n(i,j) = rn(]i — j]). Esto permite expresar las ecuaciones de

Wiener-Hopf en forma matricial: de ry(i) = Y a;rn(|i — j|) para 0 < i < n

pasamos a =
rn(0) rn(1) rn(2) . ry(n=1) a; rn(1)
rn(1) rn(0) rn(1) oo rn(m=2) | | a2 rn(2)
rn(2) rn(1) rn(0) oo rn(n=3)| |as | = | r~(3)
rnv(n—1) ry(n—2) ry(n—3) ... rn(0) ay, rn(n)

Para hallar las incégnitas a;, suelen usarse métodos de algebra lineal numérica
adaptados al hecho de que esta matriz de coeficientes de correlacion es de tipo
Toeplitz (es decir, simétrica y con valores constantes a lo largo de diagonales

paralelas a la principal), como el algoritmo de Levinson-Durbin [Haykin, 1995].

Formantes y modelo de produccién

La aproximacion inicial a la senal de voz, mediante un analisis tiempo-frecuencia
como los espectrogramas anteriores, suele complementarse con el modelado por
prediccién lineal. Las caracteristicas del filtro LPC pueden ponerse en correspon-

dencia con los 6rganos de fonacién. El funcionamiento de la glotis y el tracto vocal
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sugiere un modelo de produccion de la senal de voz como un generador de impulsos

seguido de un resonador. Con mas detalle, las tres componentes serian glotis, tracto

vocal, radiacién desde los labios (modelo de Liljencrants-Fant [Markel, 1976]).

En términos de funciones de transferencia (ver |[Oppenheim et al., 1996] como

referencia para seniales y sistemas y [Ogata, 2010] para técnicas de control y anélisis
del lugar de las raices), la funcién de la glotis y la de la radiacién son sencillas de

describir, y aportan ceros a la senal de voz. El pre-énfasis consiste en eliminar estos
ceros mediante un filtro de +6 decibelios por octava, como explica
Jack, 1988]| (se considera que la glotis aporta +12db/o, y la radiacién de los labios
-6db /o, por tanto se requiere +6 de filtrado para aislar la funcién de transferencia

del tracto vocal, que aporta los formantes). El resultado puede verse en la figura

T4

Fraquency [Hz}

1.18

Time [=)

Figura 1.4: Espectrograma de anterior, con ventana Hamming de duracién 10 ms,
y pre-énfasis de 6 dB. Notemos como al aumentar la frecuencia fundamental al
final de la enunciacién, el intervalo entre picos glotales baja de los 10 ms, y el
rayado vertical da paso a un rayado horizontal.

Tras este filtrado, el espectro resultante muestra unas bandas donde se concen-

tra el aporte del tracto vocal al espectro total. Este espectro puede considerarse de
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modulacion, siendo la senal de la glotis la portadora. Esto es lo que se conoce como
formante: bandas de energfa en el plano tiempo-frecuencia. Como comenta [Markel,
1976, el filtrado conforme al modelo de produccién realza los formantes superiores

(denotados como Fy, Fs, ..., frente a Fp, la frecuencia fundamental).

Para tener una expresion sencilla de la funcién de transferencia del tracto vocal,
se aproxima con un filtro todo-polos. Esta hipdtesis simplificadora es razonable,
pues el tracto vocal puede asimilarse fisicamente a un tubo sin pérdidas. Por ejem-
plo, aunque el andlisis de [Kapilow et al., 1999] es continuo (es decir, no basado
en prediccion lineal), respalda la hipétesis de que el espectro del tracto no tiene
ceros. La senal de habla resultante de aplicar el filtro de preénfasis si puede te-
nerlos debido a la fuente de senal de la glotis, o a una excitaciéon acustica en el
tracto (como cliks o fricaciones), o a un acoplamiento nasal. Teniendo en cuenta
la distincion antes comentada entre formantes observados - formantes del mode-
lo, varios trabajos examinan la validez de la hipdtesis todo-polos. En el articulo
fundacional de [McCandless, 1974] se describen las frecuencias de atenuacion, in-
dicando la presencia de ceros en el tracto vocal. Con el nombre de antiformantes,
o nasalformantes, algunos autores los incorporan a la descripcién del tracto, en un
modelo més preciso. En [Duncan and Jack, 1988] y [Ouaaline and Radouane, 1998]
se describen en detalle los efectos que tienen los ceros de la senal en nasales, frica-
tivas y stops (plosivas). Estas realizaciones estdan producidas por causas externas
al tracto vocal, y por tanto escapan de las hipétesis del modelo LPC. Es necesario
desarrollar otros métodos para detectarlos (como el modelado ARMA de series
temporales en general [Box et al., 2008]). Para el caso particular de modelos de
voz bajo hipétesis mas relajadas se han propuesto algoritmos de “correccion de ce-
ros”, como los de factorizacion de [Starer, 1990, originales de [Orfanidis and Vail,
1986, o el referido en [Ouaaline and Radouane, 1998, que describe uno basado en

filtrado adaptativo.

Resumiendo, se dispone de un modelo sencillo de produccion de la senal de
voz, que incorpora sus caracteristicas mas importantes, conocido como modelo de
Liljencrants-Fant [Rabiner, 1999]. Con la hipétesis adicional de que el tracto vocal
tiene un espectro todo-polos, puede aplicarse las técnicas de andlisis LPC para
calcular sus parametros. Entre los aspectos de los que no da cuenta el modelo esta
la naturaleza del generador de impulsos (vibracién-no vibracién de las cuerdas), y

la simplificacién que introduce la hipétesis todo-polos.
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Lo mas habitual es cenirse al modelado LPC o al modelo espectral, pero con
indicadores sobre la validez del modelo. Por ejemplo [Riley, 1989] comenta los
problemas de LPC, con imagenes de polos que desaparecen por influencia nasal.
Este autor defiende el “compromiso minimo”: no ajustar la senal de habla a un
modelo tan restrictivo como LPC al principio del andlisis, sino tras haber extraido
conclusiones de bajo nivel (como sonoro-no sonoro), y etiquetar explicitamente la
senal con estas conclusiones. Otro trabajo que hace uso de indicadores de vali-
dez es [Bermudez et al., 2000], donde se desarrollan métodos de aproximacién de
formantes sobre LPC, tras detectar el régimen sonoro-sordo.

Con respecto al seguimiento (tracking) a lo largo del tiempo, ya [McCandless,
1974] estudia como concatenar las zonas de energia del espectro para obtener los
formantes, en un compromiso de la continuidad con el cambio. Pero el trazado de
formantes sobre el espectrograma no es automatizable, pues responde a criterios
visuales y fonéticos no formalizados. En el trabajo de [Kopec, 1986] sobre el segui-
miento automatico mediante modelos ocultos de Markov, se comenta esta falta de
precision conceptual en los trazados manuales de formantes que usa como entre-
namiento. También se han intentado modelar las transiciones suaves (por ejemplo,
sin consonantes fricativas) en el seguimiento de formantes mediante la respuesta a

impulso de un sistema de segundo orden [Kawahara et al., 1999].

Estimacion y uso de los formantes

Entre los pardmetros mas importantes de la senal de voz estan la sonoridad, la
frecuencia fundamental y los formantes. Para medir los valores de estos parametros,
primero se estima si hay sonoridad o sordez, es decir, vibracion de las cuerdas o no.
Esto puede hacerse con la energia, o comprobando los cruces por cero [Bermudez
et al., 2000|. El siguiente pardmetro, en orden de dificultad de medicién, en una
senal periédica es su frecuencia fundamental F{y. En el caso de la senal de voz, al no
ser exactamente periddica, Fy es dificil de estimar. Puede estar incluso ausente, si se
da una fonacién sorda, y en los casos sonoros, puede variar bastante incluso en una
misma palabra. Ademads, en caso de F muy grave, puede llegar a confundirse con
el primer formante F |[Parsons, 1987]. El método candnico para hallar la frecuencia
fundamental de una senal es la autocorrelacién de la misma, cuyo segundo méaximo

nos da la amplitud de onda, y el segundo método usado es el analisis homomorfico
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(cepstrum [Deller et al., 2000]) para separar la contribucién del tracto de la de
la glotis. Sin embargo en presencia de ruido estos métodos pierden rendimiento
[Parsons, 1987,/Olive, 1971].

Como se ha comentado, las técnicas que aparecen con més frecuencia en la
literatura para la extraccién de formantes se basan en el modelado por predic-
cion lineal. Hay tres clases de métodos para la deteccién de formantes a partir de
este modelo todo polos de la senial de habla, como se revisa en [Garcia Zapata
et al., 2004a]. Primero, el espectro del modelo LPC es una aproximacién suavi-
zada del espectro de potencia de la senal, y por tanto los méximos del espectro
del modelo se corresponden con la frecuencia central de los formantes |Rabiner,
1999|. Una segunda clase de métodos consiste en escoger (por medios estadisticos
o adaptativos) un conjunto de valores para las posiciones de formantes y anchos
de banda, que encajen lo mejor posible en la distribucién de energia del espectro

de senal |Olive, 1971,|Welling and Ney, 1998|. Finalmente, otra aproximacion es el
del modelo LPC fuera de

analisis de los polos de la funcién de transferencia e
la circunferencia unidad (off-azis segin [McCandless, 1974]). Una vez que se tiene
el polinomio predictor A(z), los formantes se obtienen de las raices de A(z) = 0:
cada par de raices complejas nos da la frecuencia y ancho de banda correspondiente
a un formante. Asi, los polos, que estan en el interior del circulo unidad, son los
elementos responsables de la distribucién espectral [Duncan and Jack, 1988 Snell

and Milinazzo, 1993].

Como pasa con la frecuencia fundamental, aunque en principio parece un
parametro directamente medible siguiendo alguno de los métodos de las tres clases
mencionadas, en la practica surgen ciertas dificultades. La asignacion de maximos
espectrales (picos) a formantes no es directa, sobre todo si se usan estimadores
espectrales tipo Fourier, que muestran gran cantidad de picos. Y aunque la es-
timacion espectral que resulta de LPC es mas suave que con Fourier, los dos o
tres picos disponibles en LPC a veces se adaptan a maximos del espectro que no
corresponden a formantes. Otro problema complementario es el de dos maximos
espectrales que con el tiempo se funden en uno. Un tercer problema aparece en las
voces agudas, en las que los picos de la envolvente estimada tienden a acercarse a

los picos arménicos, en vez de a los méximos debidos a formante [Parsons, 1987].

Por otro lado, con el modelo de produccién de habla antedicho, el filtro del
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tracto vocal (responsable en tltimo término de los formantes) puede modelarse
mediante LPC. Los parametros de la funcién de transferencia que se consideran
normalmente son los coeficientes del polinomio predictor. Se puede hallar una
estimacion del espectro suavizado mediante la evaluacién en el circulo unidad
descrita en |[Rabiner, 1999|. Esta evaluacién en el circulo unidad a veces no muestra
los maximos espectrales suficientemente separados, al estar los polos del modelo
dentro del circulo unidad. [McCandless, 1974, Duncan and Jack, 1988] proponen
evaluar el espectro en un circulo interior. [Kang and Coulter, 1976, Parsons, 1987]
proponen el método del par de linea (line pair), que modifica los coeficientes del
polinomio para que sus raices (polos del modelo) se acerquen al circulo unidad.
Ambas aproximaciones pierden efectividad por las interacciones no lineales que se
dan entre los coeficientes y las raices del polinomio.

Un conjunto equivalente de pardmetros es el de las raices del polinomio, los
polos del modelo LPC. Como comenta [Olive, 1992], el modelo LPC se adapta
al espectro de la senal de voz, pero los coeficientes no tienen un significado fisico
claro. Por ejemplo no es facil saber qué coeficientes LPC modificar para que la
senal de voz cambie de “e” a “i”, o saber a partir de estos parametros si es vocal
o consonante. Los polos si que son fisicamente significativos y se corresponden
directamente con formantes, con frecuencia y ancho de banda.

Para decidir qué raices del polinomio predictor se corresponden a formantes,
[Markel, 1976] escoge las tres de mayor médulo. El mismo articulo sugiere que
independientemente de la frecuencia de muestreo, es necesario un par de polos
complejos para cada banda de 700 Hz, es decir, que el grado de LPC debe ser 4 o
5 (para recoger los formantes) més la cantidad correspondiente a la frecuencia de
muestreo (para recoger la forma general del espectro). Asimismo, los tres primeros
formantes para las vocales deben estar por debajo de 3 kHz.

Nuestro interés en la extraccién de formantes viene del desarrollo de una me-
todologia de reconocimiento de habla en entornos adversos en el proyecto IVORY
[Gémez, 1998|, y posteriormente en el proyecto DIARCA [Diaz Martin et al., 2001].
En esta metodologia, la senal de entrada es filtrada adaptativamente para la can-
celacion de ruido antes de la fase de reconocimiento. Como subproducto de este
filtrado, se obtiene el polinomio LPC (inverso de la funcién de trasferencia) con un
alto grado (como referencia, 32 o 64 coeficientes). La informacién sobre formantes

extraida de este polinomio puede ser usada en posteriores fases de reconocimien-
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to. Las dos clases de métodos de extracciéon citados al principio de este apartado,
maximos espectrales y ajuste estadistico, no se pueden aplicar con fiabilidad a este
modelo de grado alto debido a los efectos de mezcla de formantes, y a la aparicion
de picos espurios [McCandless, 1974]. La tercera clase de métodos de localizacion
de formantes, la basada en las raices del polinomio predictor, es la méas adecuada

a esta situacidn.

La factorizacién de un polinomio (o la extraccién de raices, que es la factori-
zacion total, en factores lineales) es un problema que se plantea con frecuencia en
procesamiento de senial: con transformadas Z de senales de voz en la construccion
de plantillas para reconocimiento de voz |Gomez, 1998|, o como descripcién de
alto nivel de senales de electroencefalograma [W. Philips, 1992], o para usarlos co-
mo pardmetros para una representaciéon comprimida de una senal sonora [Starer,
1990).

No obstante, un andlisis LPC como el descrito en la tercera clase de métodos de
deteccion de formantes requiere la extraccion de raices de un polinomio de grado
alrededor de 32, al menos 40 veces por segundo. Los métodos para hallar raices
presentes en los paquetes de calculo numérico de propdsito general no pueden
abordar esto en tiempo real en maquinaria no especializada. En realidad, no es
necesario hallar todas las raices: las que mas influyen en la forma del espectro son
aquellas proximas a la circunferencia unidad. Se puede estimar, con las cifras dadas
como referencia, que las raices significativas tienen radio mayor que 0’95, pues las
que tengan menor radio corresponden a filtros con una respuesta trasiente de mayor
duracién que la ventana de muestreo. Por tanto, seria 1til como estimador de la
forma del espectro el conjunto de polos de la funcién de transferencia (de raices
del polinomio denominador) situados en la corona de radio 0’95 < r < 1. Pero al
aplicar métodos clasicos de calculo numérico, se ve que no es posible condicionar
asf la busqueda. Con un algoritmo para encontrar raices genérico (de biblioteca), es
inevitable hallar las 31 raices (aunque luego se seleccionen solo las més cercanas a
la circunferencia unidad). No se puede restringir la bisqueda a regiones especificas
del plano complejo. Ademas, el tener que hallar todas las raices requiere trabajar
con muy alta precisién en los célculos intermedios [Ralston and Rabinowitz, 1978a].
En general, los métodos basados en raices tienen una gran carga computacional, y

no se suelen usar en la practica.

Consideremos por ejemplo el método de Newton, que no permite “concentrar el
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esfuerzo” en una regién del plano. Los resultados tedricos nos aseguran la conver-
gencia a una raiz dada si se inicia el método cerca de esta. Pero en general, aunque
se converja a una raiz, esta puede estar arbitrariamente lejos del punto inicial.
En contraposicion, otros métodos permiten condicionar la busqueda a una region
especificada. Por ejemplo el método de Biseccion, que halla una raiz (en la recta
real) de una funcién contenida en un intervalo. Cualquier subintervalo de este, si
la funcion toma valores de distinto signo en sus extremos, contiene al menos una
raiz. Aplicando este criterio a las mitades que surgen de dividir el intervalo inicial,
se detecta en cual estd contenida alguna de estas. A este subintervalo puede apli-
carse recursivamente el método, hasta alcanzar la precisién deseada. En el plano
complejo también se puede utilizar un procedimiento analogo: cada regién plana
se divide en subregiones, en cada una de las cuales se aplica un criterio para la
presencia de raices, y asi recursivamente. En nuestro caso, por particion reiterada
de la corona 0’95 < r < 1 aplicando este método, pueden encontrarse las raices con

la condicién impuesta. Vamos a ver cémo llevar a cabo este esquema de célculo.

1.2. Meétodos tradicionales para hallar raices

Hasta mediados del siglo pasado, el proceso de hallar raices de polinomios
seguia el siguiente esquema: una primera fase, de separacion, divide la recta real
en segmentos de modo que en cada uno de ellos solo hay una raiz del polinomio. En
una segunda fase, de aproximacion, la raiz existente en cada segmento de la fase
anterior se aproxima por un método iterativo. Procedimientos usados en la fase de
separacién son la regla de los signos de Descartes, o las sucesiones de Sturm para
raices reales [Ralston and Rabinowitz, 1978a]. También pueden separarse regiones
del plano complejo, si se buscan raices complejas, mediante el algoritmo de Schur-
Cohn [Henrici, 1988]. En la fase de aproximacién, dada la escasa precisiéon que era
factible obtener manualmente, unos pocos pasos de cualquier método iterativo son
suficientes para aproximar la raiz.

A la hora de automatizar este proceso surgen varios inconvenientes: la fase de
separacion es costosa de llevar a cabo sin una intuicion previa del tamano que pue-
den tener los segmentos (o regiones) de separacién. Sin una separaciéon adecuada,
los algoritmos iterativos no convergen a una raiz cercana a la estimacion inicial.

Para evitar la no convergencia, un recurso frecuente es variar la estimacién inicial.
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Asi, tras varios intentos, es mas probable la convergencia a alguna raiz. Pero esto
dificulta el andlisis del método, y hace que el coste sea imponderable. Ademés,
frecuentemente no se desea una raiz cualquiera, sino las que cumplan cierta pro-
piedad, por ejemplo la de mayor modulo, como sucede en el analisis adaptativo
de componentes espectrales [Haykin, 1995] o las préximas al circulo unidad, en
el procesado mediante LPC [Rabiner, 1999]. En estos casos es necesario encontrar
todas las raices, y luego filtrarlas por la propiedad deseada. Al aproximar todas las
raices, para evitar converger varias veces a una raiz ya encontrada, se aplica una
deflacion al polinomio original. La deflacién consiste en dividir el polinomio por el
factor correspondiente a la raiz encontrada. Con esto se consigue que, al aplicar de
nuevo el método al polinomio resultado de la deflacciéon, la nueva raiz encontrada
no sea otra vez la misma. Pero la deflacién es un método costoso |Ralston and Ra-~
binowitz, 1978a] y ademds, la divisién de polinomios es numéricamente inestable
(mas adelante se introduce el concepto de estabilidad algoritmica).

Los métodos més extendidos actualmente se basan en este esquema, cuyas li-
mitaciones impiden que se pueda encontrar con seguridad raices de polinomios de
grado mayor que unas pocas decenas |[Lang and Frenzel, 1994]. Aunque esto venia
siendo suficiente, nuevas aplicaciones demandan métodos con capacidad para ma-
yores grados. También es de interés hallar raices de polinomios cuyos coeficientes
estan dados con baja precisién (como pasa en procesado de voz), y la deflacién
requiere aumentarla artificialmente, lo que ademés de elevar el coste altera el mo-
delo. Para lograr estos dos objetivos hemos recurrido a los denominados métodos
geométricos, y que pueden verse como una automatizacion de la fase de separacion.

En el siguiente apartado se desarrolla la clasificacion de los métodos de apro-
ximacion de raices en iterativos o geométricos. Para cada clase, se describe el
esquema general y se dan unos métodos de ejemplo. Posteriormente, en el siguien-
te apartado, se describen los conceptos o herramientas tedricas que aparecen en la

literatura para su anélisis.

Métodos iterativos y geométricos

Los métodos iterativos (MI) se basan en un bucle de estimacion - correccién de
error, que converge, en condiciones bien definidas, a un punto complejo tan cerca

de una raiz como sea necesario. Los métodos de este tipo son rapidos (convergencia
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mas que lineal, en general) y su anélisis, incluyendo la prueba de su correccion,
y la determinacién de los recursos necesarios, se basa en herramientas bastante
extendidas de anélisis matematico (derivada, aplicaciones contractivas o teoria
de punto fijo [Ralston and Rabinowitz, 1978a]). Esto hace que se denominen en
ocasiones métodos analiticos.

El arquetipo de los MI es el de Newton, con decenas de adaptaciones, para varias
variables, variable compleja, evaluacion conjunta del polinomio y su derivada, etc.
[Marden, 1966]. Junto con los métodos iterativos de Miiller, Legendre y otros,
constituye la solucién més comtn al problema de hallar raices de polinomios. Entre
los MI mas extendidos en bibliotecas numéricas cabe destacar el de Laguerre, o el
de Jenkins-Traub. Puede verse una descripcion sencilla y una comparativa de estos
métodos en [Mekwi, 2001]. El procedimiento incorporado en paquetes matematicos
matriciales (como LAPACK [Anderson et al., 1999] o MATLAB [Smith et al.,
1976]) es un MI basado en los autovectores de la matriz companera del polinomio
(companion matriz, véase |[Fortune, 2002] o [Edelman and Murakami, 1995]).

Un MI, por lo general, converge rdpidamente para la mayor parte de polinomios
de grado moderado (hasta aproximadamente 50 [Pan, 1997]). Sin embargo, atin
para estos grados, los MI son inadecuados para ciertas clases de polinomios (como
aquellos con raices multiples, o agrupadas -clusters-: cada método tiene su clase
particular de polinomios para los que no es apto), o para polinomios especificos que
muestran un mal condicionamiento, como el polinomio de Wilkinson [Wilkinson,
1965|. Para enfrentarse con este problema, es necesario aplicar reglas heuristicas en
caso de dificultades, tales como escoger otras aproximaciones iniciales, cambiar el
método aplicado, o usar aritmética de precisién variable [Pan, 1997|. Puede decirse
que hay cientos, si no miles [Householder, 1970] de métodos iterativos.

Estos métodos encuentran una raiz solamente. Si se necesita encontrar todas
las raices, o las que cumplen cierta condicién, es necesario aplicar una deflacién al
polinomio original, lo que es costoso. Para ciertas aplicaciones se han desarrollado
MI especificos. Por ejemplo en aplicaciones de procesamiento de senal, o robdtica,
el sistema a estudiar o controlar suele estar descrito por un modelo polinémico que
varia con el tiempo, produciendo un flujo de polinomios de alto grado. La frecuencia
con que se requiere hallar sus raices puede ser demasiado grande para los métodos
genéricos. Para hallar las raices de médulo maximo se usa el método de Graeffe
[Malajovich and Zubelli, 2001] o el de Bernouilli [Young and Gregory, 2012|). Para
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hallar todas las raices estd el método de Durand-Kerner [Aberth, 1973], [Farmer
and Loizou, 1975|. En particular en robdtica se usa el método de continuacion
homotépica |[Sommese and Wampler, 2005|, y otros mixtos simbdlico-numéricos
[McCarthy, 2011]. Estos métodos adaptados también muestran los problemas de
coste y rigor asociados a los MI (como describen las referencias citadas en [Pan,

1997]), que detallamos en el siguiente apartado.

Los métodos geométricos (MG), también llamados de bisqueda, se basan en el
refinamiento recursivo de una serie de condiciones que restringen la busqueda. Co-
mo ejemplo, consideremos el método de la biseccion para hallar ceros de funciones
reales continuas. Se basa en el teorema de Bolzano, que dice que si una funcién
continua f : [a,b] — R, en un intervalo [a, b] de la recta real tiene signos opuestos
en sus extremos (es decir, f(a)- f(b) < 0), entonces tiene al menos una raiz en ese
intervalo. El MG de biseccion se basa en la hipdtesis de este teorema. Partiendo
de un intervalo inicial que cumpla esta condicién, y viendo cudl de las mitades que
surgen de dividir el intervalo inicial verifica a su vez la condicion, se detecta cudl
contiene al menos una raiz. A este subintervalo puede aplicarse recursivamente el
método de biseccién, hasta alcanzar la precision deseada.

Otras condiciones distintas a la hipétesis del teorema de Bolzano pueden apli-
carse en la recta, dando lugar a otros MG. Por ejemplo suelen aplicarse las sucesio-
nes de Sturm [Henrici, 1988|, més costosas de evaluar que el signo en los extremos,
pero que dan mas informacién sobre el niimero de raices. También hay condiciones
que aseguran la existencia de raices en regiones del plano complejo, y que se puede
utilizar en un procedimiento bidimensional andlogo: cada region plana se divide
en subregiones, en cada una de las cuales se comprueba cierta condiciéon para la
presencia de raices, y asi recursivamente. Como los MG se basan en la delimita-
cion de regiones que pueden contener raices, a menudo se denominan métodos de
bracketing (horquillado, enmarcado) por analogia con el de biseccién.

Los métodos basados en nociones geométricas como las mencionadas son igual-
mente validos para todos los polinomios. Esto los diferencia de los MI. Ademas, la
uniformidad, que es la ausencia de casos especiales, facilita el analisis de la com-
plejidad de los MG. Los estudios tedricos de complejidad del problema del célculo
de raices han motivado el desarrollo de métodos geométricos. Por otro lado, las
aplicaciones précticas en procesamiento de senal o robética necesitan métodos que

permitan enfocar la busqueda de raices a una zona pre-especificada del plano com-
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plejo, como se ha descrito. Esta acotacion de la bisqueda produce un ahorro en
cantidad de cémputo con respecto a los MI, que no permiten tal acotacion. MG
basados en nociones geométricas distintas al recuento del nimero de raices en su-
bregiones son el de test de inclusién de Weyl [Henrici, 1988], [Yakoubsohn, 2005,
o el procedimiento de escision (splitting) de Graeffe |Bini and Pan, 1996].

En general, los MG tienen un patrén comun. Consideremos de nuevo el método
de la biseccién. Este método consiste en utilizar de forma recursiva los signos
distintos en los extremos de un intervalo para construir una sucesién de intervalos
anidados (y por lo tanto cada vez més pequenos) que contienen una raiz real. Estos
son los componentes prototipicos de un MG: un test de inclusion, para decidir si
hay alguna raiz en una regién, ya sea de la recta o del plano, y un procedimiento
recursivo para obtener localizaciones cada vez mas pequenas de las raices deseadas.

Tratamos dos ejemplos en el plano para comparacion: el método de Lehmer-
Schur y el de Weyl. El método de Lehmer-Schur |[Lehmer, 1961] es un método de
enmarcado bidimensional basado en un test de inclusion de Schur y Cohn, que
dice cuando un polinomio tiene raices dentro de un circulo. Asi, el drea de interés
se cubre con circulos, y se aplica este criterio a cada uno de ellos. Después, los
circulos que contienen alguna raiz se cubren a su vez por circulos de menor radio,
y asi sucesivamente, hasta que se alcanza la precision requerida. El procedimiento
recursivo conlleva cierta ineficiencia porque los circulos se superponen y puede en-
contrarse repetidamente la misma rafz. El método de enmarcado de Weyl [Henrici,
1988| se basa en un test de inclusién que se aplica a regiones cuadradas. Una des-
composicion en cuadrados de la region de interés conduce de modo natural a un
arbol cuadratico (quadiree [Aho et al., 1983]). Este consiste en un arbol de biisque-
da en el que cada nodo es un cuadrado, enlazado a sus cuatro sub-cuadrados, de la
mitad de lado. Se han propuesto varios tests de inclusiéon para cuadrados, por Weyl
y otros [Pan, 1997, para ser utilizados en procedimientos recursivos de busqueda
en arbol cuadratico.

Son menos frecuentes los predicados, que responden afirmativa o negativamente
sobre la presencia de raices en una regién, que los tests, que responden afirmati-
vamente o no se deciden. Ejemplos de test de inclusién aparecen en los trabajos
citados en [Dickenstein and Emiris, 2005]: [Neft and Reif, 1996a], [Neft, 1994], [Car-
dinal, 1996|, [Stetter, 1996], [Kirrinnis, 1998|. Basados en predicados de inclusién
estan |[Henrici and Gargantini, 1969] o [Dedieu and Yakoubsohn, 1993|. En [Pan,
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19964 se insiste en que un aspecto crucial a efectos de complejidad de estos méto-
dos es que la descomposicion “divide y venceras” se haga en partes equilibradas.
Las pruebas en las que se basan los MG suelen ser geométricas, pero también

hay propuestas para usar predicados que usan expresiones algebraicas mas genera-

les, como aproximaciones p-adicas [Lenstra Jr, 1999]. En esta linea es similar [Burr:

and Krahmer, 2012], donde los predicados se organizan como un érbol sin interpre-

tacion geométrica directa, y los métodos algebraico-simbélicos descritos en [Elkadi
and Mourrain, 2005].

En este trabajo no usamos test de inclusién, ni predicados con expresiones

algebraicas, sino el nimero de vueltas o indice de curvas planas cerradas. Otros

métodos geométricos basados en el nimero de vueltas, son los de [Ying and Katz,
11988], |Herlocker and Ely, 1995], |[Noureddine and Fellah, 2005] o [Yap and Sa-|
graloff, 2011], aproximando la integral de Cauchy con las técnicas generales de
acotacion del error de integracién numérica [Ralston and Rabinowitz, 1978b], en
la linea de los trabajos |[Delves and Lyness, 1967], [Sakurai et al., 2003]. Compa-
raciones empiricas de algunos de estos métodos pueden verse en [Kamath, 2010].
Se han propuesto varios técnicas especificas para la integral de Cauchy
and Van Barel, 2000], [Suzuki, 2001].

Un enfoque diferente se puede encontrar en [Wilf, 1978] o [Collins, 1977], que

usan sucesiones de Sturm para encontrar el nimero de cruces de una curva por la
parte positiva del eje de las abscisas. Hay que considerar como una desventaja de
estos métodos que solo sean validos para formas especificas del contorno que contie-
ne las raices (circular en Suzuki, rectangular en Wilf y Collins), y muestran varios
problemas, como que los métodos de integraciéon numérica necesitan aritmética de
precisiéon arbitraria [Knuth, 1981], y las sucesiones de Sturm requieren usar un
paquete de dlgebra simbdlica.

En este trabajo se sigue otro enfoque, que puede remontarse hasta
, basado en una muestra de puntos del contorno de la regién que contiene las
raices. El método descrito es aplicable a curvas genéricas, sin necesidad de recurrir

a precision miiltiple. Se ha implementado y comparado con varios algoritmos de

célculo de rafces, con resultados favorables [Garcia Zapata and Diaz Martin, 2008].

La comparaciéon se ha realizado también sobre los polinomios de alto grado que

surgen en proceso de senal.

Métodos derivados del de Henrici se han usado en el calculo recursivo de raices,
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ya sea para aplicaciones practicas [Snell and Milinazzo, 1993] o para estudios teori-
cos sobre la complejidad del cdlculo de raices [Renegar, 1987], [Pan, 1997]. En los
trabajos de |Ying and Katz, 1988] o en [Ko et al., 2008] se encuentran enuncia-
dos precisos sobre las condiciones en que se puede usar el indice de curvas planas
en algoritmos de célculo de raices, y sugerencias sobre como gestionar los casos

singulares.

Los métodos tedricamente 6ptimos del problema del calculo de raices, en el sen-
tido de la complejidad computacional, son de tipo geométrico [Pan, 1996b], |[Neff
and Reif, 1996b|, [Schonhage, 1982|, pero no estdn muy extendidos en la practi-
ca. Los MG son mas dificiles de implementar que los métodos iterativos, ya que
requieren tipos de datos para objetos geométricos y variables complejas, y proce-
dimientos de bisqueda en arbol o de backtracking para el flujo de control [Brassard
and Bratley, 1988]. Sin embargo, los métodos basados en relaciones geométricas
son validos para todos los polinomios. Esta uniformidad permite un analisis de
la complejidad de tales métodos. Esta es la razéon por la cual los estudios tedri-
cos de complejidad han sido la fuerza motriz en el desarrollo de MG |Renegar,
1987|. Por ejemplo, supongamos que se requieren las raices de un polinomio hasta
b bits, es decir con una precisién de 27°. El nimero de multiplicaciones necesarias
para extraer todas las raices de un polinomio de grado n, con esta precision, es
O(n?log nlogb) usando el MG de [Pan, 1997]. Para el método de Newton no existen
semejantes estimaciones de coste, ni para otros MI (ver [Traub and Wozniakowski,
1979|, [Forster, 1992]). Sin embargo en la practica la mayoria de las aplicaciones

de busqueda de raices se basan en MI.

Como se ha comentado, tradicionalmente los métodos geométricos se usaban
como una parte heuristica en el proceso de hallar raices de polinomios, en una fase
previa de separacién. En un fase posterior de aproximacion se usaban métodos
iterativos. Las implementaciones de MG, por lo general, también incluyen, por
eficiencia, algiin método iterativo que interviene al final del calculo, como la apli-
cacion del método de Newton, cuando la bisqueda quadtree alcanza una subregion

donde se da una convergencia rapida.

Otros cambios que se hacen en las implementaciones practicas de un MG genéri-
co estan relacionados con aspectos numéricos de los tests de inclusion. En las
implementaciones con aritmética de coma flotante, es decir, con una precisién fi-

nita fija, los errores de redondeo se acumulan y hacen que el cédlculo pierda toda
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fiabilidad [Gourdon, 1993|. Sin embargo, en implementaciones con aritmética de
precisiéon arbitraria, sin errores de redondeo, la precision puede crecer indefini-
damente [Pan, 1997], y por tanto los recursos computacionales necesarios. Estos
problemas de precision numérica han sido un obstaculo para el uso practico de MG.
En este trabajo se demostrara que el indice de curvas planas puede calcularse con
fiabilidad, identificando las curvas que requeririan mas recursos de los asignados,
y usando el indice en un MG eficiente.

Este paso de métodos iterativos a geométricos, que requiere analisis mas elabo-
rados, se da también en otras areas del calculo numérico: autovalores median-
te divide-y-vencerds [Demmel, 1997], ramificacion y poda en programacion li-
neal [Padberg, 1999, o descomposicién de dominio en resolucién de ecuaciones
diferenciales [Toselli and Widlund, 2005|. Para tener una mayor perspectiva de
esta evolucién desde los métodos iterativos, basados en un bucle, hacia otros basa-
dos en recursividad, vamos a usar un famoso ejemplo no numeérico: el problema de
la ordenacion de una lista. Los diversos algoritmos conocidos para este problema
pueden clasificarse también como iterativos (basados en un bucle) o como recursi-
vos. Los métodos de bucle, como el algoritmo de insercién, o el de la burbuja |[Aho
et al., 1983] producen resultados parciales més ordenados en cada iteracién, hasta
llegar a la solucién (mediante sucesivas aproximaciones; “més ordenado” significa
que contiene una sublista ordenada de mayor longitud). Los métodos recursivos
(quicksort o mergesort) llegan a la solucién sin pasar por refinamientos sucesivos,
y son mas efectivos. Como contrapartida, para analizar el coste de algoritmos de
ordenacion iterativos es suficiente con combinatoria elemental, mientras que de-
mostrar el menor coste de los algoritmos de ordenacion recursivos requiere técnicas
mas avanzadas de analisis de sucesiones de recurrencia, como el teorema maestro,
o la formula de Akra-Bazzi [Cormen et al., 2001]. Este cambio de paradigma, de
iterativo a geométrico, que viene de la mano de una extension de las herramien-
tas de andlisis, se da también en el calculo numérico, como muestran los ejemplos

citados.
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1.3. Analisis de algoritmos numéricos

Tras dar una descripcion a grandes rasgos de los métodos para hallar raices de
polinomios en el apartado anterior, en este haremos una comparativa en cuanto
al coste. Primero precisamos los conceptos relacionados con el coste de algoritmos
numéricos (como precision, condicionamiento y estabilidad). Luego comentamos
brevemente el coste de los algoritmos més usados para hallar raices, y posterior-
mente exponemos aplicaciones que se dan en la practica para las que el rendimiento
de los métodos actuales no es suficiente, y que motivan el desarrollo del presente

trabajo.

Aproximacién, estabilidad, condicionamiento

Algunos algoritmos numéricos calculan directamente el resultado deseado con
un numero finito de operaciones sobre los datos de entrada, como por ejemplo el
método de eliminacién de Gauss para calcular soluciones de sistemas de ecuaciones
lineales. Otros algoritmos numéricos son aproximados, ya que obtienen aproxima-
ciones al resultado, que seran mas precisas cuantos mas recursos se dediquen. Estos
recursos son principalmente tiempo de ejecucion del algoritmo. Hablando con pro-
piedad, no se deberian denominar algoritmos ya que pueden no concluir en un
nimero finito de pasos. Sin embargo es habitual llamar algoritmos a estos pro-
cedimientos, no finitos, que forman parte del analisis numérico y la teoria de la
aproximacién [Williamson and Shmoys, 2011]. Los problemas numéricos para los
que solo se conocen algoritmos aproximados son méas abundantes que los proble-
mas con algoritmo exacto conocido. Ademads, incluso para problemas con algoritmo
exacto, suele ser preferible usar un algoritmo aproximado [Trefethen, 2010].

Para medir el coste de un algoritmo numérico aproximado no puede usarse
el nimero de operaciones hasta llegar al resultado, pues la finalizacion puede no
llegar. Lo que se usa es el nimero de operaciones realizadas para obtener una
aproximacion cuyo error sea menor que una tolerancia maxima preestablecida.

El error de la aproximaciéon Z al valor x es e = |z — Z|, la diferencia (en
valor absoluto) entre la aproximacién y el valor buscado. Desde luego este error
es desconocido (como lo es el valor buscado), pero para cada algoritmo numeérico
aproximado puede hallarse una cota superior del error de la aproximacion obtenida,

en funcién de los recursos dedicados. Esta cota de error es una funcion decreciente
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(a més recursos, menor error). Por ejemplo consideremos el problema de hallar
un cero de una funcién continua en el intervalo [a,b]. Un algoritmo aproximado
para resolverlo es la biseccion sucesiva, cuyo recurso tiempo puede medirse en
cantidad de bisecciones realizadas. El error e, tras la biseccidon n-ésima verifica
en < ;;—fl Otro algoritmo aproximado para este problema es el método de Newton
(si converge en ese intervalo [a, b]). También puede medirse el tiempo dedicado en
iteraciones, y el error e, tras la iteraciéon n-ésima es menor que 2% para cierta
constante C'. La cota del error de Newton decrece mas rapidamente que la de
biseccién. La cota de error es una medida de la efectividad del algoritmo: mientras
mas rapidamente decrezca, el algoritmo requerirda menos operaciones para bajar

de un error maximo preestablecido.

En los dos ejemplos anteriores se ha descrito el error de truncamiento, que se
produce al detener la ejecucion del algoritmo, potencialmente infinita. Otra manera
de limitar los recursos de un algoritmo es la discretizacién o muestreo, en la que
no se usan todos los datos de entrada, sino sélo los suficientes para producir la
aproximacion. El error de discretizacion es el cometido en este caso, por ejemplo
al aproximar una integral mediante una suma finita de Riemann, o mediante el
método de los trapecios. Como se ha comentado, en el campo del analisis numérico
es fundamental dar, como medida del coste de un algoritmo, una cota de su error de
truncamiento en funciéon del momento de detencion, o de su error de discretizacion

en funcion de la cantidad de datos usados.

Independientemente del error de truncamiento o de discretizacién, que viene
de la limitacién de recursos de ejecucion del algoritmo, esta el error de redondeo,
que viene de la finitud de recursos usados para representar datos, normalmente
datos numeéricos. El redondeo es la conversion de un valor en un dato del tipo
numérico que se va a usar para representarlo. Se usa un recurso finito, como es la
memoria, para representar un conjunto de valores potencialmente infinito, como los
enteros, o realmente infinitos (en cuanto a recursos requeridos para su expresion),
como 1/3 = 0'33, o V2. El tipo numérico més frecuente es el basado en coma
flotante. Una introduccion a este tipo de dato es [Goldberg, 1991a] y un estudio en
profundidad |Higham, 2002]. Las implementaciones del tipo de dato coma flotante
siguen el standard IEEE 754-2008, adoptado internacionalmente como IEC-60559,
que permite diversos formatos, caracterizados por su precisién (nimero de bits).

Los formatos més frecuentemente usados son precision simple y doble. La precision
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de la mantisa es de 24 bits en simple, lo que quiere decir que puede representar
valores con un error menor que 1/2?* (aproximadamente 7’2 cifras decimales). Por
otro lado el exponente tiene 8 bits, con lo que puede tomar valores entre -128 y

127 (aproximadamente 38 érdenes de magnitud decimales).

El standard especifica cinco modos de redondeo [IEEE, 2008]: hacia abajo, al
valor mas cercano, etc. Vamos a usar como ejemplo una aritmética decimal, y asi
1/3 redondeado a una precisiéon 1/100 = 0’01 de dos cifras decimales, por el modo
de redondeo hacia abajo, serfa 0'33. El error de redondeo (la diferencia, en valor
absoluto, entre un valor y su redondeo) es 0'00333.... En general, se consigue error
cero solo para ciertos valores. El error de redondeo es menor que la precision (en el
ejemplo, 0'0033... < 0'01) y, dependiendo del modo de redondeo, puede ser igual. El
error de redondeo interviene fundamentalmente en el redondeo de las operaciones
en coma flotante (suma, producto, inverso): a partir de unos operandos con un
cierto error, el resultado de una operaciéon, con la misma precisién, va a tener en

general peor error (es decir, mayor error).

Estas nociones se han recogido tradicionalmente, en teoria de medida y ope-
raciones con magnitudes fisicas [Taylor, 1997|, considerando tres tipos de error:
error de medida de datos (que en esta memoria no vamos a considerar), error de
truncamiento (o discretizacion) y error de redondeo en las operaciones. Esta cla-
sificacion en tres tipos refleja la fuente de error: el error de medida viene de la
sensibilidad finita de los dispositivos de entrada de datos, el error de truncamiento
(o discretizacién) del finito tiempo disponible para computo, y el error de redondeo

refleja la finita memoria disponible para representar datos.

Ademas de la anterior clasificacién de las fuentes de error, también es habitual
en el analisis numérico hablar de la velocidad (u orden) de convergencia |[Ralston
and Rabinowitz, 1978b|. Las aproximaciones pueden ponerse como una sucesion
T, si el algoritmo es iterativo (Z,, es la aproximacion en la iteracién n-ésima), o si
este procede por discretizacién (Z,, es la aproximacién para una muestra de tamano
n). En cualquiera de los dos casos la cota de error, decreciente con n, asegura la
existencia de un limite al que converge esa sucesién. Siendo e,, la sucesién de errores

de Z,, se define el orden de convergencia como el exponente ¢ tal que el limite:

,  €En41
lim L — ¢

n—oo €en



1.3. ANALISIS DE ALGORITMOS NUMERICOS 29

pertenece al intervalo (0, c0). Equivalentemente, si el error e, es proporcional a
el con constante de proporcionalidad independiente de n. El orden de convergencia
mide la velocidad a la que converge z,,. En el ejemplo anterior de cotas de error,
se ve que el método de la biseccion tiene orden ¢ = 1, mientras que el método de
Newton tiene ¢ = 2. Se dice que ¢ = 1 es un orden de convergencia lineal porque la
representacion grafica de log(e,) frente a n es una recta, mientras que para orden
cuadratico, ¢ = 2, esa representacion es una parabola.

Como ejemplo, vamos a exponer un caso sencillo de algoritmo para el que va-
mos a calcular su error de truncamiento y su error de redondeo. (También nos
referiremos a este ejemplo posteriormente al hablar de estabilidad y condiciona-
miento). Consideremos el problema “Dado u, hallar «/3”, y un algoritmo iterativo

. . . U — Tp-1 .
que lo resuelve, consistente en aplicar repetidamente z,, = ————. Evidentemen-
te, tal algoritmo solo sera de interés practico en un hipotético procesador en cuya
aritmética la operacion de dividir entre tres sea muy costosa comparada con la di-
visién entre dos. Calculamos por este algoritmo 1/3 y 10/3, ambos con condicién

inicial, por ejemplo, xy =5 (en la tabla |1.1]).

. 1-— Tp—1 . 10 — Tp—1
A T e
0 5.0000 0 5.0000
1 -2.0000 1 2.5000
2 1.5000 2 3.7500
3 -0.2500 3 3.1250
4 0.6250 4 3.4375
5 0.1875 d 3.2813
6 0.4063 6 3.3594
7 0.2969 7 3.3203
8 0.3516 8 3.3398
9 0.3242 9 3.3301
10 0.3379 10 3.3350

Tabla 1.1: Aproximaciones a 1/3 y 10/3

Habria que hacer un andlisis para demostrar que este algoritmo converge (para
ciertos valores iniciales), y para hallar su cota de error y orden de convergencia
(necesaria para saber cuantas iteraciones hacen falta para alcanzar una precisién

preestablecida). Por simplicidad no lo hacemos. También por simplicidad redon-
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deamos a una precision fija de cuatro cifras decimales. Al truncarlo en la iteracion
décima se tiene un error de truncamiento de 0'3379 — 1/3 = 0/00456 en el primer
ejemplo y 3'3350 — 10/3 = 0’0016 en el segundo. Por otro lado, para el error de
redondeo, aunque prolongasemos el algoritmo todo lo posible, anulando el error de
truncamiento, el error de redondeo al expresar el resultado (que es 0'00003) va a

ser inevitable.

Para analizar algoritmos numéricos de aproximacion llevados a cabo manual-
mente era suficiente estudiar el error de truncamiento (o el de discretizacién) para
presupuestar el coste de ejecucion del calculo. El error de redondeo se evitaba au-
mentando la precisién de algunas operaciones intermedias del algoritmo, si se veia
necesario cuando se estaba llevando a cabo. Con la llegada de los ordenadores,
para ejecutar los algoritmos sin supervision, es decir, como componentes de un
sistema a los que solo se accede por su interfaz, es necesario estudiar también la
estabilidad [Wilkinson, 1964]. Los errores de redondeo en las operaciones que rea-
liza un algoritmo alteran la aproximacion, y la cota de error de truncamiento, que
supone que no hay errores de redondeo, quiza no es valida. Es decir, los errores
de redondeo pueden acumularse en sucesivas iteraciones del algoritmo, impidiendo
su convergencia. En tal caso se dice que el algoritmo es inestable. Por ejemplo,
el algoritmo propuesto para hallar u/3, si redondeamos a dos cifras decimales, no
converge a un valor fijo (Tabla . Pero se puede decir que es estable porque,
aun con ese redondeo, oscila entre valores que no se apartan mucho del resulta-
do deseado. Hay algoritmos para los que la oscilaciéon causada por el redondeo
no solo retrasa la convergencia, sino que hace sucesivas aproximaciones cada vez
mas alejadas del valor deseado. Es decir, el redondeo puede disminuir el orden de

convergencia, o incluso impedirla.

Por otro lado, el condicionamiento es la dependencia del resultado del proble-
ma con respecto a los datos de entrada [Wilkinson, 1965]. Una pequena variacion
del resultado ante pequenas variaciones de la entrada significa un buen condiciona-
miento del problema, y en cambio fuertes variaciones del resultado se consideran
un mal condicionamiento. No depende del algoritmo. El problema de hallar /3
esta bien condicionado. Un ejemplo de problema similar, pero mal condicionado, es
hallar 1/(u — 1). Este problema estd mal condicionado alrededor de u = 1, donde
un pequeno cambio en u puede producir un cambio muy grande en la respuesta,

sea cual sea la precision con que la representemos o el algoritmo que usemos para
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1- Tp-1
T, = ——— redon-

S

deado a dos decimales
5.00
2.00
1.50
-0.25
0.62
0.19
0.40
0.30
0.35
0.32
0.34
0.33
0.34

—_ =
CE©o-No otk wh—Oo

—_
(]

Tabla 1.2: Aproximaciones a 1/3 con precisién de dos digitos

calcularla.

En resumen, el coste del algoritmo numérico se ve influenciado por el tamano
de entrada pero también por el error maximo que se tolera en la aproximacion a
la solucion. Como se ve tras estas consideraciones, para lograr la respuesta con un
cierto error maximo, tenemos que trabajar con una precisiéon que no solo depende
de este error, sino también del condicionamiento del problema y de la estabilidad
del algoritmo que usemos. Esto se aparta tanto del analisis de algoritmos clasico
como de la teorfa de medida de magnitudes [Trefethen and Bau III, 1997]. Un
estudio con ejemplos de algoritmos numéricos, con su coste, puede verse en [Emiris
et al., 2010].

Coste de algoritmos para raices

Los algoritmos para hallar raices de polinomios, al ser de aproximacién, estan
sujetos a estas interrelaciones error maximo demandado-condicionamiento por un
lado, precisién de trabajo-estabilidad por otro. Sin embargo, el tratamiento tedri-
co clésico se ha centrado en el estudio de la cota de error (y la correspondiente
velocidad de convergencia). Siguiendo las referencias estandar de célculo numérico

(ver [Ralston and Rabinowitz, 1978b| en general o [Henrici, 1988] en particular para
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raices), se pueden comparar los métodos iterativos (MI) y los métodos geométricos

(MG) segun los siguientes criterios:

» Cotas de error (y velocidad de convergencia): Los MG suelen tener una con-
vergencia lineal (orden ¢ = 1), mientras que los MI tienen convergencia méas
rapida, de orden ¢ > 1. Esto es un punto fuerte de los MI, como puede
verse en el nimero de bits correctos de la aproximacion n-ésima. Este es el
nimero de posiciones iniciales en la expresién binaria de la aproximacion
que coinciden con la expresion binaria de la soluciéon. En el ejemplo anterior
del método de la biseccién, de convergencia lineal, e, es la mitad de e,, es
decir en cada paso la aproximacién incrementa en uno el niimero de sus bits
correctos. En cambio el método de Newton, de convergencia cuadratica (or-
den q = 2), e, es aproximadamente €2, es decir el nimero de bits correctos
se dobla en cada paso.

= Convergencia local o global: Normalmente, para que se verifique el decre-
cimiento de la cota de error de un MI, es necesario que este se inicie con
una estimacion previa bastante cercana a la solucion. Se dice que converge
localmente, o en un entorno de la solucion. Los MG, en cambio, suelen tener
convergencia global: el error decrece aunque la estimacion inicial esté alejada

de la solucion. Este es el punto fuerte de los MG.

= Convergencia condicional: Los MI suelen tener un conjunto de entradas para
los que no convergen. Por ejemplo el método de Newton no es véalido para
polinomios con raices multiples. Esta es otra restriccion para la convergencia
de los MI (ademas de la localidad). Los MG en cambio convergen incondi-

cionalmente.

En resumen, los MI suelen ser locales, condicionales, de convergencia de orden
2 o mas. Los MG son globales, incondicionalmente convergentes, y de convergencia
lineal.

A pesar del fundamento tedérico de los MI (por ejemplo para el método de
Newton, la teorfa clasica de Kantorovich [Ralston and Rabinowitz, 1978a], o la
teorfa o de Smale |Blum et al., 1998]), la condicionalidad de la convergencia hace
que, en general, estos métodos no se consideren completos (es decir, vélidos en

todos los casos). No se conocian algoritmos completos, es decir, de convergencia
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no condicional hasta 1924, con los trabajos de Brouwer y Weyl [Pan, 1997 sobre
MG. Para MI, tampoco se ha precisado la globalidad de la convergencia (es decir,
que no se necesiten estimaciones previas). Aportes al estudio de la convergencia
global han sido los de [Smale, 1981] en el método de Newton, [Pan, 1987], [Toh
and Trefethen, 1994] para el método de la matriz companera, o |Dickenstein and

Emiris, 2005] para los métodos de prolongacién homotépica.

Al estudiar los algoritmos disponibles, el interés de los investigadores se ha
centrado en los puntos anteriores, sobre todo la cota de error, y en cambio el coste
(desde el punto de vista de los recursos necesarios) no se ha estimado adecuada-
mente, como afirma [Pan, 1997]. Intentos de paliar esa situacién son los trabajos
sobre el “teorema fundamental del dlgebra” (que es como se conoce al problema de
hallar raices de polinomios) de [Smale, 1981] y [Schonhage, 1982] para MI y MG
respectivamente. Como se ha comentado, analizar la complejidad computacional
de este problema ha sido una motivacién para el desarrollo de los MG |Renegar,
1987|. Estos estudios son cldsicos en el sentido de que no suelen considerar la
estabilidad numérica de los métodos y el condicionamiento del problema. La es-
tabilidad de la evaluacién de polinomios en coma flotante se analiza en |[Toh and
Trefethen, 1994]. Ante la dificultad de anédlisis se recurre a comparativas experi-
mentales [Jenkins and Traub, 1975, como por ejemplo [Bini and Fiorentino, 2000]
o |Zeng, 2004].

Desde el punto de vista practico, la localidad de la convergencia es una impor-
tante desventaja de los MI: la posicion de la raiz encontrada no esta relacionada
con la estimacion inicial [Blum et al., 1998]. Esto puede ser representado en una
grafica de cuencas de atraccién. La cuenca de atraccion de una raiz (para el método
de Newton) es el conjunto de valores complejos z tales que el método converge a
esa raiz, si la iteracién comienza con el valor inicial z. Se dice que una raiz atrae los
puntos que convergen hacia ella. Las cuencas de dos raices distintas son subconjun-
tos disjuntos del plano. Representamos las cuencas de las raices de un polinomio
de grado 31 en la figura [1.5 Es la regién plana |Re(z)| < 1’2, [Im(z)| < 1'2. Las
raices estan senaladas con asteriscos. El método de Newton se aplica una vez para
cada pixel de la figura. La estimacion inicial es el valor complejo correspondiente a
la posicion de este pixel. Luego cada pixel es coloreado con un nivel de gris, segiin
la raiz a la que converge. Asi cada cuenca queda coloreada con un nivel de gris

diferente.
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Figura 1.5: Cuencas de atraccién para el método de Newton aplicado a un
polinomio de grado 31. Los asteriscos marcan las raices, y los niveles de
gris las cuencas.

En la figura, las fronteras entre cuencas muestran puntos cuyo color es diferente
del de sus puntos préximos. Un punto tal converge a una raiz situada lejos de las
raices correspondientes a puntos cercanos. Ademas, las fronteras estdn imbricadas
de un modo fractal: en cualquier linea que una dos puntos de distintas cuencas va a
haber puntos pertenecientes a una tercera cuenca. Asi, la raiz hacia la que un punto

converge es imprevisible. Esta indeterminaciéon de la convergencia es caracteristica
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de los MI. Es un fenémeno de dependencia sensible de condiciones iniciales, y no

puede ser evitado aumentando la precisién numérica |Kalantari, 2009).

En este contexto, para encontrar, por ejemplo, las raices cerca de la circun-
ferencia unidad con un MI de uso comun, es necesario hallar todas las raices, y
seleccionar las que sean de interés. Para evitar hallar repetidamente la misma raiz,
cada una encontrada se elimina del polinomio dividiendo por un factor lineal (pro-
cedimiento llamado deflacién). Los pasos de deflacién requieren aritmética de alta
precisién, que es computacionalmente costosa [Ralston and Rabinowitz, 1978a].
En contraste, el uso de pasos de deflacién (y por tanto de alta precisiéon) no es
necesario en MG. Ademas, si el drea de interés es relativamente reducida, y con-
tiene pocas raices, un MG evita gastar calculo en raices no deseadas. Muchas
aplicaciones practicas se beneficiarian métodos que permitan centrar la busqueda
de raices en una regién pre-especificada del plano complejo (véase [Sitton et al.,
2003, Van Dooren, 1994 y sus referencias). Esta capacidad de los MG, y el ahorro
computacional consiguiente con respecto a los MI, es una motivacion practica para
su estudio [Pan, 2012].

Con respecto a las demandas actuales, la linealizacién de los modelos (es decir,
reemplazar cada operacién o relacién por una aproximacién mediante matrices)
suele servir para sortear la necesidad de hallar raices de polinomios de grado mayor
que 10 [Pan, 1997]. Sin embargo, hay ambitos donde se requiere el célculo de
raices de polinomios de alto grado (del orden de varios cientos o miles). Pueden
verse referencias sobre la necesidad de hallar raices de polinomios de alto grado
en proceso de senal [Sitton et al., 2003] o en robdtica (el problema cinematico
inverso [Craig, 2005], [Sommese and Wampler, 2005]) o teorfa de antenas [Orchard
et al., 1985]. También en las referencias de [Bini and Pan, 1994] y [Huang, 2004].
Con respecto a los sistemas de algebra computacional, o algebra por ordenador
(Computer algebra systems, CAS [Von Zur Gathen and Gerhard, 2013]), surge la
necesidad de hallar raices al resolver sistemas de polinomios mediante el método
de eliminacion, teéricamente 6ptimo para esta tarea. Como no se dispone de un
algoritmo fiable para raices, en la practica se usan las bases de Grobner y el
politopo de Newton, que no son métodos éptimos para sistemas de polinomios.
Otros problemas algebraicos que se beneficiarian de un algoritmo fiable para raices
son la factorizaciéon de polinomios en coeficientes racionales (que se relaciona con

la aproximacion diofantica), y el célculo del maximo comun divisor (referencias
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en [Pan, 1997] y [Dickenstein and Emiris, 2005]).

En nuestro trabajo |Garcia Zapata et al., 2004b| nos enfrentamos a una situa-
cién (con polinomios de grado en torno a varias decenas) en la que un método
geométrico es mejor que uno iterativo. La ventaja se deriva principalmente de que
en muchos casos no se necesita encontrar todas y cada una de las raices de un
polinomio, sino sélo aquellas que satisfacen ciertas condiciones. En aplicaciones

de procesado de senales, como se describe en la seccién anterior, el andlisis LPC

produce una funcién de transferencia H(z) = , el modelo de la senal. Las

1
A(z)
raices del polinomio denominador A(z) estdan dentro del circulo unidad, por la
estabilidad del modelo, y las raices mas cercanas a la circunferencia estan relacio-
nados con los componentes de frecuencia principales de la senal [Oppenheim et al.,
1996]. Por ejemplo, el polinomio de la figura proviene del analisis LPC de una
senal de voz. Estamos interesados en encontrar las raices complejas de polinomios
que estén situadas cerca de la circunferencia de la unidad, hasta una distancia
que depende del grado de modelado LPC. Esto nos ha llevado a considerar MG
para resolver este problema. En el campo del procesamiento de senal se usan va-
rios métodos iterativos para encontrar las raices de mayor médulo, como Graeffe
o Bernoulli [Ralston and Rabinowitz, 1978a]. Sin embargo, el alto grado de los
polinomios de interés para nosotros, y la compleja casuistica que requieren estos

métodos, son dos caracteristicas que dificultan su aplicacion.

Es el objetivo de esta memoria precisar las condiciones bajo las cuales puede
aplicarse eficientemente un procedimiento de extraccién de raices, capaz de res-
tringirse a una zona de interés en el plano complejo, aplicable en el ambito de la
codificacién lineal predictiva para la deteccion y seguimiento de formantes. En el
capitulo 2 introducimos un método para calcular el indice, el nimero de vueltas
que da una curva plana alrededor del origen, y en el capitulo 3 se usa el indice
como criterio de la presencia de raices de un polinomio en una regién del plano.
También se desarrolla un método recursivo de subdivision de regiones usando este
criterio para hallar las raices. Finalmente en el capitulo 4 se realiza una compara-
tiva del método propuesto con otros actualmente usados en la practica para tareas

similares de proceso de senal.



Capitulo 2

Desarrollo y estudio tedrico de un
método geométrico para calcular

el indice de una curva plana

2.1. El indice de una curva y el calculo de raices

El indice de una curva plana cerrada A es el niimero de vueltas que da alrededor
del origen. Su valor puede ser calculado aplicando la formula integral de Cauchy

(un resultado de Analisis Complejo) como:

L

d(A) =55 1

El indice se ha usado en varios procedimientos para calcular las raices de un
polinomio f, basandose en el hecho de que el nimero de raices contenidas en una
region del plano complejo bordeada por una curva I' coincide con el indice de la
curva A=f(I"). Si este indice es positivo, la regién contiene una o varias raices.
Si se divide esta regién en regiones mas pequenas, y se calcula el indice de la
transformacion por f del borde de cada una de ellas, se tiene una localizacién més
precisa de las raices. Aplicando esta subdivision recursivamente a las regiones que
contengan alguna raiz, puede alcanzarse una aproximacién a las raices de f con la
precisién que se quiera [Henrici, 1988]. Un procedimiento similar se ha propuesto

para hallar los ceros de funciones analiticas [Kravanja and Van Barel, 2000].

37
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En los trabajos de [Ying and Katz, 1988] o en [Ko et al., 2008] se encuentran
enunciados precisos sobre las condiciones en que podemos usar el indice en algorit-
mos de calculo de raices, y sugerencias sobre como gestionar los casos singulares.
Pero el estudio de la complejidad de estos métodos, esencial para compararlos con
los tradicionales, no se ha llevado a cabo. Nos proponemos llenar ese hueco.

Con este proposito, mostraremos que la distancia de la curva A al origen de
coordenadas es una medida del coste computacional del calculo del indice. Lla-
mamos a esta distancia el valor de singularidad de A. En particular, en el uso
del indice para calcular las raices de un polinomio f, el valor de singularidad de
A = f(I') es equivalente a la distancia desde I' a las raices de f. Las referencias
mencionadas comentan la influencia de esta distancia en el coste, pero carecen
de una expresion precisa de su dependencia, como la que damos més adelante.
Ademas, damos cotas del coste del manejo de casos singulares, que surgen cuando
se aplica el algoritmo de calculo del indice como subprocedimiento recursivo en un
algoritmo para calculo de raices.

El valor de singularidad de A es el factor principal en el coste del algoritmo. El
reciproco de este valor puede compararse con el nimero de condicién de una matriz,
en calculo numeérico lineal. Ambos son una medida del mal condicionamiento de los
datos de entrada. Por ejemplo, el coste de una inversién matricial con una precision
predefinida crece proporcionalmente al nimero de condicién de la matriz |Golub
and Van Loan, 1996]. De modo similar, el coste de un calculo de indice crece con
el reciproco del valor de singularidad.

Mas alla de su interés tedrico, es necesario un estudio del valor de singularidad
para el uso del indice en aplicaciones de cédlculo de raices, porque surgen contornos
singulares en la subdivisién recursiva de la region plana. En el tratamiento de
estos casos reemplazamos el contorno singular por otro, situado a corta distancia,
con mejor valor de singularidad. Esta técnica de desvio es similar a la propuesta
en [Ying and Katz, 1988], pero provistos con nuestros resultados sobre el valor
de singularidad podemos aplicarlo en el seno de un procedimiento recursivo, y
por tanto podemos tratar curvas con una singularidad arbitraria, como aparece
en |Garcla Zapata and Diaz Martin, 2014] y se describe en el capitulo 3.

En la siguiente secciéon exponemos el algoritmo para calculo del indice llamado
Procedimiento de Insercién (PI, figura . Luego estudiamos su coste compu-

tacional, y lo expresamos en funcién del valor de singularidad de la curva en la
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hipdtesis de que esta esta uniformemente parametrizada, y en la siguiente seccion
desarrollamos un estudio similar para curvas Lipschitzianas, mas generales. En la
seccién modificamos ese algoritmo base y enunciamos una condicién necesaria
para que el nuevo algoritmo cuente los giros de cualquier tamano alrededor del
origen (Procedimiento de Insercién Vélido para cualquier secuencia inicial, PIV,
figura . La seccién introduce un control, con el propésito de que el algo-
ritmo resultante pueda aplicarse a curvas con un valor de singularidad arbitrario

desconocido a priori (Procedimiento de Insercién con Control de Singularidad,

PICS, figura [2.17).

2.2. Definiciones y procedimiento de insercién

Vamos a considerar curvas cerradas definidas paramétricamente, es decir, como
aplicaciones de un intervalo real al plano complejo A : [a,b] — C con A(a) = A(b).
Como es usual en el estudio de curvas parametrizadas, dos curvas A; : [a,b] — C
y Ay @ [¢,d] — C con la misma imagen Im(A;) = Im(A,) pueden verse como
dos parametrizaciones de un mismo subconjunto de C. Recuérdese que una curva
A : [a,b] — C es uniformemente parametrizada si la longitud de un arco de
la curva coincide con la longitud del intervalo de sus valores de parametro, es
decir, si para cada x,y € |a,b], se tiene que |y — x| = /y dA(t). Esta ultima
integral es la longitud de arco longarc(A([x,y])). Toda curva diferenciable a trozos
puede parametrizarse uniformemente [Kolmogorov and Fomn, 1975]. Esto es, para
cualquier curva A : [a,b] — C hay otra curva A" : [0,longarc(A)] — C con

Im(A) = Im(A*) y A" uniformemente parametrizada.

También consideraremos curvas Lipschitzianas (esto es, verificando que hay
una constante L con |A(y) — A(z)| < Ly — z| para cada x,y € [a,b]). Las curvas
uniformemente parametrizadas son un caso particular de las Lipschitzianas, con
L=1.

El indice, o niumero de vueltas al origen, Ind(A) de una curva A : [a,b] — C,
es el nimero de rotaciones completas que da la curva alrededor del punto (0,0) en

sentido contrario a las agujas del reloj. Véase la figura [2.1]

Como caso particular de la formula de Cauchy de anélisis complejo, el indice
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Figura 2.1: Los indices de las curvas A; y Ay son Ind(A;) =1y Ind(Ay) = 2.

es igual a la siguiente integral de linea:

1 1
Ind(A) = /A —du

El concepto de indice se aplica en el principio del argumento [Henrici, 1988],
que afirma que el nimero de ceros (contados con multiplicidad) de una funcién
analitica f : C — C, w = f(z), dentro de una regién con borde definido por la
curva T', es igual al indice de la curva A = f(T) (ver figura [2.2). El principio del
argumento puede ser visto como un analogo bidimensional del teorema de Bolzano,
y es la base varios métodos recursivos para hallar los ceros de funciones holomorfas
y, en particular, ceros de polinomios.

Notemos que el indice de la curva A no estd definido si A pasa por el origen
(0,0) ya que la integral /A i} dw no existe. En este caso, A se dice que es una curva
singular. Si A = f(I'), esto es equivalente a que I" pase por un cero de f. Dado
un valor real € > 0, decimos que una curva es e-singular si su distancia minima
al origen es . Las curvas 0-singulares son las que se han llamado previamente
singulares para la integral del indice. La férmula de Cauchy no es aplicable a

curvas O-singulares.

Como se ha comentado en la introduccion, adoptamos el enfoque de Henrici
[Henrici, 1988] como alternativa frente a la integracién numérica de la integral del
indice. Por tanto, trabajaremos con aproximaciones poligonales de la curva A, esto
es, conjuntos discretos de puntos complejos dispuestos en un cierto orden: Para

cualquier secuencia de valores del pardmetro s; € [a,b], (a = sg,...,s, = b) con
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Figura 2.2: El ntimeros de raices del polinomio f(z) = z* 4+ 1 dentro de I'; y I'y es
igual a los indices de A} = f(I'1) y Ay = f(I'y), respectivamente.

Sp < §1 < -+ < 8p, la aproximacién poligonal es A, = (A(sp),...,A(s,)). La
figura |2.3| muestra una curva con una de sus aproximaciones poligonales.

Dada una secuencia S = (sg,...,S,) de valores crecientes, s; < S;y1, i =
0,...,n — 1, llamamos su paso maximo |S| a la maxima diferencia entre valores

consecutivos, esto es: |S| = 0<1]Zg1<ix_1(si+1 — 5).

El plano complejo se divide en sectores angulares, de angulo % Hay ocho
de tales sectores, llamados Cy, C1, Cs, ..., Cr, cada uno la mitad que resulta de
cortar un cuadrante por su bisectriz. Para ser preciso, cada borde entre sectores
adyacentes, C, vy C,41, estd incluido en C,,, para x = 0,...,6, y el borde entre
C7 y Cp esta incluido en Cy,.

Decimos que dos puntos p, ¢ de la curva A estan conectados si estan situados en
dos sectores adyacentes o en el mismo sector, esto es, si p,q € C,UC,,1 para algin
z. Equivalentemente, si cuando p € C, y ¢ € C, entonces y =z +1 (0o y = x).
Como los sectores C7 y Cy son adyacentes, las igualdades deben entenderse como
una congruencia aritmética médulo 8.

Consideremos los bordes que delimitan los sectores Cy, ..., ;. Para cada seg-
mento de curva A([s;, s;41]), decimos que cruza N bordes si el intervalo de parame-

tros contiene como mucho N valores f;, 7 =1,...,N,cons; < f1 < fo < ... <
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Figura 2.3: La curva A es aproximada por la poligonal Aig con una resolucién de
18 puntos.

fn < siq1, cuyas imédgenes A(f;) pertenezcan a algin borde. Por ejemplo en la

figura [2.4] hay varios segmentos con el nimero de bordes que cruza cada uno.

Supongamos que la curva A tiene un indice definido, esto es, que no cruza
el origen. Entonces es seguro que hay una secuencia (tg,ti,...,t,) de valores del
pardmetro t € [a,b], a =ty < t; < ... < t, = b cuyas imégenes por la aplicacién
A estan conectadas, como muestra la figura [2.5]

Decimos que un poligono de vértices A(t;) ,i=0,1,...,m satisface la propie-
dad de conezion si cada par de puntos consecutivos A(%;) y A(t;11) estan conecta-
dos. Si conseguimos por algin método una secuencia (A(tg), A(t1), ..., A(ty)) de
puntos definiendo un poligono A que verifica la propiedad de conexién, su indi-
ce Ind(A,,) es igual al ntimero de puntos A(t;) en Cr que estan seguidos por un
punto A(t;11) en Cy. La ocurrencia de un sector Cy seguido por C7 debe contarse

negativamente. Esto es, Ind(A,,) = #(cruces de C7 a Cy) —#(cruces de Cy a Cy).
Este es el método de Henrici para el calculo del indice.
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Figura 2.4: Segmentos de curva con el nimero N de bordes que cruzan.

Henrici no especifico el procedimiento para encontrar los valores del parametro
(to,t1,...,tm), ni precisé las condiciones bajo las cuales el indice del poligono de
aproximacion A,, coincide con el de la curva original A. En el trabajo [Ying and
Katz, 1988| se propone tal procedimiento, con un coste computacional razonable.
Consiste en construir la secuencia buscada a partir de una secuencia inicial de
valores del pardametro, (a = sg,...,S, = b), de la curva A, cuyas imagenes no
verifican necesariamente la propiedad de conexién, esto es, que quizas, para algin
1, las imégenes de s; v s;11 no estan conectadas. Se recorre la secuencia de valores
(..., 8i,...) desde su inicio sg, hasta que se encuentra un par (s;, s;41) de valores
consecutivos cuyas imagenes A(s;) € Cp v A(siy1) € C, no estén conectadas.

S; + Sit1

En esta situacion se inserta un valor de interpolacién en la secuencia de

pardmetros (So,...,S,) entre s; y s;+1. Después se recorre de nuevo la secuencia
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Figura 2.5: Las imé4genes de los valores sucesivos ¢;, t;11 estan conectadas.

resultante (s, ..., ), ,) hasta que se encuentre otro par (s},s},,) cuyas imdgenes
no estén conectadas, y otra vez se inserta un punto intermedio como se ha descrito.
Iterando este proceso, se llega finalmente a una secuencia T' = (to, ..., t,,), m > n,
cuyas imégenes verifican la propiedad de la conexion. Este procedimiento esté
definido en la figura [2.6]

El Procedimiento de Insercion recorre la secuencia de izquierda a derecha, de
modo que los puntos necesarios para conectar s; y s;11 se insertan antes que los

que van entre s;411 y S;to.

Este procedimiento de insercién de puntos de interpolacién presenta dos incon-
venientes que dificultan su aplicacion practica en el calculo del indice. En primer
lugar, no acaba en un numero finito de pasos en ciertos casos. Discutimos esto en
las secciones y En segundo lugar, Ind(zm) coincide con el indice de A solo
bajo ciertas suposiciones. La seccién trata esta cuestiéon de la coincidencia de
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Procedimiento de Insercion: Para hallar el indice de una
curva A : [a,b] — C
Parametros de entrada: La definicion analitica de la cur-

va A, y una secuencia S© = (S0,---,5n), de valores crecientes
So < 81 < ...< Sy, de[a,bl cona=syyb=s,.
Salida: Una secuencia (to, . .., t,) cuyas imagenes verifican la
propiedad de la conexion.
Método:
Asignar a k el valor 0. (k es un contador de iteraciones);
Mientras S = (s, ..., s, 8\, 1,...,5,;) tenga dos valores

consecutivos cuyas imdgenes A(s;) y A(s],;) no estén conecta-
das (encontrados recorriendo la secuencia de izquierda a derecha)

hacer: L
si + s
{ Insertar ———*% entre s, y s/, ; esto e,
!/ /
s + s,
k+1) / / 7 i+1 / / .
S( )_<$O""7Si727$i+17""8n+k’>7

Incrementar k;

}

Retornar la secuencia resultante.

Figura 2.6: Procedimiento de insercién (Ying y Katz).
Ind(A,,) v Ind(A). En la seccién final de este capitulo modificamos el procedi-
miento de insercién para producir un algoritmo, finito y analizable, para el cdlculo

del indice.

2.3. Coste del procedimiento de insercién para

curvas uniformemente parametrizadas

Si la curva A cruza el origen (es decir, A es una curva singular) el procedimien-
to de insercion no puede acabar, porque no hay ninguna secuencia de puntos con
la propiedad de conexién. Ademas, aunque no sea singular, si la curva pasa lo su-
ficientemente cerca del origen, el niimero de inserciones puede ser arbitrariamente
alto. El propdsito de este apartado es dar un enunciado preciso de este hecho, en
el teorema [I] mas adelante.

Supongamos que se aplica el procedimiento de insercién con secuencia inicial
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SO = (s0,...,5,). Concentrémonos en un intervalo [s;, s;11] cuya imagen, el seg-
mento de curva A([s;, s;+1]), tenga sus extremos no conectados (ver la figura [2.7).
Denotaremos con C, al sector que contiene A(s;), v pr al punto resultante de la
insercién k-ésima del procedimiento entre A(s;) y A(s;41), K =1,2,.... También
denotaremos uy, al valor del parametro tal que p, = A(uy), asi que Sk — (S0, -+,

SiyeesWky ooy Sitly «ons8n)-

e

X

Figura 2.7: La secuencia de pardmetros producida por el procedimiento de inser-
cién en esta curva es S = (..., 8i, U, Uy, U3, U1, Sis1,--- ). Bl siguiente punto de
insercion ps va entre ps y py.

Notemos que las inserciones u; en la secuencia de parametros no se hacen
necesariamente en orden creciente, es decir, no necesariamente u; < ugi1. Pa-
ra gestionar esta impredicibilidad del punto de insercién, la secuencia de puntos
se denotard A(S®) = (L., A(s), ..., Py Alsit1),...), v llamaremos q; v ¢s
a los primeros puntos no conectados encontrados en esta secuencia A(S®) =
(o A(Si)y @1y G2y - - A(Si41), - - - ) en el escaneo izquierda-derecha que hace el

procedimiento de insercién. A pesar de esta expresién, es posible que ¢; = A(s;)
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0 q2 = A(siy1), 0 que g1 0 g2 sean iguales a pg. Supongamos que ningin pun-
to de la secuencia A(S™) entre A(s;) v A(s;11) pertenece a Cp_q ni a Chiq,
los sectores adyacentes al que contiene A(s;). En tal caso tenemos que ¢; € C,
y g2 € (Cpq UC, UCLyp)°. Esto es porque el procedimiento de insercién re-
corre la secuencia en orden creciente del valor del parametro, y por tanto los
puntos del segmento (A(s;),...,q) de A(S®™) deben pertenecer todos a C, (ya
que estan conectados, A(s;) € C,, y no hay puntos en C,_; ni en Cy41). Y por
tanto el punto no adyacente ¢ debe pertenecer a un sector no adyacente, esto es,
¢ € (Com1 UC, UCL4q) .

La siguiente proposiciéon formaliza este razonamiento, llamando [ al segmento
de curva que une pj, con el punto previo de la secuencia, y I, al segmento de curva
que une p; con el punto siguiente. Se define Iy = I = A([s;, s;11]). Por ejemplo,
como p; = A(uq), tenemos que Iy = A([s;,u1]) y I = A([uq, si41]) (ver figura
23).

Como notacién, en la siguiente proposicién el conjunto {pi,ps,...,pr_1} de
puntos debe entenderse como {pi,ps} cuando k = 3, {p1} cuando k = 2 y el

conjunto vacio cuando k = 1.

Proposicién 1. Supongamos que A(s;) y A(s;+1) no estan conectados. Para k =
1,2,..., silos sectores Cp_1 y Cypyq1 mo contienen ningun punto de pi,pa, .- ., Pk—1,

entonces se verifica:

a) Sipy pertenece a Cy, entonces I, tiene un extremo en C, y el otro en (Cp_q U

C,UCuir).

b) Sipg pertenece a (Cp—y UC, UCyiq), entonces Iy, tiene un extremo en C,, y
el otro en (Cp_q1 U Cp U Cypyq)©.

Demostracion. Como los puntos de insercion py, pa, . . ., Pr—1 NO estan contenidos en
Cy—1 ni en Cy4q, por el razonamiento anterior los puntos ¢; = A(vy) y ¢2 = A(vg)
que primero encuentra el escaneo izquierda-derecha del procedimiento de insercion
deben verificar ¢; € C, y g2 € (Cr_1 UC, UC,11)¢. Por tanto, si p, € C,, entonces
I, = A([ug, vo]) verifica la afirmacién a). De modo parecido si p;, € (C,_q U C, U
Cr11)¢, entonces I, = A([vy, ug]) verifica la afirmacién b).

]
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Figura 2.8: Los puntos A(s;) vy A(s;y1) y los intervalos I, y I}, estén marcados.

Para proseguir la argumentacién, necesitamos una hipétesis adicional sobre A.
En esta seccién supondremos que A : [a,b] — C es uniformemente parametrizada
(esto es, para cada z,y € [a,b], |y — x| = /y dA(t)).

Llamamos M a la longitud de arco del sggmento, M = longarc (A([si, Si+1])). Si
suponemos que A es uniformemente parametrizada, tenemos que M = (s;41 — ;)

[Kolmogorov and Fomin, 1975|.

Proposicion 2. Si k es tal que los sectores C,_y y Cypiq no contienen ningiun

punto de p1,pa, ..., Pk_1, Dk, entonces pry1 es el punto medio o de Iy, o de I}, el que

tenga sus extremos no conectados. Ademds, si A es uniformemente parametrizada,

entonces para j = 1,2,... k + 1, longarc(l;) = longarc(I;) = % En particular,
M

longarc(I;) = longarc(I;) = o
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Demostracién. Por induccién: para k = 0, p; es el punto medio de Iy = I =
A([si, si+1]) por la parametrizacién uniforme. Para k general, la hipdtesis de in-
duccién es que py es el punto medio de Iy 1 o de I;_;. La secuencia que resul-
ta después de esta k-ésima insercion es (..., A(S;), ..., €1, Dk, €2, A(Si11), .- ),
siendo e1, 5 los extremos no conectados de uno de los dos segmentos I, _1 o I;_;.
Notemos que como p; no esta en C,_; ni en C,,1, entonces debe ser py € C, o
pr € (Cry UC, UCyLy)S, y por la proposicién [1f los extremos de o bien I (que
son ey, pi) o bien I;, (que son py , e3) estan no conectados. El siguiente punto de
insercién pg.q lo introduce el procedimiento tras encontrar dos puntos ¢; y g2 no
conectados. Por el recorrido izquierda-derecha de la secuencia, debemos concluir
que estos puntos son o bien ¢; = e; v ¢ = pg, 0 bien g1 = pr v q2 = e5. Esto es,
Pre1 es el punto medio de I, o de I,

Para la afirmacidn sobre las longitudes, notemos que longarc([y) = longarc([j) =
M,y que, para j = 1,2,...,k + 1, p; divide 0 a [; 0 a I]’- en dos mitades, [;;4

1 I;
y Ij,,. Por tanto longarc(/;y;) = longarc([},,), y longarc(l;;,) = omgazrc(J)a

por induccion se deriva la expresion para la longitud de arco.

]

Recordemos que una curva es e-singular si su distancia minima al origen es ¢.

Tenemos que:

Proposicion 3. La longitud de arco de un segmento de una curva e-singular con
T

sus extremos no conectados es estrictamente mayor que Ze.

Demostracion. Esto puede verse considerando una circunferencia de radio €, como
la mostrada con una linea rayada en la figura[2.8] Es la curva con menor longitud
de arco entre las e-singulares. Y sus puntos en sectores no adyacentes tienen una
diferencia angular de al menos Z, correspondiente a una longitud de arco de %5.

O

Con el decrecimiento en la longitud de arco de los intervalos (si se cumplen
las condiciones de la proposicién y el concepto de e-singularidad, podemos
progresar en la prueba de la finitud del procedimiento de insercion entre s; y s;41.
Se puede conjeturar que el nimero de inserciones va a estar acotado por una
férmula que involucre logaritmos, ya que cada inserciéon divide por la mitad la

diferencia entre dos parametros consecutivos de la secuencia. La proposicién 4| nos
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4M
da la cota concreta de {ng <>W para el niumero de iteraciones requeridas hasta
e

que un punto de insercién esté conectado con A(s;). [x] es el menor entero mayor

o igual que z (el redondeo hacia arriba).

Proposicion 4. Supongamos que A es uniformemente parametrizada y e-singular.
Si A(s;) y A(si+1) no estan conectados, siendo C,, el sector que contiene a A(s;),

entonces hay un punto de insercion px verificando px € Cp_1 U Cpyq, con K <
A4M

e (52|
e

Demostracion. Construiremos una cota del niimero de iteraciones del procedimien-

to de inserciéon que se requieren hasta que un punto de insercién pertenece a

Esto es

. , T
Cr_1 U Cyyq. Definimos kg como el entero verificando ko < Zg < o1

AM AM AM AM
equivalente a — < 2 < 27— es decir lg, <> < ko < lg, <> + 1, por
TE e e TE

M
tanto ky = {ng <>1 Notemos que por la proposicién |3f la longitud de arco
mEe

AM 4M
de A([si, Siv1]), M, verifica M > %6, es decir — > 1, luego lg, <> >0y
e

e
4M
[lg2 <7T€>W > 1. Por tanto ky > 1.

Si para algin K con K < kg el punto de insercién pg verifica px € C,_1UC, 11,

AM
entonces se verifica la afirmacién de la proposicion, porque K < kg = {ng <ﬂ .
me

Si, por el contrario, todos los puntos de insercién px con K < kg verifican px ¢
Cy—1 U Cyry1 (0 equivalentemente, los sectores C,_1 y C,y1 no contienen ningin
punto de py,pa, ..., Pr,—1) estamos en la hipdtesis de la proposicién [1| (con k = ko).
Si suponemos, buscando una contradiccion, que pg, ¢ Cp_1UC, 11 (esto es, py, € Cy

0 Py € (Cpm1 UGy U Cryr)©), entonces o bien Iy, o bien I tiene sus extremos no

<

M
conectados. Ademds, tenemos que longarc(ly,) = —— por la proposicién , Y 9k =

2ko
T
€ por definicién de ko. Y no es posible que longarc(ly,) = longarc(I, ) < —& con
sus extremos no conectados, porque esto contradice la proposicién [3 Debemos
concluir por tanto que py, € Cp—1 U Cypyp.
[

Notemos que siendo pk el primer punto de insercién con px € C,_1 UC, 1, los

puntos en el segmento (A(s;),...,q ) de la secuencia S = (..., A(s;),...,q1, Px,



2.3. COSTE PARA CURVAS UNIFORMES o1

q2, -y A(8i11), ... ) pertenecen a C,. Esto es porque el procedimiento de insercién
recorre la secuencia de izquierda a derecha, y por tanto no es posible que uno de
los puntos de (A(s;), ..., q) pertenezca a (C,—1 UC, U Cyyq)¢, porque en tal caso
el punto de inserciéon K-ésimo habria sido insertado en una posicion anterior a la
de ¢;. Tampoco es posible que alguno de estos puntos pertenezca a C,_1 U C,.1,
porque pg es el primer punto insertado con esta propiedad. Por tanto los puntos
de (A(s;),...,q1) deben pertenecer a C,.

Usando la proposicion |4 podemos encontrar una cota al niimero de puntos de
insercién requeridos para conectar A(s;) y A(s;y1). Recuérdese que A([s;, si41])
cruza N bordes entre sectores si el intervalo de parametros contiene N valores
fisjg=1,...,N,cons; < f; < fo <...< fy < siq1, cuyas imdgenes A(f;)
pertenecen a algin borde.

Notemos que si A([s;, s;41]) cruza N = 0 bordes, el nimero de puntos de
insercién requeridos en este segmento es cero porque A(s;) v A(s;11) estan en
el mismo sector. De modo parecido, si N = 1, entonces A(s;) v A(s;+1) estan
conectados, y no se requiere ningin punto de insercion. En el caso de que el nimero

de cruces N sea mayor, se verifica la siguiente afirmacién:

Lema 1. Supongamos que A es uniformemente parametrizada y e-singular, que
A(s;) y A(sit1) no estan conectados, y que A([s;, sit1]) cruza N bordes. Para

N > 2, el mimero de puntos de insercion entre A(s;) y A(s;11) estd acotado por

oo ()]

Demostracion. Probamos la afirmacién por induccién en N.

Supongamos primero que N = 2; como A(s;) y A(s;+1) no estan conectados,
los puntos de A([s;, s;+1]) estédn contenidos en tres sectores. Si C, denota el sector
que contiene a A(s;), entonces hay dos casos posibles: o bien A(s;) € C,., A(s;41) €
Cria y A([siy8i11]) C Cp U Cryq U Crpa (en sentido antihorario), o bien A(s;) €
Cry A(siy1) € Coa vy A([S4,8i41]) € Cp U Cry U Cy—o (sentido horario). La
figura mds arriba representa el primer caso. Por la proposicién [4, en menos

M
de {lg2 mﬂ iteraciones el procedimiento de insercién pone un punto px en

Cr—1 U Cyyq. Con esta insercién la secuencia (A(s;), ..., Pk, ..., A(si11)) verifica
la propiedad de conexion y el procedimiento acaba (entre A(s;) y A(si11)).
Este razonamiento para N = 2 es el caso base de la induccién que demues-

tra el lema. Para el paso inductivo, supongamos ahora que el segmento de curva
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A([si, 8i11]), de longitud M, cruza N bordes, con N > 2. La hipétesis de induccidn,

que suponemos cierta, es que cualquier segmento de curva cruzando N — 1 bordes
/

AM
requiere como mucho (N — 2) [ng <ﬂ puntos de insercién, siendo M’ su lon-
e

4M
gitud. Demostraremos que A([s;, s;11]) requiere como mucho (N — 1) {ng <ﬂ
e

puntos de insercion, dividiendo este segmento en dos partes, una primera que va
de A(s;) aun punto en C,_; o en C, 1, y una segunda parte que va de este punto
a A(Siy1)-

Por la proposicién , tenemos que para cierto K < {ng <47j\§ﬂ, el punto
pr = A(ug) estd en un sector que es adyacente a A(s;), ya sea Cp_1 0 Cyy.
Ademas, segin la nota tras la prueba de la proposicién [4] los puntos en el segmento
(A(s;),...,q1) de la secuencia (..., A(8;), ..., q1,PK,q2, -, A(Si11),...) pertene-
cen a C,. La figura muestra un ejemplo con K =3y px € Cpyy.

Figura 2.9: El segmento de curva entre A(s;) y A(s;41) tiene una longitud de arco
de M,y A([s;, Si41]) cruza cuatro bordes.

Dividimos el segmento A([s;, s;+1]) en dos subsegmentos consecutivos, A([s;, uk])
y A([ug, Siv1]). Notemos que A([s;, ux]) cruza al menos un borde (el que estd entre
C,y Cy_1 0 Cyyq), pero no necesariamente bordes distintos en cada cruce, como
se puede ver por ejemplo en las posiciones de la figura[2.10] Ademads, después de la
K-ésima iteracién el procedimiento de insercién no inserta puntos en A([s;, uk]),
porque todos los puntos de la secuencia en este segmento, (A(s;),...,q1,Px) per-

tenecen a C, excepto px que pertenece a C,_1 0 a Cyyq.
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Figura 2.10: El segmento A([s;, uk|) cruza al menos un borde. ¢; es el punto previo
a px en la secuencia.

Llamemos « al niimero de bordes cruzados por A([s;, ux]). El resto del segmen-
to de curva original, A([ug, s;11]), cruza N — « bordes, con a > 1. Consideremos
A([ug, siy1]) como una curva que cruza N — 1 bordes o menos. Recuérdese que la

hipdtesis de induccion es que cualquier segmento de curva cruzando N — 1 bor-
!

4M
des requiere como mucho (N — 2) {lg2 ( ﬂ puntos de insercién, siendo M’ su
TE

TE
serciones, siendo la longitud de arco M" = (s;,1 — ug). Para concluir, tenemos que

AM
con K inserciones (siendo K < {ng < >-‘), el segmento A([s;, s;11]) da lugar

e

AM’
longitud. Por tanto A([uk, s;+1]) requiere como mucho (N — 2) {ng < >—‘ in-

4M’
a un subsegmento A([ug, s;11]), que requiere como mucho (N — 2) |lg, 1
e
AM 4n’
inserciones. En total no més de {lgg (ﬂ + (N —2) {ng <>W inserciones.
e e

4
Como M' < M, esto es menor o igual que (N — 1) {ng (ﬂ, que es lo que se
e

pretendia demostrar.
m

Obtenemos el siguiente teorema, que evita la dependencia de N en el lema

anterior, acotando el nimero N de bordes cruzados por un segmento de longitud
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de arco M de una curva e-singular.
Recuérdese que para una secuencia S = (s, ..., S,), Su paso maximo es |S| =

Ogrlngc_l(sm —8;).

Teorema 1. Si A : [a,b] — C es e-singular con € > 0, uniformemente parame-
trizada, el procedimiento de insercion para la curva A con una secuencia inicial

SO — (S0,---,5n) de valores crecientes con sy = a, s, = b, concluye en menos de
4(b — a) 4150
— |18
TE me

Demostracion. Consideremos una curva circular situada a distancia constante €

INSErciones.

del origen. La distancia a lo largo de la curva entre puntos en bordes distintos es
de W—E. Cualquier otra curva e-singular tiene una distancia entre puntos situados en
bordes distintos mayor o igual que este valor. Por tanto, entre las curvas de longitud
de arco M, la curva circular cruza el maximo numero de bordes. Para calcular
este numero, Nyqg, llamemos f;, j = 1,..., Nyqe, a los valores del pardmetro
correspondientes a puntos A(f;) en un borde, en orden creciente, f; < f;+1. Dos
puntos consecutivos A(f;), A(fj1+1) estan a una distancia a lo largo de la curva de
W—g, y por la parametrizacién uniforme, (f;11— f;) = %E. En general, para calcular
el numero z de puntos a distancia d dentro de un intervalo de longitud m, notemos
que con x puntos igualmente espaciados a distancia d cubrimos una longitud de

%J +1. En

. . . ) TE
nuestro caso, el nimero N,,q, de valores del pardmetro f; a una distancia de T

M AM
es {J +1= {J + 1. Por tanto el nimero de bordes cruzados por cualquier

(x — 1)d. Por tanto tenemos que (z — 1)d < m < zd, esto es x = {

e
1 e

curva debe ser menor o igual que este valor. En particular, siendo N el nimero de

4M 4M
bordes cruzados por A([s;, si11]), N < Npaz = {J +1, luego N —1 < —.
e e

Aplicando el lema previo, el méximo nimero de puntos de insercién en A([s;, $;41])

/ AM [ (AM
estd acotado por — |lgy | —
e e

4M AM
Hemos deducido una cota — {lg2 <>W del nimero de puntos de inser-
e e

cién requeridos en A([s;, s;+1]). Esto es vélido para cada ¢, 0 < ¢ < n — 1,

siendo S© = (S0,---,5,) la secuencia inicial, salvo que la distancia M entre
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A(s;) v A(s;y1) puede variar con i. En cualquier caso, esta distancia es igual

a (sit1 — s;) por la parametrizaciéon uniforme. La suma de estos méximos nos

R A4 — 8 4(Si41 — s
da ) Asit = 51) {ng <M>W Ademéds, los (s;41 — $;) son menores o
=0

e e

A(sit1 — si
iguales a |S| por la definicién de paso maximo. Por tanto lg, <(S+18)> <
e

e

n—1 4 ; — s 4 S(O) n—1
(Z Ms)) [ng ( | |ﬂ . Esto puede simplificarse porque Y _ (siy1 — 8;) =
e

i=0 e i=0

415©)
lg, ( | | parai=0,1,2,...,n—1, y el sumatorio anterior es menor o igual que

A(b — 45O
(b—a), y entonces el total de inserciones es menor o igual que M {lg2 < 1577 -‘ .
e e

2.4. Cota del procedimiento de insercién para

curvas Lipschitzianas

Debemos generalizar el teorema anterior para manejar curvas e-singulares no
necesariamente uniformemente parametrizadas. Debe notarse que la secuencia re-
sultante del proceso de insercién depende de la parametrizacién: esto es, dos
pardmetros A y A’ con la misma curva imagen en C pueden producir diferentes
puntos de insercién. El andlisis anterior del coste del procedimiento de inserciéon
para curvas uniformemente parametrizadas puede extenderse a las curvas Lipschit-
zianas, mas generales. Estas curvas son las que verifican que hay una constante L
con |A(y) — A(z)| < Ly — z| para cada z,y € [a, b].

Este relajamiento de las hipdtesis es necesario para la aplicacién que tenemos
en mente, el cdlculo del indice de curvas A = f(I") para un polinomio f y una curva
I' bordeando un area de interés. La curva I' normalmente se define concatenando
segmentos uniformemente parametrizados, y esto hace que I' sea uniformemente
parametrizada. Pero su transformacién A = f(I') por un polinomio f no es en
general uniformemente parametrizada, aunque si es Lipschitziana [Kolmogorov
and Fomn, 1975|.

El nimero de puntos de insercién en cualquier curva Lipschitziana tiene como

cota la determinada en el teorema[2] La ruta seguida para probarlo es similar a la
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del teorema [Tl

Para una secuencia inicial S0 = (sg,...,s,) consideremos un segmento de
curva, A([s;, Si41]). En este caso M = (s;31 — $;) no es la longitud de arco del
segmento. Sin embargo, en una curva Lipschitziana con constante L, se verifica
que longarc(Als, t]) < L(t —s) (ver [Kolmogorov and Fomin, 1975]). En particular
longarc(Als;, si+1]) < L(sit1 — ;). Con esta cota de la longitud de arco podemos
probar el teorema [2] de modo similar al teorema [T}

Llamemos pj, al k-ésimo punto de insercién entre A(s;) y A(siy1), v ur a su
parametro, k = 1,2, ..., como en el anterior apartado. También, para k =1,2,...,
llamemos I, al segmento de curva A que une p, con el punto previo en la secuencia,
y I}, al segmento que une pj con el siguiente. Ver figura .

La proposicién [1| de la seccion previa se aplica a curvas con cualquier tipo de
parametro. La siguiente proposicion es especifica para curvas Lipschitzianas, y es

analoga a la proposicion [2| de la seccién previa.

Proposicion 5. Supongamos que A es Lipschitziana con constante L. Si k es
tal que los sectores Cp_1 y Cypy1 no contienen ningun punto de py, P2, .. -, Dk—1, Pk
entonces py11 liene, como parametro, la media de los parametros de los extremos

de o bien Ij, o bien I}, aquel que tenga sus extremos no conectados. Ademds, para

LM LM
j=1,2,...,k+1, longarc(l;) < Y longarc([;) < oY
Demostracién. Por induccién: para k = 0, Iy = I = A([s;, si+1]) y p1 tiene de

Si + Sit1 C
2 T2 que es lo que afirma la proposicién. Para k general, la

parametro u; =
hipétesis de induccion es que pr, = A(uy) siendo uy la media de los pardmetros
de los extremos de I;,_; o de I;_;, lo que implica que la secuencia tras esta inser-
cién queda (..., A(S;),..., €1,k €2y, A(Si+1),...), siendo e, ey los extremos
no conectados de uno de los dos segmentos. El siguiente punto de insercion pjq
lo inserta el procedimiento después de encontrar dos puntos ¢; y ¢» no conecta-
dos, y pry1 tiene como parametro la media de los parametros de estos puntos.
Notemos que como pg no esta en C,_; ni en C,,q, entonces debe ser pp € C, o
pr € (Cry UC, UC,y1)¢, v por la proposicién (1] los extremos de ya sea I (que
son e, pi) ya sea I, (que son py, es) estdn no conectados. Como el procedimiento
recorre la secuencia de izquierda a derecha, los puntos no conectados encontrados
son o bien ¢ = €1y g2 = pg, 0 bien q; = pr y q2 = es. Esto es, pr1 tiene como

pardmetro la media de los pardmetros de los extremos de I o de I},
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Este razonamiento es similar al de la proposicién [2| de la seccién anterior, pero
ahora el punto de insercién p, no es necesariamente el punto medio del segmento
de curva entre los puntos no conexos.

Para las longitudes, tenemos por induccién que la diferencia entre los parame-

tros de los extremos de [; es o para 7 =1,2,...,k + 1. Lo mismo con [;.
Como se coment6 mas arriba, en una curva Lipschitziana con constante L, la lon-

gitud de arco de un segmento de curva verifica longarc(A[s,t]) < L(t — s). Luego

M M
longarc(I;) < LE y longarc(I}) < LE.
[

Finalmente, probamos:

Proposicion 6. Supongamos que A es Lipschitziana de constante L y e-singular.
Si A(s;) y A(sir1) no estan conectados, siendo C,, el sector que contiene a A(s;),

entonces el primer punto insertado verificando px € Cp_1 U Cpy1 es tal que
4LM
K <|lg, .
e
T LM

L
Demostracion. Definamos kg como el entero verificando — < —¢ < .
2ko 4 2ko—1
4LM

nemos que ko = [ng <ﬂ > 1.
e

Si el primer punto de insercion perteneciente a C, 1 U C, 1 es px con K < kg,

ALM
entonces la afirmaciéon K < {ng <ﬂ de la proposicién es obvia. En caso
e

Te-

contrario, todos los puntos py, pa, . . ., Pk,—1 estan fuera de C,_1 UC, 41, y por tanto
el procedimiento de inserciéon alcanza la iteracién kg-ésima. Asi estamos en la
hipétesis de la proposicion |1| (con k = k), y si suponemos que pg, ¢ Cyp—1 U Cyi1,

entonces o bien I, o bien I;  tiene sus extremos no conectados. Ademds por la

LM
proposicién , longarc([y,) = longarc(I}, ) < ko + POt definicion de kg tenemos que
LM

2ko
la proposicién [3] Debemos pues concluir que py, € Cpq U Cyyq.

< %5, asi que longarc([y,) = longarc(I; ) < %5. Esto sin embargo contradice

]

Con esta proposicion, podemos seguir un argumento similar al de la seccién

anterior para mostrar que, si el segmento de curva A([s;, s;11]) cruza N bordes, el

ALM
numero de puntos de insercién requeridos no puede ser mayor que (N — 1) {lg2 < >-‘ )
e
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Lema 2. Supongamos que A es Lipschitziana con constante L y e-singular. Para

N > 2, si A(s;) y A(S;41) no estdn conectados, el nimero de puntos de insercion

ALM
estd acotado por (N — 1) [ng <ﬂ
e

Demostracion. Se puede repetir la prueba del lema de la seccién anterior con la

ALM AM
cota {lg2 <ﬂ de la proposicién @ en vez de [ng <>W, concluyendo con
TE TE
la afirmaciéon deseada.
m

Teorema 2. Si A : [a,b] — C ese-singular cone > 0, y Lipschitziana con constan-

te L, entonces el procedimiento de insercion para la curva A con secuencia inicial

AL(b — 4L|S©
SO = (s0,...,82), 50 = a, 5, = b, concluye en menos de (b—a) {ng ( 1S |>-‘

e e
INSerciones.

Demostracion. Vamos a acotar el nimero N de bordes cruzados por un segmento
A([s4, 8i+1]) de una curva e-singular Lipschitziana. Consideremos los valores del
parametro f;, 7 = 1,..., N, correspondientes a los puntos A(f;) que estén en
un borde. Dos de tales puntos que estén consecutivos, A(f;) y A(fj4+1), estdn

3

separados por un segmento de curva de longitud de arco mayor o igual que % Esto
€

es, longarc(A(fj41 — f;)) > % Ademas, por Lipschitzianidad, longarc(A(fj+1 —

fi)) < L(fj+1—f;), y encadenando las desigualdades deducimos que %8 < L(fj41—

f;) para j = 1,..., N. El maximo nimero de valores f; a una distancia de g,
M ALM
dentro de un intervalo de longitud M es {WJ +1 = { J + 1. Por tanto
AL e
ALM
NP
e

ALM

Aplicando el lema previo, como N — 1 < , el nimero méaximo de puntos

e
ALM ALM
de insercién en A([s;, s;11]) estd acotado por {lg2 < ﬂ :
e e

En general, como M = (s;41 — s;), el nimero de puntos de insercién en ca-

da A([si, si11]), i = 0,1,2,...,n — 1, de la secuencia inicial S© = (sq,...,s,)

AL(si41 — 5 AL (8541 — 8;
esté acotado por M {ng <(3+13)
AL (si41 — s AL(si11 — 5
nemos que la expresion Z M {1& <(s+1$)
i=0 e e

ﬂ . Para sumar estas cotas, te-

>1 es menor o igual
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L AL(s41 — S AL|S©
que ) ALsie1 = 51) [ng (M)W porque (s;41 — 5;) < [S©]. Ademds, co-

0 e
1

S

mo (sit+1— i) = (b — a), tenemos que el total de inserciones es menor que
=0

4L(b — a) 4L1SO)|
gy [ —— )|
e 2 e

2.5. Evitando giros perdidos

Debemos evitar situaciones como la que se muestra en la figura para
asegurar el correcto céalculo del indice mediante el procedimiento de insercion. Los
puntos de la secuencia S = (so, ..., s,) verifican la propiedad de conexién, pero el
indice de la poligonal A no es igual al indice de A, ya que Ind(z) =1yInd(A) = 2.

15

05

-15

-1 .V5 -1 -015 0 015 1 15
Figura 2.11: La curva A y su aproximacién poligonal A tienen distinto indice, 2 y
1 respectivamente.

Cada par de puntos consecutivos en la secuencia S = (sq,...,S,) define un

segmento de curva A; : [s;,8;41] — C, parai = 0,1,2,...,n — 1. Si cualquiera
‘ m .

de estos segmentos abarca un angulo mayor que —, pasando sobre siete bordes

diferentes, los puntos A;(s;) v A;(s;4+1) estéan en sectores adyacentes. Por tanto el
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procedimiento de inserciéon no inserta ningin punto entre ellos. Por ejemplo, en
el caso de la figura hay un cruce de Cy a Cy en A (el segmento de recta de
A;(s;) a Ai(si41)) que no estd en A (cuyo segmento curvo A; sigue un camino
Co-C1-Cy-- - --Cs-Cr). Por consiguiente, en la secuencia el contador de cruces de
Cp a C7 se incrementa de s; a s;,1, cuando en realidad el segmento A; no tiene un

cruce de Cy a C7. Esto provoca que Ind(A) # Ind(A). Un segmento de curva que

[ . . . 3T
abarque un angulo negativo (esto es, que vaya en sentido horario) menor que —5

produce una situacién similar.
Para evitar tales situaciones usamos un hecho conocido de analisis complejo:

el angulo cubierto por una curva, no necesariamente cerrada, v : [z,y] — C es la

171
integral de linea — / —dw. Un giro perdido para la secuencia S = (sg,...,S,) es
T Jyw
) 1 1 3T
un segmento de curva A; : [s;, s;4+1] — C, verificando que |- / —dw| > > El
1 Jy W

siguiente teorema nos da una condicién suficiente para evitar giros perdidos.

Teorema 3. Si A : [a,b] — C es e-singular con ¢ # 0 y Lipschitziana con

constante L, y se aplica el procedimiento de insercion con una secuencia inicial

3me
oL entonces no

1 1
./dw‘g
1 Jyw

37 : s :
— para cada 4;) consideramos dos hechos geométricos: primero, que un segmen-

SO = (sq,...,5,) verificando que su paso mdzimo es |S©| <

hay giros perdidos.

Demostracion. Para asegurar que no hay giros perdidos (es decir, que

to A; = A([si, si+1]) de una curva e-singular subtiende un dngulo méaximo de

1 A, 1 01 1 A;
longarc(A;) 7./ —dw| < %C(z)). Esto es porque la
€ 1 Jy W €

curva e-singular con una longitud de arco dada que subtiende el maximo angulo

(equivalentemente, que

es un segmento de la circunferencia de radio ¢.

Segundo, que en una curva Lipschitziana con constante L, se cumple que

longarc(AZ-) S L<Si+1 — Si).

3
Luego si [S©] < %, y recordando que (s;11 — 5;) < |S©], se tiene:

€ - € - € - 2L 2

, L — S (0)
l/ldw' < longarc(A;) < L(Siy1 — si) < L|S™| < L3me 3
ol
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]

Si no hay giros perdidos, el indice de A coincide con el de E, y entonces, al
final del procedimiento de insercion, se calcula Ind(A) correctamente.

Resumimos los teoremas [2| y |3| sobre el procedimiento de insercién: para una
curva Lipschitziana con constante L, e-singular, A : [a,b] — C, el procedimiento
de insercién de Ying-Katz mostrado en la figura , con secuencia inicial S,

verifica:

3
a) Si |90 < 2iL€’ la secuencia retornada nos da Ind(A).

b) Acaba en menos de
e e

— (0)
AL(b — a) {1g2(4L|S |)w iteraciones.

Con esto, la aplicacion del procedimiento de insercién requiere, en una primera
3me

fase, el calculo de una secuencia inicial S ©) con |S (0)| < ——. La secuencia S =

(a = sg,...,5, = b) de n+1 valores uniformemente espaciados en el intervalo [a, 0]
b—a b—a 3me

verifica |S| = ( ) Luego tomando n tal que u < LL’ tenemos un array

n
2L(b—a)
3me

se, se necesitan al menos (b a) {ng( |S |ﬂ < (b a) PgQ ( 2L >-‘ _
TE TE TE TE
AL(b—a)

12L(b — a)
O gy o)) = Y
insercion de un punto, lo que implica una evaluacion de A en un valor del parame-

S que verifica |S| < 2LL€ El menor de estos n es { J . En una segunda fa-

iteraciones del bucle. Cada iteracion requiere la

tro (para saber a qué sector pertenece). Consecuentemente, tenemos la siguiente
expresion simplificada para el nimero de evaluaciones de A que se necesitan pa-

2L(b —
(BG)J para obtener una secuencia inicial S ©) que
€

m
12L(b — a)

e

ra el calculo del indice: {

verifique la cota del teorema [3, mas como mucho evaluaciones por el
teorema

En cualquier caso, el valor de € es desconocido en general, con lo que no po-
demos construir a priori la secuencia S verificando la hipdtesis del teorema .
Desarrollamos ahora una modificacion del procedimiento de inserciéon que no re-
quiere del conocimiento previo de . La modificacién es tal que evita giros perdidos

con cualquier secuencia inicial. Se basa en el siguiente lema:
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Lema 3. Si (sq,...,Sn) es una secuencia de valores del pardmetro de la curva A,

Lipschitziana con constante L, y i es tal que A; es un giro perdido, entonces

(8i41 — 8i) > 1A(s) +L|A(Si+1)|.

Demostracion. Recuérdese que un giro perdido en una secuencia S = (Sg, ..., Sm)
1 1 3m
f_/—dw > T Siel
1 Jyw 2

3

1 r1
angulo subtendido por A;, |- / —dw|, es mayor que > entonces su longitud de
T Jyw

es un segmento de curva A; : [s;, s;11] — C que verifica

arco debe verificar |A(s;)| + |A(s;x1)| < longarc(A;). En realidad, para verificar
esta desigualdad es suficiente que el angulo subtendido por A; sea mayor que 7.
La figura puede reemplazar un razonamiento riguroso basado en envolventes
convexas |Ball, 1997].

1=
~
b
B
R
N
N
4
Boe %
N
>3n/2
0 e e e
|
05f . !
-0. P |
5 |
” |
7 |
i |
# |
s |
i I
i |
|
|
|
|
|
15 ! | ! ! v !
-1 -0.5 0 05 1 1.5 2 25

Figura 2.12: Si la curva A entre A(s;) vy A(s;41) recorre mas de g radianes, debe

tener longitud de arco mayor que |A(s;)] + |A(siy1)].

Ademas, por Lipchitzianidad, longarc(4;) < L(s;4+1 — ;). Encadenando las de-

sigualdades tenemos |A(s;)|+|A(si1)] < L(siy1—8i), equivalentemente (s;41 — ;) >
[A(si)] + [A(8i11)]
7 :

]
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En vez de este lema vamos a usar mas adelante el contrarreciproco, que afirma

A+ [AGi)]

que “Si (si11 — ;) , entonces A; no es un giro perdido”.

Para ser preciso, cambiamos ahora ligeramente la notaciéon con respecto a las
anteriores demostraciones: S continta significando el valor de la secuencia al final

de la k-ésima iteracion del bucle, pero renombramos las entradas de la secuencia,
(k)

de modo que la i-ésima entrada se denota por s;"’. La secuencia inicial es S ©) —

(SE)O)a SgO)a s 7820)

(s ¥ sff_zk) También llamamos p(s

) v, después de k puntos de insercién, la secuencia es Sk —

§’“)) a la asercién “Los valores sgk) y Sz(i)l

(k)>

%

en la secuencia S® tienen sus imégenes A(sgk)) y A(sgi)l) no conectadas”, y q(s

a la asercion “Los valores sz(k) y 51@1 en la secuencia S verifican (555?1 — sgk)) >

1A+ AR
(figura .

Procedimiento de insercion valido para cualquier secuencia
inicial: Para encontrar el indice de una curva A : [a,b] — C
Parametros de entrada: La curva A de constante de Lipschitz L, y
una secuencia S©@ = (s{”, % .. .5 muestreo de [a,b].
Salida: Una secuencia que es vélida para calcular Ind(A).
Método:
Asignar a k el valor 0.

Mientras haya un ¥

”. Con esta notacion, consideremos el siguiente procedimiento

¥ en S® con p(sgk)) 0 con q(sgk)) hacer:

S(k) S(k) k k
{ Insertar — 1 entre sl( ) y s§+)1;

Incrementar k;

}

Retornar la secuencia resultante.

Figura 2.13: Procedimiento de Insercion Valido para cualquier secuencia inicial

(PIV). Notemos que la linea “Insertar” produce S *) a partir de S*~Y en la itera-
(k=1) | (k=1)
cién k-ésima (k > 0), y sgk) = sgk_l), sg_’i)l = ‘SZ;SM, 51(.% = sgﬁl).

Llamamos PIV a este Procedimiento de Inserciéon Valido para cualquier se-

cuencia inicial. Supongamos que el PIV concluye tras K inserciones, retornando

la secuencia S5 = (SSK), ng), cee sff?K) Esta secuencia es valida para calcular
Ind(A), porque verifica, para cada i =0,...,n+ K +1, “no p(sz(-K)) y no q(sEK))”,

que es la negacion de la condicion del bucle. Esto implica que la secuencia SE)
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(K)

verifica la propiedad de conexién (esto es, “no p(s;”’)”) y que no tiene giros per-

didos, porque el contrarreciproco del lema [3| aplicado a S es “si no q(sEK)) (esto

A(s8 N + A8
< Al )l —Zi': | <S7’+1)’), entonces A([s\"), sl(fl)]) no es un giro

perdido”. Luego S es valido para calcular Ind(A) correctamente.

es, si (s3] —si")

El PIV calcula el indice con cualquier secuencia inicial, mientras que el proce-
dimiento de insercién anterior requeria una secuencia que verificase una restriccion
en funcién del desconocido €. Sin embargo, el nimero de iteraciones de PIV no pue-
de deducirse del teorema [2 porque este se aplica sélo al procedimiento de insercién.
Probaremos el teorema [4] mas adelante, que nos da una cota al nimero de itera-
ciones de PIV. Es una prueba més complicada que la anterior por la interrelacion

de la propiedades p y q.

Con el cambio de notacion, al final de la iteracién k-ésima, la secuencia produ-
cida es S® | y el dltimo punto insertado es A(sg_]?l). Llamamos [ al segmento de

curva que une el punto de insercién de la k-ésima iteracién con el punto previo de

la secuencia S®, y I al que lo une con el siguiente. Esto es, I, = A([sgk), sgi)l])

vy I, = A([sgi)l, 351)2]). Decimos que el k-ésimo punto de insercién es decreciente si

pertenece a I,_; o a I;,_;. Esto es equivalente a decir que el valor de su pardmetro

k . . . , ,
sg +)1 va, en la secuencia S® | inmediatamente antes o después del pardmetro de la

insercion (k — 1)-ésima (ver figura [2.14]). El nombre “decreciente” viene de que en
tales inserciones, la diferencia de los parametros de los extremos de I, es la mitad

de esta diferencia en [j_1.

Usaremos el hecho de que, si el valor del parametro de la insercion (k+1)-ésima
es menor que el de la k-ésima, entonces la insercién (k + 1)-ésima es decreciente.

Para cerciorarse de este hecho, notemos que la inserciéon del punto A(sﬁ)l) en la
(k-1 (k—1)

k-ésima iteracién requiere que se haya verificado “p(s; )) o q(s;" )" (la con-

dicién de entrada del bucle). Como el PIV realiza un recorrido izquierda-derecha

para comprobar esta condicién, también se verifica que cualquier valor en el seg-

mento inicial de la secuencia, (sékfl), s&kil), cee sz(-ﬁl)), no cumple ni p ni q. Luego
(s(()k), s sgﬁ)l) = (s(()k_l), s sgﬁl)). Ademas sgk) = sgk_l) por el modo

de insertar el punto. Por tanto en la (k+1)-ésima insercién los valores del segmento

inicial (sé ), sg ), ceey sl(_)l) permanecen sin verificar ni p ni ¢, y el primer valor de

f.’“). Luego si el valor del parametro de

la insercién (k 4 1)-ésima es menor que 52( +)1, solo puede caer entre 51(» ) y SE +)1, los

la secuencia que puede verificar p o q es s
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Figura 2.14: Los puntos p; a ps se han insertado en iteraciones consecutivas. Los
puntos p1, p2, p3 Vv ps son decrecientes pero py no es decreciente.

extremos de I, y por tanto la insercion es decreciente.

Decimos que una iteracién es una p-insercion si se realiza porque se verifica
la propiedad p(sgk_l)), y que es una g-insercion si se realiza porque se cumple
la propiedad “no p(sgk_l)) y q(sgk_l))”. Asi cualquier iteracion puede clasificarse
como p-insercion o como g-insercién, pero no ambos tipos a la vez. Se verifica el

siguiente hecho:

Lema 4. Supongamos que A es Lipschitziana de constante L, e-singular, y S® es

la secuencia de pardmetros al final de la iteracion k-ésima de PIV aplicado a A, en
la que se ha insertado el punto A(sgi)l). Si longarc(1y,) < %8 y longarc([},) < %8,

entonces la insercion (k + 1)-ésima no puede ser p-insercion y decreciente.

Demostracion. La proposicién 3| de la seccion anterior dice que la longitud de arco

TE , }
entre puntos no conexos es mayor que e Contrarreciprocamente, si longarc([;) =

longarc(A([sgk), 51(-?1])) es menor o igual que esta cantidad, los puntos s\ y 51@1

.. k k ’ sz
deben estar conectados. De modo similar, sz(» +)1 y sg +)2 estdn conectados también

porque I} = A([sz@l, sg_k;)Q]). Luego la siguiente iteracion, si es decreciente, no puede
ser una p-insercién, porque los extremos de I, y los de I}, estdn conectados.

]

La manera como se va a usar el lema anterior es para afirmar que, si se

dan varias condiciones (longarc(ly) < %g, longarc(I;) < %8 y (sgi)l — sy <
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A + A8

), entonces la iteracién (k + 1)-ésima no puede ser decreciente
de tipo p ni decreciente de tipo q. En consecuencia no puede ser decreciente.

Las siguiente proposiciones son pasos en la prueba de la subsiguiente proposi-

k+K
(s859)

cién @ Notemos que si llamamos A al (k 4+ K)-ésimo punto de insercién,

entonces j depende de K. Ver figura [2.15]
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Figura 2.15: Los puntos de insercién A(3§-k+K)) para K =1,2,3,4 son A(sgﬁl)),

A(SET{Q)), A(sgf{g)) y A(sl(-fg@) respectivamente.

Proposicién 7. Supongamos que A es Lipschitziana de constante L, que S es
la secuencia de pardmetros al final de la k-ésima iteracion del PIV aplicado a A, y

que A(sgk)) €eC,y A(Sgi)l) €(Cr1UC,UCy41)¢. Para K =1,2,..., denotemos
(k+K)
J

y Cypi1 mo contienen mingun punto de pi,ps,...,Pr, entonces hay una insercion

con pr = A(s ) el punto de insercion (k + K)-ésimo. Si los sectores Cy_y
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k+ K + 1)-ésima, pxi1, entre A sF) y A s®)Y). Ademds si pr €s de tipo p
A i+1

entonces pi 11 es de tipo p y decreciente.

Demostracion. Si C,_1 y C,yq no contienen ningun punto de pi,po,...,px, te-

k+K

nemos que, en la secuencia S*+H9) | lag iméagenes de los valores en el segmen-

(k+K) (k+K) (k+K)

to (s; ,Sip1 s -+ Sisxe1) Do pertenecen a Cy_y U Cpyq, y los puntos ex-

tremos de este segmento, A(SEHK)) = A(s(k)) e C,y A(sgﬁﬁ)l) = A(sl(-i)l) €

(Cr1 UCL UCryq)S, no estan conectados. Luego al menos uno de los A(sgkﬂ())

coni < h < i+ K + 1 debe verificar p(sngrK)), por tanto se verifica al menos una
condicion suficiente para provocar una inserciéon (k + K + 1)-ésima.

Para ver que la insercion pg.1 es decreciente si pg es de tipo p, considere-
)
(k+K—1)

mos los puntos ¢ = A(s;Z) )y @ = A(s§-k+K_1)) que causaron la inser-

k+K . .
( )). Estos son los primeros puntos encontrados que verifican

J
o bien “q; y ¢o estdn no conectados” (esto es p(sgijfl))), o bien “(s§-k+K*1) —

k+K—-1 k+K-1
ey o AT+ AETTT)

cion px = A(s

"7 (esto es q(sg-k_tK_l))). Ademés, debido

j—1

al escaneo izquierda-derecha que hace el PIV, se verifica que los puntos anteriores
ktK—1)  (k+K—1 k+K—1) (k+K—1 : _ :

(sg ), sl(-+1 ) 85-,3 ), s§,2 )) en la secuencia S®HE=Y verifican “no

py no ¢”, porque en caso contrario el punto de insercién (k + K)-ésimo tendria

indice menor que j, contradiciendo que px = A(s§~k+K)). Como los puntos del seg-

mento (A(SgﬁK_l)),A(SEEK_D), . .,A(sﬁ.ij_l)) = ¢1) son todos del conjunto

{(p1,p2, .., pxc} (que esta fuera de Cy_y U Cuyr), v AGFEN = Ay e @, y

se cumple “no p(sngrK*l))” para ¢ < h < 7 — 1, deducimos que todos estos pun-

tos pertenecen a C,, en particular ¢; € C,. Luego, como pg es de tipo p (esto es,

p(s(k+K—1)

i1 ), entonces ¢ € (Cp1UC,UC,1)°. Finalmente, el punto px pertenece

aCyoa(CrqgUC,UC,41)° (por hipdtesis), luego la (k + K + 1)-ésima insercion
M) = (L@, pK. e, .- ) entre P, ga (si pr € C) o entre qi, pxc
(si pg € (Cpo1 UC, UCyiq)9). En cualquier caso es de tipo p y decreciente.

se realiza en S¢

]

Notemos que por la proposicion anterior, los puntos de insercién sucesivos entre
k k . /7
SE ) y sl( +)1 son de tipo p hasta que uno de ellos pertenezca a C,_; U C,11, después

de lo cual pueden venir uno o varios de tipo gq.

Proposicion 8. Supongamos que A es Lipschitziana de constante L, e-singular, y

que S®) es la secuencia de pardmetros al final de la iteracion k-ésima del PIV apli-
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cado a A. Llamando M = (sgi)l — sz(-k)), si el intervalo [sgk), sgi)l] verifica A(sgk)) €

ALM
C, vy A(sg_k;)l) € (Croqy UC,UCuy)S, entonces para algin K < {ng ( >—‘ el
TE

(k + K)-ésimo punto de insercion pg verifica px € Cp_1 U Cypiq.

., i T
Demostracion. Definamos ky como el entero verificando ——

oko = ZE < W, esto

ALM
es ko = {lg2 <m>-‘ En general, no es posible tener ky 4+ 1 p-inserciones decre-

cientes consecutivas. Esto es porque empezamos con un segmento [, = A([sgk), sg_]?l]),

cuya longitud de arco es menor que LM con M = (sgi)l — sgk)), y después de kg

(k+ko)
k+k !
insercién pg, = A(sg + 0)), tenemos que la diferencia de pardmetros de los extremos

(k+ko)y, M LM

k+k k+k; k+k
de Ijpp, = A([ngl 0 s§. TR))) g (Sg. +ko) —s,) = SRRl longarc(ly4x,) < TR

€
que es menor o igual que % por definiciéon de ky. Luego por el lema 4| la iteracion

inserciones decrecientes, llamando s al parametro del (k + kg)-ésimo punto de

(k + ko + 1)-ésima, si es de tipo p, no puede ser una insercién decreciente: debe ser
no decreciente.

Notemos que si para algin K, menor o igual que kg, se tiene que px € C,_1 U
C,11, concluimos porque es la afirmacion de la proposicién. En caso contrario
alcanzamos una contradiccién, porque entonces para cada K de 1 a ko, px ¢
Cr—1UCy1. Luego podemos aplicar la proposicién 7] para K = 1 (Esto es, usando
la hipétesis de que p; ¢ C,_1 U Cyyq), porque p; es de tipo p por la hipétesis
“Ais e ¢, y A(sg_]?l) € (Cr1UC,UC,41)", para deducir que ps es decreciente
y de tipo p; También la aplicamos para K = 2 (sabiendo que py ¢ C,_1 U Cyiq
y de tipo p) para concluir que ps es decreciente y de tipo p, y asi sucesivamente
para K = 1,2,..., ko, concluyendo que las inserciones (k + K)-ésimas px (para
K =2.3,...,ko+1) son decrecientes y de tipo p. Esto es una contradiccién con la
observacién anterior, de que la iteracion (k4 ko4 1)-ésima no puede ser decreciente
y de tipo p.

m

La siguiente proposicién juega un papel similar al de la proposicién [0] de la
seccién anterior. Mientras que una nos daba una cota del nimero de inserciones
que pueden hacerse hasta que se inserta un punto en un sector conectado con el
de A(s;), la proposicién |§| nos da una cota para el numero de inserciones hasta

que un punto verifica no p y no q. Ambas proposiciones sirven como base para
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lemas posteriores que acotan el niimeros de inserciones que realizan el proceso de
insercion y el PIV entre dos valores del parametro.

El niimero de inserciones que requiere el PIV es mayor que el del procedimiento
de insercion porque una insercion de tipo ¢, aun en las hipotesis de la proposicion
[7, puede ser no decreciente. Sin embargo, el nimero de g-inserciones verifica lo

Als®) A(s®) 2
| (SZ )| + | (Sz+1)| > fg porque ’A(t” >

L
para cualquier parametro ¢. Por tanto, si se verifica q(sgk)) (esto es, (sgi)l — 35’“’) >

INGOIERINE ]

siguiente: si A es e-singular entonces

: 2e .
, que es mayor o igual que —), entonces el punto insertado

L
k) 4 5
tiene un valor de parametro de sgﬂl) = Sl—gslﬂ que verifica (Sgﬁl) - 5@) =
k k k k k k
Sz(Jr)l - Sg ) > |A(3§ ))| + |A<5§+)1)’ > E v (S(k) _ S(-k+1)> _ 5§+)1 — S,E ) > % Esto
2 — 2L — L 1+1 i+1 2 — L

(k+1)

;. . . € k
es, S; esta situado a una distancia mayor que — de s!
’ 2i+1 L

i ) y de s§f?1. Repitiendo
el razonamiento, x inserciones de tipo ¢ se extienden sobre una longitud mayor

5
o igual que (z — 1)Z Dentro de un segmento de pardmetros de longitud M (y

. . € , . .
a una distancia mayor que — de sus dos extremos) el nimero x de g-inserciones

€ 5 €
debe verificar (z — 1)Z + QZ = (r + 1)z < M. Esto es, no puede haber més
LM
de { — 1J g-inserciones, si esta expresion es mayor o igual que 0, o ninguna
€

g-insercién en otro caso.

Proposicion 9. Supongamos que A es Lipschitziana de constante L, e-singular,

y que S® es la secuencia de pardmetros al final de la k-ésima iteracion del PIV

aplicado a A. Llamando M = (sgi)l —sgk)), si A(sgk)) € C,, A(sgi)l) € (C,1UCU

Cyi1)¢, y x al nimero de inserciones de tipo q que hay en el intervalo [sgk), sl@l],

ALM /
entonces para algin K' < (x + 1) {lg2 (ﬂ + x hay un punto sé’”fﬂ de la
me

secuencia S*HE) verificando que A(sg’“”{l)) € C,_1UCu41, y que para cada h con
i < h < g no se verifica ni p(sngrK,)) ni q(sﬁlkJrK,)).

Demostracién. El enunciado es mds complicado que el de la proposicion [6] porque el
(k+K')
g

(k + K')-ésima. Probaremos la afirmacién por induccién completa en z.

punto de interés s no es necesariamente el punto px- insertado en la iteracion

Con z = 0, el caso base, tenemos, por la proposicién [§ que para algin K <
ALM
Pg2 <>W el (k4 K)-ésimo punto de insercién px = A(s§k+K)) verifica px €
e
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C,-1UC,11. Podemos suponer que este es el primer punto insertado perteneciente

a C,_1 U Cyyq, porque un punto de inserciéon anterior perteneciente a esta region

ALM .
también tendria su subindice acotado por {ng <>W . No se verifica p(s,(erK 1))
e

para i < h < j — 1, porque si asi fuese la insercién (k + K)-ésima no tendria un

parametro con indice j. Notemos que, para ¢ < h < 7 — 1, son equivalentes “no
p(ngK*l))” y “no p(sngrK))”, porque los puntos implicados en estas aserciones
en SEHE=D v en SEHK) son los mismos. Luego los puntos imagen del segmento

k+E)  (k+K k+E)  (k+K .
Wtk gkt ),...,s§-_; ),sg_t ) de la secuencia S*+K

a C,, porque estan conectados (“no p(sngrK))”), V Dk = A(s§-k+K)) es el primer

inicial (s ) deben pertenecer

punto de insercién perteneciente a C,_; U C,.1. Ademds, como pgx pertenece a
Cy_1UC,41, no se verifica p(ngK)) para h = j — 1. Tampoco se verifica q(sg-kJrK))

para ¢ < h < j porque en ese caso tendriamos una g-insercion, y eso no es posible

ALM
con z = 0. Luego llegamos a la afirmacién con K' = K < {lg2 >-‘ yg=17].
e

Para x > 0, el caso general, supongamos que la primera g-insercién es la (k+1')-
ésima, y que y es el nimero de g-inserciones consecutivas que se producen después
de esta, incluyéndola. Esto significa que pr es la primera g-insercién, y también que

Pr+1, D142, - - - hasta pri,_q son de tipo ¢, pero pry, (si existe) es una p-insercion.

ALM
Por la proposicion |8, sabemos que en no més de K < {ng (ﬂ inserciones,
e

DK = A(s§k+K)) € Cp 1 UC,y1. Se cumple que T' = K + 1, por el siguiente

razonamiento: como esta insercién, la (k + K)-ésima, tiene lugar en la j-ésima

entrada de la sucesién, entonces no se verifica ni p(sEZHK_l)) ni q(sgﬁK_l)) para
i < h < j—1 (esto es equivalente a ni p(s,(erK)) ni q(s,(lkJrK)) parai < h < j—1).
Como A(sgk”()) € Cy—1UC441, tampoco se verifica p(sgkflK)). Si ademéds tampoco
se verificase q(SyﬁK)), concluirfamos con la afirmacién deseada: “A(sékJ’K/)) S
Cr_1UC,41 y para cada h con i < h < g no se verifica ni p(sELHK,)) ni q(sékJ“K/))”

ALM
con K' = K < {ng (ﬂ y g = J, como en el caso base. Falta considerar el
TE

caso de que si se verificase q(sg-k_tK)). Pero entonces la insercién (k + K + 1)-ésima

esdetipoq, y T =K+ 1.

Por tanto hay y inserciones consecutivas de tipo ¢, px4+1 @ Prty, PETO Priyt1
(si existe) es de tipo p. Llamemos K; = K + vy, y sgck+K1) al valor del pardmetro
de la ultima de esta racha inicial de g-inserciones consecutivas: pg, = A(schKl)).

Como esta ultima insercion, la (k + K;)-ésima, tiene lugar en la entrada f-ésima
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(k+K1—1)

(s, (kt K= 1)) ni q(sy, Jparat < h < f—1

de la secuencia, no se verifica ni p(s
(equivalentemente, ni p(s,, (k+ K )) ni q(sngrKl)) para i < h < f —1). Ademads, como
la siguiente insercién px,+1 = Pr4y+1 N0 es de tipo ¢ (o no existe), no puede

verificarse q(sgckiKl ). Resumiendo, tenemos “no p(s (k+K1))” parai < h < f —1,

y “no q(sg’HKl))” para i < h < f — 1. Este hecho serd usado varias veces més

adelante.

Ahora discutimos dos casos diferentes. Consideremos primero que algin valor

(S(k+K1) (k+K1) (b+K1) _(k+K1) (k+K1)

del segmento inicial ySit1 seeesSpg 3 S5 ) de la secuencia S

es tal que su imagen no pertenece a C,. Llamemos g al menor indice de estos

valores, es decir, el primer fndice g con i < g < f — 1y que la imagen A(s k+K1))

(k+K1)) € C,_1 U Cpyq, porque tenemos “no

parai < h < f—1, luego las imégenes de (s k+K1), SE_]T_J{KI), e ng;Kl),

( k+K1))

no pertenezca a C,. Debe verificar A(
(k+K1)ys
p(sy, )

(k+K71) .
S (S la primera que 1no

g—1
estda en C,. Y para cada h con ¢ < h < g no se verifica ni p(sgf-ﬁ-Kl)) i q(sgk-i-Kl))
(k+K

(sp )7y “no q(sy )" para i <
k’+K1))

) deben estar en sectores conectados, y A

(por el hecho mostrado anteriormente “no p(s

h < f—1,yporque g < f—1). Como y < x, tenemos un punto A(s
4LM
satisface la afirmacién deseada con K/ = K; = K +y < {ng < ﬂ +ax <
e

ey ()]

Consideremos ahora el caso alternativo, que todos los puntos imagen del seg-

(s (et ET{K”, o gkaFQKl)7 sgck_J’Kl ) de la secuencia S*+K)

que

mento inicial pertene-

cen a C,. En particular A(sfkiKl ) € C,. Para pg, = A(s SCHKI ) hay tres posibles
opciones: pg, € Cy, pr, € Com1 U Copr, 0 Py € (Crmy U Cp U Cogr)".

En la primera opcién, como pr, = A(s ;HKl )eC,y A(s lﬁffil) = A(SE_IT_)I) €

(Co1 UC, UCL4q)¢, y lamando My = (s Z(i)l sgck+K1)), se verifica la hipétesis de

induccion en el intervalo [s gckJrKl), sg?l], que solo puede tener x—y inserciones de tipo

AL M,

q, y deducimos que en Ky < (z—y+1) {ng ( ﬂ +(z—y) inserciones, tenemos

( k+K1+K2))

cierto punto A € C,—1UC,4q tal que para cada h con f < h < g, no

( (k+K1+K2)) ( (k?+K1+K2))

se verifica ni p(s ni q(s . Luego concluimos con la afirmacion

deseada tomando K’ = K| + Ky y g = g5, porque como Moy < M y x —y+1 < =,
ALM 4L M,
tenemos que K1+ Ky = K+y+K, < |lg, e +y+(x—y+1) |lg, — +

4L M
(z—y)<(z+1) {1& <m>-‘ + 2. También tenemos que “no p(s, (et Ky Ko 1)) y
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ket K1+ Ko—1 . , )
no q(sg 12 ))” parai < h < f—1 (porque en caso contrario no alcanzariamos

§§+K1+K2)) de indice g con f < ga), ¥y sngrKHKz_l) - SEIHKlJer)
para it < h < f — 1. Reuniendo it < h < f —1 con f < h < go, tenemos que ni
p(SgHKlJrKQ)) ni q(sEZHKlJrKQ)) para cada h con i < h < gs.

En la segunda opcién pg, € C,_1 U Cy4q también obtenemos lo deseado to-

ALM
mando g = fy K'= Ky = K +y < (2+1) sz ( ﬂ +, porque A(s§ )
e
pertenece a Cy_1 U C,1, vy por el hecho mostrado anteriormente “no p(sgfﬂ(l)) y

no q(séHKI))” parai < h < f.

la inserciéon A(s

Finalmente, en la tercera opcion, que es pg, € (Cp—1 U C,p U Cpiq), como

A(Sgcklel)) €Cpy A(S;HKI)) € (Cp-1 U Oy UCpyq)", llamando M, = (s;kJrKl) _

sSﬁ_ﬁKl)), el intervalo [sgckflKl), sgck)] verifica la hipétesis de induccion, y solo pue-

de tener (z — y) inserciones de tipo ¢, y por tanto deducimos que en menos de
4L My

Ky < (x—y+1)|lg

A(S§E+K1+K2)) € C,_1 UC,y tal que para cada h with f —1 < h < g no se

verifica ni p(sngrKﬁK?)) i q<S§Lk+K1+K2)>

ﬂ + (z — y) inserciones, se obtiene cierto punto

. De modo parecido a lo anterior, con-

ALM
cluimos tomando K' = K; + Ko = K +y + Ky < |lg, mﬂ +y+ (-

ALM, ALM
y+ 1) |1g, +(x—vy)<(x+1)|lgy| —— ]| + 2 y tenemos que “no
e
p(S;Lk+K1+K2)) ¥ 10 q(s;lk+K1+K2))” para i S h < ga.

]

Esta laboriosa proposicion nos permite demostrar el siguiente lema. Denotare-
LM , LM
mos | — — 1| =max (0, |— —1] |.
€ 0 €

Lema 5. Supongamos que A es Lipschitziana de constante L, e-singular, y que
S es la secuencia de pardmetros al final de la iteracion k-ésima del PIV aplicado
a A, yque M = (sgi)l - sgk)) siendo A(sgk)) el k-ésimo punto de insercion. Si N es
el nimero de bordes cruzados por A([sgk), sgi)l]), para N > 2 el nimero de puntos

de insercion entre A(sgk)) Y A(sg_]?l) estd acotado por

o= (1] ) o (25 |25

Demostracion. Probamos la afirmaciéon por induccion en N. Si N = 2, por la
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ALM
proposicion H en K’ inserciones, con K' < (z + 1) {ng <>1 + x, siendo x el
TE

/7 . . . .7 /
nimero de g-inserciones, tenemos un punto de insercion A(sé’“*K )) € C, 1UC4q

tal que para cada h con i < h < g no se verifica ni p(sngrK/)) ni q(sEfHK/)). Re-
L
cordemos que el nimero de g-inserciones esta acotado por { — 1| , asi que
€ 0
LM ALM LM
K < <{ - 1J + 1> {1g2 (ﬂ + { - 1J . Como se verifica “ni p
3 0 e € 0
ni ¢”, el PIV no producird ninguna insercion adicional en el segmento de curva
A([s?, sUHKD]). Ademds no producird ninguna p-insercién en A([sSX), s

(porque los puntos extremos estan conectados ya que N = 2). El nimero de ¢-

k
(htK) () L(s\y — {5 . {LM

inserciones en A([s,”", s;17]) estd acotado por 4

-1

9 9

0

luego el total de inserciones en A([sgk), sl(_]i)l]) es menor o igual que

o 2] (0] ) o ()] o[ 2]

que es nuestra afirmacion.

Para el caso general N > 2, la hipotesis de induccién es que cualquier segmento
de curva, con una diferencia de pardmetros de los extremos de M’, cruzando (N —1)

bordes, requiere como mucho

o= (81| ) () e[ 2

9 9

inserciones. Por la proposicién E], tenemos que para cierto K’ menor o igual que

e W e 2 g W

el punto de insercion A(sékJrK')) € C, 1UC, 1 estal que paracadahconi < h < g
no se verifica ni p(s%kJrK/)) ni q(SgHK/)). Luego el segmento A([sgk), sgk+Kl)]) no

’ s . 4 k . . .
tendrd més inserciones, y A([sg’”K ), st +)1]), que tiene una diferencia entre los

pardmetros de los extremos de M’ = (sg_k;)l — sékJ“K,)) < M, por hipétesis de

LM’ ALM'
induccién requerird como mucho de (N — 2) <{ - IJ + 1> {lgz ( ﬂ +
€ 0 e

o[ o] v ) (1) s 24

inserciones. Sumando las cotas de ambos segmentos, tenemos que el total es menor

=~ 1

.

l
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otz ane 5~ 1 | 21| 1) e (2] |22

Finalmente tenemos:

Teorema 4. Si A : [a,b] — C es e-singular con € # 0, con una parametrizacion
Lipschitziana de constante L, entonces el PIV aplicado a la curva A concluye en

menos de

|71 ) (S () 22

INSErciones.

Demostracion. El nimero N de bordes cruzados por cada segmento A([SEO), 55931])

AL(sh — 51”)

1

de la secuencia inicial es tal que N — 1 < , como se ve en la

TE

prueba del teorema [2] Aplicando el lema previo tenemos que el nimero méximo

L(S(O) — 3(0))
i+1 i

AL(s(P) — st
de inserciones en cada segmento es (si1 = 57) —1] +1
e €
0
AL(s9 O AL(s9 _ O L(s9 _ 5
|71g2 < (Sz+1 S ) + (Sz—‘rl S ) +1 (82-1—1 S ) — 1| .Sumando
e TE € .

L(s — )

-1 <

n=1 4750 _ 50 AL(b —
estos valores, y usando que Z (841 =5, ) — { ( G)J’

= € € € .
LIS© 4L — O 41,50
{ 5] — 1J y lg, (si1 = 57) <lg, ( |5 ’), para los factores del pri-
0 e

mer sumando, y dos desigualdades similares para los factores del segundo sumando,

AL(b — L|S©®
se tiene que el total de inserciones es menor o igual que (b-a) < { | | -1 +1
0

e g
0 0 _
{%<M£|ﬂ++cﬂi|+gvﬁsw—q.
0

Notemos que esta cota del nimero de inserciones requeridas por el PIV para

1 1 1 1 1 1
el calculo del indice es de orden O < lg, <> + —lg, <>> =0 < lg, <>>
g2 € € € g2 €

]
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2.6. Cota del coste independientemente de la c-

singularidad

4L(b — L|S©
Al usar el PIV, un céalculo del indice requiere (b-a) ({ | | — 1J + 1)
0

e 9

ALISO ALIS© L(b—
sz (Hﬂ + (H + 1) {(a) — 1J inserciones. Sin embargo, si €
e e € 0

no es previamente conocido, esta formula no puede aplicarse para presupuestar
el nimero de inserciones que se necesitaran. Puede ser arbitrariamente alto si la
distancia de la curva A al origen es cercana a cero. El PIV, aplicado a una curva
con valor de singularidad e desconocido, se enfrenta a un coste impredecible. Para
controlar esto, modificamos el PIV, de tal modo que podemos acotar el coste del
calculo del indice, retornando con error cuando se excede esta cota. La herramienta
usada es el teorema [b| mas adelante. Esta basado en el hecho de que dos puntos
de insercién con valores de parametro cercanos implican un valor de singularidad
bajo. Primero probamos este hecho para p-inserciones, en el lema [0 y luego para

g-inserciones, en el lema [7}

Lema 6. Si s;, s;i1, Siro son tres valores del parametro de la curva A, Lipschit-
S; + Sit2

ziana con constante L, e-singular, y s;11 verifica que i1, = con A(s;) y

i1 conecta a as S;41 — 8; < ara cierto sitivo
A(s;12) en sectores no conectados, demds s; 1 — s; < 0 para cierto 6 positivo,

entonces o bien |A(s;)| o bien |A(s;12)| es menor o igual que —-. Consecuen-
sen (g)
Lo
temente € < — -
sen (g)
D bn. O St Siy B
emostracion. Como $;41 = — entonces S;io — Siy1 = Sit1 — S Y POr

hipétesis S;10 — $; = Site — Siv1 + Siv1 — Si = 2(8ip1 — 8;) < 2. Ademés por la
propiedad de Lipschitz, |A(s;12) — A(s;)] < L(si2—s;) < L26. Luego se tiene que
los puntos A(s;) v A(s;12) estan en sectores no conectados, pero a una distancia
menor que L2J. Consideremos el triangulo formado por estos puntos y el origen

T
O. Tiene un angulo a en O mayor que e pero menor o igual que 7 porque es el

angulo interno de un triangulo. El lado opuesto a « es el segmento A(s;)A(S42),
de longitud menor o igual que L26 (ver figura [2.16]). Mostraremos que o bien A(s;)

sen (%)

o bien A(s;;2) estéd a distancia menor o igual que del origen. Supongamos
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que |A(sit2)| < |A(s;)| (en caso de que |A(s;42)| > |A(s;)], el razonamiento es

similar). Sea D el punto del segmento OA(s;) a la misma distancia de O que
A(SH,Q).

A(sz_)

Figura 2.16: El punto D estd a la misma distancia del origen que A(s;12).

Se verifica que long(A(s;42)D) < L20, porque el tridngulo isésceles de vérti-
ces O, A(S;42), D tiene el lado minimo entre aquellos tridngulos que tienen un
angulo de a y el menor lado adyacente a este tiene longitud |A(s;42)]. Ademads,

considerando el triangulo que surge de la biseccion del angulo «, tenemos que
long(A(si+2)D)
Q@
sen (—

. T
2 . Finalmente notemos que como 1 < a < 7, entonces
T

> _W |A(si42)]
3 < 5 < 5 y por tanto — y ) estan en un intervalo de crecimiento de la funcién
T ! .
seno, y verifican sen (§> < sen (—) Encadenando estas desigualdades tenemos:

(o) \}

2
long(A(si42)D)
T Q e Lo
— < —) = 2 <
sen () <sen(3) Al [Alsi)]
Lo
Y entonces |A(s;12)] < (=) Como ¢ es el minimo |A(s)| con s € [a,b),
sen (X
8
Lo
tenemos que £ < |A(sj19)] < ———.
sen (%)
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Lema 7. Si s;, Si11, Sizo son tres valores del pardmetro de la curva A, Lips-
L . : Si 1+ Sit2
chitziana con constante L, e-singular, y s;i1 verifica que S;z1 = ———— con

2
o 1A + [Alsiro)|

(Siza—s8;) > , y ademds s;.1 — s; < 0 para cierto § positivo, en-
tonces o bien |A(s;)| o bien |A(si12)| es menor o igual que Lo. Consecuentemente
e < L).

S; + Siy2

2
sis, como en el lema@ Sito—Si = Siya—Sit1+Sit1— S = 2(si41—$;) < 2J. Encade-

A 7 A ) A i A i
nandoestocon@iﬁ_si)_! (s:)l + | <S+z>!,semene%2| (sl +] (si2)|

L L
esto es 2L > |A(s;)| + |A(Siv2)] = 2min(JA(s;)], |A(si2)]). Luego min(]A(s;)],

|A(si12)|) < Lé, lo que implica la conclusién.

Demostracion. Como s;11 = entonces s; 12— S;11 = S;11—S; ¥y por hipdte-

]

Notemos que estos lemas son validos para tres valores cualquiera del parame-

tro, independientemente de que formen parte de una secuencia. Pero en par-

. . k . . .y .
ticular, si sf- +)1 es el valor insertado en una iteracion del PIV en la secuencia

s 4 )

Sk — (5(() ), (k),...,sﬁk), entonces 51@1 = 5 = 5 2 Luego
tenemos que:
Corolario. Si S® = (s(()k), sgk), . ,sfﬂk) es el estado de la secuencia al final de

cualquier iteracion del PIV, y si A(sgi)l) es el dltimo punto de insercion, con

sgi)l — sgk) <0 para cierto § positivo, entonces € < ———.
sen (g)

Demostracion. Notemos que, en la k-ésima iteracién del bucle “mientras”, las con-

diciones p y ¢ se evaldan en la secuencia S*~Y que resulta de la iteracién previa.

Luego se verifica “p(s (k_l)) 0 q(sgk_l))”, y el punto insertado tiene de pardme-
. s (=T NOBNINC) o
tro a s§+)1 = - il 2 Por un lado, si p(sg - )), entonces
A(sgkfl)) = A(s (k) y A(s ill)) = A(s ZJrz) no estan conectados, y los valores
L
sgk), Z(i)l y sﬁ‘;@ estan en la hipotesis del lema [6 Por tanto ¢ < Por

sen (2)°

. . . A A(sd
otro lado, si ¢(s; (k 1)), entonces (sgill) - s§k 1)) > | ( )’ —[{:’ ( uithel

A+ 1A
(sia = si) 2 A

00\21

, 1.e.

, v podemos aplicar el lemapara concluir que
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e < LJ, que es menor que W En cualquier caso, si p(sl(-kfl)) 0 q(sl(-kfl)), y
sen (I
8
Lo
sg_@l — 35’“) < 9, entonces se tiene que € < .
sen (%)
]
Lo
Con esta cota del valor de singularidad ¢ (que es e < (ﬂ) si sgi)l — sgk) <9
sen
8

en la insercion de sg_’i)l), modificaremos el PIV de tal manera que podremos acotar

el niimero de iteraciones que realiza. El Procedimiento de Insercion con Control de
la Singularidad (PICS) (mostrado en la figura[2.17)) tiene como entradas una curva

analfticamente definida A, una sucesién S = (séo), sgo),

(sék),sgk), . .,sgﬂk) es el valor de la secuencia

de parametros después de la insercion k-ésima. Las aserciones p(sgk)) y q(sgk))

significan lo mismo que en la seccién anterior, y 7’(55 ), Q) es “los valores 51(» ) y sz( +)1

s) y un pardmetro

cey 9

real Q. Recordemos que S =

en la secuencia S™ verifican sgi)l - sgk) <Q".

Procedimiento de inserciéon con control de singularidad:
Para hallar el indice de una curva A : [a,b] — C

Parametros de entrada: La curva A de constante de Lips-
chitz L, una secuencia S = (s¢,s1,...,5,), muestreo del [a,b],
y un parametro real @) > 0.

Salida: Una secuencia que es valida para calcular Ind(A), si
se sale normalmente, o un valor ¢ en [a, b] tal que |A(t)| < L@, si
se sale con error.

Método:

Asignar a k el valor 0.
Mientras haya un s\ en S*) con p(sgk)) o0 con q(sgk)) hacer:

’ k k
(k+1) _ S; ) + Sz('—i-)l (k) (k) .

{ Insertar s; = ——/——entre s; "y $;,71;

Si r(sgk),Q), retornar t = sgk) ot = sl(-i)l segun sea
min(|A (s, |A(s§i)1)|); [Salida con error]
Incrementar k;

}

Retornar la secuencia resultante; [Salida normal]

Figura 2.17: Procedimiento de Insercién con Control de Singularidad (PICS). No-
temos que la linea “Insertar” produce S* a partir de S*~V en la k-ésima iteracién.
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Informalmente, podemos decir que PICS consiste en un bucle “mientras” que
se repite hasta que se obtiene una secuencia conexa (i.e., que verifica la condicién
“no p”) y sin giros perdidos (“no ¢”), comprobando (con r) que este bucle no se
ejecuta indefinidamente.

Notemos que la asercién r(s,(;k), J) es equivalente a sgi)l —sgk) < 0, la hipdtesis del
corolario anterior, y en caso de retorno con error podemos aplicarlo para deducir
una cota superior del valor de singularidad.

El uso de la secuencia de salida para calcular Ind(A), y el coste de PICS, se

describen en el siguiente:

Teorema 5. Si A : [a,b] — C es Lipschitziana con constante L, SO una secuencia
muestreo de [a,b], y Q es un real positivo, el procedimiento de insercion con control
de singularidad aplicado a A, S y Q verifica:

b—a
Q

b) Si sale normalmente, la secuencia retornada da Ind(A).

a) Retorna en menos de { — 1J iteraciones.
0

_LQ

sen (g)

¢) Si sale con error, el valor del pardmetro t verifica |A(t)| <

Demostracion. Acotaremos el numero de valores del parametro insertados entre a

y b si se empieza con la secuencia inicial minima (a = s(()o), s&o) = b). Al final de cada

iteracion, los valores (a = sék), 55’“% . s,(le = b) deben verificar 55@1 — 35’“’ > Q,

porque en caso contrario la condicién de error causa la salida. Para contar el
(k)
K3

consideremos que en un intervalo de longitud b — a se pueden insertar m valores

maximo numero de valores s; ' que se pueden dar con diferencia mayor que @,

con una diferencia mayor que @ si (m+1)Q < b— a, sin contar valores insertados

en los extremos. Luego el nimero k£ de puntos interiores sgk)7 cee s,(f) debe verificar
b—a
(k4+1)Q < b—a, y el méximo valor posible para k es {Q — 1J . Luego como
0
b—a
mucho { 0 — 1J iteraciones se realizan hasta que se alcanza la condicion de
0

error T(Sgk) , @), si no hay antes una salida normal.

Para b), el caso de salida normal, la traza de ejecucién del PICS coincide con
la del PIV, y por tanto la secuencia retornada es valida para calcular el Ind(A)
por el teorema [
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Respecto al valor del parametro ¢ retornado si hay error, notemos que en tal caso

se verifica que “p(sgk_l)) 0 q(sgk_l)), y r(sgk), ()", que son las condiciones requeri-

(k=1)y
. )
y 7‘(35 ), Q)”, la ultima iteracién ha sido de tipo p (esto es, 3§+)1 = % con

A(sgk)) y A(sgz) en sectores no conectados) y 32@1 — sl(»k) < Q. Por el lema |§|, tene-

das para entrar en el bucle y salir con error. En el caso de que se verifique “p(s

mos que o bien |A(s§k))| o bien |A(s§i)2)] es menor o igual que T En el caso
sen (X
8

de que se verifique “q(sgk_l)) y r(sgk), Q)”, la tltima iteracién ha sido de tipo q (es-

(k) (k) A(s® A(s®)
(k) s, + Sit2 (k) > | (Sz )| + | (Sz+2)|) y Sgi)l —Sgk) < Q

toes, s;,) = ——= con (S; 5 —sgk))
Luego por el lema Izl o bien |A(s§k))\ o bien \A(sz(-i)zﬂ es menor que L. Como t

2

es precisamente t = s\") or ¢ = sz(-?l dependiendo de min(|A(s§k))\, |A(s§i)1)|), en

Q
n(5)

cualquiera de los dos casos el valor de retorno ¢ verifica |A(t)]| <

]

Resumiendo, el procedimiento de inserciéon con control de singularidad evita

un numero excesivo de iteraciones, controlado por un parametro de entrada ().

_Le
sen (%)

si el valor de singularidad esta por debajo de este nivel, el procedimiento retorna

Asi, PICS calcula de modo efectivo el indice de curvas A con £ > , pero

con error, senalando este hecho, o puede retornar normalmente con una secuencia

cuyo numero de cruces coincide con el indice de la curva, siempre en menos de

{b —a J ) )
— 1| 1iteraciones.
Q 0

Para encuadrar este resultado en el marco de la literatura existente, hay que

considerar que hemos desarrollado un algoritmo para el cdlculo del indice, usando
la discretizacion de la curva para obtener una secuencia a la que se puede aplicar
con fiabilidad el método de Henrici de contar el nimero de pasos por el eje de las

abscisas positivo. También damos una cota de su coste computacional en casos no
1 1

singulares, en el teorema Esta cota es del orden de O <2 log (>> evaluaciones
€ €

de la curva, siendo ¢ su distancia minima al origen. También damos otro algoritmo
para calcular el indice que se puede aplicar a curvas cuya distancia minima es
desconocida, pero asegurando que, antes de invertir una cantidad predefinida de
calculo, retornara con el indice calculado o con un certificado de que la curva es

casi singular.
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Como conexion con otros trabajos, y sugerencias de desarrollo futuro, podemos
1

decir que el coste de O (52 log B es coherente con los procedimientos anali-
zados en |[Chou and Ko, 1995|, que dependen de un pardmetro n para calcular el
indice de curvas con valor de singularidad mayor que 27".

El valor de singularidad € se relaciona con el condicionamiento en calculo
numérico descrito en la introducciéon. Dentro de una clase dada de problemas, el

nimero de condicién de un problema especifico mide la dificultad de su resolucién
comparada con los restantes de su clase. El reciproco del valor de singularidad, —,
puede verse como un “nimero de condicién” similar al usado en analisis numéricgto
lineal. Esta analogia de E con un nimero de condicién es subrayada por el he-
cho de que coincide con lg distancia de A a la curva mas proxima mal planteada
(ill-posed, [Demmel, 1987, Blum et al., 1998|) para el problema del indice, para
cierta métrica definida en el conjunto de curvas planas. Intuitivamente, mide la
proximidad del problema especifico a un problema mal planteado de la clase. En

nuestro caso, un problema mal planteado es una curva que cruza el origen, sin un

indice definido.
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Capitulo 3

Método geométrico para calcular

el numero de raices

Siguiendo con el programa expuesto en la introducciéon para desarrollar un
método geométrico, ahora que ya disponemos del método PICS para el cédlculo
del indice de curvas planas del capitulo anterior, en este se particulariza, en la
seccién [3.0] para curvas imagen por un polinomio, y se incorpora a un procedi-
miento recursivo de descomposicién en subregiones, en la seccién 3.2l Como se ha
comentado, la principal aportacion de nuestro método es que permite evitar las
curvas singulares, lo es crucial para la descomposicion pues asegura la finitud del
proceso. Que la gestién de los errores producidos por curvas singulares es correcta

se demuestra en la seccién [3.3] También se hace un anélisis de coste en la seccién

3.4

Resumimos el capitulo anterior: calculamos el indice de una curva utilizando
un muestreo discreto obtenido por un procedimiento iterativo. Es el procedimien-
to bésico de Ying-Katz (figura , con un bucle de recorrido-inserciéon. Como
aportacion, hemos demostrado la convergencia de este procedimiento para curvas
no singulares. También hemos introducido el Procedimiento de Inserciéon Valido
para cualquier secuencia inicial (PIV, figura[2.13)). Es una modificacién de IP con
una condicion adicional de entrada en el bucle, que asegura el célculo correcto del
indice de la curva mediante el ntmero total de cruces C; — Cy de la secuencia re-
sultante. Informalmente, se puede decir que PIV involucra un bucle mientras que

es repetido hasta que se obtiene una secuencia conectada (es decir, que verifica la

83
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condicién “no p”) y sin giros perdidos (“no ¢”). En el teorema [4] se ha demostrado
la validez de la secuencia de salida para calcular Ind(A), analizando también el
coste del PIV usando la nocién de e-singularidad.

€
Sin embargo, este resultado es de escaso interés para la aplicacion practica de PIV,

1 1
Sin tener en cuenta las constantes, esta cota del coste es de orden O <2 log < > > .
€

debido a que el valor € no se conoce previamente. El teorema anterior nos dice que

el nimero de iteraciones es menor que una cota que crece proporcionalmente a —
(esto es, disminuyendo con ¢). Reciprocamente, podemos deducir que si el nimero
de iteraciones supera cierto umbral, el valor € debe ser bajo, es decir, la curva debe
estar cerca del origen. Siguiendo este razonamiento, hemos definido otro procedi-
miento que incluye una prueba para detectar un valor pequeno de € y salir del
procedimiento en ese caso (que corresponde con una curva proxima a ser singu-
lar). Se ha denominado Procedimiento de Insercién con Control de Singularidad
(PICS), que evita un nimero excesivo de iteraciones, controlado por el pardme-
tro de entrada (). De este modo se mantienen acotados los requisitos de computo
cuando se aplica a curvas singulares o préximas a singulares |Garcia Zapata and
Diaz Martin, 2012.

El teorema [5| establece que PICS calcula en efecto el indice de las curvas A con

€ > 7) Para curvas cuya distancia al origen esté por debajo de este nivel,

sen (g
PICS puede o bien retornar normalmente con una secuencia valida para calcular el

indice, o bien retornar con error, indicando que la curva de entrada es e-singular.
b—a

Q

En cualquier caso, el procedimiento retorna en menos de { J iteraciones.

3.1. Procedimiento de insercion para curvas de
la forma A = f(I)

El coste computacional (es decir, el nimero de iteraciones) del calculo del
indice de una curva usando PIV esta relacionado con la distancia de la curva
al origen d(O,A) (teorema . El procedimiento PICS, por el contrario, cuando
el coste sobrepasa un umbral, sefiala error y retorna una cota de esta distancia
(teorema . En este capitulo nos centramos en curvas de la forma A = f(I") para

un polinomio f. Estas curvas surgen cuando calculamos el niimero de raices de f
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dentro de I'. Para este particular tipo de curva, el coste de aplicar PIV a A dado
por el teorema [ puede expresarse en funcién de la distancia de I' hasta la raiz
mas cercana de f, en vez de la distancia de A al origen. Ademsds, si aplicamos
PICS a I', en caso de error, tenemos por el teorema [5| una cota superior de la
distancia de I" al origen. Sin embargo, mostraremos que esta cota es muy laxa,
de modo que no es 1til para usar PICS como test de inclusiéon para hallar raices.
Necesitamos una cota mas ajustada porque en la particion en subregiones de la
region de busqueda, propia de cualquier método divide-y-venceras, si el borde I'
de una particion pasa por una raiz, su transformacion A es singular. Con una cota
mas ajustada podemos modificar la particién de modo que su borde no pase por, o
cerca de, una raiz, y asi evitar curvas singulares. En consecuencia, definimos otro
procedimiento (de insercién con control de proximidad de raiz, PCR, descrito en
la figura y teorema @ que, cuando retorna con error, nos da una cota de cierta
funcién (el nimero de condicién k¢(I')) que depende de las raices y la curva. En la
siguiente seccion se vera como usar esta cota en el método iterativo de particion
de la senal de buisqueda.

Para calcular el indice de las curvas A usando PIV, el teorema {4] requiere que
A sea Lipschitziana. Para cumplir este requisito técnico en curvas de la forma
A = f(I') para un polinomio f, imponemos que I' esté uniformemente parametri-
zada. Esto no supone una restriccion en la practica, ya que la curva I' que encierra
la region que nos interesa normalmente se construye conectando segmentos rectos
(o arcos de circunferencia) uniformemente parametrizados. Para mostrar que si I’
es uniformemente parametrizada entonces f(I') es Lipschitziana, usamos que I es
acotada (porque es la imagen de un conjunto compacto I' : [a,b] — C). Conse-
cuentemente, como una funcién diferenciable en un conjunto acotado es Lipschit-
ziana [Kolmogorov and Fomin, 1975, el polinomio f es Lipschitziano (en I') con

constante L = sup |f'(I'(x))|. Por tanto, A = f(I") es la composicién de una curva
zel

uniformemente parametrizada I y una funcién Lipschitziana f, y por tanto A es
una curva Lipschitziana con la misma constante L. Se verifica asi la hipotesis del
teorema {4, y PIV calcula el indice de A = f(I') (es decir, el nimero de raices
dentro de T').

El factor clave en el coste del cdlculo del indice, por el teoremal[d] es la distancia
al origen desde A. Esta distancia y las raices de f estan relacionadas como se
describe en la siguiente proposicién.
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Sea f(z) = a,z"+- -+ a1z + ag un polinomio de grado n y su descomposicién
en raices f(z) = ap(z—21)(2—22) ... (2—2,). Recordemos que la distancia d(A, B)
entre dos conjuntos A y B es el minimo de las distancias entre cada par de puntos,
cada uno perteneciente a su respectivo conjunto. En particular, si Z es el conjunto
de las raices de f, Z = {z1,22,...,2,}, su distancia d(Z,T") a T" es la distancia

desde la raiz mas cercana a I', y d(O, A) es la distancia desde el origen O a A.

Proposicién. Si T : [a,b] — C es una curva uniformemente parametrizada, f
un polinomio de grado n, con constante de Lipschitz L, y A = f(I'), entonces se
tiene:

Demostracion. Para la primera desigualdad, usando la descomposiciéon en raices

de f, tenemos que para cada t € [a, b]:
FT() = an(T(t) = 21)(T(t) = 22) -+ (T(t) — 2n)
Tomando médulo,
[A@)] = [fT@®))] = lanl[T(t) — 21 |[T(t) = 22| -+ [T(t) — 2

Recordemos que inf(gh) > inf(g) inf(h), si g y h son funciones no negativas. Si

tomamos el infimo sobre ¢ € [a, b] en la anterior igualdad, tenemos

uf JA®)] = Jan (D) = 20|[T(E) = 22 - [T() = 2a]) =
> |a,|Inf |T'(t) — 21| Inf |T'(t) — 22| ... Inf |T'(2) — 2,,| >

> |ay| <,m1'n inf |T'(t) — zz|> :

i=1...n t€la,b]

La ultima desigualdad se debe a que el producto de n factores es mayor que la n-
ésima potencia del factor minimo. Por tanto teiﬁfb] IA(t)] > |a,| (mininf |T(¢) — z])".
Como d(0,A) = teir[gb] |A(t)] y d(Z,T) = 2I:nllnntéﬁfb] IT'(t) — z;| por definicién, se
tiene que d(O, A) > |a,|d(Z,T)".

Para la segunda desigualdad, para cada t € [a,b] y raiz z;, |A(t)| = |f(T'(t))| =
lf(T(t)) — f(z:)| < LIT'(t) — 2, por lipschitzianidad. Tomando el infimo sobre
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t € [a,b] como antes, se tiene que, para cada z;, ﬂ[lfb} A <L fl[lfb] IT(t) — 2.
tela, te|a,
Por tanto infb} |A(t)] < L 'n%l’n infb] IT'(t) — z]| y llegamos a la conclusion.
a, 1=1l..nte|a,

]

Recordemos que si aplicamos el procedimiento PIV para calcular el niimero de
1 1

raices dentro de I', su coste serd O (2 log <>> por la cota del teorema , donde
€ €

e = d(0,A). Para expresarlo en términos que dependan de I, por la desigualdad

1
>
[an[d(Z 1) = d(0,4)

coste de orden menor o igual a

deducida de la anterior proposicion, el calculo tiene un

‘ <<ranr TrAVDI <ranr iz r)n))

es decir O (d(Z, BE log <d(Z1, ) ) > . Debe notarse que esta dependencia del coste
respecto a la distancia a la raiz mas cercana coincide con la que tienen otros
algoritmos que calculan el nimero de raices en una regién [Renegar, 1987, Pan,
1997].

Como la distancia d(Z,T") a las raices es desconocida, nos enfrentamos a un
coste indeterminado usando PIV, como se discutio en el capitulo anterior. Esta fue
la motivacion para introducir PICS (ﬁgura, que nos asegura un coste acotado.

Ademas, una segunda ventaja de PICS es que si se alcanza la cota del coste, retorna

_LQ
L (%)
establece el teorema |5 Esto nos da una cota a d(O, A), que es ?ﬂ) En el caso
Il —
8

particular de curvas de la forma A = f(I') podemos deducir una cota superior de

L
d(Z,T'): por la proposicién , la,| d(Z,T)" < d(O,A) < JA(t)] < Cgﬂ), y por
sen (2
8

L
tanto d(Z,T) < ¢ —Q, en caso de una salida con error de PICS.
|a,| sen(m/8)

Esta cota dada para PICS es muy laxa, ya que decrece mucho mas lentamente

con error devolviendo un punto de la curva cerca del origen, |A(t)| < , COMO

que el parametro (Q: su valor puede ser cercano a 1 para valores moderados del
grado n del polinomio, incluso con un ) muy pequeno. Una férmula de acotaciéon
en la que intervenga la raiz n-ésima es de dudosa utilidad. En caso de retornar con

error necesitamos un cota de d(Z,I") més ajustada, para asi poder localizar una
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raiz bien cercana al punto que produce el error. El procedimiento PICS, al menos

como esta descrito en el teorema |5, no proporciona una buena cota.

Procedimiento de insercion con control de proximidad de raiz:
Para encontrar el niimero de raices de un polinomio f dentro de una curva
I':la,b —C

Parametros de entrada: La curva I' uniformemente parametrizada,

el polinomio f de grado n, una secuencia S = (sq,...,S,), muestreo de
[a,b], y un parametro real ¢ > 0.
Salida: Una secuencia (to,...,t,) que es valida para calcular

Ind(f(T")) si se sale normalmente. Un valor ¢t € [a,b] tal que hay una

An@)
iz z d d(z,T(t)) < :
raiz z de f con d(z ())_2_\/§

si se sale con error.

Método:
Mientras haya un s; en S con p(s;) o con ga(s;) hacer:
S;i + Sit1
{ Insertar ———— entre s; ¥ S;y1;

Si r(s;, @) entonces retornar t = s;41; [Salida con error].

}

Retornar la secuencia resultante; [Salida normal]

Figura 3.1: Procedimiento de insercién con control de proximidad de raiz.

Debemos pues definir otro procedimiento para el cual exista una cota que de-
penda linealmente de (). En el Procedimiento con Control de proximidad de las
Raices (PCR, figura[3.1) utilizamos los predicados p, g» y r significando p(s;) que
“los valores s; y s;11 en la secuencia S tienen sus iméagenes f(I'(s;)) v f(I(sit1))

no conectadas”, ¢o(s;) es “los valores s; y s;11 en la secuencia S verifican:

[F ()] + [f T (s < 20/ (T (sa)| (sier = 53) + [f(T(si41)) = fF(T(s:))] 7,

y r(s;, Q) significa “los valores s; y s;11 en la secuencia S verifican (s;11—s;) < Q7.
Como antes, s;;; en el caso extremo de ¢ = n debe entenderse como sg. Las
aserciones p y r son iguales que en PICS, pero ¢ es distinto de ¢. La asercion ¢
sera necesaria mas adelante en la proposicion [1| para demostrar que no hay giros
perdidos y en la proposicion |3 para demostrar que se verifica cierta cota en caso
de retorno con error.

El retorno de PCR verifica una afirmacién que involucra x¢(I"), el nimero de
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condicion de la curva I' con respecto a f, definido como la suma de los inversos de

las distancias a I' de cada raiz de f:

La cota en caso de retorno con error hace que el nimero de condicién k¢ (I")
en PCR juegue un papel similar al que tiene el inverso de d(O, A), la singularidad

de A, en PICS. Por el teorema [5, un retorno con error de PICS implica un valor

bajo de d(O, A), es decir, un valor alto de m Mostraremos que un retorno
o ’ " 1
con error de PCR implica un valor alto de (') =) ———.
= d(z, 1)

Con ayuda de la siguiente proposicién demostraremos (en el teorema @ que
si PCR retorna normalmente, la secuencia retornada nos da el niimero de raices
dentro de T'.

0.5¢

-1.5
-1

Figura 3.2: La longitud de arco de la curva f(I'([s;, si+1])) es mayor que

[f(C(sa))| + [F(T(sig2))]-

Proposicién 1. En una curva f(I'), si hay un giro perdido entre s; y S;y1, entonces

se verifica qo(s;) en la secuencia S = (..., S, Sit1,---)-

Demostracion. Geométricamente, si la curva f(I'([s;, s;+1])) traza un giro perdido,



90 CAPITULO 3. CALCULO DEL NUMERO DE RAICES

su longitud es mayor que la suma de los médulos | f(T'(s;))| v [f(T(six1))] (figura

59).

La longitud de arco de f(I") en el intervalo paramétrico [s;, s;11] s / o |/ (T(x))| dx
porque I' estd uniformemente parametrizada [Kolmogorov and Fomlrzl, 1975]. El

polinomio de Taylor de f'(I'(x)) en torno a s; es

= fO(I(s0))

PO = £+ T -2 + 3 FrE B e -y
por tanto
Si+t Sit1 n (k) S
[ rwetas= [ e+ 3 T e - s s <
s n Sit1 (k) S; 1
< [rme a3 S - 0 e -

=1F D i =50+ 3 S g

Ademas, el polinomio de Taylor de f(I'(z)) alrededor s; es

n_ ) (s,
F0(@) = F(T(s)) + F ) (@ — s + 3 AT oy

|
= k!
Para = s;,1, tomando valores absolutos y despejando el sumatorio tenemos:

w(sm = 5)" = |f(D(sit1) = f(T(s0)) = f'(D(5)) (i1 = 83)| <

< [f(C(siy1)) = FT ()| + 1F(T(80))] (si1 — i)

k=2
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Por tanto

/sz’+1 If (D (x))|de <

< ()] (sie1 = 83) + [ (Dlsia)) = FETD]+ (D)) (s01 - 51) =
— 20 f/(T(s0))] (041 — ) + | F(D(s121)) — F(T(s))]

»

Asi, si hay un giro perdido entonces

D+ 1) < [ 17/0@)] dr <
< 21f/(C ()] (501 = s5) + F(D(si)) = F(T(s1)].

que es precisamente ga(S;).
]

Ahora clasificamos las iteraciones realizadas por el bucle “mientras”. Una ite-
racion es de tipo p si se realiza porque se verifica el predicado p(s;), y es de tipo q
si se realiza porque se verifica la propiedad “no p(s;), v ¢2(s;)”. Asi toda iteracion
es de tipo p o de tipo ¢, pero no de ambos a la vez. Del mismo modo se pueden
clasificar las salidas con error como de tipo p, o ¢, segtn el tipo de iteracién en la
que ocurre el retorno.

Mostraremos en el teorema [6] que PCR retorna con una secuencia vélida para
calcular el nimero de raices dentro de I', o con una cota inferior del nimero
de condicién (equivalentemente, una cota superior de la distancia a una raiz, el
analogo del teorema [5| para PICS). Previamente damos cotas inferiores de este
nimero de condicién en caso de excepciones de tipo p y ¢ en las proposiciones [2 y
respectivamente, después de varios lemas auxiliares. Consideraremos los angulos

medidos en el intervalo [0, 27).

Lema 8. Si « es el dngulo orientado entre tres nimeros complejos (x,z,y) con

vértice en z (es decir, a = arg(y — z) — arg(x — 2)) entonces

/ d(z,y)
min(d(z, @), d(,9)) < o oy

Demostracion. El angulo orientado puede tomar cualquier valor entre 0 y 27 (ver

la ﬁgura. Vamos a discutir solo el caso de angulo a menor o igual que 7, porque
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y
y N N o

N N
[ N \,
| \\ N Z \
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\ AN o~
[ ~ S \
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N
| N N
N
>‘<__ N ™
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- _ N
G - X

Figura 3.3: El dngulo orientado en z puede ser tanto menor como mayor que
.

si el angulo orientado « entre (z, z,y) es o > m, entonces el angulo orientado entre
(y,z,x), es decir 2r — «, es menor que w. Por otro lado |sen((2r — a)/2)| =
|sen(m — «/2)| = |sen(—a/2)| = | sen(a/2)| porque la funcién |sen | es de periodo
7 e impar. Por tanto la afirmacién de la proposicién es la misma para los angulos
(z,z,9) vy (y,z,x), asi que podemos discutir solo el caso de angulo menor o igual

que 7.

Supongamos que d(z,z) > d(z,y), y sea D el punto del segmento zT a la misma
distancia de z que y (figura [3.4)).

Se verifica d(D,y) < d(z,y) porque el tridngulo isésceles de vértices z, y y D
tiene el lado opuesto a z minimo entre aquellos tridangulos que tienen un angulo «
y cuyo menor lado adyacente a este tiene longitud d(z,y). Ademads, considerando

el tridngulo rectangulo que surge de la biseccién de «, tenemos que sen(a/2) =
d(D,y)

2

d(z,y)

, es decir

_ 4Dy _ _d(zy)
2sen(a/2) ~ 2sen(a/2)

d(z,y)

El valor de sen(a/2) es el mismo que |sen(a/2)| porque /2 < .

En el caso contrario d(z,x) < d(z,y), tenemos de modo similar que d(z,z) <
d(z,y)

———~>~—_ Tanto en el primero como en el segundo caso tenemos la cota, por
2sen(a/2)
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L

z
D X

Figura 3.4: El punto D esta a la misma distancia de z que .

tanto el minimo es menor o igual, como queriamos mostrar.

]

Proposicion 2. Supongamos que se aplica PCR una curva I' y un polinomio f

de raices zy, 29, ..., %,. En una p-iteracion en la que el valor insertado sea s;, si
sen(m/8)
5 .

|siv1 — 8i| < 0, entonces k¢(I") >

Demostracion. El valor insertado s; es el punto medio de s;,_1 y s;41, por tanto
Sit1 — Si—1 = Six1 — Si + Si — Si_1 < 0 + 0. Por la parametrizacién uniforme de I,
Si41 — Si—1| = |T'(8i41) — T'(si-1)| y por tanto |I'(s;41) — I'(si-1)| < 20.

Ademads, como el valor s; se inserta en una p-iteracion, los puntos f(I'(s;_1))
y f([(si+1)) (cuyos pardmetros s;_1 y s;+1 estdn situados consecutivamente en la
secuencia S antes de la insercién) estan en sectores no conexos. Geométricamente
esto implica que:

T

Z <arg f(I'(siy1)) —arg f(I'(si-1)) < T

Por otro lado, por la descomposicion en raices del polinomio f

fz)=an(z —21)(z — 22) ... (2 — 2n)
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se verifica que arg f(z) = arg(a,) + arg(z — 2z1) + arg(z — z9) + - - - + arg(z — z,),
donde la suma de angulos se entiende modulo 27.

Dando los valores concretos z = I'(s;41) v 2 = I'(s;_1) tenemos:

arg f(I'(sit1)) = arg(a,) + arg(L(sip1) — 21) + - - +arg(T(sip1) — 2n)

arg f(I'(si—1)) = arg(an) +arg(I'(si—1) — 21) + - - +arg(I'(si-1) — 2n)
Llamando «; al angulo orientado entre I'(s;_1) y I'(s;41) con vértice en z;, es
decir, a; = arg(I'(si+1) — 2;) — arg(I'(si—1) — 2;), la diferencia de las expresiones

anteriores da:
arg f(I(siy1)) —arg f(I'(si-1)) = a1 +ag + -+ +ay

Por tanto tenemos que
T " T
— < Z a; < —.
4 = 4

Aparte de esto, llamamos m; = min(|z; — I'(s;—1)],|2; — ['(si+1)|) para cada j
entre 1 y n. Por la proposicién [§ con = = I'(s,_1), y = I'(si41) ¥y 2 = 2;, tenemos

que
|F(5i—1) - F(Si+1>|
2[sen(a;/2)]

J
Record T(siv1) — D(siy)| < 26, 1 <« —°% ___ Tomando in-
ecordemos que |I'(s;41) (si—1)| uego m; sen(a;/2)] omando in

enl)

Por definicién de distancia, d(z;,I") < m;, asi que

mj = min(d(z;, [(si-1)),d(z5, [(si41))) <

VErsos:
1 - 1
mj (S

s - T
Ahora notemos que, por la anterior cadena de desigualdades — < Z aj < T
j=1
s o s Yo , )
tenemos — < Y 5 < R entonces Y  —> estd en el intervalo [0, 7] donde la

Jj=1 J=1



3.1. PROCEDIMIENTO PARA CURVAS IMAGEN 95

funcién seno es subaditiva [Schechter, 1996 (esto significa que sen(a) 4 sen(3) >
sen(a 4 [3)). por tanto:

sen ()] 2 ; n(;(;)‘

T . .
Como Z —J estd entre § y g Y en este intervalo la funcién seno alcanza el

) e ()

minimo en un punto extremo:
. 1 ,
Estos dos valores coinciden, luego x¢(I') > —sen(7/8), como queriamos demostrar.

1

(15; Zsen(a) :

nf(l“) >

Y

sen (Z Oéj)
— 9
7=1

> L (
— min
—

J

J
O
Lema 9. Para cada punto x € ' se tiene:
f'(x)
< ry()
fay | =™
Demostracién. Un célculo [Henrici, 1988] nos da
fla) g~
flz) I (e —2)
incluso en el caso de raices multiples. Luego f’(x)' = zn: Z
f(z) i—1 (JZ — %) {lz— ZZ|
1
Ademas, como |r — z;| > d(z;,I") para cada z;, entonces P— < TEn) y
zn: ! < Zn: ! = r¢(I"). Encadenando las desigualdades se concluye.
Dle—al 7 I dE 1)
O
Lema 10. Si x,y son numeros complejos cuya diferencia de arqgumentos es a,
entonces
) a
2=yl < lal + [yl = 2min(Ja], y]) (1 = sen (5 ))
Demostracion. Supongamos que min(|zl,|y|) = |y|, es decir, |y| < |z|. El caso

contrario es similar. Consideremos el paralelogramo formado por el origen, x, x+y
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Xty

\ T Xy

\

o 2ylsin(@/2) "

Figura 3.5: El punto D estd a la misma distancia de O que y.

y y (figura . Resolviendo el triangulo formado por el origen, y, y el punto D
en el segmento Oz a la misma distancia de O que y, se ve que su lado yD mide
2|y| sen (%) unidades. Los otros lados del triangulo D, x,y miden |z—y| y |z|— |y,
luego por la desigualdad triangular:

o (6]
2=yl < Jol — [yl + 2yl sen (5 ) = fel + yl +2ly| (sen (5 ) = 1)

«
por tanto |z —y| < |z| + |y| — 2]y <1 — sen (§>> como queriamos demostrar.
[

Proposicion 3. Supongamos que PCR se aplica a la curva I y al polinomio f

de raices z1,za,...,%,. En una g-iteracion en la que el valor insertado sea s;, st
2—+/2
46

|sit1 — si| <9, entonces ke(I') >

Demostracion. Siendo una g¢-iteracion, “gs(s;_1 no p(s;_1)” es cierto en la se-
Y

cuencia S = (..., 8;_1, Si+1,...) antes de la insercién de s;, luego

[f @ (sic)) I+ 1 ((sie)] < 20 (Dsima))| (si41 = siz1) + [f(T(si41)) = f(T(si-1))]

Por el lema [10] siendo « la diferencia de argumentos de f(I'(s;—1)) v f(T(si+1)),
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se verifica:
|f(T(si41)) = f(D(si-1))] <

S FT-) + (T (si41) =

~2min(|f (i) 1 (D)) (1= sen (5))

Encadenando con la desigualdad g,(s;) tenemos:

PTG+ 1) < 217 (i) (511 — 51-1)+
P i)+ L (si))] = 2min(|F (s LT i) (1= sen (5))

es decir

2min(|f(D(si-0)] L (Gsii))]) (1= sen (5 )) < 200 (i) (41 = si00)

|f'(T(si1))] , 1—sen (5)
min(|f(T(si—1)| [f(D(six1))]) — siv1r — sia

Por otra parte, por el lema []

. J'(T(si-1)) S (T(si-1))
A1) 2 f(T(si-1)) ‘ - ‘mfn(\f(F(Si—l))h |f(D(si41))])
luego x¢(I') > W. Ademas, por “no p(s;—1)”, f(I'(si—1)) v f(D(Si41))

estan en sectores adyacentes, lo que implica que su diferencia de argumentos « es
menor que 7/2 y entonces sen(a/2) < sen(m/4) = v/2/2 y 1—sen(a/2) > 1—+/2/2.
También siendo s; el punto medio de s;_1 v Siji1, Sit1—Si—1 = Sit1—Si+8i—8i_1 <
2—-+2

45

d + 9. Luego k(') >
O

La precisiéon y el coste de PCR estan descritos en el siguiente teorema:

Teorema 6. Si I' : [a,b] — C estd uniformemente parametrizada, S es una se-
cuencia muestreo de [a,b], Q un real positivo, y f un polinomio de grado n, el

procedimiento de insercion con control de proximidad de raiz, PCR, verifica:
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—a
a) Retorna en menos de { + 1J iteraciones.

Q

b) Si retorna normalmente la secuencia retornada nos da el nimero de raices

de f dentro de T'.

2-V2
4Q

Demostracion. Para a), notemos que el predicado r causa una salida si hay una

c) Si retorna con error, entonces ky(I') >

inserciéon en S de un valor del pardmetro que estd a menos de () de otro valor

en S. El nimero méximo de valores en un intervalo [a,b] a una distancia mayor

: . b—a - .
o igual que @ es precisamente 7 + 1|. Luego este es el maximo ntmero de

iteraciones posibles.

Para b), en una salida normal tenemos una secuencia S que verifica “no p(s;) y
no ¢o(s;)” para cada s;. Consideremos el poligono formado por sus puntos imagen,
que son conexos (no p). No tiene giros perdidos (por la proposicién , no ¢y implica
que no hay giro perdido). Luego el nimero de cruces del poligono por el semieje
positivo de abscisas nos da el indice de f(I"), que es el niimero de raices dentro de
.

Para c¢), en una salida con error el predicado |s;11 — s;| < @ es cierto. Si la

sen(7/8)

salida es de tipo p, por la proposicion 2| k(') > , y si es de tipo ¢, por la

2—2
\/_. En cualquier caso, como (2 — v/2)/4 < sen(r/8),

proposicién 3| k(') >
obtenemos la cota del teorema.
O]

Si hay un retorno con error, el nimero de condicién k¢(I') nos da una cota de

la distancia desde I' a la raiz de f mas cercana, del siguiente modo:

Proposicion 4. En caso de retorno con error de PCR, hay una raiz z; con

4n()

" 1 2—/2
Demostracion. Como rg(I') = 3 > V2 por el teoremch) , al menos

=1 (ZZ7F) o 4@

un sumando es mayor que la n-ésima parte, que es

1 >2—¢§
d(z,T) = 4nQ

para algin

1. Tomando inversos tenemos el resultado deseado.
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En resumen, el procedimiento de insercion con control de proximidad de raiz
evita un nimero excesivo de iteraciones, controlado por el parametro de entrada
@. PCR calcula correctamente el nimero de raices dentro de I' si no hay raices
cercanas. Pero si hay raices en el contorno I' o cerca de él, el procedimiento puede

retornar con error, indicando este hecho, o puede retornar normalmente con una se-

. - , , . —a
cuencia valida para calcular el nimero de raices, siempre en menos de { 0 - 1J

iteraciones.

Estas caracteristicas son necesarias para utilizar PCR como componente en un
método geométrico para hallar raices. Asi se evitan los inconvenientes, descritos
en la introduccién, de otras aproximaciones al problema de desarrollar un método
geométrico. Estos inconvenientes son las curvas singulares (que pueden surgir en
la particién de la zona de bisqueda en subregiones), y la necesidad de informacion
global (como la constante de Lipschitz) para mostrar la correccién del calculo.

Hemos abordado estos problemas con un ntmero de condicién sy asociado a
cada curva. PCR detecta puntos de una curva que estan proximos a una raiz,
retornando con error en tal caso. Ademds la prueba de que se calcula en efecto el
indice no usa informacion global.

b—a
Hemos mostrado que PCR retorna en menos de | —— + 1J iteraciones, ya sea

normalmente o con error. Seguramente sea posible demostrar que, si el parame-
tro () es lo suficientemente pequeno, PCR retorna normalmente en menos de
O(r4(T)*log(rs(T))) iteraciones, un resultado similar al teorema . Debe notarse
que esta dependencia de la distancia a las raices es consistente con otros algorit-
mos que calculan el niimeros de raices en una regién |Renegar, 1987, Pan, 1997].
En cualquier caso, este uso del nimero de condicién k¢ para analisis teérico no es

necesario para nuestro propésito de hallar raices por métodos geométricos.

3.2. Descomposiciéon recursiva de la region de

buisqueda

En esta seccién detallamos el método de descomposicion, la segunda compo-

nente de nuestro método geométrico, segin la pauta comun que se describié en



100 CAPITULO 3. CALCULO DEL NUMERO DE RAICES

la introduccién. La primera componente de estos métodos es un test de inclusién,
para decidir si hay una o mas raices en una region. La segunda es un procedimiento
recursivo para subdividir la regién y localizar las raices con la precisiéon necesa-
ria. Con el resultado del teorema [6] el procedimiento PCR calcula el ntimero de
raices dentro de I' mediante el indice de A = f(I'). Este procedimiento se usard
como test de inclusion, y debemos asegurar que retorna sin error. Es decir, PCR
ha de invocarse sobre curvas que no pasen cerca de raices, como indica el teorema
anterior. Esto se interrelaciona con el proceso de division en subregiones, pues el
borde de estas no puede pasar cerca de alguna raiz. Para exponer adecuadamente
esta interrelacion, se ha optado por describir tres construcciones del procedimien-
to recursivo, tres intentos progresivamente complejos, el ultimo de los cuales es el
definitivo (Tabla [3.1)).

El tamano de una regién P se mide por su didmetro rectangular dmg(P), que
se define con precisién en la seccién [3.2.1] Una aprozimacion de una raiz con una
precision de A > 0 es una region de diametro rectangular menor que A que contiene
a la raiz.

El Procedimiento Recursivo de Divisién (PRec, figura divide la regién ini-
cial en subregiones. Si el test de inclusiéon afirma que alguna de las subregiones
contiene una o maés raices, esta es dividida a su vez, y asi sucesivamente hasta que
el didmetro cae por debajo de la precision A. Las regiones finalmente obtenidas se
insertan en la secuencia II, que al final de la ejecucién de PRec contiene aproxi-
maciones a las raices dentro de P. Cada regiéon P; incluida en II esta etiquetada
con el nimero de raices que contiene, n;. En caso de que n; > 1 se tiene una raiz
multiple, o un cluster (un conjunto de raices situadas a distancia menor que A
entre si). Denotamos con P; la regién objetivo, dentro de la cual se buscan las
raices, y con P a una region genérica del plano.

La figura [3.6] es un bosquejo inicial de PRec, y falta especificar los subproce-
dimientos iTest(P) y Bisec(P). El primero, iTest, es el test de inclusién. Calcula
el indice de la imagen por f del borde de P. Internamente, este calculo es rea-
lizado aplicando PCR a esta imagen, y con cierto valor del parametro (), como
se ha comentado en el apartado anterior. Asi, si I' : [a,b] — C es el borde de P,
denotamos con PCR(T, ) la aplicacién del procedimiento de la figura , con el
pardmetro () tomando el valor 6, para calcular el indice de f(I"). ;Cuél es el valor

0 que debe pasarse a PCR? El doble reto que nos fijamos al construir PRec es, por
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Procedimiento Recursivo de Division: Para encontrar las raices de
un polinomio f dentro de una regién convexa Pj.

Parametros de entrada: Una region convexa Pj del plano complejo,
un polinomio f, y un pardmetro de precisiéon A > 0.

Salida: La secuencia Il = (Py, P, ..., P;) (conteniendo k aproxima-
ciones con una precision A de todas las raices de f en Pj) y la secuencia
N = (ny,ng,...,n;) (de nimeros n; > 1 tal que cada P; contiene n; raices
de f contando su multiplicidad).

Procedimiento: PRec(P, A) {

Si iTest(P) = 0, retornar IT y N vacias. [Salida 1]
Si dmpg(P) < A entonces

retornar II = (P) y N = iTest(P). [Salida 2]
Si no

Bisec(P), que da dos subregiones Fy y P;.

Parai =0y i =1, hacer

(IL;, N;) = PRec(P;, A).

Retornar la concatenacién de (Ily, Ny) y (I3, Vq). [Salida 3]

}

Figura 3.6: Procedimiento Recursivo de Divisién (PRec) para hallar raices de poli-
nomios. Falta por especificar dos subprocedimientos: iTest(P) y la descomposicién
Bisec(P).

un lado, asegurar que el test de inclusion solo se invoca en curvas que no retornen
con error en PCR y, por otro lado, tener un coste computacional asequible. La
determinacién de estas curvas es el resultado de un proceso iterativo de prueba y
error con un numero acotado de iteraciones. Una contribucion importante de este
trabajo es usar los resultados del teorema [6] para encontrar estas curvas. Por el
teorema @c}, cuando no hay raices a menos de (4 + 2v2)nf de T', PCR(I, ) no
retorna con erroxﬂ. Por tanto usar un valor 6 lo bastante pequeno es una condicién
suficiente para evitar la influencia de cualquier raiz que pudiera causar un error en
PCR (figure [3.7). Sin embargo mientras menor sea el valor de § mayor es el coste
computacional, por el teorema @a). Precisaremos més adelante (en la proposicién

qué valor especifico se escoge para el parametro . Como este valor es diferente

! Aunque el retorno con error de PCR nos da una aproximacién de una rafz, hemos preferido
ignorar tal modo de hallar raices, para no introducir casos especiales en PRec y mantenerlo tan
regular como sea posible.
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para cada curva I', lo denotamos con Zr.

L 4

r r
2 ' ro C:ny

r T

Figura 3.7: En la primera figura, PCR usa un valor grande de 6. La raiz
ry estd lo bastante cerca del punto insertado v como para causar un error.
r3 también esta lo bastante cerca, pero se da el caso de que no produce
error. En la segunda figura, PCR usa un valor pequeno de 6, con lo que
evita el error producido por r,. Sin embargo esta solucién trae aparejada
una computacion mas costosa: mientras menor sea #, mas muestras de I’
hay que evaluar.

El segundo subprocedimiento, Bisec(P), crea dos subregiones Py y P; a partir
de P, y ha de cumplir los tres requisitos siguientes: a) debe ser una particién de
P (es decir, P = PyU P, y PynN P, = (), para que cada raiz contenida en P esté
en un P; y solo en uno, b) el didmetro debe ser decreciente, dmg(FP;) < dmg(P),
y ¢) cada borde I'; de P; debe admitir un valor Zr, tan grande como sea posible
de modo que PCR(I';, Zr,) calcula, sin error, el indice de T';.

Desde luego el requisito c) incluye evitar curvas que pasen por una raiz, que
tienen un coste infinito. ;Hay algiin método de particién que satisfago los requi-
sitos anteriores? La busqueda de tal método Bisec vertebra esta seccion. En la
primera subseccion detallamos como se aplican los cortes rectos a las curvas
parametrizadas que constituyen los bordes. En la siguiente subseccion hace-
mos un primer intento de definir Bisec. Cortamos a la mitad la regién, primero
en horizontal y luego en vertical, y asi sucesivamente. Sin embargo este primer
intento tiene un inconveniente: los cortes pueden pasar muy cerca de una raiz,
incluso por encima, produciendo curvas en las que PCR tiene alto coste compu-
tacional, incluso retorna con error. En la siguiente subseccién hacemos un
segundo intento, usando el Cortes Iterados con Desplazamiento. El método CID

hace el corte (horizontal o vertical) no en el medio exacto de la regién, sino con
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el desplazamiento adecuado para que las curvas resultantes eviten la proximidad
de raices, posibilitando que se pueda usar un parametro 0 lo bastante grande para
tener bajo coste computacional, y atin asi calcular sin error su indice.
Lamentablemente, cuando se desplazan los cortes alternativamente horizontales
y verticales, se pueden producir regiones cuyo didmetro no decrece suficientemente
tras varias subdivisiones. Es decir el requisito ¢) anterior se cumple pero el b) no.
Para satisfacer los tres requisitos se introduce el corte a lo largo del eje menor,
en el tercer y definitivo intento en la subseccién [3.2.4] en vez de alternar cortes
horizontales y verticales. En cualquier caso, las subregiones se producen por un
corte recto, por lo que el requisito a) se cumple en los tres intentos. La tabla
muestra las tres versiones progresivas de la funciéon de particion Bisec. Hemos
decidido presentar sucesivamente los tres intentos con el proposito de desplegar

gradualmente la solucién al problema.

Requisito
. ¢) PCR de bajo
a) Particién b) Dlar.netro coste
decreciente .
sin error
Intento

1) Corte central . .

Alternando Hy V St S No

2) CID , .
Alternando Hy V S No o

3) CID ' g{ S{ Si
Por el eje menor

Tabla 3.1: Requisitos verificados por intentos sucesivos del método Bisec.

Una vez logrado el tercer y ultimo intento de definicién de Bisec(P), en la
seccién [3.3]se demuestra que en efecto se producen subregiones satisfaciendo los tres
requisitos. Finalmente la seccion prueba que PRec acaba en un ntimero finito
de llamadas recursivas, y que la afirmacién sobre la salida de PRec es correcta.
También determinamos su coste computacional.

Antes de seguir, un comentario sobre el tipo de regiones P que se van a conside-
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rar. Por simplicidad, la region inicial, asi como las que surgen de las subdivisiones,
deben ser arcoconexas. Con este supuesto, su borde es una curva simple cerrada
I’ (curva de Jordan |[Kolmogorov and Fomin, 1975]). Una regién no arcoconexa es,
por ejemplo, el interior de dos circulos disjuntos. Regiones no arcoconexas, cuyo
borde esta formado por varias curvas cerradas, se pueden tratar de un modo similar
a las arcoconexas, porque el nimero de raices dentro de una regién no arcoconexa
es la suma de los indices de estas curvas cerradas. Sin embargo el supuesto de
arcoconexidad simplifica los razonamientos.

Bisec(P) va a producir las subregiones mediante cortes a lo largo de lineas
rectas. Para impedir que tales cortes produzcan una subregién no arcoconexa,
imponemos que la regién inicial P; sea convexa (es decir, que si un segmento
recto tiene sus extremos en Pr, todo el segmento estd dentro de Pr). Por tanto
las subregiones seran también convexas (y también arcoconexas) porque estén
producidas por cortes rectos. Desde un punto de vista practico, al hallar las raices
en una regién no convexa, PRec debe aplicarse a su envolvente convexa, o a una

descomposicién en partes convexas.

3.2.1. Particionado por cortes rectos

Antes de desarrollar los tres sucesivos intentos, vamos a describir cémo se calcu-
la el borde de las subregiones a partir del borde de la regién original. Consideramos
el caso de un corte horizontal, pero un corte vertical es similar.

En el estudio de curvas parametrizadas es frecuente considerar la traslaciéon del
pardmetro, y la concatenacién de dos curvas (puede verse por ejemplo [Do Carmo,
1976]). Ahora recordamos estos conceptos, que vamos a extender a muestreos,
definiendo la traslacion de un muestreo y la concatenacién de dos muestreos.

Dada una curva I' : [a,b] — C, su traslacion por ¢ € R, denotada por I" + ¢, es
la curva '+ ¢ : [a + ¢, b+ ¢] = C definida como (T + ¢)(u) = I'(u — ¢) para cada
u € [a+ ¢, b+ ¢]. Las curvas I' y I + ¢ tienen la misma imagen, es decir, son dos
parametrizaciones del mismo conjunto de puntos (figura .

Si S es un muestreo de I' (es decir, una secuencia S = (a = Sg, S1,...,Sm = b)
de parametros crecientes s; € [a,b]), entonces S + ¢, definido como S + ¢ =
(so+c¢,81+¢ ...,8n + ), es un muestreo de I' + c.

Si dos segmentos de curva I'y, I'y tienen intervalos paramétricos [ay, b1, [ag, bo]
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=T +c¢)(s+¢)

1/ e
]

. 1

[ < ]
s+ c

a b a+c b+ c

w +

Figura 3.8: Las curvas I' y I' + c.

respectivamente, con I'; (b1) = I's(az) (el final de una curva coincide con el inicio de
la otra), entonces se define su concatenacion, denotada por I';; 'y, como la curva

['1;T9 : [a1, b1 + (by — az)] — C con la siguente expresién paramétrica :

P\ Tau) = Iy (u) siw € [ar,b]
’ Do(u— (by —ag)) siu € [by, by + (by — az)]

Puede verse como I'y seguida de una traslacion de I'y por la cantidad adecuada ¢ =
b1 — as como para que los intervalos paramétricos de I'y y I's + ¢ sean consecutivos
(figura . Notemos que en esta figura el desplazamiento ¢, por el que I'y tiene
que trasladarse para encajar con I'y, es negativo, mientras que en la figura 3.8 el

desplazamiento ¢ es positivo. Ambos son ejemplos igualmente validos de traslacion.

Si Sr, y Sr, son secuencias de muestreo de I'; y T's respectivamente (es decir

Sr, = (a1 = 50,51,..-,5m, = b1) y Sr, = (az = 50,87,...,5,, = b)), enton-
ces la concatenacién (como secuencias) Sr, y Sr, + (b1 — ag) es una secuencia
de muestreo de I'y;I'y. La concatenaciéon de secuencias (a,...,b) v (¢,...,d) es
(a,...,b,e,...,d). Es un detalle menor el que, como siempre vamos a concatenar
secuencias tales que la primera acaba en el mismo valor que la segunda empieza
(es decir b = ¢), podriamos haber considerado (a,...,b,...,d) como la secuencia
concatenada. Esto no implica ninguna diferencia cuando comprobemos las propo-

siciones p, q, ¢z 0 T, 0 insertemos valores de interpolacién en secuencias de parame-
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I T+ (b — ag) 1 T

] [ 9
1 [ ]
aq by = by + (by —ay) @2 by
= ay + (b — az)
Figura 3.9: La concatenaciéon I'y; 'y es I'y seguida por I'y + (b — ag), tiene
de intervalo paramétrico [a, by + (b2 — a2)].

tros.

Ahora definimos las lineas, horizontales o verticales, a lo largo de las cuales
haremos los cortes. Consideramos cada region plana como un conjunto cerrado, es
decir, incluyendo su borde. Para cada regiéon plana P, su linea de soporte horizontal
superior lp es la recta horizontal més alta que tiene algin punto en comun con
P. Del mismo modo, la linea de soporte horizontal inferior lg de P es la linea
recta horizontal mas baja que tenga algin punto en comun con P. El didmetro
vertical dmy (P) es la distancia entre estas lineas d(Ir, (). Es decir dmy(P) =
nin d(z,y).

De modo similar, la linea de soporte vertical 1zquierda [, es la linea recta verti-
cal méas a la izquierda que tiene algin punto en comun con P,y la linea de soporte
vertical derecha lg es la linea recta vertical mas a la derecha que tiene algin punto
en comun con P. El didmetro horizontal dmy(P) es la distancia entre estas lineas
d(lz,lr). Es decir dmy(P) = min d(z,y). La figura [3.10| ilustra estas defini-

z€lr,y€Elp

ciones, y también el didmetro Clésicﬂ de P definido como dm(P) = méw]g d(z,y),
x,ye

y el didmetro rectangular dmp(P) = \/dmy(P)? + dmy (P)2.
Para una regién P de borde I' con intervalo paramétrico [a, b], denotamos las

dos subregiones que surgen de P por un corte horizontal a lo largo de my(P)

2Para regiones definidas por segmentos rectos, como los poligonos que surgen en PCR, los
diametros horizontal y vertical son mas faciles de calcular que el didmetro clasico.
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Figura 3.10: Lineas de soporte y didmetros para una regiéon plana P.

como T(P) y B(P), y sus bordes respectivos como I'r y I'g. Detallaremos la
parametrizacién de estos bordes usando la traslacion y la concatenacién de las
parametrizaciones de I' y mpy(P). Sea Y : [0,d] — C el segmento de recta perte-
neciente a my(P) que esta contenido en P. Esta parametrizacion T esta hecha a
partir de los puntos de corte ¢; y ¢a de my(P) con I', como Y (u) = (1 —u)c; +ucs,
siendo ¢; el punto con menor parte real (ﬁgura. La curva I'r esta hecha con-
catenando un segmento de curva de I" (su mitad superior) y Y. Del mismo modo,
la curva I'p esta hecha concatenando la curva Y recorrida en la direcciéon opuesta
(denotado T~ : [0,d] — C) con el otro segmento de curva de I' (su mitad inferior).
La expresion de YT~ a partir de T es T (u) = YT(d — u). Si el punto extremo
['(a) = T'(b) estd por debajo de my(P), la mitad superior de I" es el segmento de
curva I'[; ; comprendido entre los dos valores del pardmetro s, cona < s <t <by
cp =T(t),co =T(s) (ﬁgura. La mitad inferior es la concatenacion I'y y; I'lq o)
Por tanto I'r = ;T vy g = Y75 Ty Tag (figure . En el caso de que
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el punto extremo I'(a) = T'(b) esté por encima o en my(P), los bordes de las

subregiones se obtienen de modo parecido.

[ F;
[ ]
a S

Figura 3.11: Las flechas muestran la parametrizacién I'. Se marcan los
puntos de corte ¢; = I'(t) y ¢o = I'(s) de una particién horizontal.

El método para encontrar los parametros s y t (correspondientes a los puntos
de corte ¢; y ¢ de my(P) con I') depende de la expresion de I'. Explicaremos
mas adelante como se haria en el caso de que I' esté construida concatenando
segmentos de recta uniformemente parametrizados. Esta es una manera sencilla
de expresar curvas, adecuado para describir diversas regiones, que usaremos para
implementar PRec como se detalla en [Cortés-Fécila et al., 2014]. Los resultados
expuestos en esta memoria sobre particion en subregiones son igualmente validos
para otras formas de expresar las curvas (por ejemplo usando parametrizaciones
no uniformes; o segmentos no rectos), siempre y cuando haya un método para
encontrar los parametros de los puntos de corte.

Supongamos que I' es la concatenacion de k segmentos rectos de parametriza-

ciones ¥; : [a;,b;] — C, para j =0,...,k — 1, en cuyo caso X;(b;) = 3j+1(aj11).

" es cerrada si ademds Y1 (br—1) = Xo(ap). De esta manera I' = ¥o; 3¢5+ -+ 5 3g_1,
k-1

y su intervalo paramétrico es [a,b] = [ag, »_(b; — a;)]. Llamamos e; = ¥;(a;) a los

5=0
vértices de la curva poligonal I' (figura [3.14)). También suponemos que la secuencia

de muestreo Sr = (a = s, ..., S, = b) de I" contiene los parametros de los vértices
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: T ﬂ Ly +td—s }

0 d d+ (t—s)
Figura 3.12: I'r es la concatenacién de T y I' . La traslacién de la se-
gunda curva es I's  + (d — s).

e w Ly +d—t w Dy +d+(b—1t) — a\]
[ I 1 1

0 d d+ (b—1t) d+(b—1t)+(s—a)

Figura 3.13: I'g es T7; 'y 4 ['ja,¢). Las traslaciones hechas para esta con-
catenacién son I'py +d —t y 'y g +d+ (b—1) — a.
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e;. Puede comprobarse que en la parametrizacién Xo; ¥q;- -+ ;X1 : [a,0] — C

j

de I', el parametro del vértice e; es 2:(19z — a;), aunque no usaremos ese detalle en
_ i=0

la discusion.

maxl--------
%
s
mnlf- ---+-- -
minR

Figura 3.14: La curva I es la concatenacion de los segmentos rectos €;, €11
uniformemente parametrizados. El muestreo S de I' incluye el parametro
de e;, con j variando desde 0 hasta k — 1, siendo % el numero de vértices,

y ex = €p.

Con I' y su secuencia de muestreo Sr construida de esta manera, poligonal-
mente, calculamos primero los didmetros. Llamamos minR y max R a el minimo
y el maximo, respectivamente, de la parte real de I'. De modo parecido, minl y
maxl son el minimo y el maximo de la parte imaginaria. El didmetro horizontal
mide max R—minR, y el vertical maxl —minl. Los extremos minR, max R, minl
y maxl se alcanzaran en puntos que son un extremo e; de los segmentos X, que
componen [, y los pard,etros de estos extremos estéan incluidos en la secuencia Sr
(figura[3.14)), por tanto podemos encontrar estos extremos recorriendo la secuencia.

La divisién en subregiones Bisec(P) calcula la linea media my o my . Conside-

ramos el caso de una division horizontal, siendo similar la vertical. Usando la media

minl + maxl . o
ml = ——————— recorremos St separando los puntos con parte imaginaria

mayor o igual qie m/ (con los que componemos el borde de T'(P)) de aquellos con
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parte imaginaria menor o igual que mI (para componer B(P)). Como mucho dos
puntos del borde I' tienen parte imaginaria exactamente ml/, porque la linea myg
corta a I' en dos puntos, por la convexidad de P. Es decir my NI = {¢1, 2 }. Cada
¢k, k = 1,2 se calcula a partir de un par de puntos consecutivos de St, uno de los
cuales estd encima de mI y el otro bajo ella, I'(s;) v T'(s;11) en la figura Si
estos puntos de corte ¢, no estdn en St, los insertamos en las secuencias corres-

pondientes a los bordes de T'(P) y B(P). La interpolacién lineal para hallar ¢, si
ml — x;
U(si) = (@3, yi) y D(8i41) = (Tig1, Yiv1), €8 cp = <m[, 7“(%‘ — Yir1) + yi+1>

(en el caso de una divisién horizontal). Por la parametrizaciéon uniforme del seg-

Ty — Tit1

mento X, que contiene ¢; o ¢z, sus pardmetros s o t se pueden hallar también por
interpolacion lineal. De este modo construimos el segmento T uniendo ¢; y co, y
los bordes de las subregiones I'r = T;I'sy y I'p = T7; ' 4); I'ja,5)- Resumiendo,
este es el método para hacer cortes rectos a P a lo largo de lineas horizontales y

verticales, si P es poligonal.

Figura 3.15: La curva I tiene dos puntos a altura m/. Las coordenadas de
¢1 y su parametro s se hallan por interpolacién lineal de I'(s;) v I'(si41).
De modo similar con cy. El parametro de ¢y en este ejemplo casualmente
pertenece a Sr.
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3.2.2. Primer intento: alternando cortes horizontales y ver-

ticales

Siguiendo con la tabla vamos a mostrar que los cortes a lo largo de la
linea media alternando horizontal y vertical producen subregiones que cumplen el
requisito b), es decir, que tienen didmetros decrecientes. Dada una regién genérica
P, recordemos que el didmetro vertical dmy (P) es la altura de P y el didmetro
horizontal dmpy(P) es su ancho (mostrados en la figura [3.10} y también que el
didmetro rectangular es dmg(P) = \/dmy(P)2 + dmy (P)? y el didmetro cldsico

dm(P) = arﬂriljzé% d(x,y)). Se relacionan por las siguientes cotas, que necesitaremos

para demostrar que el primer intento de Bisec produce didmetros decrecientes.

Lema 11. Si dos regiones planas Py, Py verifican Py C Pa, entonces dm(P;) <
dm(P,), dmy(P) < dmpy(PR), y dmy(P) < dmy (FP).

Demostracion. Para el diametro clasico es evidente porque el maximo en la de-
finicién de dm(P,) se toma en un conjunto mayor que en la de dm(P;). Para el
diametro horizontal, notemos que las dos lineas de soporte verticales de P; estan
entre las dos lineas de soporte verticales de P», quizas coincidiendo con alguna de
ellas. Por lo tanto su distancia es menor. Lo mismo sucede con el didmetro vertical.

]

Proposicion 5. Para una region plana P, se verifica:
max(dmg (P), dmy (P)) < dm(P) < dmpg(P)

Demostracion. Para la primera desigualdad, notemos que las lineas de soporte de
P tienen al menos un punto en comun con P. Siendo xy uno de estos puntos
de la linea de soporte horizontal superior, es decir xg € P Ny, v yo para la
inferior, yo € P N lp, utilizando las definiciones de dmy (P) y dm(P) tenemos
que dmy(P) = min d(z,y) < d(zo,%) < max d(z,y) = dm(P). Asimismo
z€lr,y€lp z,yeP

dmy(P) < dm(P), luego max(dmgy(P),dmy (P)) < dm(P).

Para la segunda desigualdad, definimos la HV-envolvente de P, Envyy(P),
como el rectangulo delimitado por las lineas de soporte horizontales y vertica-
les. Como P C Envyy (P), por el lema [11| tenemos que dm(P) < dm(Envyy (P)).

Ademas, el didmetro del rectangulo Envyy (P), de base dmy(P) y altura dmy (P),
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es la distancia entre vértices opuestos, luego dm(Env gy (P)) = /dmg (P)? 4+ dmy (P)? =
dmp(P). Encadenando con la desigualdad anterior, se concluye.
O

Para dividir una figura en partes menores, definimos los operadores T', B, L y
R que actian en una regién plana P. Si my(P) es la linea recta equidistante de
las lineas de soporte horizontales, T'(P) es la interseccién de P con el semiplano
superior definido por my(P), y B(P) es la interseccién de P con el semiplano
inferior. Del mismo modo, si my(P) es la linea recta equidistante de las lineas
verticales de apoyo, L(P) es la intersecciéon de P con el semiplano izquierdo del
plano definido por my (P), y R(P) es la interseccién de P con el semiplano derecho.
Los operadores T'y B se dice que son de tipo horizontal, mientras que L y R son
de tipo vertical. La figura muestra varias composiciones de estos operadores

aplicados a una regiéon no convexa.

(T(P))

TP) RT(P)

B(P)

m,(B(P))

Figura 3.16: Aplicaciones de los operadores T', B, L, R to P.

Vamos a demostrar que aplicando los operadores T', B, L y R, alternando hori-

zontales y verticales, las regiones que se producen tienen didmetros decrecientes.



114 CAPITULO 3. CALCULO DEL NUMERO DE RAICES

Lema 12. Los operadores hacen decrecer el diametro, verificando:

dmy(T(P)) < dmpg(P), dmg(L(P)) < dm;;(P))
amy((P) < VI (1(P)) < amy ()

Las mismas formulas son validas cambiando T por B y L por R.

Demostracion. Para el diametro horizontal, la primera desigualdad es consecuencia
del lema . La segunda proviene de que las lineas de soporte vertical de L(P)
estan entre I, y my(P), luego el didmetro horizontal es menor o igual que la
distancia d(Ir, my(P)), que es la mitad de dmy(P). Para el didmetro vertical, el
razonamiento es similar, y también para los operadores B y R.

m

Vamos a hallar la tasa de decrecimiento de diametro cuando aplicamos alter-
nativamente divisiones horizontales y verticales a la regién inicial. Un operador es
de tipo O,,, para m > 1, si es la composicion de m operadores de tipo horizontal
alternandose con m de tipo vertical, aplicando primero uno de los horizontales. Es
decir, O es de tipo O,, si O = V,,H,,)V,;,_1H,,_1---V1Hy, siendo H; € {T,B} y
Vi € {L, R}. Hay 2*™ operadores de tipo O,,. (Véase la figura .

Lema 13. Para m > 1, si O, es un operador de tipo O,,
d P
dm(On(P)) < m;;n()

Demostracion. Por induccién en m. Denotamos como antes con H un operador
que puede ser T"o B y con V' otro que puede ser L o R. Para m = 1, tenemos que

O = V H. Encadenando algunas desigualdades del lema [12] varias veces:

dmp(VH(P)) = /dmg(VH(P))? + dmy (VH(P))? <

< \/de(;—‘2’(1[)))2 +dmy (H(P))? < \/de(P)22+ e - dm};(P)

Para m > 1, notemos que si O,, es de tipo O,,, entonces O,, = VHO,,_1 con

O, de tipo O,,_1. Aplicando otra vez la proposicion 5|y el lema [12| varias veces,
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RTLT(P) | LTRT(P)

RTRT(R)

RERT(P)
LET(P)

RTLB(P LéB(P)
LTLE(P)

RTRB(P)

LBLB(P)
BLB(F)

Figura 3.17: Las regiones que surgen de aplicar todos los operadores en
O, a una region.

se tiene:
dmp (O (P)) =
= dmp(VHO,_1(P)) < /dmy(VHO,,_1(P))? + dmy (VHO,,_1(P))? <

S \/de<H2;n—1(P))2 +dmv(HOm_1(P))2 S

< \/de(Om—l(P))2 N dmy (O (P))* _ Vg (051 (P))? + dmy (0,1 (P))?
= 22 22 = 2

Esto, aplicando la hipétesis de induccién, es menor o igual que:

\/(drgg—(f)f * (WY A (P +dmy (P2 dmg(P)
2 B 2m o om
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P
En particular, dmg(O,,+1(P)) < dmp(0n(P))

. Con respecto al diametro clasi-
dm(P)
2m

co, en general no es cierto que dm(O,,(P)) <

de radio 1, dm(P) = 2 pero RT(P) es un sector circular con dm(RT(P)) = v2 >

dm(P)
2

Corolario. Si O,, es un operador de tipo O,,

. Por ejemplo si P es el circulo

. Sin embargo, tenemos lo siguiente:

dmp(P
dm(0,,(P)) < H;E)
Demostracidn. Aplicando la proposicién B dm(O,,(P)) < dmpg(O,,(P)), y enca-
denando con el lema anterior.

]

Por el lema anterior, tenemos que la division de la regién por cortes horizontales
y verticales alternativos reduce en efecto el diametro rectangular de las subregiones
obtenidas. Por el corolario, también reduce el didmetro clasico.

Como primer intento de Bisec (correspondiente a la primera fila de la tabla7
los cortes se hacen de modo alternante: cuando se aplica a una regién producida por
un corte horizontal, Bisec la divide con un corte vertical, y viceversa. En la region
inicial aplicamos un corte horizontal. Con esta definicién, en la primera llamada a
PRec(P;, A) (figura [3.6)), el retorno de Bisec(Pr) es Py = T(Pr) y PL = B(Py), y
en las llamdas subsiguientes (PRec(Fy, A) y PRec(Py, A)) Bisec(Fy) retorna Pyy =
RT(P;), Pyy = LT(Py) y Bisec(Py) Pig = RB(Fy), Piy = LB(Py).

Por el lema para m = 1, las cuatro regiones obtenidas Pj;, 0 < 4,5 <1

dmR(P])

satisfacen dmp(P;;) < . Ademas, el lema|l3|para m > 1 también describe

el diametro de las regiones en llamadas posteriores, que es dmpg(Pi, jyizjo-imjm) <
dmR(P[>

después de 2m llamadas recursivas (los indices 0 < 7y, jr < 1 codifican
las subregiones). Asi, Bisec(P) (en este primer intento) cumple los requisitos a) y
b) de la pégina [102]

Sin embargo esto es solo un primer intento porque no se verifica el requisito c¢):
las subregiones obtenidas pueden retornar con error en PCR. Lo siguiente es un
ejemplo de esto en una situacion genérica. Consideremos la region P cuyo borde
es una circunferencia I' centrada ligeramente a la derecha del origen, que contiene

las raices del polinomio f(z) = 2° — 1. Su imagen A = f(I') rodea tres veces el
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origen (ver la figura . El origen estd marcado con o, y es la imagen de las
tres raices. Siguiendo el procedimiento PRec (figura , Bisec(P) descompone P
en dos sectores circulares, mediante un corte horizontal. Una de estas subregiones
hijas tiene un borde, digamos I'. de intervalo paramétrico [a., b.], que cruza una
raiz, como se muestra en la figura ¢). La imagen de I'; cruza el origen, véase
f(T) en la figura d), y por tanto PCR aplicado a I'y (es decir PCR(I;, 6),
para cualquier valor del pardmetro 6) retorna con error porque no puede calcular

su indice. Una situacion similar puede surgir con cortes verticales.

1
0.5
0 *
-0.5
-1
-1
-1 0 1

=Y

o

-3 -2 -1 0 1
a) T b) A
1 1.5
1
0.5
0.5
0 0
-0.5
-0.5
-1
-1 -05 0 05 1
¢) Subregién de borde I, d) Imagen f(T',)

Figura 3.18: Regién que contiene las raices de z* — 1. El borde de la
subregién I'. cruza una raiz.

Aunque la configuracién de la figura ¢), con una raiz exactamente en el
borde I'., puede ser altamente improbable, quizas hay una raiz lo bastante cerca
para causar un error. Por tanto es necesario evitar estos bordes hijo fallidos (es
decir, pasando por una raiz) para que PRec pueda progresar. También es necesario

evitar bordes hijo que pasen cerca de una raiz porque el coste computacional de
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PCR es inversamente proporcional a a distancia a una raiz.

3.2.3. Segundo intento: cortes iterados con desplazamiento

Definimos un nuevo método de particiéon que construye subregiones en las que
PCR retorna con éxito y con bajo coste (correspondiente a la segunda fila de la
tabla. Dividiremos la region padre P por un corte recto. Sin embargo el corte
no serd, en general, a lo largo de my(P), sino a lo largo de una paralela a esta
linea. Lo mismo se hard con my (P).

El problema de hallar un método de corte efectivo y no costoso se discute a la
luz del teorema [6] Hemos encontrado una solucién iterativa, con desplazamientos
progresivos a partir de intentos fallidos. La figura[3.19| muesta varios desplazamien-
tos producidos por el procedimiento. Llamamos a este método Cortes Iterados con
Desplazamiento (CID).

Por el teoremalfc), si PCR(T', §) retorna con error, entonces hay una rafz z; de
fa (44 v2)nf o menos de T, es decir d(z,I') < (4 + v/2)nb. Decimos que una
raiz z; estd cerca de T si d(z;,T) < (44 v2)nf (la cercania depende del valor de
0). Asi, en caso de error, hay una raiz (o varias) cerca de I'. También decimos que
esa raiz (o raices) ha causado el error. Quizas esto es un abuso de lenguaje, porque
el valor de la raiz (o raices) permanece desconocido, pero facilita la exposicién.

Definimos primero CID. Toma como parametros la regién P y un indice de
iteracion. La primera iteracién de CID realiza un corte T a lo largo de my(P),
como se describe en la subseccién [3.2.1} produciendo las curvas I'r = 15T

y I's = T7; T 4; lla,q. Ahora aplicamos PCR a las curvas hijas: PCR(I'r,0) y

PCR(I'p, #), donde 0 = Zr,, = min(dmy (H(P)), di(H(P))), siendo H o bien T’
4(442v2)(n+2)n

o bien B, como corresponda. Si cualquiera de las dos llamadas retorna con error,

el bucle descarta este corte y usa otro dado a lo largo de una linea situada més
arriba. Quizas esta segunda linea produce otra vez un error. En tal caso la siguiente
iteracion del bucle realiza una division siguiendo una tercera linea horizontal, esta
vez por debajo de my(P).

Hemos descrito el caso de un CID horizontal, siendo similar el vertical. Para
ser preciso, CID comienza en el paso 0 con el corte central (horizontal o vertical),
que se considera desplazado una distancia de hg = 0. Después sigue, en el paso

7, un corte desplazado h; de la linea central si el paso ¢ — 1 ha producido una
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Paso 3 \/\ x 4 / m,,(P)+4E
Paso & x% m (P)+2E
z

Paso 0 x 1 ] m_(P)
Paso 2 23* K mH(P)—2E
Paso 4 m (P)-4E

Figura 3.19: Cortes Iterados con Desplazamiento (CID): siendo E =
(4 + 2/2)nb, las lineas my (P), my(P) + 2E, my(P) — 2E, my(P) +4FE
causan error sucesivamente por proximidad con las raices zy, 2o, 23 V 24
respectivamente. Finalmente myg(P)—4F no tiene ninguna raiz a distancia
menor que F.

subregién que causa un error. Si i es impar entonces h; = (i +1)E, sino h; = —iE
(siendo being E = (4 + 2v/2)n#). Denotamos con CID(P,i) las dos subregiones
producidas a partir de P con un corte T desplazado una distancia h; del corte
central, especificando corte horizontal o vertical si es necesario. Llamamos bucle
de desplazamiento ala secuencia de estas llamadas CID(P, i) con valores crecientes
de 7.

Con respecto al valor 6 con el que CID llama a PCR, nos basamos en la propo-
min(dmg(P), dmy (P))

4(442v2)(n +2)n

E (y por lo tanto h;) es lo bastante pequeno como para que el ultimo corte hecho
por CID divida en efecto a P. Como este es el iltimo corte hecho por CID, PCR
retorna con éxito en las subregiones que produce.

El segundo intento de la tabla usa CID para satisfacer el requisito c).

Como el tercer intento también usa CID, satisface asimismo el requisito ¢). El

sicién (6| mas adelante. Si 6 toma el valor Z = , entonces

segundo intento, sin embargo, no garantiza el decrecimiento del didmetro. Los
razonamientos expuestos en la discusién del primer intento para probar que el
didmetro decrece (lema [13)) ya no son validos, porque CID no corta las regiones

por el punto medio. Esto motiva el tercer intento de divisién.
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3.2.4. Tercer y definitivo intento: cortes a lo largo del eje

menor

Decimos que P tiene eje menor horizontal si dmy (P) > dmy(P), y que tiene
eje menor vertical si dmy (P) < dmg(P).

La tercera version de Bisec, para dividir una regién P en PRec sin error, es la
siguiente: para una regiéon dada P, si dmy(P) > dmpg(P), entonces Bisec(P) es
el resultado de CID(P, i) con corte horizontal, y si dmy (P) < dmpy(P), entonces
Bisec(P) es el resultado de CID(P, i) con corte vertical. Estos son los cortes a lo
largo del eje menor de P. Definimos Bisec de esta manera, en vez de alternar cortes
horizontales y verticales, porque asi obtenemos un decrecimiento en diametro. Lo
demostraremos en la proposicion b ). La figura compara las subregiones que
surgen por los dos métodos.

1\
|
|

= h &
N

I

e i I e

T

\l

a) b)

Figura 3.20: En a), después de cortes alternos horizontales y verticales,
algunas regiones resultan muy elongadas. En b), con cortes a lo largo
del eje menor, las regiones se diferencian solo ligeramente de la forma
cuadrada.
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Hay otro fenémeno que puede ocurrir si alternamos cortes horizontales y ver-
ticales como en el segundo intento: si por casualidad los cortes horizontales se
desplazan hacia arriba sistematicamente, y los verticales hacia la derecha, por
ejemplo, alguna de las regiones que surgen tras varios de estos cortes son muy
elongadas. La elongacién se mide por la relacién de aspecto, que definiremos con
precisién antes del lema |19, Es necesario mantener la relacion de aspecto acotada
porque veremos (teorema [7)) que la maxima profundidad de recursién que alcanza
PRec (y por tanto su coste) en una regién depende de su relacién de aspecto.
El tercer intento de la tabla [3.1| no solo decrece el diametro, sino que también

mantiene la elongacién de las subregiones por debajo de cierto umbral.

3.2.5. Definicidon final de PRec

Definimos ahora PRec con el método de particién incorporando cortes desplaza-
dos, y a lo largo del eje menor, es decir, el tercer intento de Bisec. El procedimiento
PRec se muestra de nuevo en el pseudocddigo de la figura[3.21] Es una ampliacion
de la figura|3.6| con una llamada al procedimiento PCR para calcular el nimero de
raices, y con el bucle de desplazamiento de llamadas a CID en caso de errores en
PCR. Para comentarlo adecuadamente, citaremos las llamadas anidadas de PRec
diciendo que la primera llamada tiene profundidad de recursion 0, y que las llama-
das a PRec hechas dentro de una llamada de profundidad de recursion v tienen
profundidad de recursion v + 1. Los siguientes cuatro puntos definen la estrategia
de PRec para la gestién de errores: primero, cuando PRec(P, A) a profundidad v
recibe un error de PCR(I', Zr) (linea 2)), identifica I' como singular y retorna con
error a la instancia llamadora, a profundidad v — 1. PRec retorna a la[[inea 6] y la
siguiente linea gestiona el error que pudiera haber ocurrido. Siendo 7y el punto re-
tornado en error por PRec(Fy, A) (o PRec(Py, A)), este error es un error de corte si
d(7, 1) < (4+ \/5)710, y es un error diferido en caso contrario. Segundo: si el error
es de tipo corte , esta instancia de PRec a profundidad v — 1 considera P,
como singular (o Py, segin la subregién que cause error), y genera un nuevo corte
en P. Tercero: si el error es de tipo diferido, la instancia PRec considera su region
P como singular y eleva el error a su llamadora a profundidad v — 2, que a su vez
lo clasifica como de corte o diferido, y procede correspondientemente. Cuarto: la

llamada inicial PRec(P;, A) clasifica todos los errores como de corte, suponiendo
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Procedimiento Recursivo de Division, con gestion de errores: Para hallar
las raices de un polinomio f dentro de una region convexa FP;.

Parametros de entrada: Una region convexa P; del plano complejo, un
polinomio f de grado n, y un parametro de precision A > 0.

Salida: Las secuencias Il = (P, Py, ..., P;,) y N = (n1,ns,...,n;) cuando se

retorna normalmente. Un punto y del borde I de P que esté a (4 + v/2)nZp 0 0 me-
min(dmg(P), dmy (P))

nos de una raiz, cuando se retorna con error, donde Zr =

4(4+2v2)(n+2)n
Método: PRec(P, A) {
1: Calcular PCR(T", Zr).
2: Si PCR retorna con error el valor de parametro ¢, entonces
retornar v = I'(¢). [Retorno con error]
3: Si el nimero de cruces de PCR(I', Zr) es 0, entonces

retornar IT y N vacias. [Salida normal 1]
4: Si dmpg(P) < A entonces
retornar II = (P) y N = (cruces de PCR(T', Zr) ). [Salida normal 2]
i = 0. [Contador de desplazamientos]
Repetir { [Bucle de division]

5: (Po, Pl) :CID(P7 ’L)
lo que produce el segmento de corte Y.
6: (H(), No) = PRGC(P(), A), (Hl, Nl) = PRGC(Pl, A)
7 Si cualquiera de las dos llamadas anteriores a PRec retorna con error
el punto v, entonces
8: Si d(v,T) < (4 + V2)nZr entonces

incrementar 4. [error de corte]
si no retornar 7. [error diferido]
9: } Hasta que ambas llamadas a PRec retornen normalmente.
10:  Retornar la concatenacién de (Ig, Ny) y (IIy, Ny). [Salida normal 3]

}

Figura 3.21: Procedimiento Recursivo de Divisién con gestiéon de errores.
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que no hay raices cerca de I';.

Si aplicamos PCR(I';, Zr,) a la regién inicial y obtenemos un retorno normal,
podemos asegurar que PRec retornara sin error. En caso contrario, PRec retornara
con error precisamente un punto del borde cerca de una raiz, como dice la afirma-
cién sobre la salida en la figura [3.21] Hemos introducido el cuarto punto anterior
para evitar esta situacion. Asi PRec es un método para hallar con seguridad las
raices en P;, con la precondicion de que su borde I'; esté bien separado de las
raices.

La figura muestra una traza del método. Empezando con PRec(T,, A),
la region rectangular de borde I', es dividida en el paso 1 por el corte T en las
subregiones Py y P;, de bordes I'g y I';. En los pasos 2 y 3 (las llamadas PRec(I"y, A)
y PRec(I'1, A), respectivamente), PCR calcula sin error el nimero de raices dentro
de ellas. I'g no tiene ninguna raiz y I'; tiene una, r;. Aunque r; esta cerca del borde
de estas regiones, en este ejemplo no causa error PCR. Notemos que el teorema
@0) afirma que si hay un error, entonces hay una raiz cercana, pero el reciproco no

es cierto en general.

1SC, i=0 (7 @) ~15C, i=1 (&)

A& Error de corte,

1 1
T, Ix 7 se desplaza L, T ex
I 1
I ISC, ¢ =0 (.
1 , Z — : :
I L]
® T © VAN
x 11 I' " <5> Error o 1%

v, /F--4-k diferido Ig Ti
2 ’ @
Lo retorna -y

Y 71
T (8 )—— Error en IPSR(I'}, Zpy,),
retorna -y
Figura 3.22: El etiquetado numérico paso 1, paso 2, ..., paso 10 muestra

la sucesion temporal de acciones descrita en el texto.

En el paso 3, I'y se divide por Ty en I'jg y I'1; (esta dltima subregion no
se muestra en la figura [3.22)). Dentro de PRec(T'10, 4) (paso 4), PCR(T'10, Zr,,)
retorna con error el parametro u del punto v = I'jp(u). PRec(I'y, A) retorna (paso
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5) con error este punto a su llamadora (que es PRec(I'y, A)), que lo clasifica como
diferido (paso 6) porque 7 no pertenece a Y. El error es por tanto elevado a
PRec(I'y, A), que lo clasifica como error de corte (paso 7) porque 7y pertenece a
Y. Como resultado, PRec (I',, A) desplaza el corte T (paso 8), creando las nuevas
subregiones de bordes I'jy y '}, que son posteriormente procesadas por PRec (pasos
9y 10).

PRec esta ya definitivamente expuesto. Falta probar que CID no llega a hacer
un desplazamiento tan grande que produzca una subregion vacia, y que el corte a
lo largo del eje menor en efecto d el diametro de las subregiones. Esto se hara en

la siguiente seccion, por que es una material extenso.

3.3. Propiedades del procedimiento recursivo

Vamos a demostrar, en la proposicién [§] subseccién [3.3.3] que el tercer intento
de la tabla , que usa CID a lo largo del eje menor, cumple los requisitos b) y ¢).
Previamente daremos las proposiciones [f] en la subseccién y [7] en La
proposicién [0] afirma que, para algin valor de i, en la i-ésima iteracién del bucle
de desplazamiento (lineas de la figura para particionar una regién P,
las subregiones Py, P, producidas por CID(P,i) tienen bordes I'p,,I'p, tales que
PCR(I'p,,0) y PCR(I'p,,0) retornan exitosamente (si 6 estd por debajo de cier-
ta cota). Esto implica la salida del bucle de desplazamiento, y por tanto que los
desplazamientos de los cortes dados por CID llegan como mucho a una distancia
K0 de la linea central de P, para un factor K que depende del polinomio. En
particular si 6 estd por debajo de la cota © (o Oy para cortes verticales), los des-
plazamientos de corte no alcanzan las lineas de soporte. De este modo obtenemos

siempre regiones no vacias.

La proposicién [7] afirma que tras m cortes en ciertas hipétesis, el didmetro de
la regién resultante es menor que la precisién A. Necesitamos la larga subseccion
para explicitar esas hipdtesis. La proposicion 8| dice que los cortes hechos por
CID a lo largo del eje menor satisfacen esas hipdtesis. De este modo obtenemos

didmetros decrecientes.
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3.3.1. Efectividad de CID

En el bucle de desplazamiento de la figura [3.19, cada raiz z; es la causa de
una nueva iteracién. Esto nos permite acotar el nimero de iteraciones usando el
numero de raices dentro de P, y también acotar la maxima distancia alcanzable

por los desplazamientos. Siendo np el nimero de raices dentro de P, y n el grado

Oy = :
B+ av)(np+n” VT B+ 4v2)(np + )
Los valores h; son las distancias previamente definidas en el segundo intento (h; =

(i 4+ 1)E si i is impar, si no h; = —iE, con E = (4 + 2v/2)nb).

del polinomio, definimos Oy =

Proposicion 6. Sea P una region que contiene np raices, y 0 < Og. Si no hay
ninguna raiz a (4 + 2\/5)719 o menos del borde de P, entonces hay una iteracion 1
del bucle de desplazamiento tal que la llamada CID(P, i) (si es horizontal) retorna
dos regiones no vacias I'r, I'g, verificando que PCR(I'r, 0) y PCR(I'g, 8) retornan
exitosamente y

| < (4+2V2)(np + 1)né.

Lo mismo es vdlido para PCR(P, i) con cortes verticales (y subregiones 'y, I'g), si

0 < Oy.

Demostracion. Consideremos la primera iteracién CID(P,0), el paso 0 de un corte
horizontal (figure [3.19), es decir, las dos subregiones T'(P) y B(P) de bordes res-
pectivos 't v I'g, que surgen de P de borde I', por un corte horizontal a lo largo
de my(P), y siendo T : [0,d] — C el corte. Si PCR(I'z, ) retorna con error, como
'y = Y;T's4 y por hipétesis no hay raices cerca de I' (ni por tanto cerca de su
segmento I'f; ;) entonces por el teorema @c hay un puntoen Y a £ = (4 + 2v/2)nb
o menos de una raiz.

En ese caso, con el segmento T de mpy(P) cerca de una raiz, digamos 21, en la
siguiente iteracién el procedimiento CID(P, 1) hace un corte a 2F por encima de
mp(P). El nuevo corte estd a distancia mayor que E de 21, luego z; no puede provo-
car error. Quizas hay otra raiz z; cerca de esta primera linea desplazada causando
un nuevo error en PCR. En tal caso CID (en el paso 2) hace un corte horizontal
por una segunda linea desplazada, por debajo de my(P), a una distancia —2F. Es
decir, el paso 1 en CID se dispara por z, el paso 2 por 29, vy asi sucesivamente. Por
tanto CID hard como mucho hasta el paso np (siendo np el nimero de raices den-

tro de P). Esto es porque las lineas insertadas en los cortes 0, 1,2, ...np — 1 todas
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tienen al menos una raiz cercana y por tanto no queda ninguna que cause error

. np . .
en el corte del paso np. como mucho un ntimero - de las np lineas tentativas

n
estan por encima de my(P) y el resto L?PJ estan por debajo. Como los cortes

estan separados 2F, la ultima linea de corte horizontal estd a una distancia h; de
n
my (P) menor o igual, en valor absoluto que [711 2F, ya sea por arriba o por de-

. np np
b Sl <5
ajo (porque 5 5

es par). En ambos casos, se cumple que |h;| < (np +1)E = (4 + 2v2)(np + 1)nb,

como queriamos demostrar.

b Esto es igual a (np+ 1)FE si np es impar (npE sinp

Falta probar que la iltima linea desplazada en efecto corta P. Lo haremos

para todas cada linea desplazada, incluyendo la ultima. Estas lineas estan a una

di(P)
2

en CID vertical). Por hipdtesis, tenemos que

distancia h; de la linea central, luego cortar en efecto a P significa |h;| <

d P
en CID horizontal (|h;| < dm (P)

dl’Ilv(P)
(4+2v2)(np + 1)n

9<@H:2 , luego

(44 2v2)(np + Dndmy(P) di(P)‘

hi| < (44 2V2)(np + 1)nb < 2t 2Dt Dn 2

Un razonamiento similar es valido para subdivisiones verticales, luego h < 5

también, y concluimos.

3.3.2. Diametros decrecientes

Recordemos que el lema [13| nos da una reduccion en diametro para divisiones
hechas por la linea media y alternando horizontal y vertical. Como el tercer intento
de Bisec no opera de esta manera. necesitamos desarrollar otro resultado general
acerca del decrecimiento de los didmetros con cortes desplazados, y a lo largo del
eje menor (mas adelante en la proposicion @

Como en el lema , consideramos operadores de corte (o simplemente cortes)
T, B, Ly R, genéricamente denotados C'. La subregién que surge tras aplicar varios
operadores de corte a una regién P, es el resultado de una cadena C,, - - - CoC1(P)

de cortes. Probamos en ese lema anterior que tras una cadena de 2m cortes alter-
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nando horizontal y vertical (llamada operador de tipo O,,), la regién que surge

dmpg(P
L(). Sin embargo, ahora los cortes no se alternan,

tiene didmetro menor que
sino que se hacen a lo largo del eje menor, y la relaciéon entre el niimero de cortes y
el diametro de la regién obtenida no es tan simple. Para ilustrar el problema, consi-
deremos una region inicial con una forma muy elongada a lo ancho (ﬁgura. La
cadena de cortes a lo largo del eje menor empieza con una primera subsecuencia de
cortes verticales. El tercer corte produce una subregién aproximadamente tan alta
como ancha. Después de estos cortes verticales, viene una segunda subsecuencia
de cortes a lo largo del eje menor, cuyo tipo resulta ser alternante entre horizontal

y vertical.

my(P) my(C1(P))

(@) Cy C3

Figura 3.23: Seis cortes a lo largo del eje menor hechos a una region elon-
gada P. Empiezan con C},Cy y C3, cada uno con cierto desplazamiento
desde la linea central, discontinua. Tras estos, Cy, U5 y Cg alternan entre
tipo horizontal y vertical.

En general, una cadena de cortes a lo largo del eje menor no tiene una primera
subsecuencia de cortes del mismo tipo y, después,una segunda y ultima subse-
cuencia de cortes de tipo alternante. Ademads, en virtud del desplazamiento, la
subregiéon que surge puede tener alta elongacién, como en la figura después
de C§, requiriendo a su vez una subsecuencia de cortes a lo largo del eje menor
todos del mismo tipo, vertical en este caso.

Cualquier corte dado a una regién P produce subregiones de menor didmetro
rectangular. ; Cuantos cortes m se necesitan para reducir el didmetro rectangular
de la region resultante por debajo de la precision A? El interés por m viene del
hecho de que, en el procedimiento PRec, las regiones producidas por una cadena
de m cortes son precisamente aquellas que aparecen a profundidad de recursiéon

m. Por tanto, el nimero de cortes necesario es igual a la maxima profundidad de
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recursion alcanzada por PRec. Sabiendo este niimero m demostraremos la finitud
de PRec en el teorema

Anteriormente en el lema [13| relacionamos el niimero de cortes (alternando ho-

rizontal y vertical) y el decrecimiento en didmetro rectangular: 2m cortes producen

una subregion con un didmetro rectangular menor que ~— por el didmetro de P.
Ahora tenemos un resultado diferente. Dada una cadena de m cortes a lo largo
del eje menor, C,, - - - C2,C (P), supongamos que tiene un nimero ty de operadores
de tipo horizontal y un nimero ¢y, de operadores de tipo vertical, de modo que
m = ty + ty. Definimos ty = min(ty,ty), es decir, el minimo de la cantidad de
operadores de cada tipo . Mostraremos que el decrecimiento en diametro rectan-
gular después de aplicar la cadena C,, - - - CoC1(P) estd relacionado con el minimo
to de esta forma: dmg(Cp,Cpo_1 - - C1(P)) < K™ dmp(P), con un factor K menor
que 1 (lema . Probaremos este lema en la subseccién . A partir de él

dmR P
lg, =

lg,(1/K)
K" dmpg(P) < A), el didmetro rectangular de la regién resultante es menor o igual

deduciremos que, dada A, tras una cadena con tg > (equivalentemente

que A. Esto nos da el minimo numero to de operadores de cada tipo necesarios
para reducir el diametro rectangular de la regién resultante por debajo de A, pero
como se ha comentado queremos saber el niimero de cortes m necesarios para este

fin, que es igual a la profundidad de recursion.

., Cémo tiene que ser de larga una cadena C,,C,,_; --- C1(P) de m cortes para
tener al menos t; operadores de cada tipo? La respuesta nos da la profundidad
de recursion m que PRec debe alcanzar para tener una reduccién en didmetro

rectangular al menos por un factor de K. Mostraremos en la subseccién [3.3.2.2
m — Lo

que una cadena de m cortes tiene al menos t5 > operadores de cada tipo,

1
para ciertos Lo, L; dependiendo de P. Por tanto una cadena de m cortes reduce

m—L
el didmetro rectangular al menos por un factor de K "I Este es el lema que
expresa la reduccién en didmetro en funcién de m, como el lema [17]la expresaba
en funcién de to. Finalmente, en la proposicion [7], formulamos la conclusién de esta
seccion sobre diametros decrecientes: dada A, tras una cadena con m > F'- Ly + Ly
cortes para cierto F', el diametro rectangular de la regién resultante es menor o

igual que A.
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3.3.2.1. Cadenas de cortes desplazados

Se define el operador T de la siguiente manera (ver la figura . La linea
horizontal a una distancia A por encima de my(P) se denota mpy(P). La region
T\(P) es la interseccién de P con el semiplano superior definido por mgy\(P). Si
A es un valor negativo, la linea my,(P) debe entenderse por debajo de my(P).
Andlogamente el operador By(P) es la interseccién de P con el semiplano inferior
definido por la misma linea horizontal, m g (P). De esta manera Ty (P)UB)(P) =
P,y T\(P)NB\(P) es su borde comin, un segmento de my»(P). De modo similar
R, (P) es la interseccién de P con el semiplano derecho definido por my 4 \(P) (la
linea vertical a una distancia A a la derecha de my (P)), y Ly(P) es la interseccién

con el semiplano izquierdo definido por la misma linea my (P).

T\(P)

Ry (P)

my (P) myx(P)

Figura 3.24: La accion de los operadores Ty, By, Ly y Ry.

Lema 14. Si A > 0, entonces B(P) C By(P) y R(P) C R)(P). Si A < 0,
entonces B(P) D Ba(P) y R(P) D R\(P). Para los operadores T\ y Ly, en la

mismas hipotesis, las inclusiones se invierten.
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Demostracion. Es inmediato teniendo en cuenta la posicién de my,\(P) y my(P)

(o de my A (P) y my(P)).
[

Decimos que los operadores Ty y By son de tipo horizontal y Ly v Ry de tipo
vertical. Denotamos con H) a un operador horizontal genérico, es decir, o T\ o
By. Asimismo V) denota o Ly o Ry. Notemos que para A (o —\) suficientemente
grande en valor absoluto, el resultado de un operador puede ser el conjunto vacio,

cuyo diametro es convencionalmente cero.

d P
Lema 15. Para un operador horizontal Hy, dmy(H,(P)) < dmg(P) y mVQ()_
dmy (P
3 < dmy (,(P)) < Ty
dmpy(P)
Para un operador vertical Vy, dmy(Vy\(P)) < dmy(P) y HT — Al <
dmg (P
dmpg(VA(P)) < ;() + A

Demostracion. Discutimos los operadores horizontales, siendo similares los verti-

cales. La primera desigualdad es consecuencia del lema [11] y el lema [14] Para las

di(P)

dos desigualdades encadenadas, notemos que si |A| > , entonces H,(P) es

el conjunto vacio y las desigualdades son trivialmente ciertas. En el caso contrario,

dmy (P
A < L(), la linea que define a Hy(P), my,,(P), estara situada por encima
de my(P), si o bien A > 0y Hy =T\, o bien A <0y Hy, = B,, y por debajo

en otros casos. En cualquier caso estda a una distancia |[A| de my(P). Esta linea

d P
horizontal my(P) esta a L() de I7 si Hy es Ty, (alternativamente lp si H) es
Ty). Como myA(P) y lr (0 lp) son las lineas de soporte de dmy (H)(P)), entonces
se verifican las desigualdades.

]

Analizaremos el impacto del desplazamiento en la reduccién de diametro in-

troduciendo la nocion de tolerancia. Para un operador horizontal aplicado a una
2[A|

dmv(P)

P, de modo que operadores con tolerancia cero hacen el corte por la linea media

regién P, es decir Hy(P), definimos su tolerancia como . Depende de A\ y

mg(P), con tolerancia 1/2 cortan a medio camino entre la linea media y una de las

dos lineas de soporte horizontal, y con tolerancia 1 o mayor el corte es degenerado
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(es decir, una de las subregiones que surgen tiene drea nula o es vacia). Del mismo
2|\
En la figura|3.24] ambos cortes tienen tolerancia 1/5, aunque A > \'. Hemos esco-

gido este término del campo de la ingenieria mecéanica, donde se refiere al rango

modo, decimos que un operador vertical Vy(P) tiene una tolerancia de

permisible de variacién en una medida de un objeto sin que afecte a su funcién.
Consideramos que un corte por la linea media esta en el punto de referencia, y que

un corte con algin desplazamiento se aleja de esta referencia.
Lema 16. Si H)\(P) tiene una tolerancia de u, entonces

L2y (P) < dny (Hy(P)) < 25 amy (1),

Similarmente, si V\(P) tiene una tolerancia de u, entonces

o g (P) < dmy(a(P)) < S0 i (P).

dmv(P)

Demostracion. Por definicién de tolerancia |A| = u . Substituimos en las

desigualdades del lema [15| para un operador horizontal:

dmy (P dmy (P dmy (P dmy (P
dmy (ty(P)) = SVEL gy dmvP) A P) gy dme(P)
y
dmy (P dmy (P dmy (P dmy (P
amy (Hy(P)) < S0AE) 4y = SAR) Ao (B) g Qv (E)
2 2 2 2
El caso de un operador vertical es similar. O

Si un corte horizontal o vertical tiene tolerancia mayor o igual que 1, el lema
anterior es trivialmente cierto, e insustancial, porque una de las subregiones que
sale del corte tiene didmetro cero, y la otra tiene el mismo diametro que P. Los
cortes producidos por CID seran todos resultado de operadores de tolerancia menor
que 1 (de hecho, menor que '/5), como veremos en la proposicién .

Si C;, para i = 1,...m, denota un operador ya sea Hy, o V), la composicién
Cy,Cra_q -+ - C5CY es una cadena de operadores. El concepto de tolerancia se ex-

tiende de operadores a cadenas de operadores de la siguiente manera. Para un



132 CAPITULO 3. CALCULO DEL NUMERO DE RAICES

entero m > 1, un real p > 0 y una regién P, decimos que una cadena de m opera-
dores aplicada a P (es decir, C, --- C1(P)) tiene tolerancia hasta u si, para cada
1t =1,...m, el i-ésimo operador C; tiene tolerancia menor o igual que p. Notemos
que C; se aplica a la regiéon C;_q - - - C1(P), y por tanto la tolerancia de C; depende
del didmetro (horizontal o vertical segun el tipo de C;) de C;_; - - - C1(P), y no del
didmetro de P.

El siguiente lema dice que el didmetro rectangular de cualquier region que surja
de una cadena de tolerancia hasta p (con p < 1) aplicada a P es menor que el de P.
El factor de reduccién tiene exponente to = min(ty, ty) (siendo ty y ty el niimero

de operadores de tipo horizontal y vertical, respectivamente, en la cadena).

Lema 17. Param > 1, supongamos que la cadena C,,C,,_1 - - - Cy tiene un numero
ty de operadores de tipo horizontal y ty de tipo vertical, de modo que tg+ty = m.

Si Cy, -+ - C1(P) tiene tolerancia hasta p con p < 1, entonces
1 fo
mmamﬁyqu»g<;“>mmw)

siendo to = min(tg, ty).

Demostracion. Mostraremos primero que se verifica tanto dmy (C,,,Cp,—1 - - - C1(P)) <

ty tu
<1—i2_u> dmp (P) como dmy (Cp,Cpypy - - C1(P)) < (1—‘2_M> dmy (P), y luego

la afirmacién sobre el diametro rectangular.

Con respecto al didmetro horizontal dmy(C,,C,—1 - C1(P)), consideremos
en general C;C;_---Cy(P) parai = m,m — 1,...,1. Si C; es horizontal, por la
desigualdad dmpy(Hy(P)) < dmp(P) del lema[L5]

. : . 1+p
Si C; es vertical, por la desigualdad dmpg (V) (P)) < - dmp (P) del lema |16]

I+p

Empezando por dmg(C,,Cp,—1--- C1(P)), aplicaremos m veces alguna de las
dos desigualdades anteriores, la primera si C; es horizontal y la segunda si C; es

vertical, de modo iterativo. Asi, por la primera desigualdad, si (), es horizontal,
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o si no por la segunda, si ), es vertical, tenemos

14\
siendo (3, = 0 en el primer caso y (3, = 1 en el segundo. Después aplicamos por
segunda vez una de las desigualdades, ahora al factor dmpy(Cy,—1 - - C1(P)) que
aparece en el segundo miembro anterior. Aplicamos la primera desigualdad si C,,

es horizontal, la segunda en el otro caso, dando

<142Flﬁ>'8m dmp (o1 - - C1(P)) < <1J2“”>6m <H2_“>Bml dmg (Chs - - CL(P))

siendo f,,_1 = 0 si C,,_1 es horizontal y ,,_1 = 1 si es vertical. Aplicamos por

tercera vez alguna de las dos desigualdades al segundo miembro anterior, dando

1+ ;Bm 1+ Bmfl 1_|_ Bm72
< <2M> <2M> <2’u> de(Cm—3 T CI(P))

donde ,,_2 es 0 si C),_o es horizontal y 1 en caso contrario. Haciendo esto para

t=m,m—1,...,1, tenemos una cadena de desigualdades

ﬁm ﬁmfl
< <172L“> <1J2F“> dmy (Cg -+ C1(P)) < -+ -

1+1U’ Bm 1+N /Bm—l 1+,le ﬁl
P i -~ R e
—<2><2> (2>de(P)

donde 5; = 0 si C; es horizontal y §; = 1 si C; es vertical. Luego la suma de los

dmy(Cy - - C1(P)) < (“;“)Bm dmp (Cpoy -+~ C1(P)) <

exponentes Z B; es ty, el nimero de operadores verticales en C,,, Cp,_a, -+, C}.
i=1

ty
Por tanto dmpy(Cy, - - - C1(P)) < <1—i2—,u> dmg(P).

. 1+ p\"™
De modo similar dmy (C, -+ C1(P)) < —5 dmy (P), usando las de-
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sigualdades andlogas de los lemas [15| y [16| para el didmetro vertical. Por tanto

dmpz(Cy, - - C1(P)) = /dmy (Cyy - - - C1(P))? + dmy (C,p, - - - C1(P))2 <

< \/ <1gu>2tv dmy (P)? + <1?>th dmy (P)? =

1 to 1 2(tv—t0) 1 Q(tH—t[))
e

Uno de los exponentes, 2(ty — ty) o 2(tg — to), es igual a 0. Supongamos que

es el primero (equivalentemente, que to = ty ), siendo el otro caso similar. Ademés

1 1 2(tu—to)
—12—,u <1, lo que implica <—2k,u> < 1. Por tanto

(352 o (52" i
(452" i )

< “) V/dmp (P)2 + dmy (P)? = <1;“> dmpg(P).

[\

Damos ahora un ultimo lema |18 acerca del cambio en diametro producido por

un operador de corte aplicado a P. Informalmente, dice que como P es convexa,

.. . ) — U
el decrecimiento en diametro es moderado, es decir solo hasta un factor de .

Sabemos que las regiones producidas por PRec son convexas como se comenta
justo antes de la subseccién [3.2.1, Por tanto el lema se puede aplicar a cada
region de la forma C,, - - - CoC1(P). El lema (18| se usa en la prueba del lema

Lema 18. Supongamos que P es convera y pp < 1. Si H\(P) tiene una tolerancia

de ., entonces
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Si VA(P) tiene una tolerancia de p, entonces

1;“ dmy (P) < dmy (VA(P)).

Demostracion. La interseccion de P con la linea de soporte superior 7 es, por
convexidad, un segmento I quizas reducido a un punto. Similarmente Ig, I y Ig
son las intersecciones de P con las lineas g, l1, y lg, respectivamente (figura [3.25]).

Llamemos E¢ a la envolvente convexa [Knuth, 1992 de los segmentos I, Ig, Ip,
I;,. Como P es convexa, contiene esta envolvente convexa F¢.

Probamos primero la desigualdad para el operador horizontal 7. Consideremos
el triangulo D7 que une cualquier punto de I con la base del rectangulo de lineas

de soporte que rodea a P, mostrado en la figura [3.25

Figura 3.25: Una regién convexa P (trazo grueso), la envolvente convexa
E¢ de sus intersecciones con las lineas de soporte (delgado), y el tridngulo
Dr que une cualquier punto de I7 con la linea opuesta (punteado).
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Consideremos los dos puntos que estan a maxima altura en I;, y I respecti-
vamente, y tomemos el menor. Por ejemplo en la figura [3.25] este es el iinico puno
que pertenece a . Una linea horizontal M por este punto divide la altura de P en
dos intervalos. Consideraremos dos casos: primero, la linea my(P) que produce
T\(P) esta por arriba o coincide con M; segundo, my(P) estd bajo M.

En el primer caso, Th(P) contiene la parte de la envolvente convexa E¢ por enci-
ma de m g (P), que a su vez contiene la parte del triangulo Dp por encima de esta
linea. Es decir T\(P) D EcNT\(P) D DrNTy(P). Esta cadena de inclusiones, por
el lemal[l1] implica dmpy (T\(P)) > dmy(EcNT)\(P)) > dmy(DrNT\(P)). Mostra-
remos que dmy(Dy NTy(P)) > 1;“ dmpg(P). El segmento A = my\(P) N Dy
dL(P) + Aen el

tridngulo D, que tiene base dmy(P) y altura dmy (P). Por tanto por una regla de

nos da el didmetro horizontal de Dy NT)(P). A estd a altura

d P d P 2|\
tres tiene una longitud de <mV2() — )\> drril‘jgp; Ademas, como dm‘|/(‘P) = U,
2\ d P d P
luego ———- < p y entonces A < w, asi que —\ > —w. Por
di(P)
tanto dmy (P) dmy(P) ]
my My n
long(A) = - A > (= — 5 ) dmy(P
oneld) < 2 >dmv(P) - <2 2> mar(P)
y dmg(Dp N Ty(P)) = long(A) > ——— dmpg(P). Por la anterior cadena de de-
1—
sigualdades, dmpy (T)\(P)) > T,u dmg(P).
1— 1
En el segundo caso, como u es positivo, —p < p luego 5 a < —12—,u’ y como

1+p

<1, — < 1. Por tanto encadenando estas desigualdades A < 1, asi que

%ﬂ dmpy(P) < dmpg(P). Esto también es cierto en el primer caso, pero en este
segundo caso ademds T)(P) contiene al menos un punto de I, y uno de Ir (los
puntos a maxima altura de I, y de I estan situados en T)(P)). Luego la anchura
de T\ (P) coincide con la anchura de P, que es dmyg(P) = dmg(T\(P)). Por tanto
1;” dmpy(P) < dmpy(Ty(P)) y concluimos.

Para los otros operadores Ly, Ry y B), la prueba anterior puede reescribirse

con los cambios adecuados.
O]

La igualdad en el lema anterior se alcanza, por ejemplo, en el caso de que P
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sea un tridangulo rectangulo con catetos paralelos a los ejes.

3.3.2.2. Relacion de aspecto

Ahora estudiamos la elongacion de las regiones, que viene dada por la relacion
de aspecto. Como se comenta en la introduccién de esta seccion, estamos intere-

sados en_la reduccién en diametro en funcién del ntimero de cogtes M. El lema
0
. .7 ./ M s
anterior [17| nos da el factor de reduccién del diametro, (2 , como funcién

del minimo ndmero ¢, de operadores de cada tipo en la cadena C,,,C,,_1 - - - C1(P).
Para relacionar la longitud m de una cadena con el minimo ¢y, necesitamos dis-
cutir la relacién de aspecto de P. Que la relacién de aspecto esta conectada con
la relacion entre tg y m se puede ver en la figura La regién esta elongada
horizontalmente y por tanto requiere varios cortes verticales, tres, hasta el primero
horizontal. Es decir la cadena C,C3CyC, (P) tiene m = 4 y to = 1. Para una regién
con mayor elongacién, el nimero m de cortes hasta el primer cambio de tipo es

aln mayor, mientras que sigue siendo tg = 1.

La relacion de aspecto horizontal de una regiéon P es aspy(P) = ————=

dmy (P)’
d P
la relacion de aspecto vertical es su reciproco aspy, (P) = diEP;
mpg

aspecto (por abreviar, aspecto) es asp(P) = méx(aspy(P), aspy (P)). La figura

a) muestra las subregiones que surgen tras la aplicaciéon de cortes por la linea media,

. La relacion de

alternativamente 7'y R. La regién inicial de la figura, F, es el cuadrado unidad
(de aspecto 1), y su subregién P, = T(P,) tiene aspy(Py) = 2 y aspy(P1) = Y/s.
La subregiéon P, = R(P;) de P; tiene aspecto 1. Llamando P; = T(P,_) si i es
impar y P; = R(P,_1) si i es par, el aspecto de las regiones P; alterna entre 1 y
2. En general, tras un corte horizontal y vertical (por la linea media), la regién
resultante tiene el mismo aspecto que la inicial.

Con cortes desplazados aparece un fenémeno: el aspecto puede incrementarse
con el nimero de cortes. Es mas, el incremento puede ser una funcién exponencial
de este numero. Esta situacion surge si los desplazamientos de estos cortes estan
sesgados consistentemente en la misma direccién. La figura b) muestra las
subregiones obtenidas tras la aplicacion alternativa de T\ y R,s, correspondiendo
Ay X a una tolerancia de p = /5. La regién inicial P} es el cuadrado unidad,

como en el ejemplo anterior, y P/ = T\(P/_;) sii es impar y P, = Ry(P/_;) siies
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£ Py 1P
F)5 P6
P, P, P P,
Pl PZ
PO P 0
a) Alternando T'y R b) Alternando Ty y Ry

Figura 3.26: Un par de cortes, horizontal y vertical, por la linea media no
altera el aspecto. Sin embargo, tras sucesivos pares de cortes horizontales
y verticales, desplazados, y con cierta tendencia en sus desplazamientos,
el aspecto resultante crece indefinidamente.

par. Los aspectos de P/, Py, P}, ... son respectivamente 4,3,12,9, 36,27, ... Puede
verse que asp(Py,) = 3"y asp(Py;, 1) = 437",

Queremos subregiones con bajo aspecto por razones de coste: por el teorema 0]
a), el coste de PCR (I, 0) es directamente proporcional a la longitud de I'; b — a.
Especificamente, la cota del coste es V);a + 1J . Por la parametrizacién uniforme
del borde T', b — a = arclength(I"). Para una regién general P, la longitud de su
borde es mayor que 2dmpg(P). Por tanto la cota del coste cumple {b—@a + 1J >
b—a - 2dmy(P)

. Por la proposicion l, para evitar un retorno con error en
S

PCR el pardmetro 6 debe ser menor que Oy = K dmy (P) para una constante K.
0 - Oy  Kdmy(P)
méas ancha que alta (el caso contrario es similar), por tanto asp(P) = aspy(P) =

di(P)

Luego

. Finalmente supongamos que P es

y entonces dmg(P) = asp(P)dmy (P). Encadenando las desigualdades

- 2 asp(P pP) 2
anteriores, la cota del coste es VZOG + 1J > as[p(( drilizng)( ) =% asp(P).
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Es decir, la cota del coste es mayor que el aspecto por un factor. Si el aspecto de
las subregiones crece indefinidamente, también lo hace la cota del coste. Esta es la
principal motivacién para evitar subregiones elongadas, lo que se consigue cortando

a lo largo del eje menor en vez de alternar cortes horizontales y verticales.

Probaremos dos resultados sobre relacién de aspecto y nimero minimo de ope-
radores de cada tipo. El primer resultado dice que cualquier cadena de cortes por
el eje menor aplicada a P, si es lo bastante larga y P tiene baja relacién de aspecto,
entonces contiene cortes de ambos tipos (lema . El segundo resultado dice que
si, para un m dado, la cadena C,,C,,_1 - - - C1(P) de cortes por el eje menor tiene
los dos cortes C,,, v C,,—1 de tipo diferente, entonces la region subyacente tiene
baja relacién de aspecto. Este es el lema 20, parafraseado aqui para simplificar la
exposicion. Por ejemplo en la figura [3.23] tras la accién de los cortes Cy, Cy y Cs
a lo largo del mismo eje, el corte C; da lugar a dos regiones con baja relacién de

aspecto.

Para precisar estas afirmaciones consideramos la tolerancia de los cortes. Re-
cordemos que un corte con tolerancia 1/2 se da a mitad de camino entre la linea
central y una de las dos lineas de soporte. Para este valor particular de la toleran-
cia, el lema |19 afirma “Si la cadena C,,C,,—1 - -+ C1(P) de cortes por el eje menor
tiene tolerancia hasta '/, y m > 2lg,(asp(P)), entonces esta cadena tiene dos
cortes de distinto tipo”. El lema [20| para este valor particular de la tolerancia afir-
ma “Tras una cadena C,,C,,,_1 - - - C1(P) de cortes por el eje menor, de tolerancia
hasta /4, con C,, y C,,_; de distinto tipo, la subregién que surge tiene relacion
de aspecto menor que 12”. Los desplazamientos de la figura tienen tolerancia
menor que /5, y por tanto la relacién de aspecto de las subregiones obtenidas tras
dos cortes de distinto tipo es menor que 12. Estos dos lemas unidos implican que, a
pesar del desplazamiento, la relacion de aspecto no puede crecer indefinidamente:
para una regiéon P de relacién de aspecto arbitraria asp(P), si la tolerancia de cada
corte es menor o igual que '/5, una cadena C,,Cy,_; - - - C1(P) de cortes por el eje
menor contendrd dos cortes C,Cy_1 de distinto tipo si m > 21g,(asp(P)) (por el
lema . Por tanto la relacién de aspecto de la regién resultante tras la cadena
CyCr—1 -+ C1(P) serd menor que 12 (por el lema [20). Hemos ilustrado los lemas
con una tolerancia menor o igual que /5 no solo como mero ejemplo, sino también
porque aplicaremos los resultados de esta seccién a los cortes hechos por PRec,

que tienen tolerancia menor o igual que /5 como veremos en la proposicion a).
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Usando estos lemas mostraremos que una cadena de m cortes tiene un niimero

minimo ¢y < % de operadores de cada tipo, para ciertos Ly, L1 que dependen

1
de la relacién de aspecto y la tolerancia.

Lema 19. Si P es una region conveza, y CyCy_1---CoC1(P) es una cadena con

al menos dos operadores, de tolerancia hasta i, tales que C; es un corte por el eje
Igy(asp(P))

v 1—lgy(1+p)°
pueden ser todos del mismo tipo, horizontal o vertical.

menor de C;_1---C1(P), yk > 1+ entonces los operadores C; no

Demostracion. Demostraremos que los operadores no pueden ser todos horizon-
tales, siendo similar la demostracién de la otra imposibilidad. Si C; es horizontal
parai=1,2...,k, alcanzaremos una contradiccién. Como C} es horizontal enton-
ces el eje menor de Cy_q - -+ C1(P) es horizontal, es decir dmy(Cy_1---C1(P)) <
dmy (Cy_1 -+ C1(P)), o

dmy (Cy_y -+~ C1(P))
1Sdem@1-~ch»'

Ademéds, por las desigualdades del (en el denominador) y el lema [16] (en el
numerador) para operadores horizontal C;, empezando con ¢ = k — 1 y bajando
hasta ¢ = 1:

di(C’k_l Cl(P)) H?“dmv(Ck,QCl(P))

(17#) di(Ck 3 Cl(P)) . (%)k ldi(P)
k—1
Luego 1 < <1 ; ,u> SZZ((f’; Notemos que asp(P) = m, porque C' es

horizontal. Luego despejando k:
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(k- 1) < 82(25p(P))

T et
1 P 1 P | P
como gQ(aspz( ) = ga(asp(P)) , esto implica (k—1) < M. Que k <
182 755 1 —lgy(1+p) 1 —1gy(1+ p)
1 P 1 P
M estd en contradiccion con la hipotesis k > 1+ g(asp(P))
T—Ig,(1 + 1)

1 —lgy(1+p)
O

Intuitivamente el siguiente lema dice que tras dos cortes (por el eje menor) de

distinto tipo, la regién resultante no es muy elongada.

Lema 20. Si P es una region convexa, CoCy(P) es una cadena de operadores de
tolerancia hasta p, uno de tipo horizontal y el otro wvertical, tales que Cy es un

corte por el eje menor de C1(P) y Cy por el eje menor de P, entonces
asp(CoC1(P)) < CEY]

Demostracion. Supongamos que Cs es un operador vertical V), y C es horizontal,

H,, siendo similar el caso contrario.

. di(V)\/H,\(P))

Por definicién asp(Vy Hy(P)) es el maximo de aspy, (Vy Hy(P))

i de<V)\/H)\(P))
- di(V,\/H)\(P))

~ dmpy(VyHy(P))
y aspy (Vw Ha(P))

[16] tenemos que

. Por las desigualdades del lema 15|y el lema

di(V,\/H,\(P))
de<V)\/H/\(P))

dmy (H)(P)) _ 2 dmy (Hx(P)) < 2
Eldmy(Hy\(P)) 1—pdmg(HA(P) ~ 1—p

<

La tltima desigualdad viene del hecho de que el corte por el eje menor de Hy(P)

. . dmy (Hy(P))
es vertical, luego dmy (H)(P)) < dmpg(H\(P)), es decir ————= < 1.
go dmy (H\(P)) H(HA(P)) dmy (F(P))

Por las desigualdades del lema [16| (numerador) y el lema (18| (denominador),

dmpy (Vy Hy(P)) _ 2 dmy(Hy(P)) - L dmpy (P)

IN

dmy (Vy Ha(P)) = 5 dmy(Hy(P)) ~ (120 dmy(P)
_ 201+ w) dmp(P) _ 21+ p)
(1 —=p)?dmy(P) = (1 —p)?
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La ultima desigualdad viene del hecho de que el corte por el eje menor de P es
d P
horizontal, luego dmy(P) < dmy (P), es decir (;nmig <1.

Como asp(ViHx(P)) = max (aspy (Vv H\(P)), aspy (Vi HA(P))), y como el

maximo de dos valores estda acotado por el maximo de las cotas de cada va-
2 2(1+p)
L—p’ (1= p)?
2 2 < 21+ p)
L=y’ 1—p = (1= p)?

lor, tenemos que asp(Vy Hy(P)) < méax < >, y concluimos, porque

1< 1+,u y por tanto multiplicando por
— K
m

Finalmente, aplicamos los lemas anteriores para tener una reduccién en diame-

tro:

Lema 21. Si P es una region convexa y CpChy_y - - - CoC1(P) es una cadena de
operadores de tolerancia hasta p, con p < 1, y tal que C; es un corte por el eje

menor de C;_q - - C1(P), entonces

m—L
1 ]
dmp(Cr -+ Oy (P)) < (JQF“> " dmg(P)
1 P 1 —lgy(1 —
donde Ly — 2+ —2200P) o 1l
1—lgy(1+p) 1—lgy(1+ p)

Demostracion. En caso de una cadena corta (lo que significa que m < Ly, equiva-

— L 1 L
lentemente m — Ly < 0, luego mL 0 < 0) el factor (;'LL> " oes mayor que

1
1, y la afirmacion del lema es trivialmente cierta.

En cualquier caso, dividiremos la cadena C,,C,,_1---C; en t + 1 subcadenas,
determinadas por los subindices ki, ko, ..., ki, (para cierto valor t). Es decir, la
primera subcadena es Cy, - - - (4, la segunda Cy,Cl,—1 - - - Cg, +2Ck, 11, etcétera. Asi

tenemos Cy, , Cy ++ Ck42Ck,+1 para ¢ = 1,...,t — 1, y una subcadena final

i+1— 1"
CinCrn1 -+ Cg,y1. Definiremos los k; de tal modo que cada subcadena (menos la
ultima) tendra al menos un operador de cada tipo. También acotaremos el nimero
de operadores en cada subcadena, es decir las longitudes: k; de la primera , k; 1 —k;
(parat=1,...,t —1) y m — k; para las otras.

Definimos k; como el indice del primer cambio de tipo en C,,C,,_1---Cq, es

decir, C, —1Ck,—2 - - - C5Cy son todos del mismo tipo, horizontal o vertical, distin-
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lgy(asp(P)) lgy(asp(P))

1—lIgy(1+ p) 1—1lgy(1+ p)
Aplicamos el lema ala cadena C|1,|C|1y)-1 - C1(P), que por tanto tiene al me-

to del de Cy,. Como Ly =2+ , entonces |Lo| > 1+

nos dos operadores de distinto tipo. Luego k; < | Lg|. Esto implica que la longitud

de la primera subcadena, ki, verifica k; < Lg, hecho que usaremos mas adelante.

Llamemos Py = P,y P, = C;C;—;---Cy(P) parai = 1,...,m. Como Cy, y

Ck,—1 son de distinto tipo, por el lema [20] asp(FPy,) = asp(Ck, Cr,—1(Pry—2)) <

2(1
M Sea ks el indice del siguiente cambio de tipo después de ki, es decir,

—_ )2
812_1%)’;@_2 -+ + Cky+2C%, +1 son del mismo tipo, distinto del de Cl,. Por ejemplo dos
cadenas con tipos HVVVHVVV o VHHHHVVYV tienen ambas k1 = 4y ky = 8. No-
temos que la subcadena Cy,_1Ck,—1 - - - C,+2C%, +1 tiene al menos dos operadores.
Aplicando el reciproco del lema |19 a la cadena Cy,_1 - - - Cy, +1(Fy, ), como los ope-

radores son del mismo tipo, tenemos que el nimero de operadores que contiene, que

. lgy(asp(£ry)) 2(1+ p)
es ko — ky — 1, es menor o igual que 1+ —=*———= Como asp(Py,) < —,
1—lgy(1+p) VT (- p)?
, 200) ?
(—py? -
entonces kg —k; —1 <1+ —————=——. Lo que implica que
2T T gy (14 gy e PR AT
lg2 {1, L+ 1,1+ ) — 21y (1 — )
ky —k <24 —F 77—~ =2+ =
1—lgy(1 + p) 1 —lgy(1 + p)
_ 2 2lgy(L 4 p) + 1+ 1gy(1 + p) —21gy(1 —pp) _
1 —1lgy(1+ p)
_ 37l — 2l () g plle(l—p)
1—1gy(1+p) 1—1gy(1+p)

Luego la longitud de la segunda subcadena verifica ks —k; < Ly. El siguiente indice
de cambio de tipo k3 tras ko también verifica que ks—ko < L1, por un razonamiento
similar (el reciproco del lema aplicado a la cadena Cy,_1 -+ Cgyi1(FPy,)). Por
tanto la tercera subcadena también tiene longitud menor o igual que L. Repetimos
el razonamiento para los indices de los siguientes cambios de tipo, concluyendo que,

si hay t cambios de tipo, de indices k1, ko, ... ki, tenemos k1 < Loy k; — ki1 < Ly

para ¢ = 1,...,t. También tenemos que la subcadena tras el tltimo cambio de
tipo, CpnCh—1 - - - Ck, 11, estd compuesta de operadores del mismo tipo, luego por
lg, (asp(P
el reciproco del lema [19/su longitud es m — k; < 1+ M, lo que implica
1—1lgy(1 4 p)

m —k, < Ly — 1 y por supuesto m — k; < L.
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Como las t subcadenas que no son la final estan todas compuestas de dos o
mas operadores, todos del mismo tipo excepto el tltimo, entonces hay al menos ¢
operadores de cada tipo, uno en cada subcadena. Si ty es el nimero de operadores
de tipo horizontal en C,,C,,_1---C4, y ty los de tipo vertical, tenemos que ¢t <
min(ty,ty). Acotaremos inferiormente ¢ contabilizando el nimero de operadores
(la longitud) de la primera subcadena, acotada superiormente por Ly, y de las otras
subcadenas, acotada superiormente por L. La longitud de la cadena completa, m,

es la suma de las longitudes de las subcadenas. Por tanto tenemos que m < Lo+tLq,

—L —L
Ogt.Luegom 0
1 1

m—Lg

1 min(tgy,tyv) 1 n-lo
<—|2—,u> < (—12—,u> L Substituyendo en la desigualdad del lema (17

tenemos que

... m ,
es decir, < min(tyg,ty), y, como a < 1, entonces

1 _'_ ,U/) mfn(tH,tV)

dmp(Cp, - - C1(P)) < ( 5

dma(P) < (F52) ™ dua(p)

como queriamos demostrar.

Para el decrecimiento del diametro hasta la precision A, tenemos que:

Proposicién 7. Si C,,Cy,—1 - - - C1(P) es de tolerancia hasta p, con p <1 ym >

—F——I41+ L t d m - C1(P)) < A.
1= 1gy(1 1 1) 1+ Lo, entonces dmpg(C, Ci(P)) <

dmpg(P)
A

2
1 —lgy(1 + p)

dmgp(P) = m— Ly

TR (1 —lgy(1+ p))

Demostracion. La hipotesis L1+ Ly < m es equivalente a la siguiente

desigualdad:

lg,

m — Lg . .
, esto implica:

Llamando Ly =
1

dmgp(P
Ig, Z() < Lo(1 —lgy(1 4 p))

dmp(P
Lolg, (1 + ) +lg2§1<) <L,
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i, (0140 ) < 1,
(1 4+ e 2

Lo
(1‘5“) dmp(P) < A

La desigualdad del lema [21] en estos términos es

m—L

LY P = () (),

dmp(Cy, - - C1(P)) < ( :

Encadenando con lo anterior, tenemos que dmg(C,, - -- C1(P)) < A.

3.3.3. PRec cumple los requisitos

Para probar que el tercer intento de Bisec (es decir, el bucle de divisién que
usa CID por el eje menor, figura cumple con los requisitos b) y ¢) de la tabla
hemos formulado en las subsecciones anteriores las proposiciones [] y [7} La
primera da el maximo desplazamiento de los cortes que puede alcanzar el bucle
(en funcién del pardmetro 6 que usa PCR para calcular el indice). La segunda da el
decrecimiento en didmetro en funcién del nimero de cortes (es decir, la profundidad
alcanzada por PRec) y la tolerancia (que es viene de la maxima separacion entre
cortes).

Ahora usamos estos resultados para justificar el valor

min(dmg (P), dmy (P))
4(4 4 2v/2)(n +2)n

T =

que hemos dado al pardmetro # de PCR en PRec (figura [3.21]). Mostraremos que
se cumplen los requisitos ¢) (PCR sin error) y b) (didmetros decrecientes) de la
tabla en la siguiente proposicién, an los apartados 1) y 2) respectivamente.

Recordemos que np es el nimero de raices dentro de una region P.

Proposicién 8. Supongamos que P, de borde I', no tiene ninguna raiz a (4 + 2\/§)an

o0 menos de su borde.
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1) Bisec da dos regiones, Py y Py, tales que PCR(Py, Zr) y PCR(Py, Zr) retorna
np+1

exitosamente, con un corte de tolerancia menor o igual que | = m
n

2) las subregiones que surgen de P tras aplicar m veces Bisec tienen didmetro

rectangular menor o igual que A, si

dmR(P)

82— 4
m>——+>=— [+ L
T l-lg (4w
1—lgy(1— 1 P
conL1:1+2MyL0:2+Mpamelvalorde,u
1—lgy(1+p) 1—1gy(1+p)

anterior.

Demostracion. Para a), discutimos el caso en que Bisec es un bucle de CID hori-

di(P) <
(4+2v2)(n+2)n

= Oy, el valor de la proposicién H, porque 4(4 + 2v/2) >

zontal, siendo similar el caso vertical. Tenemos que Zr = 1

dmv(P)

(8 + 4\/5)(7113 +1)n
8 + 4v2 y, como n > np, siendo np el nimero de raices dentro de P, entonces

n+2 > np + 1. Por tanto, por la proposicién @ con 0§ = Zp, CID(P, i) nos da dos
subregiones que no retornan con error en PCR, con separacién de la linea central
de

dmy (P) _ dmy(P) np+1
(4+2v2)(n+2)n 2 2(n+2)

\hi| < (44+2V2)(np+1)nZr = (4+2\/§)(np+1)n4

Por definicién, cualquier corte horizontal con una separacién de A tiene una tole-

2\ 2|h; ,
rancia de m Por tanto la tolerancia dm’V(’P) del corte dado por CID(P, 1)
2 2 di(P) TLP+1 o 7’Lp—|—1

is ——|h;| < = .
B i S I ) 2 212 219
Para b), notemos que las subregiones producidas por m cortes, horizontales

o verticales, son el resultado de una cadena de operadores C,,,Cy,—1 - - - CoC(P),
np —|— ]_

2(n+2)
proposicion concluimos que el diametro rectangular de las subregiones es menor o

verificando la hipdtesis de la proposicién [7| para el valor p = . Por esta

igual que A.
O

La proposicion anterior muestra que el procedimiento Bisec aplicado recursiva-
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dmy (P) dmpy(P)

(44 2v2)(n +2)n (4 +2v2)(n +2)n
para cortes vertical, produce subregiones que no retornan con error, y cuyo didme-

mente, con Zp = 1 para cortes horizontales y Zr = 1
tro decrece hasta la precisién requerida.

La cota para m, el numero de Bisecs requeridos para alcanzar un didametro

menor o igual que A partiendo de una regién P, tiene la forma K L, + Lg, con un

1 P
sumando Ly = 2+ M, logaritmico en el aspecto de P, y un factor K =
— 1 —lgy(1 + p)
lg, =& P
gQ—A, logaritmico en la razon m. Estas dependencias logaritmicas
1—1gy(1+p) A

eran de esperar, porque el término L, cuenta el nimero de cortes requeridos para
decrecer, por divisién, el aspecto de P, si es muy elongada. La regién resultante
tras Lg cortes, de bajo aspecto, es después reducida por division por debajo de la
precisién requerida A, con un nimero de cortes dado por K.

Podemos dar otra cota inferior, de expresion mas simple (es decir, sin términos

Ly o Ly) para el nimero de particiones requeridas:

Corolario. Las regiones obtenidas tras m aplicaciones de Bisec tienen didmetro

rectangular menor o igual que A, si

6 —1g,3 dmpg(P) N lg,(asp(P))

> 2.
M= 1,32 2 A 2 _lg,3
dmg(P)
Demostracion. La cota de la proposicion anterior Q—ALl + Ly, con Ly =
1—1g,(1 1 P tlell ) 1
1+2M y Lo = M, depende de la tolerancia y = &.
1—1gy(1+p) 1—1gy(1+p) 2(n+2)
lo., dMR(P)
Los términos de esta expresién, ——=—A——— L, y Ly, son funciones crecientes
1 —lgy(1+ 1)
. Ny . np + 1 1
de p, luego la expresién que forman es también creciente. Como yp = ——— < —,
20n+2) 2
la cota es menor que el valor tomado por la expresién para /5, que es
Ig, dm%m / lg,(asp(P))
L' +2+ =
1 —lgy(1+1/2) 1—lgy(1+1/2)
dmp(P
lg, 47, | les(asp(P))

T 2-1g,3 2—1g,3
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1—1g,(1 —1/2 6 —lg,3
con '’ =1+2 al /2) = 52 . Por tanto
1—1g,(14+1/2)  2—1g,3

wlj + L <1g2dmi(P)6_lg23+2+M:
1—lg(1+p) " 7"~ 2-1g,3 2—-1g,3 2 —1g,3

_ 6-lgy3 dmpg(P) N lg, (asp(P)) 49

6—1lg,3
829 _ 95/630.. . = 2/409. ..

N ;. t & a1 o
umericarmmente, (2 _ ng 3)2 Y 2 - ng 3

3.4. Terminacién y coste del procedimiento re-

cursivo

En esta seccion demostramos que la salida del procedimiento PRec es una
secuencia de aproximaciones a las raices de f dentro de P, con sus respectivas
multiplicidades.

El siguiente teorema asegura que el procedimiento recursivo PRec de la figura
[3.21] acaba, y que su salida verifica la propiedad deseada. Para hacer referencia a
las llamadas anidadas, recordemos que la primera llamada a PRec tiene profundi-
dad de recursién 0, y las llamadas al mismo procedimiento hechas dentro de una
llamada de profundidad de recursiéon m tienen profundidad de recursion m + 1.
Recordemos también que la region inicial P; debe tener un borde I'; sin raices a
4+ 2\/5)an1 o menos, para que CID pueda aplicarse sin erro.

Teorema 7. Para un polinomio f, si P; es una region plana con dmg(Pr) > A y
sin raices a (4 + 2\/§)an] o menos de su borde, entonces el procedimiento PRec

aplicado a Py con una precision de A verifica que:

a) Acaba, alcanzando una profundidad de recursion mdzima de

6 —lg, 3 dmp(Pr) | lgy(asp(Fr))

lméx: 21.
(2-1g,3)?2 2 A4 2 _lg,3

3Podemos asegurarnos de que este requisito se cumple si aplicamos PCR(T'y, Zr,) con retorno
normal. Si retorna con error, P; tiene una raiz cerca de su borde y PRec no se puede aplicar con
seguridad.
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b) Al acabar, las regiones planas de la secuencia 11 = (Py, Py, ..., P;) son apro-
ximaciones de todas las raices de f en Py, cada una conteniendo el nimero

de raices indicado por N = (ny,no, ..., ng).

Demostracion. Para a), supongamos que se llega a una profundidad de recur-
sién m, es decir se hace PRec(C,,Cy—1 - - - CoC1(Py), A). La regién parametro sur-
ge tras hacer m cortes C;. Cada corte C; esta hecho por Bisec en una llama-

da a PRec a profundidad . Todos estos cortes estan hechos por el eje menor,

1
con tolerancia hasta — por la proposicion [§ a). Luego por el corolario [3.3.3] si
6 —lgy3 dmpg(Pr)  lgy(asp(Fy))

m
la subregion C,, - - - C1(P;) es menor o igual que A, retornando por tanto no recur-

+ 2 entonces el didmetro rectangular de

sivamente por la jsalida 2| Luego podemos alcanzar una profundidad de recursiéon

—1 P o1 P
m con m = 6—1lg,3 g, dmpg(Pr) | lgy(asp(Fr))
(2 - lg, 3)? A 2 —1g, 3

Para mostrar la finitud de cada instancia PRec, en general un procedimien-

+ 21, pero no mas.

to recursivo que hace un numero acotado de llamadas recursivas en cada lla-
mada, y que tiene una profundidad de recursiéon acotada, acaba en un nime-
ro finito de pasos. Y este es el caso de PRec, porque como puede haber un
maximo de np errores de corte, entonces el bucle de divisién itera como mu-
cho np + 1 veces. Hay dos llamadas recursivas dentro del bucle, luego cada lla-
mada PRec(P, A) hace 2(np + 1) llamadas recursivas o menos. Ademds hemos

mostrado que la maxima profundidad de recursion alcanzable por PRec en P; es

6—1lgy3 dmpg(P;) = lg,(asp(Fy))

Imax = 1 2|. L PRec(Pr, A b
(2 —1g, 3)? 274 2-1g,3 + uego PRec(Pr, A) acaba

en un numero finito de pasos.

Ahora probamos la parte b). Decimos que decimos que la regién plana P re-
quiere una A-altura de v si el procedimiento PRec(P, A) alcanza hasta una pro-
fundidad de recursién v, pero no mas. La figura [3.27| muestra un ejemplo de arbol
de llamadas de PRec. Es decir PRec(Pr, A) recursivamente llama a PRec(Fp, A)
y PRec(P;, A), que a su vez llama a PRec(Pyo, A) y PRec(Py1, A), y PRec(Pyg, A)
y PRec(Pg, A), respectivamente, y asi sucesivamente. La region de la llamada a
profundidad 0, P, tiene A-altura 3, y Py y P;, aunque ambas tienen profundidad
1, muestran A-altura 1 y 2, respectivamente.

Toda regién plana P sin raices a (4 + 2\/§)an o menos de su borde I" tiene A-
6 —1g,3 . dmpg(P) = lgy(asp(P))
(2-1g,3)2 > A 2 —1lg,3

profundidad finita, menor o igual que
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P, 3

Py, 1 P2

P007O P0170 P1071 P1170

P100,0 PIOIJO

Figura 3.27: Arbol de llamadas de PRec, empezando por PRec(Fy, A).
Cada nodo esta etiquetado con el nombre de la region y su A-altura.

como hemos visto en a), porque el razonamiento hecho para P; es también valido
para una region general P. Demostraremos la parte b) por induccion en la A-altura
v. Es decir, primero demostraremos b) para regiones P de A-altura 0 (el caso base),
y luego para regiones de mayor A-altura, suponiendo cierta b) para alturas menores.
Asi, la hipétesis de induccién, que denotamos HI(v), es “Al final del procedimiento
PRec(P, A) (para cualquier regién plana P sin raices a (4 + 2v/2)nZp o menos de
su borde I', de A-altura v) las regiones de II tienen didmetro rectangular menor
que A, contienen el nimero de raices dado por N, y esas son todas las raices de
f contenidas en P”. Demostraremos primero el caso base HI(0), y luego el caso

general: si HI(v') para cada v" < v, entonces HI(v).

Notemos que esta induccién es completa, lo que significa que el caso v-ésimo
depende de todos los casos previos, no solo del inmediatamente precedente. Es un
ejemplo de induccién estructural [Burstall, 1969,(Hopcroft et al., 2000], un método

general para probar propiedades de procedimientos recursivos.

El caso base (v = 0) consiste en las regiones que no requieren llamadas re-
cursivas, las que no tienen rafces (que retornan por lafsalida 1J), o con una o mds
raices pero con didmetro menor que A (que retornan por la . Retornando
por la salida 1 la asercién HI(0) se verifica trivialmente porque P no tiene raices
y II permanece vacio (como N). Retornando por la salida 2 la asercién se verifica
también porque II contiene solo la region P, y como PCR calcula sin excepcién
el indice (ya que por la hipétesis HI(0), no hay raices cerca del borde de P), N
contiene el nimero de raices dentro de P.
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Para el caso general (v > 1), consideramos las dos llamadas recursivas realiza-
das, PRec(P;, A), siendo Py y Pj regiones disjuntas que recubren P, producidas por
alguna iteracion de CID, que retornan exitosamente en PCR. P tiene A-altura v, es
decir, PRec(P, A) alcanza una profundidad de recursién de v. Como PRec(Fp, A) y
Prec(P;, A) estdan un nivel de recursién por debajo de PRec(P, A), las A-alturas de
Py y Py, digamos vy y v, no son necesariamente iguales, pero ambas son menores
o iguales que v — 1. Por hipdtesis de induccién HI(v;) (que suponemos probada
porque v; < v) al retornar de la llamada recursiva PRec(FP;, A) las regiones perte-
necientes a II; son todas de diametro menor que A, contienen el nimero de raices
indicado por N;, y esas son todas las raices en P;. Por tanto la concatenacién de
I1; y I3 (es decir, IT) junto con la de Ny y Ny (que es N) verifica que sus regiones
tienen didmetros y nimero de raices como se ha especificado. Que esas son todas
las raices dentro de P viene del hecho de que las P; son disjuntas y recubren P.
Esto es lo que se queria demostrar, HI(v).

O

Para el coste computacional del método completo para hallar raices, vamos a
examinar las tareas ejecutadas por PRec(P, A) (figura [3.21), que son PCR(P), el
célculo del didmetro dmg(P) y la divisién en subregiones Py y P;, Bisec(P), hecha
por una serie de CID . Discutiremos estas tareas, contabilizando sus operaciones,
para ver que su coste se debe principalmente al célculo de f(z) para z complejo
(lo que se conoce como una evaluacién polinémica, EP). Concluiremos que el coste
de PRec estd bien cuantificado por el nimero de EP que requiere.

El borde T" se construye concatenando segmentos de recta, uniformemente pa-
rametrizados, y el muestreo I'(Sp) incluye los extremos de estos segmentos (ver la
figura . Si la regién inicial se construye de esta forma, las subregiones produ-
cidas por CID también son de esta forma. Con los bordes definidos de esta manera
se determinaré el coste. Recordemos que se trabaja con una secuencia de valores
del pardmetro Sp = (so, ..., S,), muestreo de [a, b]. De esta manera I'(Sp) es una
secuencia de puntos del borde de P. Recordemos también que la region inicial y
las subregiones son convexas, como se comenta en el parrafo previo a la seccion

B.2.1

Dejando a un lado de momento Ind, examinamos primero el cdlculo del didme-

tro dmp(P) = \/dmy(P)? + dmy (P)2. Llamemos minR y mazR al méximo y el
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maxl|

minl

Figura 3.28: La curva I' es la concatenacion de los segmentos de recta
€;, 6,11 uniformemente parametrizados.

minimo, respectivamente, de la parte real de I', el borde de P. Asimismo, minl y
maxl son el maximo y el minimo de la parte imaginaria. el didmetro horizontal
es maxR —minR, y el vertical maxl — minl. Los valores extremos minR, maxR,
minl v maxl se alcanzaran en puntos que son un extremo e; de los segmentos
que componen I', y estos extremos pertenecen a la secuencia I'(Sp) (figura [3.28).
Por tanto podemos encontrar los valores extremos escaneando esta secuencia, ha-
ciendo cuatro comparaciones en cada punto. Notemos que los puntos de I'(Sp) se
calculan dentro del bucle de insercién de PCR, por lo que el coste de evaluar I"
sera contabilizado en al apartado correspondiente més adelante. Luego el coste del
célculo del didmetro es el de el escaneo de la secuencia con comparaciones (més
dos sustracciones, dos cuadrados, una suma y una raiz cuadrada), por regién P.
La divisién en subregiones Bisec(P) se realiza mediante CID (figura [3.19).
Este calcula la linea media my o my (v sus desplazamientos, si hay alguno).

Consideremos el caso de division horizontal, siendo similar la vertical. Usando la

) minl + maxl
media mI = —————— escaneamos ['(Sp) separando los puntos con parte

imaginaria mayor o igual que mlI (con los que componemos el borde de T'(P)) de
aquellos cuya parte imaginaria es menor o igual que m/ (para hacer B(P)). Como
mucho dos puntos de I' tienen parte imaginaria exactamente ml/, porque la linea

my corta a I' en dos puntos, por la convexidad de P. Es decir my NT = {¢1, e2}.
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Cada ¢, k = 1,2 se calcula a partir de un par de puntos consecutivos de T'(Sp),
uno de los cuales estd por encima de m/ y el otro por debajo, I'(s;) y I'(s;41) en la
figura Si estos puntos de corte no pertenecen todavia a I'(Sp), se insertan en
las secuencias correspondientes a los bordes de T'(P) y B(P), de modo que estas
subregiones encajen exactamente en P. Por interpolacién lineal, en el caso peor
cada coordenada de ¢; cuesta cuatro adiciones (o sustracciones) en coma flotante,

mas un producto y una division.

mi - - -

Figura 3.29: La curva I tiene dos puntos a altura m/. Las coordenadas de
c1 se encuentran por interpolacién lineal.

Por tanto, el primer corte de una division horizontal por CID requiere un
escaneo de I'(Sp), comparando la parte imaginaria con ml, y también dieciséis
adiciones (o sustracciones) en coma flotante y cuatro divisiones para las coordena-
das de ¢y y ¢co. Una division vertical es similar. Cada corte desplazado posterior,
si hay alguno, requiere un coste igual a esta cantidad. Recordemos que el nimero
de desplazamientos esta acotado por np + 1, siendo np el niimero de raices dentro
de P. En total, Bisec(P) requiere menos de 16 adiciones mas 4 multiplicaciones,
todo esto multiplicado por np + 1.

Sobre la tarea PCR, su primera parte es PCR propiamente dicho (figura ,
que produce la secuencia Sp de valores del parametro cuyos puntos correspondien-
tes f(I'(Sp)) estan conectados, y la segunda parte es un escaneo de f(I'(Sp)), para
contar el numero de cruces por el eje positivo de las abscisas, como se describe en
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la introduccion. Las subtareas de PCR, en cada iteracion del bucle, son la insercién

. Si + Sit1 . .,
de un valor del parametro s = ———— en la secuencia Sp, y la evaluaciéon de los
predicados p, g2 v r. La evaluacién de p solo requiere comparaciones, mientras que

la de r requiere una sustraccién en coma flotante s; 1 — s;.

El predicado ¢:

[FOC(s))| + [F(C(siea))] < 21 (X))l (si1 = ) + | F(X(si41)) = F(T(s0))]

es mds complicado, requiriendo EP de f y de f" en I'(s;), una sustraccién compleja,
dos sumas en coma flotante, dos multiplicaciones y tres cdlculos del valor absoluto.
La sustraccion s;11 — s; ya se ha contabilizado en el predicado r. Ademas la EP
y el valor absoluto |f(Y(s;+1))| se contabiliza solo una vez para la evaluacién de
tanto ¢(s;) como ¢(s;41). Una adicién (o sustraccién) compleja es equivalente a
dos adiciones en coma flotante [Goldberg, 1991b]. Un valor absoluto complejo es
equivalente a una suma, dos multiplicaciones y una raiz cuadrada. Luego ¢ requiere
siete adiciones, ocho multiplicaciones, tres raices cuadradas ula EP de f y de f’ en
['(s;). Por tanto, para cada iteracion del bucle de PCR gastamos nueve adiciones
(o sustracciones), ocho multiplicaciones, una divisién, tres raices cuadradas y dos
EP.

El ntmero de iteraciones del bucle coincide con el ntmero de valores del
parametro insertados en Sp. Esta cantidad es dificil de estimar con precision,
pero es igual al nimero de puntos de f(I'(Sp)), para el que se puede dar una cota
inferior: para que los puntos de f(I'(Sp)) estén en sectores conexos, esta secuencia
debe tener al menos ocho puntos por cada vuelta de f(I') alrededor del origen
(es decir, por cada raiz de I" dentro de P). Este es el minimo ntimero de puntos
que se deben poner en sectores consecutivos para cruzar el eje de las abscisas el
nimero adecuado de veces (ver la figura 2.5). Probablemente PCR insertard més
puntos que estos para acabar teniendo uno en cada sector. En total PCR requiere
al menos 8np veces una insercién (cada una equivalente a nueve adiciones, ocho

multiplicaciones, una division, tres raices cuadradas y dos EP).

Resumimos en la tabla [3.2) el coste de PRec en cada regién que aparece en
la descomposicién recursiva. Para tener un indicio del coste de estas operaciones
cuando se realizan en coma flotante, se consulta la latencia en diferentes proce-

sadores [Fog, 2014]. La latencia es el tiempo que tarda una operacién en obtener
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el resultado. Las latencias de la division y la raiz cuadrada son similares, entre
cinco y diez veces la de la multiplicacién. Llamando A al ntimero de cortes que
hace CID, y B al nimero de puntos insertado por PCR, se tiene A < np+ 1y
B > 8np. Operando, el coste total sin EP es de 16A + 9B en adiciones, 2B en
multiplicaciones, y 44 4+ 2B en operaciones superiores (divisién y raiz cuadrada).

Comparemos esto con el coste en EP.

g
= <
S} <
.5 S %
< n
81 S|S|E ® I
Sg|l=| 8] =2 < B
S| &2 o & &
T E 1.8 g 8=
SIE |27~ 35 5
<|=|Aa|lxe|lH\ > & A
Bisec | 16 4 menos de np + 1 veces
PCR| 9 |8 |1|3]2 mas de &8 p veces

Tabla 3.2: Operaciones realizadas por PRec en una region P.

En general, un polinomio de grado n se puede evaluar en un punto complejo con

n+1 .. . n+ e .
2 { 5 J adiciones complejas y {2 multiplicaciones complejas usando un es-

quema de evaluacién de Horner complejo [Knuth, 1981]. Una adicién compleja es
equivalente a dos adiciones en coma flotante. Una multiplicacién compleja es equi-

valente a cuatro multiplicaciones en coma flotante mas dos adiciones en coma flo-

1 1 1
tante. Sumando se tiene que una EP requiere 2-2 V;J +2 VL ; J =6 {n ;_ J

. . n+ .
(aproximadamente 3(n + 1)) adiciones en coma flotante y 4 {2 (aproxima-

damente 2(n + 1) ) multiplicaciones en coma flotante. El coste debido solo a EP
es 2-3(n+ 1)B en adiciones y 2 - 2(n 4+ 1)B en multiplicaciones. Para comparar,
asignamos un coste de 5 multiplicaciones a las operaciones superiores. El coste
sin EP es 16A + 9B en adiciones, y 2B + 5(4A 4+ 4B) en multiplicaciones, contra
6(n + 1)B adiciones y 4(n + 1) B multiplicaciones de EP solamente. Notemos que
A < B si hay alguna raiz dentro de P, luego si n > 5 el coste en adiciones solo de
las EP es ya mayor. El coste en multiplicaciones solo de las EP es mayor que la
parte sin EP para n > 10, incluso en el caso np = 1. Ademas esta diferencia en la
contribucion al coste entre EP y las otras operaciones se hace mas acentuada para

valores mayores de n, porque este tltimo coste no se ve afectado por el grado.
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Por tanto consideramos que el coste de PRec esta bien medido por el nimero
de EP que requiere, despreciando el resto de las operaciones. Acotamos este nime-
ro en el siguiente teorema. Debe notarse que es una cota en el caso peor, y que
es extremadamente pesimista. El razonamiento supone que, en todos los casos, se
hacen todos los posibles cortes desplazados, y también que cada raiz tiene una
rama del arbol de bisqueda exclusivamente dedicada. Estos supuestos son suma-
mente onerosos, y cada uno anade un factor de np a la cota. Es plausible que un
razonamiento mas complicado decrezca el coste hasta un orden O(npnlog,(1/A)).

A la region inicial se aplica PCR, y luego es dividida aplicando CID en el

[bucle de division, en cada ocasién con una llamada a PCR sobre cada una de

las dos regiones producidas, hasta que estas llamadas retornen exitosamente. Las
subregiones a su vez se dividen con un bucle de CID de la misma manera. Por
tanto el coste total es la suma de las EP requeridas por el bucle de divisién en la
region inicial, mas las EP en las subregiones, cada iteraciéon con dos llamadas a
PCR.

Primero enunciamos la proposicién [9] sobre el coste del bucle de divisién, es
decir, el coste de varias iteraciones de CID (con su par de PCR en cada iteracion)
necesarias para dividir con éxito en dos subregiones. Después, en la proposicion
10}, calculamos el coste de PRec, suponiendo que los errores que ocurren son solo
de Este tipo de error solo requiere desplazar el corte, descartando el
trabajo hecho por PCR en como mucho dos regiones. En cambio un error de
conlleva descartar un subéarbol del arbol de bisqueda, porque tal error es
retornado una y otra vez hasta subir a una profundidad de recursién en la que es
gestionado como error de corte. Finalmente en el teorema [§f calculamos el coste en

una ejecucién con errores de cualquier tipo.

Proposicién 9. Si P no tiene ninguna raiz a (4 + 2v/2)nZp 0 menos de su borde,

el numero de EP requeridas por el bucle de division es menor o iqual que
16(16 + 8v/2)(np + 1)(n? + 2n).

Demostracion. Se realizan dos EP por cada punto insertado por PCR. Acotaremos
el niimero de puntos insertados. Suponemos primeramente que no se hace ningin
desplazamiento en el bucle, es decir, el corte inicial CID (P,0, Zr) a lo largo de

la linea media da subregiones exitosas en PCR. Luego tratamos el caso general
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general, con desplazamientos CID(P, i, Zr) con i > 0.

Si no hay error, solo tenemos que acotar el nimero de EP requeridas por PCR in
T(P)y B(P) (para un corte horizontal, el vertical es similar). Consideramos prime-
ro T'(P), de borde I'y. Los valores paramétricos de los puntos insertados deben estar
a una distancia mayor que Zr,., porque en caso contrario PCR (ﬁgura retorna
con error. T'(P) esta contenida en su HV-envolvente, Env gy (T'(P)) (el rectdngulo
delimitado por las lineas de soporte horizontal y vertical de T'(P)). Como T'(P) y
Envyy(T(P)) son ambas regiones convexas, la primera contenida en la segunda,
el perimetro de T'(P) es menor o igual que el perimetro de Envyy (T(P)) (porque
tomar el perimetro es un operador creciente en regiones convexas, véase por ejem-
plo [Lay, 2007]). El perimetro de Envygy (T(P)) es 2(dmgy(T(P)) + dmy (T(P))),
luego longarc(I'r) < 2(dmpg(7'(P)) + dmy (7'(P))). Por la parametrizacion unifor-
me, el intervalo de pardametros de I'r también tiene de longitud el perimetro de I'r.
En un intervalo de longitud menor o igual que 2(dmg(7'(P))+ dmy (T(P))), como
es el intervalo de parametros de I'r, podemos insertar m puntos a una distancia
mayor que Zr,. solo si (m+1)Zr, < 2(dmg(T(P))+dmy (T'(P)). Luego el nimero

de puntos insertados es menor o igual que

2(dmy(T(P)) + dmy (T'(P))

_ 2(dmy(T(P)) + dmy (T(P))

- Zr —ls Zr -
_ 2 2(dmy(T(P)) 4+ dmy (T'(P)) 2
= (16 + 8v2)(n* + 2n) dmy (T0P)) < 4(16 + 8vV2)(n* + 2n).

La ultima desigualdad se debe a que < 1, lo que es el caso porque estamos

di(P)

considerando CID de tipo horizontal, es decir, el corte a lo largo del eje menor es

horizontal. El niimero de puntos insertados en I'g verifica una cota similar.

En total, el nimero de puntos insertados por CID es menor de 8(16+8v/2)(n? + 2n),
si no hay desplazamiento en el bucle de divisién. En caso contrario, las subregiones
que CID produce son de la forma T)(P) y Bx(P) con X\ # 0, y cada uno de estos
desplazamientos requiere descartar un par de tales regiones y considerar un nuevo
par, con sus respectivos puntos de insercion. En total puede haber np desplaza-
mientos, luego np + 1 pares de regiones a considerar. En cualquier caso el niimero

de puntos insertados requeridos por todos los desplazamientos de un bucle CID
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horizontal para hacer dos subregiones exitosas en PCR es menor o igual que
16(16 4 8v/2)(np + 1)(n* + 2n).

en el caso de un bucle CID vertical, el razonamiento es similar, intercambiando
dmpyg y dmy.
m

La anterior proposicién nos da el coste del bucle de division, y es un paso clave
en el cdlculo del coste de PRec (teorema. Llamando K = 16(16 + 8v/2)(n? + 2n),
el coste anterior, para la division de una regiéon P conteniendo np raices, es de me-
nos de K (np+1). Como veremos, esta cota es la causa en tultima instancia de que
PRec tenga una cota de coste de orden O(n’*np).

Como se ha comentado, contabilizaremos el nimero de EP de PRec(P;, A) su-
mando aquellas requeridas por el bucle de divisién en cada una de las subregiones,
aplicando repetidamente la proposicién [9] Nos referimos a las subregiones que sur-
gen en PRec (P, A) Con doble subindice P, ; siendo ¢ la profundidad de la region
y j su indice entre las 2" subregiones de esa profundidad (figure . El borde de
P, ; se denotard I'; ;. Empezando con Fyo = P, cada regiéon P ; da dos regiones
hijas Pjt12; ¥ Pit1,2j+1 despues de un corte, de tipo horizontal o vertical segun el
eje menor de P, ;. Podriamos haber precisado mas, diciendo que P41 9; = Ta (D5 ;)
Y Pit12j41 = BA(P;;) si dmy (P j) > dmpg(F; ;) (y un convenio similar con los ope-
radores de corte Ly y R)), pero seria indiferente para el siguiente razonamiento.

Denotamos con n; ; el numero de raices dentro de P, ;, con lo que n; j = njt1.9,+
Nit1,2j+1- Por la proposicion |§|, si no hay raices a (4 + Qﬂ)anm. o menos de I'; ;,
el costo C(P; ;) en cada nodo del arbol de la figura3.30)es C(P,;) < K(n;; + 1) si
n;; # 0. Si por el contrario n; ; = 0, entonces C'(P; ;) = 0 porque en tal caso PRec
no gasta EP en seguir procesando P ;. Definiendo C(P; ;) = K(n;; + 1) sin;; # 0,
C(P,;) = 0sin;; =0, tenemos C(P;;) < C(P,;). Recordemos que C(P;;) es el
coste suponiendo que no hay raices cerca del borde de P, ;, lo que implica que solo
hay errores de corte.

El siguiente lema relaciona el valor de la cota C'(P; ;) en una regién con su valor

en las subregiones hijas.

Lema 22. Si P es una region de profundidad i, y Py, Py son sus regiones hijas,
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Figura 3.30: Cada regiéon P, ; se escinde en dos subregiones hijas Pjy12; vy
Pii12j41-

con n, ng, Ny raices respectivamente, ng # 0 # ny, entonces
C(P)+C(P)=C(P)+K
Demostracion. Notemos que las raices estan particionadas, ng + n; = n. Luego:

[]

Si ng 0 ny es cero, entonces C(Py) + C(Py) = C(P). Podemos decir que una
descomposicién balanceada (es decir, con ng y ny no nulos) incrementa el coste de
un nivel al siguiente, pero que una descomposicién no balanceada (con cero raices
en alguna subregion) lo mantiene igual.

Extendemos el lema [22] sobre incremento de la cota de coste por cada nodo,

a uno sobre incremento de la cota de coste por profundidad. Denotamos el coste
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201
total de las regiones a profundidad ¢ como Cp(i) = Y C(P;;), y el coste total de
j=0
lméx
divisién como C'p = Z Cp (i), siendo 4« la profundidad méxima de recursién, que
=0

6—1g,3 d P 1 P
por el teorema a) estd acotada por {(2 — 15223)2 lg, m}i{( 1) g;(a_sllagé é)) + 2.
201
De modo similar, llamamos Cp (i) = Y C(P;;) ala suma de las cotas de coste de
=0

las regiones a profundidad ¢. Recordemos que n; es el nimero de raices dentro de

la regién inicial P.

Lema 23.
Co(i)) <Cpli—1) + %K

Demostracion. Decimos que P ; es una region activa si n; ; # 0. Entre las regiones
no activas, diferenciamos regiones nulas (si su regién padre es una regién activa)
y regiones descartadas (si su regién padre es una regién no activa, véase la figure
3.31)).

By

1 1
A A
1 0 1 0
A N A N
1 0 1 0
A N A N
1110 0|1
Al [N N| A

Figura 3.31: La etiqueta de cada regién tiene el ntimero de raices que
contiene, y ademsés si es activa (A), nula (N) o descartada (D).

Esta clasificacion interesa porque las regiones descartadas no tienen coste en
PRec, ni siquiera son construidas porque la descomposicién en subregiones se de-

tiene en regiones nulas (figura [3.6). Las regiones nulas son construidas, y PCR
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inserta puntos en su borde, pero no requieren ulteriores EP. Y las regiones activas
no decrecen el coste de un nivel al siguiente, como afirma el lema Notemos que
puede haber como mucho n; regiones activas a una profundidad dada, y cada una
de estas puede ser el padre de como mucho una region nula. Por tanto el nimero
de regiones nulas en cada profundidad es menor o igual que n;. Ciertamente, en los
primeros niveles de profundidad, el niimero de regiones activas (y nulas) es incluso
menor, pero tomamos la cota n; por uniformidad.

Aplicaremos el lema a cada uno de los 2°~! pares de regiones de profundidad
i, compuestos por P o; y P21, hijas de I ;. Para cada par, o los dos miembros
son descartados, o al menos un miembro es activo, porque si ambos son nulos,
entonces su padre F; ; serfa nulo también y por tanto sus hijas serfan descartadas,
en contradiccién con la hipdtesis de que son ambas nulas. Si A(7) es el nimero de
regiones activas a profundidad i, como A(i) < ny, el nimero de pares de regiones

. . nr nr .

ambas activas es menor o igual que L?J < —. Cada uno de estos pares incrementa
en K la cota de coste con respecto al padre, por el lema [22| Por tanto el coste a

profundidad ¢ esta acotado por

Toli) = £ 0P, =

=C(Py) +C(Pa)+ -+ C(Pigig) + C(Prgi_y) <

A0 g
;K<

< C(Pio1g) +- -+ C(Pioygiio1) +

g@m—n+%K

como queriamos demostrar.

]

Con estas proposiciones, podemos mostrar la siguiente afirmacion sobre el coste
de PRed, suponiendo que no haya error diferido. Llamamos l,,4,(P) a la maxima

profundidad que se alcanza por el arbol de busqueda que empieza en P. Por el
6—lg,3  dmp(P) | lg,(asp(P))
lg, +2].

teorema (7| a) esta acotada por

Proposicién 10. Si P no tiene alguna raiz a (4 + 2\/§)an o menos de su borde,

el numero Cp(P) de EP realizadas por RDP(P, A), si cada error es de tipo corte,
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es menor o igual que

Cr(P) < 16(16 + 8v/2)(n? + 2n) s (P) <nplmé"(P)+3 + 1>

4

: 6 —1g,3 dmpg(P) lg,(asp(P))
d lmax P S
siendo lmaa(P) < | 57, "5y 18— 2 1g,3
de raices dentro de P.

+ 2} , Yy np el nimero

Demostracion. Para obtener la cota anterior, sumamos el nimero de EP requeri-
das por la divisién recursiva de las subregiones, dada por el lema [23] hasta una
profundidad méaxima de [, (P), por el teorema (7| a). Tenemos la siguiente cota

del coste de un nivel de profundidad tras la aplicacion reiterada del lema [23]

CD(z')g(TD(i—l)jL%KgC*D(i—Q)H%Kg---

< Cp(1) + (i — 1)%}( < Cp(0) +z’%K

Sumando este coste a lo largo de todos los niveles de profundidad, el coste total
Imax (P)—1
Cr de divisién estd acotado por Y Cp(i), porque Lygu(P) — 1 es la mayor
i=0

profundidad a la que se hacen divisiones. Es decir:
Lnax(P)—1

Imsx(P)—1
2 Ch(i) = Cp(0) + ; Ch(i) <

<THO) + Y <07D(0)+i%[(>:

—_— n

— b (PO (0) 1 g e ) Dol )

Tenemos que Cp(0) = C(P;) = K(n; + 1), y reemplazando el valor de K:

lméX(P)K(nI + 1) + T;IKUméx(P) — 1>lméx<P) _

2
w(P) — 1
 RtualP) (1 D=1
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= 16(16 + 8v2)(n? 4 2n)lynax (P) <n1lmaxi))+3 + 1>

]

Después de la anterior proposicion, con una restrictiva hipétesis sobre el tpo
de error, consideramos ahora que los errores pueden ser de cualquier tipo, de corte
o diferidos. En un anélisis de caso peor, supondremos se comete todo posible error
de corte, es decir que cada bucle de division realiza np iteraciones, como hemos
supuesto antes. Ahora ademads suponemos que cada error de corte se retorna como
error diferido que viene de la mayor profundidad posible. Asi no solo contabilizamos
el descarte de un corte y su desplazamiento, sino también el descarte del subarbol
que cuelga de ese corte. Suponemos también que este subarbol es tan grande como
sea posible. Aunque estas son unas suposiciones muy pesimistas no incrementan
el orden del coste, porque la profundidad 1., (P) del subérbol que cuelga de P no
depende de n.

Llamamos F'(P) al coste total de PRec en P considerando los dos tipos de
error. Cada error diferido estd causado por al menos una raiz, que esta cerca del
borde de una subregion. Notemos que cada raiz puede causar como mucho un error
diferido en cada bucle de division, porque en la gestion de este error se inserta un
nuevo segmento de corte que no esta cerca de esta raiz, por lo que no puede causar
un nuevo error diferido. Por tanto F(P) es menor o igual que np veces el coste
C(P) de PRec sin error diferido: F(P) < npC(P). Usando la proposicién [10]

Imsx(P) + 3

F(P) S npK/lméx(P) <np 4

+ 1> = Klg(lméX(P)vnP)

3
siendo K’ = 16(16 + 8v/2)(n* + 2n), y g(z,y) = y2x<x4+) + yz.
Como las regiones que pueblan el arbol de bisqueda cambian con el descarte
de subarboles producido por la gestion de errores diferidos, consideramos el coste

acumulado F(7, j) de todas las regiones que aparecen en el lugar (i, 7) del arbol de

km
busqueda. Es decir F(i,7) = ) F(PZU;)), siendo PZ(;), Pz(i), e E(l;m) las regiones
k=1
que han ocupado ese lugar del arbol. Esto significa que PZU;) es la region que ocupa
el lugar (7, j) después de descartar el subarbol que contenia 131-(571). Llamamos ng?

al nimero de raices que hay dentro de Pi(’];-), y como F’ (R(I;)) <K ’g(lméX(PZ{?)), ng?),
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km
entonces F(i,7) < K' > g(lméx(Pé.];)), n(ﬁ))
k=1
201
También definimos el coste por profundidad Fp(i) = Y F(i,j) y el coste total
=0

lmaac P)
Z Fp(i), como hicimos con los costes Cp, Cr, suponiendo solo errores

de corte. De modo parecido a como hicimos antes, mostraremos que el coste Fp(7)

decrece con 1.

Lema 24.
F(i+1,25)+ F(i+1,2j+1) < F(4,7)

Demostracion. Demostraremos que

km
k k k k
Klzg(lméx<Pi(+)1,2j) z(+)1 2; + K/ZQ max ( Pz(ﬁ 2]+1) nz(+)1,2j+1) <
k=1 k=1
- (k)y (k)
!
S K kz:lg(lméx PZJ )7n23>

mostrando que para cada k,
k k k k k k
9lmax(PL 7). 1h 2) + 9(lman( P )i 241) < 9lman( P i)

Notemos que la profundidad méxima alcanzada desde una regién, y desde su pa-

dre, verifican g (P ;) < lnax () =1 (¥ lnax (P41 5;) < lnax (PY)) = 1). Note-
(k)

sz k 1.
mos también que las raices estan particionadas, n;\; ; +n§ +)1,2j = nl( j). Para facili-

tar la notacién, llamamos xy = lmax(Pi(f)mj), Yo = ngi)mj, T = lméx(ﬂ(ﬂgﬂl), Yy =
nz(-kk)mjﬂ Y Ty = lméx(P(k)) Yo = nl( J) Por tanto ¢y < x5 — 1 (también z; < x5 — 1)
Y Yo+ 41 = 2 (luego y5 + 47 < y5 porque yo y y1 son no negativos, por lo que

yg + y% < yg + y% + 2yoy1 = (yo + yl)z). Se concluye que:

k k k k
g(lméx(Pz’(Jr)l,Qj)» nz('+)1,2j) + g(lméX(Pi(—i-)l,Zj—i-l)a nz(+)1,2j+1) =
zo(2o + 3) 1 (71 + 3)

= g(z0,90) + g(z1, 1) = A Yo + Toyo + 1 v+ xy; <
To — 1)(xe + 2 To — 1)(xe + 2
<= dd) @ o D@at2) gy, ) <

- 4 4
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- s 1)4(%2 +2) (yo+11)* + (w2 — D)ya <

k k
< g(x2,92) = g(lmax (P), 0.

La primera desigualdad viene de la relacion entre xg, 21 y 22 — 1, y la segunda

entre Yo, y1 y Yo.
]

De modo similar a como hicimos antes para el coste sin errores diferidos, ahora
extendemos el incremento de la cota de coste por nodo del lema [22| a incremento

de la cota del coste por nivel de profundidad, para ambos tipos de error. El coste
201

total de las regiones a profundidad ¢ es Fp(i) = > F(P;;), y el coste total de
§=0

lméx(PI)
divisién es Fr(P;) = Fp(i), siendo lnsx(Pr) la méxima profundidad de
i=0
recursion del teorema m a). Como consecuencia directa del lema , tenemos que

Fp(i) < Fp(i—1).

Teorema 8. El nimero de EP realizadas por RDP(Pyr, A), para un polinomio f
de grado n con ny raices dentro de Py, region de borde T : [a,b] — C, es menor o

tgual que

(16 + 8v2)(n? 4 2n)lax (Pr) <n,lmé"(PI)+3 - 1>

4

-1 d P 1 P
5iendo lya(Pr) < 6 —lg,3 mp(Pr) n g2 (asp(Fr)) _i_ﬂ.

(2—1g,32 %2 A 2 1g, 3

Demostracion. Para obtener la cota anterior, sumamos el niimero de EP requeridas
por la divisién recursiva en subregiones, dada por el lema[24] hasta una profundidad
maxima de . (Pr), por el teorema (7| a).

Para el coste de division en cada uno de los [,4, niveles de profundidad, tras

la aplicacion reiterada del lema [24] tenemos la siguiente cota del coste de un nivel.

Fp(i) < Fp(i—1) < Fp(i —2) < ---
-+ < Fp(1) < Fp(0)
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Sumando todos los niveles, el coste total de division Fr(P;) estd acotado por
lméx(PI)_l
Z Fp(i), porque lns(Pr) — 1 es la mayor profundidad en la que se hacen
=0
lméx(PI)_]-
divisiones. Tenemos que > Fp(i) < Lnax(Pr)Fp(0), vy Fp(0) = F(P;) =
=0

Kg(lmsx(Pr),ng). Reemplazan:do el valor de Ky g

Fr(Pp) < (16 + 8V2)(n? + 2n)lmax (Pr) <ml““""<PI)+3 + 1>

4

En funcién del grado n, como

6 —1lg,3 dmp(Pr) | lgy(asp(Fr))
2—1g,3)2 2 A 2 1g,3

e P) < | +2,
el coste total es de orden O(nyn?). Como n; < n, esto es O(n?), si buscamos todas

las raices. Para un grado dado, como funcién de la precisién requerida A, es de

1
orden O <log 1)

Con esto concluye el anélisis tedrico del método geométrico que hemos desarro-
llado, que llamaremos Contour, para hallar raices de polinomios. Permite restringir
la buisqueda a un area de interés en el plano complejo, al contrario que los métodos
iterativos mas comunes.

Contour combina un predicado de inclusién (para ver si una regién plana
contiene alguna raiz) basado en el indice, con un método recursivo de particién
en subregiones, como otros algoritmos conocidos [Ying and Katz, 1988, Renegar,
1987, Schonhage, 1982, [Pan, 1997, Neff and Reif, 1996b|. La contribucién de nuestro
método es utilizar un predicado de inclusién robusto, que nunca falla. Esto aporta
dos caracteristicas. La primera es que Contour siempre acaba con una aproxi-
macién a la solucion dentro de la precision especificada, lo que ha hecho posible
desarrollar una implementacién practica. La segunda es que permite una prue-
ba formal de correccién y el calculo del coste computacional, como se ha hecho.
Contour es el primer método geométrico con esas caracteristicas.

Sobre la complejidad computacional, la cota en el niimero de evaluaciones po-

1
linémicas requeridas por el algoritmo es de orden O <A> con respecto a la precision
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A. Aunque nuestro interés en este desarrollo es principalmente practico, esta com-
plejidad se puede comparar con otras cotas teéricas, siendo mejor que la de [Pan,
2001a] y similar a [Neff and Reif, 1996b]. La complejidad con respecto al grado, que
es O(n2n), no parece prometedora, siendo O(nlgn) la de [Neff and Reif, 1996b].
Sin embargo debe notarse que el factor n. es el nimero de raices contenidas en
la region de buisqueda, que puede ser mucho menor que el ntimero total de raices.
Notemos también que la cota del teorema [§ es extremadamente pesimista, y muy
probablemente puede mejorarse.

En la practica el coste de nuestro algoritmo puede ser mucho menor, porque se
puede relajar la hipotesis en la seccion 3.4 de que cada raiz requiere profundidad de
recursion maximal. Ademads, entre los métodos geométricos para hallar raices, es
usual implementar un procedimiento iterativo (de mayor orden de convergencia,
como el de Newton) para buscar una raiz cuando el didmetro de la regién estd
por debajo de cierto umbral que asegura su convergencia (por ejemplo el umbral
de [Traub and Wozniakowski, 1979]). Esta caracteristica no se ha comentado, pero
disminuye el coste sin comprometer la correccion.

Nos hemos centrado en producir una implementacion practica, que pueda ope-
rar en condiciones de trabajo, en contraste con otros métodos geométricos que
solo tienen implementaciones de laboratorio. Puede probarse en la direcciéon web
http://gim.unex.es/contour. Como trabajo futuro, se esta desarrollando una
implementacion paralela, que aprovecha el paralelismo de tareas implicito en los

métodos geométricos.


http://gim.unex.es/contour
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Capitulo 4
Implementaciéon y comparativa

En este capitulo desarrollamos una comparativa del método geométrico Con-
tour con otros métodos para hallar raices. Nuestro método esta implementado en
coma flotante, y evita los problemas de singularidad que afectan a otros métodos
geométricos con un mecanismo de gestion de errores, como se ha descrito en los
capitulos anteriores. Esta basado en un predicado de inclusion aplicable a regiones
de forma arbitraria, y en un procedimiento recursivo que da origen a una busque-
da recursiva. El predicado de inclusion utiliza el indice de curvas planas cerradas,
y usaremos el procedimiento eficiente para calcular el indice desarrollado en el
capitulo anterior. Ademads, se ha determinado una cota del coste computacional

del predicado.

4.1. Planteamiento

Dada la cantidad de métodos de extraccion de raices de polinomios, es nece-
saria una clasificacion previa para poder comparar su utilidad en una situaciéon
dada. Los textos de exposicion [Press et al., 1992], o los repositorios de software
como GNU Scientific Library |Galassi and Gough, 2009] suelen clasificar los méto-
dos numéricos para solucionar ecuaciones con criterios acerca de si un método es
valido s6lo para polinomios, o para funciones méas generales, si da soluciones en
la recta real o puede usarse para todo el plano complejo, etc. Estos criterios de
clasificacién son ttiles para buscar entre un repertorio de métodos el mas adaptado

a un problema concreto, pero no resultan ttiles para analizar los algoritmos, ni

169
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para ver los recursos que demanda alcanzar un rendimiento dado, ni facilita la mo-
dificacion para adaptarlos a situaciones concretas del problema planteado. Otros
textos de andlisis numérico |Ralston and Rabinowitz, 1978a] optan por un crite-
rio mas pedagdgico de sencillez de andlisis y generalidad de aplicaciones. Aunque
este enfoque abstracto tampoco permite una comparativa directa entre diversos
métodos.

Nuestra clasificacion en iterativos o geométricos, aunque grosera, ayuda a en-
cuadrar los métodos. Este esquema de clasificacion es el que se va a usar, con una
clase de métodos de aproximacion que construyen una sucesion que converge a
una solucion de la ecuacion, y otra clase de localizacién o bisqueda, que delimitan
regiones donde estan contenidas las raices, o algunas de ellas.

A la hora de hacer una comparativa, ademas de elegir ciertos métodos represen-
tativos de los diversos tipos de nuestra clasificacion, también es necesario integrar
en la bateria de pruebas las técnicas habituales para el manejo de la estructura
polinomio: el esquema de evaluacién Horner |[Ralston and Rabinowitz, 1978a], y
la aceptacion y refinamiento de raices, con deflacién. También es pertinente una
discusion sobre el condicionamiento (dependencia de las raices respecto de la in-
determinacién de los coeficientes). La bateria de pruebas desarrollada es similar a
la propuesta por [Traub and Wozniakowski, 1979|, ampliada con polinomios LPC
y otros propuestos por [Bini and Fiorentino, 2000].

Solo se han considerado métodos clésicos, en el sentido de que tienen una pri-
mera fase de localizaciéon y luego otra de aproximacién. No se han considerado
métodos de transformacién del dominio del problema (por ejemplo los que refor-
mulan el problema de hallar raices de un polinomio en el de hallar autovalores de
una matriz). De este tipo son los métodos de la potencia inversa o el de Bernouilli
(@D, diferencia de cocientes) [Bini et al., 2004a,Zeng, 2005,|Fortune, 2002]. Tam-
poco se han considerado polialgoritmos. Un polialgoritmo es una combinacién de
varios algoritmos disenada para cierta clase de problema [Knuth, 1981]. Las biblio-
tecas de funciones numéricas suelen implementar polialgoritmos cuya complicada
casuistica queda oculta al usuario (métodos “de caja negra”). El méas usado es el
de Jenkins-Traub |Jenkins and Traub, 1975]. No se han considerado este tipo de
métodos buscando la sencillez a la hora de hacer la comparacion.

El método para encontrar raices basadas en estimaciones del niimero de vueltas

de curvas planas descrito en los capitulos precedentes se ha implementado como
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una biblioteca C llamada Contour. Lo hemos disenado con el objetivo de encontrar
las raices complejas dentro de regiones especificas del plano, evitando los calculos
en otras areas. Este enfoque produce un ahorro computacional cuando se compara
con otros métodos. Probamos Contour contra tres métodos de célculo de raices:
dos iterativos (Newton, el método estandar para resolver ecuaciones no lineales,
y Durand-Kerner [Werner, 1982], que aproxima simultdneamente todas las raices)
y otro método geométrico (Lehmer-Schur |[Loewenthal, 1993]) . Las pruebas se
realizan sobre un subconjunto de la bateria clasica de polinomios sugeridas por
Jenkins-Traub [Jenkins and Traub, 1975|, y ademé&s sobre un conjunto de poli-
nomios obtenidos mediante modelado LPC de una senal de voz [Rabiner, 1999).
Cada prueba se ejecuta en dos plataformas diferentes: un PC de escritorio con un
procesador Pentium M de 1,7 GHz, y una plataforma de Procesamiento de Senal
Digital (DSP C6711 Starter Kit - DSK, de Texas Instruments Inc.).

La proxima seccién revisa él método Contour haciendo hincapié en sus diferen-
cias con los métodos iterativos. La siguiente seccién cubre el diseno del experimento
numérico, con una descripcion de los conjuntos de polinomios de prueba y varias
areas de busqueda. Incluye una traza visual del comportamiento de los métodos
considerados como ejemplo. Después la seccién de resultados numéricos revisa las

medidas tomadas, con su discusion, seguida por una secciéon de conclusiones.

4.2. Descripciéon de métodos

Los algoritmos iterativos hallan las raices sucesivamente, pero en orden alea-
torio. La posicién de la raiz hallada es impredecible. Nuestro método Contour no
es iterativo sino geométrico, es decir, basado en acotar la zona de busqueda, y las
raices que se encuentran estan dentro de este area. Contour puede ser visto como
un procedimiento de separacion de raices. Estos procedimientos se utilizan con fre-
cuencia para controlar la convergencia de los métodos iterativos. Por ejemplo, en
el problema particular de encontrar las raices reales de un polinomio, éstas se sepa-
ran previamente en segmentos por sucesiones de Sturm [Ralston and Rabinowitz,
1978a]. En cada segmento, la cuestién de la imprevisibilidad de la convergencia es
mas manejable que en toda la recta real. De ahi el énfasis tradicionalmente puesto
en los criterios de convergencia para el andlisis de los métodos iterativos. Como

otro ejemplo de procedimiento de separacion de raices en el caso de raices comple-
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jas, los métodos tedricos recientes tratan la naturaleza impredecible de la iteracion
mediante una corona de exclusién [Renegar, 1987, Pan, 1997, Pan, 2001b|Bini et al.,
2004b], pero no son de uso practico. Un paquete pensado para el uso préctico que se
basa en una fase geométrica de separacion de raices junto de una etapa de aproxi-
macion iterativa es MPSolve [Bini and Fiorentino, 2000]. De forma similar, nuestro
método puede ser visto como el uso intensivo de un procedimiento de separacion
de raiz, sin el requisito de multiprecisién aritmética de MPSolve.

El método Contour se inicia en una curva [' que delimita el area de interés.
Estimamos el niumero de vueltas de la curva f(I'). Si este valor no es nulo, la
region plana interior a I' contiene alguna raiz. En tal caso, regiéon se divide en
partes. El borde de cada parte es una nueva curva, y el numero de vueltas de su
imagen por f nos informa si contiene alguna raiz. Prosiguiendo con esta divisién
recursiva podemos llegar a una precisién arbitraria. Como refinamiento con res-
pecto al andlisis tedrico del capitulo anterior, si una de las subregiones obtenidas
verifica un criterio de convergencia local para el método de Newton, este se aplica
para obtener directamente la raiz contenida. Esta fase iterativa es comun en las
implementaciones de métodos geométricos.

A pesar de que el calculo del indice requiere tipos de datos geométricos y un
tratamiento cuidadoso de los casos singulares, no presenta problemas de conver-
gencia o de estabilidad. Asi, las raices se pueden calcular usando una baja precision
aritmética. Ademas, la bisqueda de raices puede ser restringida a un area prede-
finida, y el coste computacional es proporcional al nimero de raices en esa zona.
Estos dos hechos hacen que el método Contour sea preferible en ciertas situaciones:
polinomios con raices multiples, o con un area de interés restringida. Cabe senalar
que la naturaleza geométrica del método hace que sea naturalmente paralelizable,
sin comunicacién entre las tareas a cargo de la buisqueda de raices en zonas disjun-
tas. Por lo tanto, la ganancia en tiempo de ejecucion debe ser lineal con respecto al
nimero de procesadores. Este campo de investigacién no se aborda en la presente

memoria.

4.3. Diseno del experimento

Se compara Contour con una implementacion del método de Newton, que uti-

liza las recetas comunes de deflaccion estable, la variacion de la semilla inicial y
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el pulido de las raices [Fortune, 2002]. También probamos otro método iterativo,
Durand-Kerner [Werner, 1982] para la determinacién simultanea de las raices, asi
como otro un método geométrico, Lehmer-Schur [Loewenthal, 1993|, para enrique-
cer la comparacion con Contour. El método de Newton exige precision doble para
evitar inestabilidades numéricas |Jenkins and Traub, 1975]. En la aritmética de
punto flotante IEEE 754, esto significa una mantisa de 53 bits y un exponente
de 11 bits, dando una precision de 16 digitos decimales. En contraste, Contour,
Durand-Kerner y Lehmer-Schur sélo requieren precisién simple (24 bits de manti-
sa, exponente 8, con precisién de alrededor de 7 digitos decimales) en el rango de

grados polinémicos examinados (de 3 a 128).

4.3.1. Polinomios aleatorios y de procesamiento de senal

Al montar la bateria de polinomios de prueba, se han tenido varios objetivos
en mente: en primer lugar, representar el campo de polinomios mas amplio posi-
ble; en segundo lugar, manifestar el comportamiento de los métodos en los casos
problematicos; y, por iltimo, estudiar los casos que surgen con frecuencia en la
practica.

Para el primer objetivo, el enfoque simple de tomar coeficientes aleatorios es
insuficiente para cubrir el conjunto de polinomios como objeto matematico, de una
manera representativa. Se sabe que las raices de estos polinomios, con coeficien-
tes elegidos como variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas,
tienden a concentrarse siguiendo el perimetro del circulo unidad, uniformemente
espaciados. Ademas estos polinomios estan bien condicionados con respecto a la
bisqueda de raices, y por tanto son faciles de resolver [Jenkins and Traub, 1975].
Es preferible, para tener una muestra amplia del conjunto de polinomios, elegir
aquellos que tengan las raices, no los coeficientes, distribuidas aleatoriamente de
modo independiente con idéntica distribucion.

Para el segundo objetivo de la bateria de prueba, nos centramos en polinomios
con agrupaciones de raices (clusters, grupos de raices cercanas entre si), que pre-
sentan problemas de convergencia a los buscadores de raices de uso frecuente. Los
polinomios que surgen en aplicaciones préacticas pueden mostrar este comporta-
miento mal condicionado (con raices multiples o cercanas entre si). Para el tercer

objetivo, queremos aplicar nuestro método para el andlisis LPC en procesado de
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senal. Por lo tanto una coleccién de estos polinomios debe incluirse en la bateria.

Resumiendo, nuestra bateria de polinomios de prueba se compone de los si-
guientes cuatro tipos, todos de coeficientes reales. Para cada tipo, se muestra un
polinomio de grado 32 como ejemplo. Se representan los 33 coeficientes (empezan-
do por el término independiente) y las raices. El circulo unidad se indica en la
grafica de las raices.

Los polinomios de tipo 1 tienen coeficientes aleatorios entre -1 y 1. A pesar de
los comentarios anteriores sobre la distribucién de sus raices alrededor de la circun-
ferencia del circulo unidad, este tipo de polinomio es recurrente en experimentos
numéricos, y puede ser tutil para la comparacién con otros estudios. La figura

muestra un ejemplo.
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Figura 4.1: Ejemplo de un polinomio de tipo 1 y sus raices.

Los polinomios de tipo 2 estan construidos de tal manera que sus raices son
aleatorias, uniformemente dispersas dentro del circulo unidad, en pares complejos
conjugados para tener coeficientes reales. Asi se cumple el primer objetivo de
prueba (véase la figural4.2)). Como es conocido |[Kyurkchiev, 1998], el valor absoluto
de los coeficientes de un polinomio de raices al azar sigue una curva de campana.
Por esta razon, los coeficientes de grado por encima de 22 son cercanos a cero.

Para el segundo objetivo (probar las capacidades de convergencia), construimos
polinomios con raices en clusters. Cada polinomio tipo 3 tiene el 75 % de sus raices
uniformemente dispersas en el circulo unidad, y el resto uniformemente disperso
en un circulo de radio 0’01 centrado en el punto —0’5 + 0¢. La figura muestra
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Figura 4.2: Ejemplo de un polinomio de tipo 2 y sus raices.
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Figura 4.3: Ejemplo de un polinomio de tipo 3 y sus raices.

Por 1ltimo, los polinomios del tipo 4 de nuestra bateria de pruebas se obtienen
a partir del andlisis LPC de una senal de voz. Las raices LPC estdn situadas dentro
del circulo unidad por cuestiones de estabilidad [Markel, 1976]. Las raices cerca de
la circunferencia estan en conexién con las componentes espectrales de la senal.
Por ejemplo, el polinomio de tipo 4 mostrado en la figura [£.4] corresponde a una
ventana de 512 muestras de un tramo vocélico, y resulta tener cinco pares de
raices de modulo mayor que 0’98, cuyos argumentos corresponden a los picos en el
espectro de frecuencia de la senal de voz [Rabiner, 1999.



176

0.5

o

CAPITULO 4. IMPLEMENTACION Y COMPARATIVA

|

A

1|V

M\/vw*\/ \

A

i

Ay

0.8

0.6

0.4}

-0.4r

-0.6-

)
02t |
|

02f |

ey

-0.5+

0 5 10 15 20 25 30 35 -1 -0.5 0 0.5 1

Figura 4.4: Ejemplo de un polinomio de tipo 4 y sus raices.

En los cuatro tipos de polinomios, las raices vienen en pares conjugados com-
plejos, ya que tienen coeficientes reales. Ampliar de la bateria de pruebas con po-
linomios de coeficientes complejos es directo, pero muestran un comportamiento
similar a los reales en la densidad de las raices, y previsiblemente en el rendimiento

de los algoritmos, por lo que no se ha acometido.

4.3.2. Areas para los métodos geométricos

Para probar los métodos geométricos, Contour y Lehmer-Schur, elegimos tres
areas del plano complejo para buscar raices. Un area incluye todas las raices, lo
que es util para comparar con los tiempos de los métodos iterativos, que hallan
todas las raices. Por otra parte, para las aplicaciones en LPC tenemos que en-
contrar las raices situadas cerca del perimetro del circulo unidad, por lo tanto
es pertinente considerar un area que cubra este margen. Para ello, probamos los
métodos geométricos sobre estas tres regiones del plano complejo: el cuadrado de
vértices 141, 1 —i, —1+14, —1 —; la corona semicircular 0’95 < r < 1, y la corona
semicircular 0’99 < r < 1, llamadas respectivamente zona A, zona B y zona C.

La zona A es un cuadrado centrado en el origen que encierra el circulo unidad,
incluyendo todas las raices de los polinomios de tipo 2, 3 y 4, y la mayor parte de las
de los de tipo 1. El propdsito de este area es comprobar el coste de encontrar todas
las raices por los dos métodos geométricos. Para esta tarea se podria restringir la

busqueda al semiplano superior, porque las raices aparecen en pares conjugados.
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Sin embargo, el tiempo necesario para encontrar las raices en el area mas pequena
es simplemente la mitad que en la zona A, por lo que es igualmente valida para
comparacion.

La zona B es una corona de anchura 0’05, y la zona C una andloga de anchura
0’01. Para encontrar sélo las raices situadas cerca del perimetro del circulo uni-
dad, la busqueda esta limitada a la mitad superior de la corona circular centrada
en el origen, delimitada exteriormente por este perimetro. Estas zonas contienen
las raices de interés en las aplicaciones de procesamiento de senal. Para aplicar
el método Contour, usamos ocho trapecios para cubrir las dreas, encontramos las
raices contenidas en cada uno de ellos, sumando los tiempos tomados. En un en-
torno paralelo estos trapecios pueden ser asignados a procesadores independientes.
Del mismo modo, para el método geométrico Lehmer-Schur cubrimos el area de
interés utilizando circulos, ya que este método sélo se puede aplicar a regiones de

esta forma. La figura [£.5 muestra las dreas de prueba.

4.3.3. Meétodos a ensayar

Antes de exponer el experimento numérico, se muestra un bosquejo de los
célculos requeridos por estos métodos (Newton, Contour, Lehmer-Schur y Durand-
Kerner). Asi se dard un marco de referencia para la interpretacién de los resultados.

El método de Newton da 284 pasos para encontrar las raices del polinomio de
ejemplo del tipo 3 (LPC) de grado 32 mostrado en la figura (1.5, con una precision
de 4 cifras decimales (107°). Un paso consiste en la evaluacién del polinomio y de
su derivada en un punto complejo. La evaluaciéon de un polinomio de grado n se
puede hacer con aproximadamente n/2 multiplicaciones complejas [Knuth, 1981].
Si denotamos zj, la estimacién k-ésima de una raiz del polinomio f(z), un paso

consiste en calcular la siguiente estimacion:

f(fﬁk)

L+1 = Tk — f’(:ick)

Los 284 pasos xj, para el polinomio de ejemplo (equivalente a aproximadamente

4500 multiplicaciones) se muestran en la ﬁgura en forma de puntos, y las raices
€Omo Cruces.
Si la convergencia se produce, los pasos sucesivos dan estimaciones mejoradas,

y por tanto se colocan a lo largo de un camino que conduce a cierta raiz. En nuestra
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Contour Area A Lehmer-Schur Area A

Figura 4.5: Las tres areas de prueba. El circulo unitario se perfila como
referencia.

implementacion, el punto inicial es el complejo —1 4 017, donde la mayoria de los

caminos empiezan. Pero si esta aproximacion inicial no converge a una raiz en cierto
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Figura 4.6: Pasos requeridos por el método de Newton.

numero de pasos, se utiliza otro punto inicial. En el ejemplo, esto se representa
por los caminos que comienzan en 3’2 — i o —1’9 + 4. Cuando se encuentra una

raiz, ella y su compleja conjugada son deflactadas del polinomio.

En contraste, el método Contour utiliza evaluaciones polinémicas en los pun-
tos correspondientes a bordes de regiones. A continuacion, calcula su indice, y por
tanto el nimero de raices que el borde encierra. Como ejemplo, se parte de la
frontera de la zona A y representamos las evaluaciones requeridas por este con-
torno y sus subdivisiones quadtree. El mismo polinomio LPC anterior requiere 2790

evaluaciones (44000 multiplicaciones), que se muestran como puntos en la figura

4.7

Como se ha comentado antes, el centro de algunos subcontornos verifica un
criterio de convergencia de un método iterativo, por ejemplo 0’9 4 0’6:. Las apro-
ximaciones sucesivas de la fase iterativa del método Contour se acercan a la raiz
contenida en ese subcontorno. Algunos otros subcontornos (por ejemplo, los que
contienen la raiz real 0’93) tienen centros en los que la fase iterativa no converge,
y por tanto hay que recurrir a la divisién recursiva hasta alcanzar la precisién

especificada.
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Figura 4.7: Evaluaciones polinémicas requeridas por el método Contouren
la zona A.

Por otro lado, el método Contour aplicado a la zona B requiere sélo 150 eva-
luaciones polinémicas, los puntos de la figura (2400 multiplicaciones). Bajo el
supuesto de que un paso de Newton es aproximadamente equivalente a una eva-
luacion polinémica, la demanda computacional del método Contour en la zona
A es diez veces mayor que la del método de Newton. Sin embargo en la zona B
el método Contour requiere aproximadamente la mitad de los calculos que el de
Newton. La mejora sobre el método de Newton viene de la reduccién de superficie

donde el método Contour busca las raices.
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Figura 4.8: Evaluaciones polinémicas requeridas por el método Contouren
la zona B.

El nimero de multiplicaciones requeridas por este polinomio de ejemplo usando
los otros dos métodos es mayor, como veremos a continuacion.

El método iterativo de Durand-Kerner reestima todas las raices simultédnea-
mente en cada iteracién. Si n es el grado del polinomio f(z) y si (2%, 2%,... 2%)
son n numeros complejos, considerados como estimaciones de las raices en la ite-
raciéon k-ésima del método, los nuevos valores en la iteraciéon (k + 1)-ésima son:

k
x}.ﬁ_l:xk— f<xz) i:17...,n

' ‘ ?:1,j¢i(x§ - x?)

o e . 0 0 0
Los valores iniciales (27, x5, ..., 2,

) se eligen en un circulo que rodea todas las
raices. Cada iteracién requiere n evaluaciones polinémicas y n? multiplicaciones.

Se llega a las raices del polinomio ejemplo LPC en 30 iteraciones (equivalente a
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46000 multiplicaciones). Estos valores se muestran en la figura , con una linea
k

que une los valores sucesivos ¥, 25! de cada estimacion.
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Figura 4.9: Iteraciones requeridas por el método Durand-Kerner.

Finalmente, el método Lehmer-Schur se basa en el criterio de Schur-Cohn [Pan,
1997|, que decide si hay alguna raiz de un polinomio de grado n dentro de un
circulo, con un coste de n evaluaciones (n? multiplicaciones). El método aplica este
criterio de forma recursiva: si un circulo contiene alguna raiz, se cubre con 9 circulos
de menor didmetro, y cada uno de ellos se somete al criterio. Si hay resultado
positivo, el circulo pequeno se divide de manera similar, y asi sucesivamente hasta
alcanzar la precision requerida. En el polinomio LPC de ejemplo, para encontrar
todas las raices se requiere la aplicacion del criterio de Schur-Cohn a 6364 circulos
(equivalente aproximadamente a un millén de multiplicaciones), lo que se muestra
en la figura [4.10;

El circulo inicial es el circulo unidad, y se cubre con un circulo de centro el
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Figura 4.10: Aplicaciones del criterio requeridas por Lehmer-Schur en la
zona A.

origen, de radio de 0’5, y ocho mas en torno a éste a izquierda, derecha, arriba,
abajo y posiciones intermedias. Es decir, sus centros son aproximadamente 0’75,
06 + 0’64, 0’757, —0’6 4+ 0’6z, —0’75, —0’6 — 0’67, —0’75¢, 0’6 — 0’6z. Si algunos de
estos circulos contiene alguna raiz, se lleva a cabo un recubrimiento por circulos
similares, como se ha descrito. En la figura, hay mas circulos alrededor de las
raices, que estan marcadas con una cruz blanca. El recubrimiento con circulos

implica una cierta superposicion, y por tanto una raiz se puede encontrar varias



184 CAPITULO 4. IMPLEMENTACION Y COMPARATIVA

veces, si esta en la interseccion de dos circulos. Esta situaciéon es méas infrecuente
en la busqueda de raices de la zona B, que requiere 851 aplicaciones del criterio

Schur-Cohn (aproximadamente 10° multiplicaciones), mostradas en la figura m
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Figura 4.11: Aplicaciones del criterio requeridas por Lehmer-Schur en la
zona B.

4.4. Resultados numeéricos

El objetivo de nuestro experimento numérico es medir el ahorro computacional
producido usando el método Contour para encontrar raices en areas reducidas.
Para cada uno de los cuatro tipos de polinomios de prueba, y cada grado de 3 a
128, se generan diez polinomios, y promediamos el tiempo necesario para encontrar
sus raices con una aproximacién de 107%. Esto significa la bisqueda de raices
de 4 x 125 x 10 = 5000 polinomios por ocho procedimientos: los dos iterativos
(Newton y Durand-Kerner), y los dos métodos geométricos (Contour y Lehmer-
Schur) dentro de cada una de las zonas A, B y C. Las pruebas se han realizado
en un PC de sobremesa (Pentium M 1.7 GHz), en un proceso planificado con la
prioridad méas alta para evitar interrupciones del sistema. Las mismas pruebas se

han realizado en un procesador digital de senal, la plataforma DSK (DSP C6711)
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de Texas Instruments. Las figuras N muestra los tiempos medidos en el

entorno PC.
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Como puede verse, el método Contouren la zona A, para los cuatro tipos, tarda

aproximadamente diez veces mas en encontrar todas las raices que el método de

Newton (en polinomios de tipo 1, en encontrar las raices en el interior de la zona

A). Ciertamente, dentro de cada tipo y método, los polinomios de mayor grado

son mas costosos de resolver. Una caracteristica que merece destacar en la imagen

es que el método de Newton tiene un mejor rendimiento en los polinomios de tipo

1 y 4 (coeficientes aleatorios y LPC). Estos tienen sus raices dispersas de manera

aproximadamente uniforme en todo el perimetro del circulo unidad, facilitando
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la convergencia del método iterativo. Los polinomios de tipos 2 y 3 tienen raices

proximas entre si lo que obstruye la convergencia del método de Newton.

En cuanto a la variabilidad de las medidas, el promedio de tiempos en los diez

polinomios de cada grado para el método de Newton nos da graficas suaves en los

tipos 1, 2 y 4. El aspecto de dientes de sierra en el tipo 2 para grados entre 80

y 128 es debido al hecho de que, por construccion, con probabilidad casi uno, los

polinomios con raices aleatorias de grado par no tienen ninguna raiz real. Los de

grado impar tienen con seguridad al menos una raiz real. La convergencia a raices

reales es mas lenta que a complejas en el método de Newton |[Press et al., 1992].

Como esta caracteristica es compartida por los diez polinomios de los experimentos
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de grado impar, el sesgo no desaparece después de la media. Ademas, los polinomios

de tipo 3 (con un cluster) para el método de Newton, y los de todo tipo para el

método Contour, dan medidas con gran variabilidad por encima del grado 80.

Esto significa que el promedio de diez polinomios no es suficiente para disipar

la influencia de casos especialmente dificiles. Se ha optado por no aumentar el

numero de casos que se promedia porque la tendencia central es claramente visible,

y también porque asi se representa la dispersion de la medida sin necesidad de

calcular estadisticos superiores. En el entorno DSK las cifras son comparables

(figuras y [4.15).

Aunque las gréficas anteriores descalifican a Contour frente a Newton como
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método para encontrar todas las raices, en areas mas pequenas esta calificacién se
invierte, como muestran las figuras y 417

El método Contour es més rapido que Newton para encontrar raices en areas
restringidas. En una aproximacién de grano grueso, se puede suponer que los calcu-
los requeridos por Contour son proporcionales al area cubierta. Los tiempos més
bajos mostrados en las figuras y para la zona C reflejan el hecho de
que es mas pequena que la zona B. Como la zona A tiene un tamano de cuatro

12 — 0'952
unidades, y la zona B de T—————— & 0’15 unidades, la mejora en tiempo es
de aproximadamente un orden de magnitud. Esta estimacién grosera se basa en

el area, que sélo para polinomios de tipo 2 y 3 es proporcional a la cantidad de
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raices. Para polinomios de tipo 1, las raices tienden a rellenar el espacio anular, y

por tanto el coste computacional medido es mayor que esta estimacién. Notemos

que para el tipo 4 (LPC) la gréfica aumenta su pendiente a partir de los grados

75-80, aproximadamente. Esto es debido a que a partir de estos grados hay un

mayor numero de raices en la zona C de las que le corresponderian teniendo en

cuenta solo su area.

Las medidas tomadas en el entorno DSK son consistentes con lo anterior, y se

muestran en las figuras y [A19

Los otros dos métodos bajo estudio muestran tiempos mas largos, y mostramos

las gréaficas con los segundos como unidades de las ordenadas. Durand-Kerner no
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polinémicos, en PC.

converge para los polinomios de prueba con grado por encima de 110 de tipo

2 y 3, tal vez porque aparecen ciclos pseudoestables [Kyurkchiev, 1998|. En los

polinomios de tipo 1 y 4 este método converge, pero es relativamente mas lento
que en los otros métodos (figura [4.20)).

En el entorno DSK, el método Durand-Kerner muestra problemas de conver-
gencia en grados por encima de 90 (60 en polinomios de tipo 3, figura [4.21)). Esto

es coherente con las cifras en PC.

Las cifras de Lehmer-Schur en la zona A crecen mucho, alcanzando varios

minutos, y no se muestran. Este crecimiento, mayor que cuadratico, se debe a la

superposiciéon de los circulos en los que se divide la zona de bisqueda, multiplicando
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(tipos 1 y 2) en PC.

el nimero de veces que se encuentra cada raiz, como se comentd anteriormente.

Esta situacion es menos frecuente en las zonas B y C, como muestra la figura [4.22]

Notemos que, para los polinomios de tipo 2 y 3, la probabilidad de que la

zona C contenga alguna raiz es baja. Asi que el tiempo empleado es debido a la

aplicaciéon del método solo a los primeros circulos que definen esta zona (figura

. Sélo a partir de grado 120 aproximadamente los polinomios tienen alguna

raiz en la zona C. Esto no ocurre en los tipos 1 y 4, como sugieren la figuras [4.22

y .23

En cualquier caso, el método de Lehmer-Schur muestra un pobre rendimiento,

debido a la superposicion de los circulos de particion. La deflaccion de las raices
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encontradas, como en el método de Newton, puede resolver el problema de en-

contrar repetidamente la misma raiz, pero esto requiere célculos de alta precision.

Hacer la comparativa con estas mejoras se sale del objetivo de este trabajo.

Al igual que en el caso de PC, las cifras de Lehmer-Schur en DSK en los tipos

2 v 3, zona C muestran una linea de base, con el coste de aplicaciéon del método

de los circulos iniciales, y sobre esta linea alguna raiz ocasional anade un pico en
grados por encima de 100 aproximadamente (figuras y 4.25). En los tipos 1y
4 este fenémeno no ocurre debido a su distribucién de raices.
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4.4.1. Conclusiones y trabajo futuro

Llegamos a la conclusién de que el uso del método Contour es ventajoso sobre
el de Newton si el drea de interés contiene una fraccién de todas las raices (apro-
ximadamente un décimo del total). Esta conclusion se aplica a los cuatro tipos de
polinomios probados. El area debe estar definida previamente, y los polinomios
derivados de LPC y otras técnicas de modelado de senal tienen asociada un area
de este tipo, que contiene las raices deseadas. La presencia de clusters de raices no
afecta a la eficacia del método Contour, en contraste con el método de Newton.

Para la tarea de encontrar todas las raices, el método de Durand-Kerner es
preferible sobre el de Newton en polinomios con clusters, por lo menos hasta el
grado 100, donde la convergencia del primer método comienza a fallar. Para los
otros tipos de polinomio Newton es la mejor opcién.

Para encontrar raices en zonas seleccionadas, Contour es preferible sobre el
otro método geométrico considerado, ya que utiliza una descomposicion de la zona
de interés en subareas disjuntas, evitando por lo tanto encontrar repetidamente la
misma raiz.

El método Contour es intrinsecamente paralelo, porque las subdivisiones de la
zona de interés se pueden asignar a diferentes procesadores, aunque este aspecto
no se ha puesto a prueba en este trabajo.

Para ampliar este trabajo comparativo, se deberia probar Contour contra otros
métodos especificos para raices de moédulo maximo. Estos métodos se aplican fre-
cuentemente en proceso de senal (como el método de Bernouilli, o el de cociente-
diferencia QD [Pan, 1997]). Ademads, la bateria de pruebas se puede ampliar con
los conjuntos estdndar de polinomios de [Jenkins and Traub, 1975] y [Zeng, 2005,
y con polinomios utilizados en la modelizacién de sistemas complejos (como el
disenio Schelkunoff en teoria de antenas [Orchard et al., 1985] o el problema ci-
nemadtico inverso en robdtica [Craig, 2005], [Sommese and Wampler, 2005]). Por
otra parte, aumentar el grado del polinomio por encima de 128 requiere aritmética
de precision multiple, lo que se sale de lo usual en métodos numéricos de propédsito

general.
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