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EXTRACTC DEIL. TRABAJO




Se inicia este trabéjo estableciendo las defini-
ciones vy propiedades mds inmediatas de medida exterior y
medida exterior métrica. También se dan los métodos mds
comunes de generacidn de medidas exteriores y medidas ex-
teriores métricas.

Basados en el lema de Carathdodory se llega al
importante resultado de que para toda medida exterior métri
ca, los conjuntos Borel del espacio son medibles. Se dan
condiciohes para que las medidas exteriores y medidas ex-
teriores métricas sean regulares; condiciones referidas a
los conjuntos de los recubrimientos secuenciales que las
genexan.

.Se definen a continuacidn medidas de Hausdorff,
demostrdndose que toda medida de Hausdorff es una medida
exterior métrica regular,

Se definen despuds las medidas ¢? v cph .
demostrdndose que las primeras son medidas exteriores y
las segundas medidas exteriores métricas (en general, ni
unas ni otras serdn regulares).

A continuacidn, se dan algunos teoremas de des-
composicidn al objeto de determinar subconjuntos en los
cuales coinciden las medidas ¢}1 v AD v las medidas
(b? Y /\g . Para demostrar esto dltimo es necesario
hacer uso del teorema fundamental de las §-medidas.

Finalmente se dan condiciones para que las me-
didas ¢gl v A? coincidan para todo conjunto E y se
demuestra el teorema de las sucesiones crecientes para las

(bghﬂ@didas, con lo cual termina el trabajo.



INTRODUCCION



Si /U es una medida sobre una @§-dlgebra J@ de
un conjunto y {An} es una sucesidn creciente de conjuntos

de J¥ cuya unidn es A (brevemente
A eR ata )

se verifica la relacidn

1im /A(An) = pA)

Se mantiene esta propiedad para toda medida exte-
rior regular /,L*(proposicién 1). En particular para toda me-
dida de Hausdorff /\'h sobre la 6 -dlgebra P(X) , donde
X es el conjunto subyacente de un .espacio métrico M = (X 4d).

Sin embargo al trabajar con medidas de Hausdorff,
es a menudo necesario trabajar con sus aproximaciones A};
con 5 >0 , que, en general, son medidas exteriores no re-

gulares v para las cuales la implicacidn
A Ta = Ala) — Alw) (1)
n SV n &

requiere una demostracidn que no es tan inmediata como la de
la proposicidn 1.

Con el fin de establecer la generalizacidn (1) para
las aproximaciones /\é-1 de una medida de Hausdorff AD ’
introduciremos las medidas ¢5h v &P (definicidn 7) so-

bre la 0 -dlgebra P(X), para las cuales la implicacidn
h h
a ta = P50 — P5w@)

es cierta (teorema 5).



Veremos que en cilertas condiciones, no muy restric

tivas, se verifica
Afd@) = o @) ¥V §vo

(teorema 4), con lo cual el problema queda resuelto.
Comenzaremos el trabajo estableciendo las conoci-
das definiciones de medida exterior métrica y medida de

Hausdorff, asi como sus propiedades mds inmediatas,
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A lo largo de todo el trabajo el simbolo /1* deno
tard una medida exteriory A la 6 -dlgebra sobre la

que estd definida,

Definicidn 1

sea R una 6 -4dlgebra de un conjunto X . La aplicacidn
/u'k:ﬁ —> R se dice que es una medida exterior sobre R
si se verifican las condiciones siguientes:

(ME1) (monotonia)

V a,Bell ,acs = u*a) < p*(e)

(ME2) (subaditividad completa)

(2, } ¢ f =2 pf(un)) € Tie

(ME3) '

M (g) =0

Definicidn 2

Un conjunto A €A es /ﬂf-medible si para todo Y e f se

tiene
MR = pinn) + ui(x-n)
Enunciaremos sin demostracidn el siguiente teorema

. Teorema 1
E1l subconjunto de A formado por los conjuntos /U*-medibles

*

es una 6 -dlgebra y la restriccidn de ’/i a esta

0 -dlgebra es una medida.,

Definicidn 3

Una medida exterior /u* sobre uﬁ' se llama regular, si
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para todo A€ S  existe un conjunto B u¥-medible tal

que
AcB y MF @) = u™(B)

Llamaremos a B recubrimiento medible de &

Proposicidn 1

Si /J»* es una medida exterior regular sobre una & -d1-~
gebra S de X , vy {En }‘cﬁ En Te s se verifica
+ * = *
lim /Ll (En) /u (E)
Demostracidn:

Supongamos gue /A*(En) # +°° para todo neN , pues de lo
contrarioc es trivial la proposicidn. Para cada En existe,

entonces, por hipdtesis, un conjunto medible B, tal que

Enc Bn Y /u* (En) = /a*(Bn)

Veamos que estos conjuntos pueden elegirse crecientes. Dado

E1 tomemos Al = Bl . Dado E2 fomemos A2 = 132

Desde luego A, es medible pues lo son B, ¥ By, ¥

U(Bl - B2).

"a fortiori® E2c A2 . Finalmente se tiene

Ye,) = u*(B,) = pf(B,) + M (B, - B,)
2 MBy) = pT(B, M By~ By
puesto que

ME(By - By) = pF(B) - uT(B By & B -~ (B =

Por tanto, puesto que B2 ' Bl - 82 son disjuntos, resulta
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y ademds AC A, .

Para n>2 se define el conjunto medible

By = Bh v (Bn—l - Bn)

3 3 f -— *
que verifica Enc. An R An—lc An v P (En) = /M (An) .

Como { An7] es creciente se verifica

Lim  pA) = u* (Lima) = V)
v por tanto

um MAE)) = lim u¥a) = MY (UA)

. . * _ ¥ ’

Si probamos, finalmente, /A (UAn) = //J (E) , quedara
por tanto probado nuestro resultado. Trivialmente se tiene
/u*(E) £ /M’f( v A ) , puesto que E ¢ UAn . Reciproca~-

mente, puesto gue para cada natural n se tiene

n
MY ) = fa) = AR < pKE)
o

resulta, pasando al limite

MUA) s urE)

Definicidn 4

Ssea AR uwna 6 -dlgebra de X y ¥  una subfamilia no
vacia de A& tal que € . Diremos que ¥ es una
familia de recubrimiento secuencial de & , si para todo
A€R , existe una sucesidn {Cn} de elementos de &

tal que A C Ucn .

Proposicidn 2

sea S una 6 ~d1lgebra de X vy E una familia de
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recubrimiento secuencial de A, sea T: ¥ — B una
aplicacion de % en la recta real cémpletada tal que
para todo C€¥ , T(C)» 0 y 72(®) =0 . Entonces

la aplicacidn definida para todo A € A por

/,("‘(A)=inf {Z?(Cn)/{cn}cr;, A C Ucn}

es una medida exterior sobre & .

Demostracidn:

Los axiomas (MEl) y (ME3) de la definicidn 1 son inmediatos,.
Verifiguemos el axioma de la subaditividad completa. Sean

{An}(‘.‘ﬂ y A= U'An . Para cada neN vy § >0 , existe

una sucesidn {an} x € 5 tal que

Ay c Uy T ey € e+ E20

Se tiene entonces

nk

y ademds

MRUA) & T ‘L; Ty € Z (pra) + E/27) =
n n

= T M@a) +
deduciéndose
M(Ua) § T M)

Proposicidn 3

sea A una 6 -dlgebra de un conjunto X vy sea /M* .

la medida exterior sobre S inducida por el par (% )
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(proposicidn 2). Entonces para cada conjunto A& e A existe

£
coo € g tal que

& € Cho ¥ /M*(Coo) - /M*(A)

Demostracidn:
Sea A un conjunto cualquiera de A . Para cada neN

existe una sucesidn {an}k tal que
< *
acUc v E'Z(an).../u(A)+l/n

Sea entonces Cno = lﬁ an € ;?G . Se tiene

MF(C ) € E e ) < L Ty € AR + 1/ (1)

El conjunto C__ = (1 C
o n no

o 62253 es el conjunto buscado, pues

to que A C Coo v en virtud de (1) resulta

Mo ) = prm)

Corolario
\ . . * \ 2
S1i la medida exterior /Af es inducida por el par (F? )
vy todos los conjuntos de ‘€ son J}I*—medibles, entonces
/u* es regular.
Demostracidn:
Basta observar que el recubrimiento Coo del teorema anterior
para cada conjunto relRk , €5 medible en virtud del teo-

rema 1.

Definicidn 5

Sea M = (Xxd) un espacio métrico vy S una 6 -dlgebra
de conjuntos de X . Diremos que la aplicacidn ‘;ﬁ:cﬁ-—+ R

es una medida exterior métrica, si, ademds de verificarse
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las condiciones (MEl), (ME2) y (ME3) de la definicidn 1, se
verifica la siguiente

{MEM ) V a , BER ~con d(AB) >0 resulta
Havs) = pr@) + uhs)

Proposicidén 4 (Lema de Carathéodory)

Sea M = (Xd) un espacio métrico y A una 6 -dlgebra

de conjuntos de X tal que A C B, B¢ N implica A€ A
Sea /u*“ una medida exterior métrica sobre &£ y G un |
conjunto abierto de M . Sea por otro lado A eER , A CG.

Existe entonces una sucesidn {An] c A tal que

, * _ +
lim /vl (An) = /u (AO)
Demostracidn.:

Se define para cada natural ne N el conjunto
A ={xer / dlx [e) = 1/n }

Puesto que para todo neN se tiene Anc_ Ao , resulta
A ¢ . Ademds la sucesidn {Ans es creciente y verifica

AO = UAn » Por tanto podemos expresar AO de la siguiente

manera
5 Y oy u O
A =a, U p, =4, U U D, U D
o] 2n k=21 k 2n Ken 2%k k=n 2k+1
siendo Dn = An+1 - An , de donde se tiene

. " . ‘ oo «
0 € ueg,) v 2 (Dyy) + 2 pDyy )
MBG) £ By, = AP = Mok

gi las dos sumas tienden a © cuande n —3» 9@ , se deduce

de la dltima desigualdad

Mgy« vn fag ) = 1in pfay) (1)

n—poe Neap 00
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Contrariamente, supongamos que una al menos de las dos series

Z}ﬁDzk) Z/‘(Dzki_l) | (2)

es divergente; por ejemplo la primera. Tendremos

a( D ) = inf d(x y)

Doy »

2k42
XEDZk
YeDox 12
Ademds, siendo Dy = Ay .y = Ay ¥ Dypin = Bopug = Boyen o
se deduce
a(x [[G) » 1/2k+l aly 0G) € 1/2k+2

vy, puesto que d(x y) > |d(x (G) - d(y BG)', resulta final-

mente

X € Doy YE&Dy, » = d(xy) > (1/2k+) - (1/2k+2)

es decir
A(Dyy + Doyyp) 70
De esta dltima relacidn, y del hecho de que para n>1 ,

n-1

Bon 2 Y,

n-1 n-1
— +
/A{(A2n) > (kszlDZ}c) B kle /b‘ Doy )

D2k , resulta

Y puesto que la primera serie de (2) se ha supuesto diver-

gente, se deduce, por paso al limite
1im MT@A ) = 1im @, ) = o0
/u n 2n

Por tanto la desigualdad (1) sigue siendo cierta en este caso.

Finalmente, siendo para todo neN Anc Ao , Se obtiene
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: td *
lim /u (a) $/U (a,)
quedando probado el lema de Carathéodory.

Proposicidn 5

Sea R una & -dlgebra de un espacio métrico M tal que

AcB, BeR implica Ae€eR . Sea también /u* una mee-
dida exterior métrica sobre N y F e un conjunto cerra
do de M , Entonces F es /u* -medible,

Demostracidn:
Para todo Y &R se tiene Y - FcfF e Y - F e . La

sucesicn {An } definida por
An={xeY-F/d(xF)>,l/n} (1)
es tal que, por la @roposicién anterior, verifica
Lim M@ ) = u(y -7 (2)
Por otra partg puesto que’ - -d‘(}iﬂ F) > 1/n , se deduce
YNFCF = = d(¥nF , A ) 7 O

Por tanto, en virtud de (1) v de que /u* es una medida

exterior métrica, se tiene
M) 5 pTEnR VA = 0 enE) + LB

Pasando ahora al limite cuando n ~-3 oo vy teniendo en

cuenta (2) resulta

M () z/u*(“:m F) + p* (Y - F)

que demuestra gque F es /u* ~medible.
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Corolario

si /u* es una medida exterior métrica sobre una ¢ -dlgebra
M + todo conjunto Borel es ‘/1*—medible.

Demostracidn:

sea F la familia de todos los conjuntos cerrados del
espacio meétrico v sea A* 1a 6 ~dlgebra de conjuntos

/u* -medibles de A (teorema 1). Por la proposicidn 4, se
tiene frc.f¥* y por tanto ﬁ C‘jlﬂ donde representamos

por P los conjuntos de Borel del espacio métrico.

Antes de definir vy construir medidas de Hausdorff
vamos a dar un método constructivo general para obtener me-
didas exteriores métricas. Esencialmete se trata de un paso

al limite sobre familias de medidas exteriores.

Proposicidn 6

Sea M = (X d) un espacio métrico, tg una familia de re-
cubrimiento secuencial de una ¢ -dlgebra S de X vy
T una aplicacidn no negativa de B en R , tal que

T(P) =0 . s8i para todo neN , la familia

CB,={ceF/ S@ <im}

¥
n

es también un recubrimiento secuencial de A vy M es
la medida exterior inducida por el par (!gn . ? ) , la fun-

cidn
AX@) = Lim u7(2)

definida para todo A € R es una medida exterior mdtrica

sobre J@ -
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Demostracidn:

Al ser .ﬁ’:)'fa’l‘D cew 2 ?gn':) «++ : se deduce

/u*;(m € ML) € ... s ptm) € Ll s i)

. + _ . . ~
- Trivialmente /Mo(;é) =0 yvsi ACB se tiene /éo(A) <
/J;(B) . Veamos que se verifican las propiedades (ME2) vy
(MEM) . Sea entonces una sucesidn {Ak} < A tal que
a= U Ak . Puesto que, para cada néeN , /{2 es medida

exterior, se verifica
ME@) <€ Zk M@ < %/O(Ak)
Pasando al limite cuando n —3 eco , Se obtiene
3 < ¥
AT (A) < Zk M (B)

guedando asi probada la subaditividad de /c': . Sean ahora
A,Befl con A(A B)>0 . Existe meéN tal que d(A B)>»
» 1/n para todo n¥»m . Fijemos £ » O arbitrario. Para
cada n>m existe una sucesidn {an} x € ﬁn tal que
o 0
aus ¢ LJ c y 2 2(c,) € ML(AUB) +¢€
k=1 k=1 _
Puesto que d{A B)> 0 , ningin conjunto C x (k =1, 2,...)
puede tener puntos a'la vez en A vy en B , por tanto para

cada nd®m resulta
(%)
# % *
MA@+ ut(m) < ;{1 (e, £ M @auB) + g

Puesto que &€ > 0 es arbitrario, se deduce para n>»m

M) + ME(B) & pu¥@ausm)
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Pasando al limite cuando n —s oo , obtenemos por ultimo

Ko@) + MI(B) € ME(a B)

Puesto que la desigualdad contraria siempre es cierta para
una medida exterior, queda probada la condicidn (MEM) vy /,cg.

es, en efecto, una medida exterior métrica.

Proposicidn 7

sea A una 6 ~dlgebra de un espacj'.o métrico y /L{";
la medida exterior inducida por el par (€ , ¢ ). para
cada A € M existe entonces un conjunto Coo € Bss tal
¥ - * -

que AC€C_ .y ML(C ) = M (n).
Demostracion:
Sea A Gﬂ v para cada n€ N elijamos una sucesién‘

- 5 ‘
{cnk} € B, tal que AcC ] Coc ¥ ]El%(cnk) S M (B) +

+ 1/n . Definimos entonces

no

2 » .
para el cual ACC__ vy /»(n(CnO) £ /“n(A) + 1/n . Definien-

do finalmente

[
coo = 511 cno € ﬁv‘é

* _
el problema queda resuelto, pues ACL CoO v /U.O(COO) —/uO(A).

Corolario:

si M es una 6 -4lgebra de un espacio métrico y /(‘g
es la medida exterior métrica generada por el par (F ., )
{(proposicidn 6), se verifica que si los conjuntos de =

son conjuntos Borel, son /a*;wmedibles V' /,(: es una medi-
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_da exterior regular.

Demostracidn:

Por el corolario de la proposicidn 5 sabemos que para toda
medida exterior métrica los conjuntos Borel son /‘O“—medibl_es.
Por tanto si ;? estd contenido en los conjuntos Borel, lo
estard en los conjuntos J}{g—medibles, v €l recubrimiento

Coo que nos da la proposicidn anterior, para cada A e R

y

serd /u*;—medible. Es decir Mo e€s regular.

Designaremos en adelante por 'Ta‘f la clase de to-

das las funciones

h : R U{o}—> R u{o}
mondtonas crecientes, continuas y tales que h(0) = O.
Si M= (X d) es un espacio métrico, a cada fun-

. . . . #*
cidn h €W le asociaremos una funcidn de conjunto h
definida por

n*(g) = o

h P(X) ——> R

L1

h* () = h(§(a))

Proposicidn 8

Sea M = (X d) un espacio métrico. Para cada h e'}*(’ v cada

& >0, la funcidn de conjunto
Ny _ g —~ ¥ P
/\S(E) —1nf{}:h E / EcUEr . S(Er).‘é} (1)
definida para cada E € P(X) es una medida exterior.

Demostracidn:

. P 4 *
Es inmediata a partir de la proposicidn 2, tomando 7 = h
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que es una funcidn no negativa h*(gﬁ) = 0 , y tomando
por familia ¥  de recubrimiento secuencial la familia de

subconjuntos de X de didmetro menor que & |

Proposicidn 9

La medida exterior /\érl coincide con cualguiera de las

tres funciones de conjunto siguientes

ASE) =ine{ T n*E) / E=VE_ , S@E)J<S]

75 () = inf { Th¥E) / E=Us_ , E.N By =%, S(e_)¢8}

F(E) = inf{ L0¥E) / EcUE_ , E_ cerrado, S(&_) <4}
Demostracidn:

Que A?(E) < A?(E) es inmediato. Y que A‘?(E) £ /\?(E)
se deduce de que para toda familia [‘Er} de conjuntos de X
de didmetro menor o igual que & tal que E c:UEr , se
obtiene la familia {E!\Er} de conjuntos de X cuyo did-
metro es "a fortiori" menor o igual gque & y tal que
E=UZ(E nEr)‘ Que A?(E) = T?(E) , se deduce de la cono-
cida propiedad de los anillos de conjuntos de gue toda unidn
UAn puede escribirse como unidn disjunta L}Bn ( es de-
cir B.N Bj =@ si 1 # ) vy siendo B cA_ para cada
ne N . Veamos finalmente /\?‘(E) = Fg} (E) . Es inmediato

que /\EI(E) £ F?(E) por definicidn. Reciprocamente, para ca-
da recubrimiento {Er} de E con 8(Er) <& , obtenemos
el recubrimiento {Er} de cerrados con S(Er) = & (Er) <9

por tanto F?(E) < /\?(E) guedando probada la igualdad.

Definicidn 6

Sea M = (X d) un espacio métrico. La medida de Hausdorff
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/\h (he¥®) sobre la g ~dlgebra P(X) dqueda definida de
la siguiente manera
ARE) = 1im ADE)
§—30 O
o su equivalemte
AT E) = lim AT, (=)
Timeiy 0
Evidentemente si 0 <€ se verifica /\Té (E) £
/\?(E) y por tanto para todo §yo ’ /\}g(E) £ /\h(E) .
/\h es una medida exterior métrica (proposiciodn 6)
y regular porque, en virtud de la proposicidn 9, las apro-
ximaciones /\g1 pueden definifse mediante los recubri-
mientos cerrados Fg es decir mediante recubrimientos foxr-
mados por conjuntos Borel; en consecuencia el corolario de
la proposicidn 7 asegura que Ah es regular,
Asi pues toda medida de Hausdorff /\h (h € )
es una medida exterior métrica regular. Por tanto todos los
conjuntos Borel son APmedibles y si {En‘, es una suce-

sidn creciente de conjuntos se verifica
1im APE ) = CAP(UE) (1)

(proposicidn 1)

Tal v como se indicaba al principio del trabajo,
la cuestidn de saber si la relacidn (1) se mantiene para las
aproximaciones /'\1;81 de la medida de Hausdorff /\h nos

lleva a introducir medidas auxiliares cbgl v N .

Definicidn 7
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Sea M = (X d) un espacio métrico. Para cada S0 . ¥ cada

he ?‘f , se define

Cb?(E) = inf{lim /\?(En) / {EnllTE } VEcX

=% 00

y se define

d’h(E) =§.im (bgl(E) V EcX
-0

Es claro que si O<€E , ¢’12(E) < ¢§(E) « Por

consiguiente para todo &0 , se verifica ¢;1(E) < @) .

Proposicidn 10

La funcidn de conjunto ¢§1 : P(X) —> R es una medida
exterior verificando d??(E) £ /\g(E) ., ¥ por tanto
¢h(E) £ /\h(E) , para cada EcX ,

Demostracidn:

Desde luego ¢?(ﬁ5) = 0 porqgue /\?(25) =0+ SL ACB ;
d)gl(A) < ¢§1(B) . En efecto, sea {Bn}TB . Se verificard
{BnnA} *A . Como cada Alg' es una medida exterior, se

tiene
h h
Ag(B_na) £ Ag(B)
y también

1im APG. na) € 1im AP
' °n 3'‘°n
N3 00 Nn—»o
Tomando inferiores sobre todas las sucesiones crecientes a
B , resulta

inf [ lim  AY(8_na)]€ 97 ()
B TB " n—w
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y COmMo

d2@) < ins [ 1in  AQ(B_na)]
I’ITB Ti=~p 0o

gqueda probado que
¢ a) £ 6 (m)

Veamos finalmente que (bé] posee la propiedad de subaditi-
vidad., Sea {Ap} una sucesidn de conjuntos de X tal que
A = UAP . 831 £ >0 es arbitrario, para cada peN existe

una sucesidn creciente {Apn} 0 tal que Ap = U a v
ol

Pn
tal que

h P . h
Py + 828 % lim A )
1> 0z

es decir para todo natural ne N se tiene

h h
s + £/2F 3 /\S(Apn)

Se define entonces B = gApn . La sucesidn {B_} es cla-

ramente creciente pues

n o)el p{n+l) = Bn+l

B =UaAa_clJ a
p D

Finalmente, puesto que Us_ = a , resulta

d?é‘(A) £ lim /\Q(Bn) = lim /\g( Ua SIS
N 0 Tl 00 p P

lm T AfGg) ¢ Lin Z[ofa) + &2P] =

n—=3® P n-30 P
h PP o) _ h
% [ 9s (a) + £/2 ] = g bg (2 ) + €

v como £€> 0 es arbitrario gqueda probado
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@) ¢ T ola)
P
P
Probemos por tltimo

¢P(E) € AQE) y  ¢hm ¢ A"m

si {En} es una sucesidn creciente cualquiera cuyo limite

es E , se tiene
h
¢ (E) € lim AP
N3
pero, para cada neN , siendo E cE (v por tanto

/\?(E) )}, resulta
f@ £ AlE)
Pasando al 1fimite cuando & —»0 , se obtiene
¢ &) € AP)
lo que completa la demostracidn.

Proposicion 11

d’h es una medida exterior métrica.

Demostracidn:

ARE) <

Es suficiente probar que si dos conjuntos A , B de X

verifican d(A B) » O , entonces cph(AUB) > ¢h(A) + Cbh(B).

Sea entonces O < & <d(AB) y £ %0 arbitrario.

Se pue-

de elegir por definicidn una sucesidn de conjuntos {En}

con { En'jTAUB tal que

h . h
¢6(AUB) + & 7 lim /\é(En)
n-—» o

Se verifica entonces, puesto que | EnﬂA}TA v A E_ NBi{1B ,
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63) + ¢p(e) ¢ Lin AFE AR 4 Lin N3(E 0B) =

lin [Ag(E_na) + AlE_ns)] (1)
Il 00

Probemos a continuacidn
h h _ h
N (E NA) + Ag(E_nB) = A (E)
Puesto que /\é1 es medida exterior, se verifica
h h -
Ag(E) € ARE_NA) + AFE_nB)

va que EnCAUB . Rec:fproca.mente, sea 1 >0 un nimero real
arbitrario. Por definicidn de /\g1 existe un recubrimiento

de E
n

E_ C UBk con S(Bk) <8 YkeN
para el cual
ADE) + 93 In*E)
5 ' 'n 72 k

Pero ninguno de los conjuntos B, puede tener puntos a la
vez en A y en B va que se eligid inicialmente & < d(A B)

Por tanto podemos escribir
h h * < h
As(E NA) + Ag(E NB) £ Z h'(B) € AgE) +7
y como /2> 0 es arbitrario, resulta

A?(EnnA) + /\?(EnﬂB) £ /\?(En)

La relacidn (1) se completa entonces de la siguiente manera

¢Fm) + 058 < 1im N}E ) < $P@up) + €
n—y %0 : _
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y como £ 370 es arbitrario, se tiene

bL@) + ¢ B) € ¢ @AUB)

Tomando limites cuando & -—» O , se obtiene la desigual-

dad deseada.

Proposicidn 12

Dado cualquier conjunto Ec X , podemos escribir
E = EI U EII

con AP@E") = ¢h(E') = tbh_(E) v dph(E") =0 .
Demostracidn:

s5i d)h(E) = o0 , tomamos E' =E , E'' = g , v como
c'7h(E) £ /\h(E) (proposicidn 10), los conjuntos E' vy

E'' asi definidos, verifican las condiciones pedidas. Supon-
gamos entonces que d)h(E) < oo » Para cada me N , se tiene

¢ 1/m(E) £ ¢h(E). Por tanto, para cada me N existe una

sucesidn
E;(m) c E,(m) € .. CE
tal que
lim 1/ (E_(m)) < ¢ (@) +1/m £ ¢"E) + 1/n
n—yew
o sea
AL E ) < P E) 4 1/m i = fo e wns

Por otro lado en virtud de las proposiciones 3 y 9, existe

para cada En(m), un conjunto Borel E;(m'.) tal que
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E_(m) e EX(m) y AL E ) = AL @Y )

Los conjuntos E:(m) pueden elegirse crecientes (ver demos-
tracidn de la proposicidn 1). Puesto que los conjuntos
Borel son medibles para toda medida exterior métrica, segun
se demostrd en el corolario de la proposicidn 5, resulta

lim ¢hw:MH = ¢h(L£E:mN
n=

N 0

v utilizando el mismo razonamiento de la proposicidn 1, se

concluye que ¢h( O En(m)) = ¢h(E) ., es decir
n=1

lin ¢ ErXm) = ¢ P
D300

Por tanto, dado cualcquier nimero positivo Vi , existe un

indice n,(m) tal que

1

$"@E - phEr ) < 7720

n (m

y como la (bh—medida de E es finita, podemos escribir

¢ - BX

ym) < 772"
Ty

{m

Sea entonces

E(J)=E0 Eg?(l)(l) N E: (2)(2) 0 ...

7

Para este conjunto 'se verifica

¢ E -~ E(p) =

N

h * %
¢ ((E - En?(l)(l)) U (E=-E] @)U ...)

7
(m)) < ?

n_(m)

> ¢ - "
m=1 7
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Por otro lado, para todo meé N , se verifica

l/m(E(7)) Al/m( n (m) (m)) = Al/m(En?(m) (m)) <

< ¢P(@) + 1/m
por tanto, pasando al limite cuando m—%»° , resulta
h
A EaG)) < SME)

Sea entonces { 7r} una sucesidn decreciente de ndmeros
reales positivos que tiende a © . Por el procedimiento
anterior, a cada izr le asociamos el conjunto E( Izr)

de E que verifica
OPE - B(f ) < 1 y  APEC70) € ¢P@)

Observemos que, siendo la sucesidn {Ei(m)}n creciente,
la sucesidn {E( n r)}r se obtiene asimismo creciente, sin
(m) > n_ (m) para cada r, m. El pro-

7r+l Tr
~blema queda resuelto si se elige

mds que elegir n

=\ E(7)) y E''=E-E!'
=1
En efecto, de la relacidn
$PE ) = ¢"E - U B ) = $N(N (®-E(7I)
r=1 r=1
se deduce que para cada reN
honay h
¢E) € ¢ - B(AD) < 0,

es decir Cl)h(E") = 0 , Que d)h(E) = d)h(E') es inme-

diato porgue
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oP@® < otEn + $P@) = ey

Por uUltimo veamos que /\h(E') = (bh(E'). Se sabe de la
proposicidn 10 que th(E') € /\h(E') . Por otro lado, apli~-
cando la proposicidn 1 a la medida exterior regular /\h R

resulta

AP = 1m AME( D) € $0m) = dP@En

—>00
Proposicidn 13
. h ' h _ h
Si A (E)<oo , entonces 4)5 (E) = AS(E) para todo
&% 0 vy por tanto d)h(E) = Alm) .

Demostracidn:

Sean €>0 , & >0 arbitrarios. Existe una sucesidn
{EJ1E  tal que
1im AR@E) < éP@E) + €
£''n &
1o 00

vy por tanto para todo natural n , se tendrd
h h
Ag(E) < ¢ (E) + ¢

Puesto que /\h es medida exterior regular, se verifica en

virtud de la proposicidn 1
1im AME) = APE)
n—s

Existe por tanto un indice p tal que
APE) - ARE) <€ (1)

Por otro lado, al verificarse /\h(E) < oo s sSe deduce de

(1) AP(E - B )<E v "afortiori" AR®-E) <¢
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resultando, por consiguiente
h h h h h
As(E) SASEL) + AgE - E) <Pg(E) +e+e = G (B) + 2¢
es decir
AgE) € 3 E)

Puesto que la desigualdad inversa ya estd demostrada, queda

probado el teorema.

Corolario

si E tiene APmedida 6 -finita, o¢%@E) = AP(E) .

Demostracidn:

Por hipdtesis existe una sucesidn {E_} tal que
Ec U E v /\h(En)<oo Y neN

Por otro lado, en virtud de la proposicidn 12 , existen dos

conjuntos E' y E'' tales que
L d

E=E'UE" APEy) = ¢P(E) y  $BEty) =0

Por tanto, para todo neN , tbh(E" nEn) = 0 . Puesto

que
i IR s
ARE' N E)SANE < o0
se verificard por la proposicidn anterior
h o v
A(E NE) =0 nenN

Por consiguiente
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(472

Ah(E") < L /\h(E" NE) =0
n=1 n
vy ya es inmediato que /\h(E) B /\h(E') = Cbh(E) =

El resultado que acabamos de obtener se generaliza-
rd haciendo uso de un teorema mds potente que vamos a demos- _
trar a continuacidn. Deduciremos que si E es de medida res-
pecto de AP 6 -finita, entonces ¢?(E) = /\?(E) para

todo & >0 .

Teorema 2 (Teorema fundamental de las Cbh-medidas)

Si CP?(E) < k , existe una sucesidn de subconjuntos Wl ’
w2, ... de E de didmetro SWY)<& , tal que
0 )
$P@ - U whH < x - T n¥wh (1)
=1 =1
Demostracidn:

—— h g 4 3
Por definicidn de ¢'6 existe una sucesidn de conjuntos

{E_}TE tal que

1m AB@E ) = A< x
n
n—=%o0

Para cada Erl se puede elegir una sucesidn de conjuntos

1

r _ 2 r :
{Vn}r tal que E_ =V UVnU... % S(Vn).(_& para todo

n
r v lim % h¥ (Vrl;) = A (proposicidn 9). Supongamos nu-
n—ye r=1 1 5
merados los conjuntos Vn 7 Vn , s.s de tal manera que

1 2
E36w) 2 S 2...

. o
para cada neN . Para cada natural r , los numeros 5(Vn)
estdn acotados inferiormente por O y superiomente por S ,
por tanto, para cada ré€N , puede extraerse una subsucésidn

o
convergente a algun valor 4 con O < afg &
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lim S(vnf) = gt (2)
M-~y a0

Puesto gue h es una funcidn continua, se deduce

2 n@) = 2 hlim S@DH) = lim 3 h( SWD) <N
r=1

r=1 TN =330 Mewpos  Tx=]

Por tanto la sucesidn {dx~} tiende a O cuando I —» oc
va que de lo contrario la serie $ h(d') no serfa conver-
gente al ser h una funcidn mondtona creciente.

Sea
r r
W = {XEE / todo entorno de X corta a v Y n }

y vamos a probar que los conjuntos wt asi definidos, re-
suelven nuestro problema. Sea € >0 un nUmerc cualguiera,
X , v dos puntos arbitrarios de w' . Las bolas B(x s £)
vy By , €) cortan ambas a Vi para todo n. Tomemos

entonces

z €B(y , €)NVE

2

1vzlss(:‘c,s)mrﬁ | 2

Se verifica entonces
d{x v) £ dx zl) + d(z1 y) €
d(x z.) + d(z, 2,) + dlz, y) < & + 5(Vr) + £ = ShH + 2¢
1 1 =2 2 n n
Siendo esto vdlido para todo neN , se deduce de (2)
a(x y) g a* + 2¢€

. \ r
v, puesto que € es arbitrario asi como x , y en W .,

se concluye

Swh) ¢ at



Para demostrar la fémula (1) necesitaremos el siguiente

Lema

Para todo entero r_  se verifica

E- W w¥ ¢ 1iminf U vF 7(3)
r=1 n—y e  r>r_ n ‘

Demostracidn del lema:

o
Ir . ’
Sea. x€E - (J W . Para cada entero T se verificara
=1 ©
"y fortiori"
ry r
XEE -~ | J W
r=1
es decir
1 r,
X¢ w f LI B ] X¢ W Q

por tanto existen bolas B(x , 71) sesss, B(x , 1 } tales

o
que
B(x , ’?1)0'\/31 = @ _ para todo neN
B(x , ?r N V:;O = @ para todo n€ N
o
Por tanto, si 4 = min (71 reeer o ) , se veerificard

B(x,q)n(viu...uvaO)mgs para todo neN

Por otro lado si x€eE , como {En}’[‘E , existe un indice

n(x) tal que
X €E Y n>n(x)

R O r ac r
Asimismo, al ser E_ = J V. . se deduce x € U v,
r=1 r=1
para todo n>n(x), y de la relacidn (4) se deduce

(4)
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xdvf,‘l % Uvrfo para todo neN

Luego x € WJ Vrf para todo n»n(x) , quedando probado
r>r
el lema. &

A continuacidn podemos deducir la feérmula (1), Sea 0’ >0
arbitrario; puesto que {dr} —» 0 cuando r -——»° , existe
un indice T, tal que dr0+l < d’ ., V puesto que { S(Vrrl) }-—)

d* cuando n —» s , existiid n €N tal que
r.+1 ,
o
S (Vn )<y para todo n >n
Observemos que al haber elegido para cada n
1
$286 () =8V
resulta
o
5(Vn) <Y para todo n>n_ y I>r
Sea entonces rI2r, Y consideremos los conjuntos

r
EX =0 () v)

nym r>ry

Se verifica
<D oo r
- U wHne? Te - U w
F=il =l

En efecto, { Er:] es una sucesidn creciente. Para probar gque
O

(s o0
(e - U wr)nE::l) =E - U w" , basta probar que
m=1 r=1 r=1
<0 o0
E-U wel &f
r=1 m=1

Pero en virtud del lema antes demostrado, se tiene

(5.
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(o =]
E - Uw' ¢ lim inf U fo
=1 N3 o ry>r

X€EE = Uwr . existe

en particular si
=1

para todo r, i

un indice n(x) tal que

x e LJ V:'; para todo n=n(x)
r>r;

o
. ¥
, es decir xe U E - Asi pues, por

E
y por tanto xe En (x) =

definicidn de la medida ¢? ., se tiene

1im /\?((E - UwHne*) ¢

o7 E - O wh <
=1 M=»oc0 r=1
HEU SIS

= lim /\?( N (U Vi) g lim A
r>rl

< lim /\?(E:l) =
Me=—>o0 M=——300 nzm I'.‘)I'l M=—p 0o
| o By o
& lim 2 A (V)
N e=poo r)l‘l

r
E(v )<Y cuando m>n_.

pero r >r;»r_ . luego por (5) ,

Por tanto para todo m>no

G5 PO, 7 r
Ay V) € h(8(v)

y por tanto

1

¢r@E - UWH) < lin T h(SED))
6 r=1 M= vo r>rl

o rj
= 2 lim KD - = lim h(S(VE)
r=1 m-»eo r=1 m=—>os

como h es una funcidn continua, se puede proseguir

; r A i o Il P

=X - 3. hn §H) = A= £ h@) < A £ h(@E®H)
1 r=1

5
r=1 m—y o r=

ya que h es creciente. Y como esto es cierto para todo

12 r, resulta
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¢rE - Uw') € A= 2 Bwd)
r=1 r=1

tomando 1limites cuando K-_?,. 0

¢PE - Uwh) € » - Y RWS) <k ~ 32_ v
r=1 r=1 r=1

v el teorema fundamental cqueda probado.

Los siguientes resultados son sencillas consecuen-

- cias del teorema fundamental que se acaba de probar

Proposicidn 14

Sea M = (X d) un espacio métrico. Dados cualquier conjunto

ECX v cualguier nimero &% 0 , podemos escribir
E=E'UR"
con  AFEYD = ¢l = dl@) vy e"@M =o.

Demostracidn:
Si ¢§3(E) = 00 basta tomar E' = E y E" = g para que
se cumpla la tesls pedida. Si CP?(E) <o¢ , por el teorema

2 , para cada &€ > 0 podemos escribir
1 2
E= (WURTY...) UM : (1)

donde &W%<8& r=1, 2, ... v ademds
PPm ) < $Pm) + € - 3T AED

r=1

En virtud de la proposicidn 12, podemos escribir

— ] "
WO = Wo UWO

Berry o dbhy,
con A (WO) = ¢ (wo) = cbh(wo) v ¢h(wg) = 0 , Definimos
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los siguientes conjuntos dependientes del £ fijado

E'(E) = { @wr)w

E"(E) = W
r=1 ©

]
o
Para estos conjuntos se verifica

$P(E"(€)) = o

AREre) € 2 But) « AR
=1

Puesto que cada W' tiene didmetro menor que k) , se verifi-

card
AR W) € Bw®)
h, ., h, -, .
y desde luego ;AS(WO) € A(W!). Por tanto se tiene

ARE'(E)) € T HWD) + AZm!) <

Y HwE) + Ah(wc')) =
=1 .

=1
= Zlh*(wr) + ¢h(wo) <ol(E) + ¢
=

Sea entonces '{Em} una sucesidn decreciente de nimeros reales

positivos tendiendo a © ., Se define

ElmmEl(Em) E"-:UE"(Em)'

m:l m=l

v se demuestra finalmente que estos dos conjuntos satisfacen
las condiciones exigidas. En efecto, E = E*'UE" en virtud

de (1). Ademds
Pham« 3 ey o
m= _

deduciéndose de ello que tbg(E") = 0 para todo §>0, es
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decir (bg(E') = d)?(E) . Por otro lado, puesto que siempre
se verifica ¢>?(E') KY /\12 (E') , solo queda demostrar

ASED) < ¢P@E"Y

pero esto es inmediato porque

ASE") < ALE' (€ ) para todo meN
por tanto

/\E(E') £ d)?(E) + Em para todo meN
‘es decir A?(E') < ¢?(E) i

Aungue no serd necesario para nuestro fin, probare-

mos el sigulente :resultado que generaliza la proposicidn 14.

Teorema 3
Dado un conjunto E de un espacio métrico M = (X d), pode-

mos escribir
E=E'UEY

con ¢M(@E") =0 vy A?(E') = ¢E(E') = ¢];(E) para todo

d>o0.

Demostracidn:

Como ya ha sido visto, la funcidn w(§) = JP?(E) es una
funcidn mondtona decreciente de RT en RTU{0} . Por un
resultado elemental de andlisis real sabemos que el conjunto

de discontinuidades de ¢ es a lo sumo numerable. Sea

(8, 8,0



T ™

una enumeracidn del conjunto de los numeros racionales posi-
tivos unidn el conjunto de discontinuidades de ¥ . Se puede

entonces escribir para cada &3>0
$©) =inf { &)/ S,.58}

Por la proposicidn 14, para cada Sr existen Ei_ ¥ BY

tal que

E = EI UE"
&5 &

y ademds

ALED = &ED = o . dtEw = o

o0 o
Definamos entonces E' = (’\EI': iy EY = ) E'I'_ . Claramente
=1 r=1

E=E'UE" ¥y (bh(E“) = 0. Se deduce de esto dltimo que
¢£(E") = 0 para todo & >0 , y por tanto para todo & >0
¢?(E) = d)g(E') . Finalmente cualquiera que sean &>0 vy

€50, existe r tal que 6r<5 y
O2(E) < 0R(E) + €
Tenemos entonces
AS(E) € AQE) € Agt(E)) = dor(®) < dg(E) + €
y como & >0 es arbitrario
NS EY) $dp®) = ¢ E")

La desigualdad reciproca (bé]?(E') £ l\]g(E') se deduce de la

prposicidn 10 y queda, pues, establecido elteorema.
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Teorema 4

Las tres propledades siguientes del espacio métri

son equivalentes

a) ¢>§](E) = /\g(E) para todo E ¢X vy todo 5>0
b) (bh(E) = /\h(E) para todo Ec X |
c) ¢>h(E) = O implica Ah(E) = 0 para todo Ecx'

Demostracidn:
Obviamente a)=> b)== ¢) . Por tanto solo falta probar
c)=—>a) ., Sea EcCcX vy $>0 . En virtud de la proposicidn

14 podemos escribir E = E!' UYE" "con

ABEy = ey = ¢f@® vy $PaE") =o
Al verificarse ¢) /\h(E") = 0 y por tanto

APE) ¢ @D + AFEn = AFE)
es deci:-r

ARE) = AR

il

vy por tanto

T

h h
AS(E) = ¢ ()

Corolario

si E es de AM-medida ¢ -finita, entonces
¢§1(E) = /\E‘ (E) para todo &>B

Demostracion:
Sea M' = (*E @') el espacio métrico formado por E y la

medida d' restriccidn de 4 a E . Todos los subconjuntos
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de E son de AP_medida 6-finita y por tanto el corolario
de la proposicidén 13 asegura que sus AP= y th-medidas
coinciden. Aplicando elteorema 4 al espacio métrico M' =

(E 4') , al verificarse b) se verificard a) es decir
¢§1(E) = I\%(E) para todo &>0

Obtenemos asi la generalizacidn que ya anuncidbamos
en el corolario de la proposicidn 13.
Finalmente probamos el teorema de las sucesiones

crecientes para las ¢g}-rnedidas.

Teorema 5

si {En}TE , entonces ¢?(En) —_ cblg(E) para todo & >0 .

Demostracidn:
Sea &3>0 . Por la propsicidn 14, cada conjunto E_ lo podemos

descomponer en

= @ "
En En UEn

h _ .h _ .h h ~
con Ag(E!) = Gg(E)) = dg(E) v P (E) =o0.
Definimos
(= =]
EII = UE“ 4 E*=EI _E!l " E*_.:E_EII
e n n
n=1
Se verifica CP?(E“) = 0 Yy vamos a probar que {E: }TE é
Como la sucesidn {En] es creciente, se deduce que lo es
también { Er";‘} . Ademds se tiene

o0
\JE*=£8"
=1 D

=

En efecto, si X€E_ = E;1 - E% , se tiene
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Xeb Y X¢E"
es decir
X €E_ y x ¢ BV
. Bk
Siendo E = L“}En resulta x€E -~ E" = E*, La incl

el otro séntido es también inmediata. Asi pues
-AE(E;)é-ﬂ%(Eﬁ) = ¢?(En) .para todo"ﬁefﬁ1f
Por tanto, por definicidn de <b§ se tiene
¢2(EY) € 1im AREY < 1im ¢B(E)
n n
=320 —3 oo
y siendo E = EXUE" , resulta finalmente
h h, % h s h
¢y (B) € ¢5(EF) + &J(EY) € lim g (E)
=0
La desigualdad inversa
h h
lim dg(E ) € ¢5(E)
N~~yo0

es inmediata ya que para cada ne€N , Enc;E Yy por tanto
h h
$5(E ) < & (®)
quedando asi probado el teorema.

De esta forma queda definitivamente establecido
el resultado que buscdbames sobre las aproximaciones .Ag
de una medida de Hausdorff ya que aplicando el teorema 5
v el corolario del teorema 4 deducimos que si E es uh
subconjunto de un espacio métrico, tal que E tiene

/\h—medida g-f£inita, para toda sucesidn {'En} gue converge



w 44 =

creciendo hacia E se verifica

1im AE(En) = AR@)
Moo

- para todo §vo .



INDICE



- 4B -

Agradecimiento eccoesescecassassscascscncos
Extracto del trabajo .-....................
Introduccidn ;'.............................
Medida ekterior MELTICA sevecsvccccsasssns
Lema de Carathéodory eeeesessscsscsccscsse
/\gl—medidas essssssstecssesasescssasasssan
Medidas - de Hégsdorff /\h ceorsvasesacasaesa
(I)ah- y d)h-medidas theasecsessasvemovasas
Teorema fundamental de las C])h-medidas oo
Teorema de descomposicidn de A?—medidas .
Teorema de convergencia de ¢§1 ~medidas ...

Indice LA L R I A IO O B BN B RN RN B B A BN KB BN R BB B BN BN NN )

13
14
20
21
22
32
37
42

45



