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Se inicia este trabajo estableciendo las defini

ciones y propiedades más inmediatas de medida exterior y 

medida exterior métrica. También se dan los métodos más 

comunes de generación de medidas exteriores y medidas ex

teriores métricas. 

Basados en el lema de Carathéodory se llega al 

importante resultado de que para toda medida exterior métri 

ca, los conjuntos Borel del espacio son medibles. Se dan 

condiciones para que las medidas exteriores y medidas ex

teriores métricas sean regulares; condiciones referidas a 

los conjuntos de los recubrimientos secuenciales que las 

generan. 

Se definen a continuación medidas de Hausdorff, 

demostrándose que toda medida de Hausdorff es una medida 

exterior métrica regular. 

Se definen después las medidas 

demostrándose que las primeras son medidas exteriores y 

las segundas medidas exteriores métricas (en general, ni 

unas ni otras serán regulares). 

I 

A continuación, se dan algunos teoremas de des

composición al objeto de determinar subconjuntos en los 

cuales coinciden las medidas y y las medidas 

/\ ~ • Para demostrar esto Último es necesario 

hacer uso del teorema fundamental de las Q>h-medidas. 

Finalmente se dan condiciones para que las me-

di das Ar coincidan para todo conjunto E y se 

demuestra el teorema de las sucesiones crecientes para las 

cPbh-medidas, con lo cual termina el trabajo. 



INTRODUCCION 
============ 
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es una medida sobre una (f-álgebra Si /' 

conjunto y { An} 

.ft. cuya unión es 

es una sucesión creciente de conjuntos 

A (brevemente 

A Efi 
n 

se verifica la relación 

de 

Se mantiene esta propiedad para toda medida exte

rior regular jl~(proposición 1). En particular para toda me

dida de Hausdorff Ah sobre la o -álgebra P (X) , donde 

X es el conjunto subyacente de un espacio métrico M = (X d). 

Sin embargo al trabajar con medidas de Hausdorff, 

es a menudo necesario trabajar con sus aproximaciones /\~ 

con $ >O , que, en general, son medidas exteriores no re-

gulares y para las cuales la implicación 

A fA n 
(1) 

requiere una demostración que no es tan inmediata como la de 

la proposición l. 

Con el fin de establecer la generalización (1) para 

las aproximaciones /\; de una medida de Hausdorff Ah , 

introduciremos las medidas A- ,h y ,¡.,h 'fo '!' (definición 7) so-

bre la O- -álgebra P (X), para las cuales la implicación 

A 1' A 
n 

es cierta (teorema 5). 
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veremos que en ciertas condiciones, no muy restric 

tivas, se verifica 

(teorema 4), con lo cual el problema queda resuelto. 

Comenzaremos el trabajo estableciendo las conoci

das definiciones de medida exterior métrica y medida de 

Hausdorff, as{ como sus propiedades más inmediatas. 
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A lo largo de todo el trabajo el símbolo _JA-~ den2 

tará una medida exterior y 

que está definida. 

la CS--álgebra sobre la 

Definición 1 

Sea Jf una e>-álgebra de un conjunto X. La aplicac i ón 

ft<-: ft ~ i se dice que es una medida exterior sobre fi 
si se verifican las condiciones siguientes: 

(MEl) (monotonía) 

'tJ A ., B Efi / A C B 

(ME2) (subaditividad completa) 

[ An } c. efe =;> f'""(u An} ~ i:j<.,(An) 

(ME3) 

}'-t: ( ~) = o 

Definición 2 

)"-'*(A) ~ )'-¡. (B) 

Un conjunto A E Ji es /'""-medible si para todo Y E ~ se 

tiene 

j<~(Y) = )'<'lt(YO A ) +)""'(Y-A) 

Enunciaremos sin demostración el siguiente teorema 

. Teorema 1 

El subconjunto de Jt formado por l os conjuntos _,,µ.t< -medib l es 

es una () -álgebra y l a restricción de ,)'-'i a esta 

()-álgebra es una medida. 

Definición 3 

Una medida exterior /~ sobre fi se l lama r e gular, s i 
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para todo A E fi existe un conjunto B _µ.,.-medible tal 

que 

Ac B y 

Llamaremos a B recubrimiento medible de A • 

Proposición 1 

Si JA-* 
gebra efe 

es una medida exterior regular sobre una 5" -ál-

Demostración: 

Supongamos que 

de X , y E f E , se verifica 
n 

.JA-¡.(E ) -1 +00 para todo n € N , pues de lo 
n 

contrario es trivial la proposición. Para cada E existe, 
n 

entonces, por hipótesis, un conjunto medible Bn tal que 

y 

Veamos que estos conjuntos pueden elegirse crecientes. Dado 

E1 tomemos A1 = B1 • Dado E2 tomemos A2 = B2 U(B1 - B2 ). 

Desde luego A2 es medible pues lo son B2 y B1 , y 

"a fortiori" E2 c A2 • Finalmente se tiene 

puesto que 

Por tanto, puesto que B2 y B1 - B2 son disjuntos, resulta 
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y además A1c A
2 

• 

Para n > 2 se define el conjunto medible 

que verifica E c. A n n t A 1 c A n- n 

B ) 
n 

y 

Como { An) es creciente se verifica 

y por tanto 

Si probamos, finalmente, 

por tanto probado nuestro resultado. Trivialmente se tiene 

E e U A • Recíproca-. n 

mente, puesto que para cada natural n se tiene 

resulta, pasando al límite 

Definición 4 

Sea JI: una () -álgebra de X y ¡g una subfamilia no 

vacía de ,A tal que f2f E 'fJ . Diremos que -¡;; es una 

familia de recubrimiento secuencial de Jt , si para todo 

A E fi: , existe una sucesión {en } 

tal que A e Ucn 

Proposición 2 

Sea .fl: una o -álgebra de X y 

de elementos de ¡:;;' 

una familia de 
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recubrimiento secuencial de JI: . Sea '( : '-& ---+ iR una 

aplicación de tJ en la recta real completada tal que 

para todo C E ~ 7: (C) ~ O y ? ( s:zS ) = O • Entonces 

la aplicación definida para todo A € fi por 

es una medida exterior sobre Jt . 

Demostración: 

Los axiomas (MEl) y (ME3) de la definición 1 son inmediatos. 

verifiquemos el axioma de la subaditividad completa. Sean 

y A = UA . Para cada 
n 

nEN 

una sucesión { Cnk} k e '{; tal que 

A c.Vck 
n k n 

Se tiene entonces 

y además 

deduciéndose 

Proposición 3 

A e V 
n 

y E>º , existe 

Sea .fi una 6" -álgebra de un conjunto X y sea 

la medida exterior sobre fi inducida por el par 
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(proposición 2). Entonces para cada conjunto A E JI:: existe 

tal que 

A e e 
00 

Demostración: 

y 

Sea A un conjunto cualquiera de Ji. • Para cada n EN 

existe una sucesión { Cnk~ k tal que 

A e U cnk y 
k 

Sea entonces e = V cnk € 15<5" • Se tiene no k 

(1) 

El conjunto e 
ºº 

= n C E"t'CTS es el conjunto buscado, pue_s no n 
to que A e C

00 
y en virtud de (1) resulta 

Corolario 

f. 
Si la medida exterior JA- es 

y todos los conjuntos de -f: 

)""'* es regular. 

Demostración: 

inducida por el par ( p '2 ) 

son /-".,, -medibles, entonces 

Basta observar que el recubrimiento e 
00 

del teorema anterior 

para cada conjunto A E Jl , es medible en virtud del teo-

rema l. 

Definición 5 

Sea M = (X d) un espacio métrico y fi una o -álgebra 

de conjuntos de X • Diremos que la aplicación )'"= Jt---+ R 

es una medida exterior métrica, si, además de verificarse 
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las condiciones (MEl), (ME2) y (ME3) de la definición :¡., se 

verifica la siguiente 

(MEM) V A ' B €Ji con d(A B) "?o resulta 

Proposición 4 (Lema de Carathéodory) 

Sea M = (X d) un espacio métrico y Jt una 6 -álgebra 

de conjuntos de X tal que A c. B , B E fi implica A E~ 

Sea /"";/< una medida exterior métrica sobre lit y G un 

conjunto abierto de M • Sea por otro lado At:Jl,ACG. o o 

Existe entonces una sucesión { An J e fi tal que 

Demostración.: 

Se define para cada natural nE N el conjunto 

An = {xEA
0 

/ d(x GG) >- l/n} 

Puesto que para todo DEN se tiene A C A n o , resulta 

An t ..fl • Además la sucesión { An ~ es creciente y verifica 

A = U A • Por tanto podernos expresar A de la siguiente o n o 

manera 

A 
o 

siendo 

oO 

= Azn U LJ 
k=2n 

Dn=A 1 -A n+ n ' de donde se tiene 

Si las dos sumas tienden a O cuando n --+ oo , se deduce 

de la Última desigualdad 

(1) 
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Contrariamente, supongamos que una al menos de las dos series 

(2) 

es divergente; por ejemplo la primera. Tendremos 

= inf d(x y) 
uD2k 

yeD2k+2 

Además, siendo D2k = AZk+l - A2k y Dzk+Z = Azk+3 - AZk+Z , 

se deduce 

d(x e G) ~ l/2k+l d(y C G) <':. l/2k+2 

y, puesto que d(x y)~ 1 d(x CG) - d(y G G)j, resulta final-

mente 

d(x y) -,. (l/2k+l) - (l/2k+2) 

es decir 

De esta Última relación, y del hecho de que para n > 1 , 
n-1 

A2n ::::> U D2k , resulta 
k=l 

Y puesto que la primera serie de (2) se ha supuesto diver-

gente, se deduce, por paso al límite 

Por tanto la desigualdad (1) sigue siendo cierta en este caso. 

Finalmente, siendo para todo n .s N A e A , se obtiene n o 
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quedando probado el lema de carathéodory. 

Proposición 5 

Sea .fe una 6° -álgebra de un espacio métrico M tal que 

AcB, BE.ft: implica A E Jf • Sea también ./' 11 una me-

dida exterior métrica sobre r.ll y F eJt un conjunto cerra 

do de M • Entonces F es /A~ -medible. 

Demostración: 

Para todo Y E Jt se tiene Y - F C G F e Y - F E Jt . La 

sucesión { An J definida por 

An = { x E Y - F / d (x F) ~ 1/ n } 

es tal que, por la proposición anterior, verifica 

Por otra partE> puesto· que d(Án F) ~ l/n , se deduce 

y(l F C F d(Yn F , A ) 7 O 
n 

Por tanto, en virtud de (1) y de que ./'"" es una medida 

exterior métrica, se tiene 

(1) 

(2) 

Pasando ahora al límite cuando n ~ ao y teniendo en 

cuenta (2) resulta 

}'1' (Y) ~ jit (Yn F) + )"'+. (Y - F) 

que demuestra que F es j-t* -medible. 
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Corolario 

Si ;<-* es una medida exterior métrica sobre una ()-álgebra 

Jl: , todo conjunto Borel es )"'1-medible. 

Demostración: 

Sea la familia de todos los conjuntos cerrados del 

espacio métrico y sea JF" la (f' -álgebra de conjuntos 

fa f' -medibles de Jt (teorema 1). Por la proposición 4, se 

tiene Fe ,_R/' y por tanto (3 e Jt. ~ donde representamos 

por ~ los conjuntos de Borel del espacio métrico. 

Antes de definir y construir medidas de Hausdorff 

vamos a dar un método constructivo general para obtener me-

didas exteriores métricas. EsenciaDnete se trata de un paso 

al límite sobre familias de medidas exteriores. 

Proposición 6 

Sea M = (X d) un espacio métrico, -¡:; una familia de re-

cubrimiento secuencial de una 6' -álgebra 

7: una aplicación no negativa de 

? ( ~ ) = O • Si para todo n E N , 

tJ en 

la familia 

~n = {e E~/ b (C) ~ l/n } 

de X y 

'R, tal que 

es también un recubrimiento secuencial de Jt y )-l~ es 

la medida exterior inducida por el par ( ~ n , 'C ) , la fun-

ción 

.)-l,'f(A) = lim u"" (A) o /--n 

definida para todo A G fl: 

sobre Jt 

es una medida exterior métrica 
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Demostración: 

Al ser .f% ? el '.:> ••• ::> ~n -::> • • • / se deduce 

. . . ~ _/o(A) 

Trivialmente _,J-l;(f/5) = o y si A e B se tiene _,!<'.~(A)~ 
J'b(B) . Veamos que se verifican las propiedades (ME2) y 

(MEM) • Sea entonces una sucesión { Ak } C fi tal que 

A = U Ak • Puesto que, para cada n G N , )l~ es medida 

exterior, se verifica 

Pasando al límite cuando n --4- oo , se obtiene 

* quedando así probada la subadi ti vi dad de _)í-
0 

• Sean ahora 

A,Befi: con d (A B) > O • Existe m E N tal que d (A B) > 

'> 1/n para todo n > m • Fijemos E .,,. o arbitrario. Para 

cada n > m existe una sucesión { cnk} k e -¡gn tal que 

00 

AV B e l;:J
1 

cnk y 

Puesto que d(A B) > o I ' ningun conjunto cnk (k = 1, 2, ••• ) 

puede tener puntos a la vez en A y en B , por tanto para 

cada n > rn resulta 

oO 

j-l~ (A) + }l~ (B) ~ L: '(; (Cnk) ~ _)L~ (A UB) + E 
k=l 

Puesto que t > O es arbitrario, se deduce para n,. rn 
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Pasando al límite cuando n --+ o0 , obtenemos por Último 

}l*(A) + ,¡t-(B) ~ 1~ (A B) o /'o · /'-o 

Puesto que la desigualdad contraria siempre es cierta para 

una medida exterior, queda probada la condición (MEM) y _,µ.b 
es, en efecto, una medida exterior métrica. 

Proposición 7 

Sea una 6"-álgebra de un espacio métrico y _,µ:, 
la medida exterior inducida por el par ( ~ , 2 ) • Para 

cada A € fl 

que ACC 
00 

Demostración: 

sea A e .fl 

existe entonces un conjunto c
00 

€ ¡g'6 i tal 

y 

y para cada n E N elijamos una sucesión 

tal que A C. º"" y 
k=l 

+ 1/n Definimos entonces 

para el cual 

do finalmente 

e no 

AC C 
no 

e 
00 

=Ü 
k=l 

y j<~(Cn0 ) ~)<~(A) + 1/n • Definien-

e no 

el problema queda resuelto, pues AC C 00 

Corolario: 

Si ..fi:. es una ()-álgebra de un espacio métrico y )l~ 

es la medida exterior métrica generada por el par (p, 'l) 

(proposición 6), se verifica que si los conjuntos de ~ 

son conjuntos Borel, son )l~-medibles y }1~ es una medí-
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da exterior regular. 

Demostración: 

Por el corolario de la proposición 5 sabemos que para toda 

medida exterior métrica los conjuntos Borel son _Jl~-medibles. 

Por tanto si ~ está contenido en los conjuntos Borel, lo 

estará en los conjuntos _f{~-medibles, y el recubrimiento 

e que nos da la proposición anterior, para cada A E: fi 
00 

será }l~-medible. Es decir ;i~ es regular. 

Designaremos en adelante por "Je la clase de to-

das las funciones 

h : iR+u{o}--+ ¡¡¡_+ ujo} 

monótonas crecientes, continuas y tales que h(O) = o. 

Si M = (X d) es un espacio métrico, a cada fun-

ción h E 'k le asociaremos una función de conjunto h * 
definida por 

{ 
h*(A) = h( O (A)) 

Proposición 8 

Sea M = (X d) un espacio métrico. Para cada h € 7'f y cada 

Ó > o , la función de conjunto 

I E cUE 
r I 

definida para cada E E P(X) es una medida exterior. 

Demostración: 

(1) 

Es inmediata a partir de la proposición 2, tomando ? = h"'" 
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que es una función no negativa h* ( p) = O , y tomando 

por familia -¡:; de recubrimiento secuencial la familia de 

subconjuntos de X de diámetro menor que Ó • 

Proposición 9 

La medida exterior coincide con cualquiera de las 

tres funciones de conjunto siguientes 

Á~(E) = inf { L h*(Er) / E =VE , Ó (Er) S, Ó } r 

T~(E) = inf { °I: h *(E ) / E = UE , E. íl E . = f/j, d (E ) ~ Ó J r r l. J r 

F~(E) = inf f 1: h* (E r) / EC UE , E cerrado .S(E ) ~ Ó} r r. , r 

Demostración: 

Que A~(E) ~ ó~(E) es inmediato. Y que 

se deduce de que para toda familia { Er' de conjuntos de X 

de diámetro menor o igual que S tal que E e UE r , se 

obtiene la familia {E() Er} de conjuntos de X cuyo diá-

metro es "a fortiori" menor o igual que S y tal que 

E= U (E()Er). Que ~~(E)= T~(E), se deduce de la cono

cida propiedad de los anillos de conjuntos de que toda unión 

UA puede escribirse . ' disjunta VB ( de-como un1on es 
n n 

cir B.n B. 
l. J = ~ si i 1 j ) y siendo Bnc An para cada 

finalmente ¡\~(E) h Es inmediato nE N . Veamos = F¡; (E) • 
h h definición. Recíprocamente, que /\s (E) ~ Fs (E) por para ca-

da recubrimiento { Er} de E con S(Er) !,Ó, obtenemos 

el recubrimiento fÉr \ de cerrados con ó (Er) = ó (É ) ~~ 
r 

por tanto F~(E) ~ ¡\~(E) quedando probada la igualdad. 

Definición 6 

Sea M = (X d) un espacio métrico. La medida de Hausdorff 
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f\h (h E 1() sobre lá a- -álgebra P (X) queda definida de 

la siguiente manera 

A h (E) = lim /\ ~(E) 
.s ...... o 

o su equivalemte 

/\h(E) = lim /\ ~/n (E) 
n~oo 

Evidentemente si Ó < f se verifica 

/\~(E) y por tanto para todo S '>O , /\~(E) 

/\~(E) ~ 
~ /\ h (E) • 

/\ h es una medida exterior métrica (proposición 6) 

y regular porque, en virtud de la proposición 9, las apro-

ximaciones pueden definirse mediante los recubri-

mientos cerrados es decir mediante recubrimientos for-

mados por conjuntos Borel; en consecuencia el corolario de 

la proposición 7 asegura que /\h es regular. 

Así pues toda medida de Hausdorff /\ h (h E 'J.e ) 

es una medida exterior métrica regular. Por tanto todos los 

conjuntos Borel son /\h-medibles y si (En\ es una suce

sión creciente de conjuntos se verifica 

(1) 

(proposición 1) 

Tal y como se indicaba al principio del trabajo, 

la cuestión de saber si la relación (1) se mantiene para las 

pproximaciones /\~ de la medida de Hausdorf f nos 

lleva a introducir medidas auxiliares <Pt y 

Definición 7 
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Sea M = (X d) un espacio métrico. Para cada S >o , y c ada 

hE~ , se define 

<P~(E)=inf{lim /\~(En)/ {En\1E} 
n~oo 

"flEc X 

y se define 

(\> t (E) V ECX 

Es claro que si b <E , ~~(E) ~ q,g(E) • Por 

consiguiente para todo b ')O , se verifica <t>f (E) ~ cl>h (E) • 

Proposición lo 

La f unción de conjunto h -4>s : P (X) ~ R es una medida 

exterior verificando cP~(E) ~ /\f(E) , y por tanto 

~ h (E) ~ Ah (E) , para cada E e X • 

Demostración: 

Desde luego <li~té) = o porque 

cPf (A) ~ <P~ (B) • En efecto, sea 

/\ ~ (,e5) = o • si A e B , 

{ Bn} t B • Se verificará 

{ Bn n A} 1' A • Como cada A~ es una medida exterior, s e 

tiene 

y también 

lim /\~(Bn()A) ~ lim /\~(Bn) 
n~oo n_,oo 

Tornando inferiores sobre todas las sucesiones crecientes a 

B , r esulta 
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y como 

queda probado que 

cP~ (A) ~ ~l1 (B) 

lm ,/.. ~ Veamos fina ente que ~º posee la propiedad de subaditi-

vidad. Sea f Ap} una sucesión de conjuntos de X tal que 

A = U A • Si f > O es arbitrario, para cada p E. N existe 
p 

una sucesión creciente {A } pn n 

tal que 

tal que 

¡\~(A ) 
o pn 

es decir para todo natural nE N se tiene 

= LJ A 
n pn 

y 

se define entonces B - U A n - pn • La sucesión { Bn} es cla-
p 

ramente creciente pues 

B = LJ A C Ü Ap(n+l) = Bn+l n p pn p 

Finalmente, puesto que 

<f>~ (A) ~ lim 

lim 
n-too 

n~"" 

UB = A , resulta 
n 

lim 
n~oo 

y como E> o es arbitrario queda probado 
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iJ>¡-,h(A) ~ ¿: <!if (Ap) 
p 

Probemos por Último 

y 

si {En} es una sucesión creciente cualquiera cuyo límite 

es E , se tiene 

pero, para cada 

A~(E) ), resulta 

lim 
n~» 

ne: N , siendo E CE 
n 

(y por tanto 

Pasando al lÍmi te cuando ó --+O / se obtiene 

lo que completa la demostración. 

P . . ' 11 ropos:Lcion 

<f>h es una medida exterior métrica. 

Demostración: 

Es suficiente probar que si dos conjuntos A , B de X 

verifican d (A B) )' o , entonces <P h (A U B) ~ cph (A) + cj> h (B). 

Sea entonces O < b < d (A B) y E > O arbitrario. Se pue-

de elegir por definición una sucesión de conjuntos {Eni 

con { En1fA u B tal que 

<l>r<A uB) + r ?' lim A~<En) 
n~oo 

se verifica entonces, puesto que { En íl A} 1' A 
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cP ~(A) + cp~ (B) ~ lim 
n-oo 

lim [/\~(En n A) + /\~(En f'\ B)] 
n-oo 

(1) 

Probemos a continuación 

Puesto que Af ''o es medida exterior, se verifica 

ya que En e A U B • Recíprocamente, sea 'l 7 O un número real 

arbitrario. Por definición de A~ existe un recubrimiento 

de E 
n 

para el cual 

con \;Jke N 

Pero ninguno de los conjuntos Bk puede tener puntos a la 

vez en A y en B ya que se eligió inicialmente 8 <. d (A B) 

Por tanto podemos escribir 

y como ? > o es arbitrario, resulta 

La relación (1) se completa entonces de la siguiente manera 
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y como f '7 O es arbitrario, se tiene 

Tomando límites cuando S ~ o , se obtiene la desigual-

dad deseada. 

Proposición 12 

Dado cualquier conjunto E e X , podemos escribir 

E= E' U E 11 

con et> h (E ) y <\> h (E• ') = O • 

Demostración: 

Si cJ> h (E ) = oo , tomamos E• = E , E• • = ¡6 , y como 

c.i>h (E) ~ /\h (E ) (proposición lo ) , los conjuntos E 1 y 

E'' así definidos, verifican las condiciones pedidas. Supon-

gamos entonces que <j>h (E ) < oo • Para cada m E N , se tiene 

<J> ~/m (E ) ~ <t>h (E ) . Por tanto, para cada m~ N existe una 

. , 
sucesion 

E1 (m) e E
2 

(m) e . . . . e E 

tal que 

lim 
n~oo 

/\ ~/m (En (m)) < 4> ~/m (E) + 1/m ~ cP h (E ) + l/m 

o sea 

n = 1, 2, • •• 

Por otro lado en virtud de las proposiciones 3 y 9, existe 

para cada E (m) , un conjunto Borel 
n 

E~ (ni) 
n 

tal que 
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En (m) e E~ (m) y h l\h l( A 1/m (En (m) ) = 1/m (En (m) ) 

Los conjuntos E~(m) pueden elegirse crecientes (ver demos

tración de la proposición 1). Puesto que los conjuntos 

Borel son medibles para toda medida exterior métrica, según 

se demostró en el corolario de la proposición 5, resulta 

lim ~h(E~(m)) = 
n-+oo 

y utilizando el mismo razonamiento de la proposición 1, se 

concluye que 

lim cp h (E~ (m)) = <j> h (E) 
n~"" 

Por tanto, dado cualquier número positivo ? 
Índice n

1 
(m) tal que 

,i,h h * '-1' (E) - <j:> (E ( ) (m)) < 
n'l m 

, existe un 

y como la q,h_medida de E es finita, podemos escribir 

Sea entonces 

••• 

Para este conjunto 'Se verifica 

cph((E - E~?(l)(l)) U (E -

"<> 

L cph(E 
m=l "' - E ( ) (m) ) 

n~ m < 7 
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Por otro lado, para todo mE N , se verifica 

1\ ~/m (E~ (m) (m)) = 
'Z 

h 
/\ l/m (En (m) (m) ) < 

z 
< <JI h (E) + l/m 

por tanto, pasando al límite cuando m~"" , resulta 

Sea entonces { h l una sucesión decreciente de números t r 1 

reales positivos que tiende a o • Por el procedimiento 

anterior, a cada ~ r le asociamos el conjunto E ( 'l r) 

de E que verifica 

<!:> h (E - E ( tz r) ) < 'l r y 

Observemos que, siendo la sucesión {E~(ml}n creciente, 

la sucesión { E ( ? r)} r se obtiene asimismo creciente, sin 

más que elegir nn (m) >,:. n'I (m) para cada r, m. El pro-
'r+l r 

blema queda resuelto si se elige 

y 

En efecto, de la relación 

cp h (E 1 1 ) = cp h (E - LJ E ( '/. r) ) = 
r=l 

se deduce que para cada r € N 

E 11 =E-E 1 

<P h ( () (E - E ( 1. r) ) ) 
r=l 

es decir tj} h (E ' ' ) = O • Que qih(E) = <j:>h(E') es inme-

diato porque 
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Por Último veamos que /\ h (E') = <P h (E') • Se sabe de la 

proposición lo que <P h (E') ~ /\ h (E 1 ) • Por otro lado, apli-

cando la proposición 1 a la medida exterior regular Ah , 

resulta 

Ah (E') = lim 
n~oa 

Proposición 13 

Si 

6 '> o y por tanto 

Demostración: 

<\>r(E) = 

/\ h (E) 

para todo 

Sean E>O , arbitrarios. Existe una sucesión 

{ En1 f E tal que 

lim 
n-oo 

y por tanto para todo natural n , se tendrá 

Puesto que /\ h es medida exterior regular, se verifica en 

virtud de la proposición 1 

n~ 

Existe por tanto un Índice p tal que 

Por otro lado, al verificarse /\ h(E) < oo 

(1) Ah (E - E ) <f. 
p 

y "a fortiori" 

(1) 

, se deduce de 
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resultando, por consiguiente 

/\~(E) 

es decir 

Puesto que la desigualdad inversa ya está demostrada, queda 

probado el teorema. 

Corolario 

Si E tiene /\ h-medida 6-fini ta , 

Demostración: 

Por hipótesis existe una sucesión {En' tal que 

E e U En 
n=l 

y V né N 

Por otro lado, en virtud de la proposición 12 1 existen dos 

conjuntos E' y E'' tales que 

.. 
E=E'ÜE 11 

Por tanto, para todo n E N , 

que 

y 4> h (E' ') = O 

cP h (E 1 1 n E ) = O • Puesto 
n 

se verificará por l a proposición anterior 

/\ h (E ' • () E ) = O 
n 

Por consiguiente 

V nEN 
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OD 

/\ h (E' ' ) ~ r /\ h (E' ' n E ) = O 
n=l n 

y ya es inmediato que 

El resultado que acabamos de obtener se genBraliza

rá haciendo uso de un teorema más potente que vamos a demos-

trar a continuación. Deduciremos que si E es de medida res-

pecto de /\h 6 -finita, entonces <P ~ (E ) = /\ ~ (E ) para 

todo 8 >o • 

Teorema 2 (Teorema fundamental de las 4> h-medidas) 

Si <P ~(E ) < k ' 
w2 

' ••• de E 

Demostración: 

Por definición de 

existe una sucesión de subconjuntos wl 

de diámetro Ó (Wr) ~ Ó 
' 

tal que 

(1) 

<t> ~ existe una sucesión de conjuntos 

lim 
n~ro 

Para cada E n se puede elegir una sucesión de conjuntos 

' 

tal que u v2 
n u • • • I para todo 

r y lim ~ 
n-i""" r=l 

merados los conjuntos 

= A 
vl 

n I 

(proposición 9 ) . Supongamos nu-

v2 
n ' 

. . . de tal manera que 

para cada n EN • Para cada natural r , los números 

están acotados inferionnente por o y superionnente por Ó , 

por tanto, para cada r € N , puede extraerse una subsucé:sión 

convergente a algún valor 
r 

d con 
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Puesto que h es una función continua, se deduce 

(2) 

"" ~ h (lim b (V~)) = lim 
=1 m~ m-+co 

~ h( Ó (V~)) ~}. 
=1 

Por tanto la sucesión { dr } tiende a o cuando r -:. o.o 

, 
ya que de lo contrario la serie 2::.h(dr) no seria conver-

gente al ser h una función monótona creciente. 

Sea 

todo entorno de X corta a Vn} 

y vamos a probar que los conjuntos Wr as{ definidos, re-

suelven nuestro problema. Sea €>O un número cualquiera, 

x , y dos puntos arbitrarios de Wr • Las bolas B (x , f. ) 

y B (y , € ) cortan ambas a para todo n. Tomemos 

entonces 

z
1 

E B (x , E ) (\V~ 

se verifica entonces 

Siendo esto válido para todo ne N , se deduce de (2) 

d(x y)~ dr + 2E: 

y, puesto que E es arbitrario así como X , y en 

se concluye 
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Para demostrar la fórmula (1) necesitaremos el siguiente 

Para todo entero r
0 

se verifica 

E - o 
r=l 

Demostración del lema: 

Wr e lim inf 
n~ oo 

(3) 

Sea. x E E - Ü Wr • Para cada entero 
r=l 

se verificará 

11 a fortiori 11 

es decir 

r 
XEE - u wr 

r=l 

por tanto existen bolas B(x, 71 ) , ••• , B(x, 1r) tales 
o 

que 

B (x , 'l 1 ) () v; = J6 para todo n EN 

..... 
para todo n E N 

Por tanto, si f = min ( 11 , ••• , 'lr ) , se veerificará 
o 

para todo n E: N 

Por otro lado si x E E , como { En¡ j E , exis t:.e un índice 

n (x) tal que 

Asimismo, 

para todo 

X E.E 
n '! n >TI (x) 

oa r 
al ser En = U Vn , se deduce 

r=l 
n > n (x), y de la relación ( 4) se 

00 

X E. u 
r=l 

deduce 

( 4) 
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X <t V~ U • • • U v~o para todo n E: N 

Luego x E U vr para todo n ...,. n (x) , quedando probado n 

el lem9-. 
r">r o 

A continuación podemos deducir la f~rmula (1). Sea O >o 

arbitrario; puesto que { dr J ~ O cuando r ~ oo , existe 

un Índice r o 
dr cuando n 

tal que 

~OC> ' 

dro+l < Ó 

existirá 

, y puesto que { b (V~) } ~ 

n € N tal que 
o 

para todo n > n
0 

Observemos que al haber elegido para cada n 

b 1 2 ~ b (V n) ~ ó (V n) ~ •••• 

resulta 

para todo n >n
0 

y r >r
0 

Sea entonces r 1 3- r
0 

y consideremos los conjuntos 

Se verifica 

En efecto, 
Oo 

U ((E -
m=l 

{ E~ ~ es una sucesión creciente. Para probar que 

LJ Wr) ()E*) = E - LJ Wr , basta probar que 
m r=l r=l 

E -
<>o u <>O u 
r=l m=l 

Pero en virtud del lema antes demostrado, se tiene 

es: 
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00 

E - U wr c. lim inf U vr 
r=l n~""" r>r n 

o 

para todo r ; en particular si o x e. E - U wr , existe 
r=l 

un índice n(x) tal que 

x E. U vr . n 
r>r1 

para todo n ~ n (x ) 

y por tanto ~ 
x ~ En (x) , es decir 

00 .w-
x E U E • Así pues, por 

m=l m 
definición de la medida , se tiene 

h ao r h _, 
4> 1 (E - U W ) * lim /\ ~ ( (E - U wr) () E~ ) ~ 

r=l m-+ao r=l 

= lim /\~ ( n ( LJ V~ ) ) ~ lim /\~ ( LJ v!) ~ -
m~oo n~m r>r1 m~oo r>r1 

pero , luego por (5) , 

Por tanto para todo m>n 
o 

y por tanto 

Ü Wr) ~ lim 
r=l m~uo 

'L h CcS<v!>) = 
r>r1 

00 -* 
= ~ lim h(V~) 

r=l m-+oo 

ri 
'L lim h < ó cv!) > = 
r=l m-+o. 

cuando 

como h es una . . función continua, se puede proseguir 

ri r ri r = ~ - ~ h ( d ) ~ A - ~ h ( ó (W ) ) 
r=l r=l 

m >n • o 

ya que h es creciente. Y como esto es cierto para todo 
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CÍlr(E - uwr):::; A
r=l 

tomando lÍmi tes cuando O__,. O 

cj:ih (E -

y el teorema fundamental queda probado. 

Los siguientes resultados son sencillas consecuen-

cias del teorema fundamental que se acaba de probar 

Proposición 14 

Sea M = (X d) un espacio métrico. Dados cualquier conjunto 

E c. X y cualquier número S > O , podemos escribir 

E=E'UE 11 

con ¡\ ~ (E ' ) = <P ~(E 1 
) = cj> ~(E) y cp h (E 11 ) = O • 

Demostración: 

Si h <j:i8 (E) = oo basta tomar E' =E y E 11 = ¡6 para que 

se cumpla la tesis pedida. Si <Pf (E) <oo , por el teorema 

2 , para cada E> O podemos escribir 

E = 

donde 

1 2 
(W U W U ••• ) U W o 

r = 1, 2, 

(1) 

y además 

En virtud de la proposición 12, podemos escribir 

con 

= W' Uw 11 

o o 

y <fih(W") =o • Definimos 
o 



- 38 -

los siguientes conjuntos dependientes del E fijado 

E' ( E ) E" (E ) = 

Para estos conjuntos se verifica 

<!:> h (E" ( E ) ) = o 

y 

"" 2: /\~(Wr) + A~(W 1 ) 
r=l o 

W" o 

Puesto que cada Wr tiene diámetro menor que d , se verifi-

cará 

y desde luego A h(W 1) ~ /\h(W'). Por tanto se tiene 8 o o 

Oo O(} 

l\~(E'(E)) ~ ~ ri'cwr) + A~(W~) ~ ~ h'cwr) + l\h (W,) = 
r=l r=l o 

.., 
qh(Wo) < ip~(E) = L h*<wr) + + E 

r=l 

Sea entonces { E.m} una sucesión decreciente de números reales 

positivos tendiendo a o • Se define 

"" 
E'= (')E'(f) 

m=l m 

00 

E" = U E" (E ) 
m=l m 

y se demuestra finalmente que estos dos conjuntos satisfacen 

las condiciones exigidas. En efecto, E = E' U E" en virtud 

de (1). Además 

00 

L <\>h(E"(E )) =o 
m=l m 

deduciéndose de ello que <P~ (E") = o para todo Ó >O , es 
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decir <1>~ (E') . = <)>~{E) • Por otro lado, puesto que siempre 

se verifica ~~(E 1 ) .$. /\~(E') , solo queda demostrar 

pero esto es inmediato porque 

para todo m e N 

por tanto 

para todo m E N 

· es decir 

Aunque no será necesario para nuestro fin, probare-

mos el siguiente •resultado que generaliza la proposición 14. 

Teorema 3 

Dado un conjunto E de un espacio métrico M = (X d), pode-

mos escribir 

E = E 1 U E" 

con <Ph (E") = O y A~(E') = <f>~(E') = cf>~(E) para todo 

6 > o • 

Demostración: 

Como ya ha sido visto, la función 
' h 

~(Ó) = <\>ó(E) es una 

función monótona decreciente de R+ en R+ U {O} • Por un 

resultado elemental de análisis real sabemos que el conjunto 

de discontinuidades de ~ es a lo sumo numerable. Sea 
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una enumeración del conjunto de los números racionales posi-

tivos unión el conjunto de discontinuidades de ~ • Se puede 

entonces escribir para cada á '> o 

4> «S > = inf { 'P (6 r) / 6r~Ó 1 
Por la 

. . , 
14, para cada Ór existen E' E" proposicion r y r 

tal que 

E = E' UE" r r 

y además 

/\5~ (E~) = cP5) ~) = <f>ó~ (E) I 

O(> <>e:> 

Definamo s entonces E' = J""\ E 1 E" = U E" • Claramente ' ' r , r 
r=l r=l 

E = E'UE" y <j)h(E 11
) =o. Se deduce de esto último- que 

<Pr (E") = o para todo ó > o , y por tanto para todo ó > o 

<t>r (E) = <P ~(E') • Finalmente cualquiera que sean S >o y 

E '>o , existe r tal que ~r <Ó 

<t>ó~ (E) < el>~ (E) + E 

Tenemos entonces 

y como f '>O es arbitrario 

y 

La desigualdad recíproca ~ f (E ' ) ~ A~ (E ' ) se deduce de la 

prposición lo y queda, pues, establecido elteorema. 
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Teorema 4 

Las tres propiedades siguientes del espacio métrico M = (X d} 

son equivalentes 

al cj> .r (E) = /\~(E) para todo E ex y todo ó >o 

b) </> h (E) = /lh (E) para todo Ec X 

c) c:j:>h (E) = o implica Ah(E) = o para todo ECX 

Demostración: 

Obviamente a)~ b)~ c) • Por tanto solo falta probar 

c)~ a) • sea Ecx y b >O • En virtud de la proposición 

14 podemos escribir E = E' U E" con 

y <j>h (E") = O 

Al verificarse c) /\h(E") =o y por tanto 

es decir 

/\ ~ (E) = {\~ (E ' ) 

y por tanto 

Corolario 

Si E es de /\11-medida (f-fini ta, entonces 

para todo 

Demostración: 

sea M • = (.'E d 1 ) el espacio métrico formado por E y la 

medida d' restricción de d a E • Todos los subconjuntos 
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de E son de Ah-medida 6-finita y por tanto el corolario 

de la proposición 13 asegura que sus Ah- _ y ~h-medidas 

coinciden. Aplicando elteorema 4 al espacio métrico M' = 

(E d'} , al verificarse b) se verificará a) es decir 

A,h h 
'f8 (E) = l\s (E) para todo 

Obtenemos así la generalización que ya anunciábamos 

en e l corolario de la proposición 13. 

Finalmente probamos el teorema de las sucesiones 

crecientes para las ~~-medidas. 

Teorema 5 

Si r En} i E I entonces <P~ (En) ~ cf>~ (E) para todo ó >o • 

Demostración: 

Sea h >o • Por la propsición 14, cada conjunto En lo podemos 

descomponer en 

con 

Definimos 

oO 

E11 =ÜE11 

n n=l 
I 

E = E' UE" n n n 

E'>\ = E 1 - E" 
n n 

y 

' "' E = E - E" 

Se verifica 4>~ (E") = o y vamos a probar que 

Como la sucesión { En l es creciente, se deduce que lo es 

también f E~ J • Además se tiene 

En efecto, si X E E"' • E" E" / n n - se tiene 
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X E E 1 
n 

00 
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y x<f: E" 

y X f. E" 

Siendo E= LJ E 
n=l n 

resulta x e E - E" = E*. La inclusión en 

el otro séntido es también inmediata. As{ pues 

·para todo ne N 

Por tanto, por definición de <P~ se tiene 

cP ~(E¡¡) ~ lim A~ (E~) ~ lim e\>~ (En) 
n-= n-:, "" 

y siendo E = EJ( U E" , resulta finalmente 

cP~(E") ~ lim cP~ (E ) 
D400 n 

La desigualdad inversa 

lim q,~ (En) ~ el>~ (E) 
n-+oo 

es inmediata ya que para cada n € N 

quedando as{ probado el teorema. 

, E c. E y por tanto n 

De esta fonna queda definitivamente establecido 

1 lt d b .L~ b 1 . ' irn" . /\h e resu a o que uscct1.1amos so re as aprmx. ac:iones s 

de una medida de Hausdorff ya que aplicando el teorema 5 

y el corolario del teorema 4 deducimos que si E es un 

subconjUJ).to de un espacio métrico, tal que E tiene 

/\ h-medida 6"-fini ta, para toda sucesión f En 1 que converge 
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creciendo hacia E se verifica 

lim /\~(En) = t\~(E) 
n_.,..,. 

para todo b '>O • 
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