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A lo largo del trabajo las letras E , F , G den o-

tarrui siempre espacios localmente convexos Hausdorff sobre el 

cuerpo IR o C (que en general se escribirá K } y el sím 

bolo p E la familia de todas las seminormas continuas en E • 

Tal familia es separada (no todas las seminormas de rE se 

anulan sobre un vector no nulo de E ) y es filtrante ( para 

Para h€E cx € r 
E 

se designará por 

del vector h por la apllcaci6n e< • 

o<' ~o<'' ) 

la imagen 

El símbolo JI (E F) se utiliza siempre para denotar 

el espacio vectorial sobre K de las aplicaciones lineales 

continuas de E en F • 

La letra 0 designa una familia de conjuntos acota-

dos del espacio E que recubren el espacio y que se supondrá 

saturada, es decir, si S , S 1 pertenecen a 6 entonces 

sus• también pertenece a § • 

En primer lugar introduciremos una topología local-

mente convexa Hausdorff en el espacio Jf' (E F) • 



Proposici6n 0.1. 

Para cada ~E r F y cada S ~ 0 , se define la aplicación 

de /J (E F) en IR siguiente 

1 'r 5 ' u~ 1u1 ~s = sup 
hes 

1 u(h) 1 r 
Se verifica entonces 

a) Para cada y u E: JI (E F) , el número 

1u1 ~ S es finito y en consecuencia la aplicación 1 1 (3 S 

está bien definida. 

b) Para;: cada _ r € rF , SE§ la aplicación es una 

sem.inorma. 

e} La familia de seminormas 
S€0 , es sepa-

rada filtrante. 

Demostración: 

Es inmediata y se omite. 

Definición 0.2. 

La topologÍa que sobre !/(E F) determina la familia de semi-

normas de la proposición 0.1. se llama 6 -topología o topolo-

gÍa de la convergencia uniforme sobre los conjuntos de § y 

se denota /\ 6 : El espacio &f CE F) provisto de ella se 

escribe &f 6 (E F) • Es un espacio localmente convexo Hausdorff. 

Puesto que la familia de seminormas que generan la 

topología /\<9 es filtrante, un sistema fundainental de entornos 



' . 
' 

de cero en ricr. F) viene dado por la familia 

Es obvio que si G e 0' , entonces 

Algunas 0 -topologías tendrán interés preferente. 

sea (respectivamente e§ 
k • 

milia saturada de todos los conjuntos finitos de E (respecti-

vamente de todos los subconjuntos compactos, precompactos,· aco-
·:: ·: .,, . 

tados de E) ~ La . @
8
-topología en &1CE F) (respectiva-

J'1(E F) ) ; 

se denotará por (respectivamente i , 

y se llamará topología simple o topología débil (respectiva-

.mente topologÍa de la convergencia compacta;. de la convergencia 

precompacta, de la convergencia acotada o topología fuerte). 

. El esp acl o vectorial JI (E F) provisto de las topologías 

• J\ pk , /\ b ·se representará respectivamente 

por • ~ k<i F) , • 

Puesto que 0 
13 

e 0 k e . § pk e 0 b , se deduce de 1 a 

observación anterior que 

A s ~ /\ k .:; /\ pk ~ A b 
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·En el estudio de la diferenciaci6n de aplicaciones 

f s X ---+ F ( X abierto de E ) es introducida la condicipn 

----------de diferenciabilidad Gateaux-Lévy, basada em una condici6n del 

tipo siguiente 

lim t-1r(f 1 X 1 th) = 0 
t..;i.o 
tE. IR 

donde xe X , h€E y 

(1) 

. r(f 1x1 th) = f(x +lh) - f(x) - Df(x),h 

es el resto de f en el punto x y en la direcci6n h , siendo 

Df(x) € ol1'(E F) • Distintas condiciones de existencia del l:Írnite 

{1) unifonnemente en h variando en los ele.11entos de una 

. 
familia 0 proveen otras tantas condiciones de diferenciabi-

lidad que se muestran como una generalizaci6n suficientemente 

operativa de la conocida diferencial de Frechet para aplicacio-

nes entre espacios nonnados ( [ l] , ( 3] ) • Dichas condicio-

nes son satisfechas si se exige que la aplicaci6n diferencial 

Df i X~ J'6 (E F) dada por xi-+ Df(x) sea continua (bre-

vemente que f sea continuamente .diferenciable respecto de 

la @ -topología de ~(E F)} • 

Dentro de este marco de la teoría diferencial parece 

natural definir convergencias para las aplicaciones d.l.fei:encia-

l.es, para las cuales se mantengan los teoremas clásico.> de paso 



al límite en sucesiones de funciones continuamente diferencia-

bles. Definidas estas convergencias, se prueba que mantienen 

la. propiedé!d de la diferenciabilidad continua para la funcljin 

1!rni te (ver [ 5] ) • Pero además poseen la propiedad importante 

de definir topologías en el espacio ,;!
0
T de las aplicaciones 

de un conjunto T en el espacio ~(E F) y para dicha topo-

1ogí a la convergencia en el espacio .t'J coincide con la 

.inicialmente definida. El estudio del espacio topológico J'0T 

as! construido es el motivo central del presente trabajo. 



-~ ~· 
·il , . 

• 

- CAPITULO 1 



- 8 -

En lo que sigue referente a la convergencia de redes 

de funciones, la letra I denotará un conjunto ordenado por 

1a relaci6n ::;:. filtrante superiormente que será conjunto de 

índices para las redes de funciones que aparecen. 

Definici6n 1.1. 

Sea T un conjunto y sea ® un recubrimiento saturado cual
.;{ .. 

q:uiera de E por conjuntos acotados. Para cada i e I .sea 

gi 1 T - &'CE F) wia aplicaci6n. Diremos que la red fun-

converge AG-uniformemente hacia la funci6n 

·"9 : T -- dj! (E F) , cuando para todo entorno W de O en 

J!G(E F) , existe j € I tal que 

XET gi (x} - g(x) E W 

cuando § sea alguna de las familias particulares 

• , diremos que la red converge A -s 

/\b-uniformemente, respectivamente 

Proposici6n 1.2. 

La red g
1 

z T - J'?CE F) i fi I converge !\;-uniformemente 

hacia la funci6n g : T --?- J! (E F) si y solo si para todo 

, SE@ , E> o existe j E I tal que la con-

, 



1. 

' 

dici6n siguiente se verifica 

<E 

/g1 (x)h - g(x)h f \-' < ¿ 

Demostraci6n s 

Consecuencia inmediata de la definici6n de la topología de 

Jt
0

CE F) (definici6n o.2.) • 

. ; .. De acuerdo con esta proposici6n, la convergencia 
.;. 

A(i¡-uniforme es la convergencia uniforme sobre T y sobre cada 

uno de los conjuntos del recubrimiento IS • 

Proposici6n 1.3. 

· Supongamos que @¡ e (9 1 
• Entonces si la red { gi ~ converge 

1\;1-uniforrnemente hacia g , converge también /\
0

-uniforme-

mente. 

Demostraci6n: 

consecuencia inmediata de la proposici6n 1.2 •• 

Es un importante resultado que cuando T es un espa-

cio topo16gico, las redes !Ira-uniformemente convergentes de 

funciones continuas tienen por límite .una funci6n continua. Lo 

estudiamos en la siguiente proposici6n. 
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. propos.ici6n 1. 4. 

: · Sea T un espacio topol6gico y para cada i E:' I sea 

qi s T __.,. ~(E F) una _ aplicaci6n continua. Si la red [ g
1 

J 
converge '\-,-uniformemente hacia g : T --+ ~6(E F) , entonces 

g es continua. 

Demostración: 

Sea x ET y sea ó/L . el filtro de entornos de x en T • Por 

hip6tesis dados , E > O , ex.is te j 6 I 

tal que _si i ~ j , y e T se tiene 
.. 

~!. " . 
- ~· . '. 

g(y)/ (3 5 < E¡3 (1) 

Sea 1 ~ j fijo. Puesto que gi 1 T ~ ~©(E F) es continua, 

existe U € t1L tal que siempre que y E U se tiene 

Se deduce de (1) y (2) que para todo YlE U 

·l <J(y) g(x) / (?> s < E 

es decir g es. continua en x • 

La convergencia A0 -uniforrne que hemos definido 

para aplicaciones de T en il (E F) nos va a definir una 
,. . 

(2) 

topología en el espacio de tales aplicaciones. El proceso se 

basa en la conocida t6cnica de las "clases de converg~ci:a" 

de la cual se puede encontrar un estudio completo en [ 4] • 



- 11 -

Enunciamos a continuaci6n el resultado fundamental sobre el que 

se basa dicha construcci6n. 

Lema 1.5. 

Sea X un espacio topol6gico y. [~ 1 una red en X s ~ iEI • e 

verifica 

(a) Si V ie: I • 

{b) Si {xi l converge a X • toda subred de [xi 1 converge 

a X • 

(c} Si J.~J no converge a X existe una subred de {xi J _,,. 

ninguna de cuyas subredes converge a X • 

• 
(d) Supongamos que para cada iEI existe un conjunto ordenado 

filtrante Hi y sea De [ (i A) / iEI 

el orden filtrante (1 A ) ~ (i • >.' ) si y solo si 1 > 1' 

o siendo i = i 1 se verifica A~ ~' en H1 (orden le

: •.• 01 .xicográfico). Entonces si {xi f ~ x. i 6 I y si para 

cada i E I,, [ ~ J ~ xi ). E H1 , existe una subred de 

(i A ) E D que converge a x • 

Recíprocamente,; supongamos que sobre un conjunto X está defi-

nida una familia ~ de pares de la forma ( { x1 l 1 E I 1 x ) 

donde XE X y {x1 1 i E I es una red en X (se dice que l x1 } 

• 
converge a x por t: y se escribe [xi} L x ) verificando 

las propiedades (a) hasta (d) anteriores ( ~ se llama 

entonces "clase de convergencia"). Existe entonces una topología 

, 



- 12 -

tal que 

si y solo si 

Los conjuntos cerrados de esta topología son aquellos conjuntos 

ACX tales que A= Ac donde 

Ac "' {. x E: X / existe una red [ x1 J en A tal que 

f XiJ :_X 

Demos tr aci 6n : 

No se desarrollará ya que puede. encontrarse en [ 4] , pero 

s! se explicitará la subred del apartado (d) porque es el 

punto más delicado en la demostraci6n de las clases de conver-

gencia. Sobre el conjunto producto 

el orden siguiente: si L = ( A i) 

L~ L' si y solo si 

cartesiano rr Hi se define 
tEJ 

, L' = ( ~i) € .íT Hi 
L<X 

Este orden es filtrante por serlo el orden en cada Hi • Sobre 

el producto cartesiano se define el orden tarn-

bién filtrante 

(ir~) ::;:. (i' L') si y solo si i~ i' en I y L >. L' " en TÍHi 
ú.:1 

El conjunto H con el orden definido será el conjunto de Índices 

para la subred de { x\,} (i )... ) E D buscada. En efecto, la 

aplicaci6n 
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donde L = ( X1 > 

verifica: Y (j A)€ D existe (i
0 

L
0

) € H tal que siempre que 

, l(J (i L) ~ (j A ) • Además la subred { x]., } 
(i L) € H converge a x por Jt (demostraci6n) • 

Lema 1.6 • 

..,o .p 1 
Sean p y p dos clases de convergencia en un conjunto 

tales que ¡:::;' c. f:' . Entonces ?¡:'' ~ f ¡:: , 

Demostraci6n: 
_,, .. 

Por definici6n la topología ? .,i tiene más cerrados que la 

topología ? #' . 

Estamos ya en condiciones de probar que la convergen-

cla fl.0 -uniforme de la definici6n i.1; genera topologías 

Definici6n 1.7. 

· Sea T un conjunto cualquiera. El espacio de todas las apli-

~aciones de T en Jf (E F) será denotado por .J!T (como 

siempre E y F son espacios localmente convexos Hausdorff} 

Proposici6n i.s. 

sea T un conjunto cualquiera. Sobre el conjunto dt'T se defi-

' 
ne la familia tJ'0 formada por todos los pares ( [ g1 } i e.! 1 g) 

donde 
\.OT 

g € ~ y es una red en rJf T que converge 

/\lé-uniformemente hacia g • Entonces '# 0 es una clase de 



- 14 -

convergencl a en c)tT • 

Demostracl6n: 

...o -·se .. verifican para fa ie los cuatro axiomas del lema 1. 5. 

(a) Inmediato 

(b) Sea f g1 ] 

cada ~e f'F , 

Y sea { gi I k E'. K una subred. Para 
. k 

E > O· • existe en virtud de la pro-

· posicl6n 1.2. un Índice j E I tal que 

X€T 

y dado :j E. I existe k
0 

€ K tal· que si k "?- k
0 

, ik ;:;,. j · • Por 

tanto 

xET 

es decir { g1 1 converge por ~. a g • 
klk€K 

(e) Si [ g1 J no converge a g por #r;; entonces por la 

proposicl6n 1.2., existen f-' E p F , S é 0 , é > o tal 

que: 3 XET con 

El subconjunto I' = { i' / i~ I J 

lg1 , (x) - g(xll (3 s ) E 

es cofinal en I y la 

no contiene ninguna subred que converja 

/\(8 -uniformemente a g • 

(d) Supongamos que f gil i E I converge 11¡;, -uniformemente . 

hacia g y que para cada i E I la red { rf>. ] >.e H1 con

verge llr¡,-uniformemente a g1 • Sean H , D y <p como en 

el lema 1.5. Vamos a demostrar entonces que la subred 
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{ if-,>.¡ } (i L) E: H donde L "' ( A 1 ) converge %-uniformemente 

hacia g • Ell efecto, dados ~E r F , , E "> O · , existe 

je: :r tal que 

.i ~ j XET 1 g1 ex> - g(x) 1 r s < E¡2 

para cada i ~ j existe ).'i E Hi tal que 

). ~ ).~ XET r ~ (x) - g1 (x) J ~ 5 < E¡2 

Sea entonces L' = ( ¡\'1 ) f nHi donde >.'1 es arbitrario en 

H1 si -;ii i j • Entonces para cada (i L) E H con (i t) ~ (j L') 

y cada x e T se tiene 

1 g!5x> - g(x) 1 ~ s ~ 

~ / ~¿(x) - gi (x) 1 ~ S ~- 1 gi (x) - g(x) / ~ S < E 

donde L = ( >.1 > • Es decir { ifJ..:} (i L) e: H es una subred 

que converge '\¡,-uniformemente. 

Definici6n 1.9. 

La topología '? t'@ sobre )t T que,l de acuerdo con el lema 1. 5. 

y la proposici6n l.s.;1 define la clase de convergencia ¡:;'6 
• se llama topología de la convergencia /\(!)-uniforme. El espacio 

JtT provisto de dicha topología se denotará itl . cuando 19 

es alguna de las familias particulares 

(9 b , la correspondiente topología ? #'@ se denota por 

t k: • ? pk • 7: b respectivamente y el espacio 



ttJ T 
topol6gico .¿ (tJ 

pecti vamente. 

Prgposici6n 1.10. 

por 

Si ce e @' entonces 

?s :f 

Demostraci6n: 
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• 

f-¡gG ~ ?: t', • En particular 
G' 

'C k $ fpk ~ ?b 

Por la proposici6n 1.3. .b<é'' e~ • El lema 1.6. prueba 

ahora ~t'G ~ e ~€5' • 

res-

A continuaci6n introduciremos sobre el espacio o>f T 

de forma natural una estructura de espacio vectorial sobre K • 

Definici0n 1.11. 

Para cada f g E J! T se define 

(f + g)~x) = f(x) + g(x) XET (1) 

donde la suma en el miembro de la derecha de (1) es la suma 

del espacio vectorial df CE F) • Análogamente para f € .}! T 

;¡ e€ K se define 

(cf)(x). = c·f(x) XET (2) 

Donde el producto por escalar en el segi.mdo miembro de (2) 

es el producto por escalar del espacio r!/(E F) 
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Nuestro pr6ximo objetivo es probar que la topología 

?'#'r;;, de la definici6n 1.9. es compatible co:u la estructura de 

espacio vectorial de la definici6n precedente, es decir que 

JtJ es un espacio vectorial topol6gico. 

Teorema 1.12. 

¿¿:; es un espacio vectorial topol6gico. 

Demostraci6n: 

(a) continuidad de la sumaa 

.~.'.' c}f,T 
0 

sean f g G~ y sean { fi} i€I • redes con-

vergiendo a f y g respectivamente para la topología del 

espacio . r:!Jf <?} (n6tese que puede elegirse el mismo conjunto 

de .índices.para ambaS). Por el lema 1.5. ello equivale a que 

[ fi} converge a f 1119-uniformemente y {g1 J converge a 

g /\@>-uniformemente. En consecuencia dados 

é. '> o • existe j 1 E I , j 2 E. I tales que 

XET 

xET 

1 fi (x) - f (x) 1 ~ s 

, gi (x) - g(x) 1 r ºs 

< E¡2 

< E¡2 

en consecuencia, siempre que i ~ sup (j1 , j 2 ) resulta 

para todo x G T • Por tanto { f 1 + gi } ~ f + g 
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) ---"~-

!\¡,¡,-uniformemente, ·lo q\le prueba la continuidad de la su.rna en 

(f g) • 

(b) continuidad del producto por escalar 

K" ~'!' 
0 

sea e e K , f E Jf'l y sean { c1 f 1 t :r ~ e en K y 

[ fi} 16 I ~ f en ~(,l . Esto Último equivale a que { t 1 } 

converge t\~ -uniformemente a f ~ Por tanto dados pe r F I 

s E@ • · l > é. > O , existen j 1 E I , j 2 € I tales que ~ 

-~ ~· 
·ti .. 

XET 

1 º1 - e 1 < [ 

~ I f1 <x> - f <x> 1 r s < f 

.. 
En consecuencia, siempre que i >,.. sup (j1 ,· j 2 ) , x 6 T 

1 c1 t.t - e f / ~ s í-

~ f c1 - c/·/f1 - f/~ 5 + lcl·/f1 - fl~s 

A@-uniformemente y la con-

tinuidad del producto por escalar en (c f) • • 
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CAPITULO 2 

• 
SUBESPACIOS LOCALMENTE 

CONVEXOS DE ;t,T 
0 

' 
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En el presente capítulo caracterizaremos subespacios 

localmente convexos del espacio vectorial ·topol6gico • 

Definici6n 2.1. 

Un elemento f E ~@>T se dice que es acotado, si la aplicaci6n 

f : ?-' ~ ~(E F) es acotada, es decir si el conjunto ... f (T) 

es acotado en el espacio localmente convexo &©CE F) • El 

.conjunto de elementos acotados de · · '2@T , que constituye clara-

·mente un subespacio vectorial de .Jire T , se denotará por 

• .JlT como subespaclo vectorial del espacio vectorial 

topol6glco ~@T es a su vez un espacio vectorial topo16gico. 

-Nuestro pr6ximo objetivo es probar que Jl T es un espacio 

• l.ocalmente convexo, construyendo al -propio tiempo unél fanú.lia 

de serninormas generan~o la topolog!a de J¿T • 

Proposici6n 2.2. • 

Jl T es un espacio localmente convexo Hausdorff. 

Demostraci6n: 

En la demostraci6n se construirá una familia de seminormas y 

se comprobará que generan la topolog! a que ,~T induce en 

Jl..T • Sea f € JlT • Para cada r €. f1 F , S t § , el 

• 

• 1 
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numero 
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11 f 11 p, s = sup 1 f (x) 1 11 s 
\ xi;T \ 

es finito, ya que al ser f acotado, f(T) es un conjunto 

--- '<''".:::;;;:¡¡<q¿,¿ifff§!fif't;Jt 

' 

acotado en aY
0

CE F) • De esta forma para cada ~ f: P F , S ¡¡; 0 

queda construida la aplicacl6n 

11 11 ~ s s JI. T -----..;. IR + 
f 1 ) Hfurs 

.comprobándose de inmediato que es una seminorma. Finalmente 

probamos:: ~e la familia de seminormas l fl 11 ~· S } \-' € P F S € 0 

genera la topología del espacio .llT • Para ello bastará ver 

que un sistema fundamental de entornos de O para la topolo-

g!a del :spacio JlT y para la generada por las seminormas 

es equivalente. Lo cual a su vez se verifica si y solo si 

toda red que converge a o por la topología de , con-

. verge a O por la topología de las seminormas y recíproca-

111ente. Por definicl6n [ fi} ~ O en J?.T cuando para todo 

('6PF # S€0 / €">0 existe j e I tal que 

XE.T (1) 

Por otro lado la red { fi J converge a o por la topología 

de las seminormas, si para toda seminorma JI l/ f S Y todo 

f i" O , existe j e. I tal que 



- 22 -

< f (2) 

Las condiciones (1) y (2) son obviamente equivalentes. Final

----------· mente veamos que es Hausdorff. Sea f ¡; JlT f ¡I: o • 

Existe x ET con f (x) -1 O • Pero &'10 (E F) es Hausdorff (ver 

definici6n 0.2.), luego existe una serninorma 1 1 r s en 

c}té (E F) tal que 

> o 

Por tanto llfll~s > o y J/;T es Hausdorff. 

.;~ '~· 

La completitud del espacio ~(E F) (para la cual 

existen conocidas condiciones, ver por ejemplo ( 2] ) se tras-

lada de forma natural al. espacio • 

Proposici6n 2.3. 

Si ~0 (E F) es completo, entonces JIT es completo. 

Demostraci6n: 

Sea { fi} una red de Cauchy en ,/?T • Para cada ~E r F , S € 6 

f > O • existe j E. I tal que i ;:> j , i • ~ j implica 
• 

< E 

en particular, para cada x ET 

1 fi (x) . - f 1 , (x) 1 ~ S < f (1) 

es decir, para cada x € T , { f 1 (x) J C ~(E F) es una red 
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de cauchy que por hip6tesis ha de converger a un elemento 
·, ----

f(x) E ~0CE F) • De este modo queda cons~da una aplicaci6n 

f s T ~ ~(E F) dada por x ~ f(x) • Veamos _finalmente 

que f E veT Y que {fil ~ f en Jl T • Dejando fijo en (1) 

i ~ j y pasando al l!mi te en 1' se deduce 

y ello para cada x E T • Por tanto 

.. 
-~ ~,· .,, . . 

siempre que .1 -~ j • Se deduce en primer lugar 

<. + ~ 

es decir f € .Jt'T y de la relaci6n (2) se resprende que 

.. 
Proposición 2.4. 

(2) 

Supongamos que T es un espacio topol6gico y sea c
0 

el 

subespacio de ~ GT de todas las aplicaciones continuas de 

~&(E F) • Entonces c
0 

es cerrado en e)/~. 
.. 

Demostraci6n: 

Sea f € d!i punto adherente a c
0 

• Entonces f es l!mi te 

para la topología ?~& de una red { fi~ e c
0 

• Pero de acuerdo 

con el lema 1.5. ello equivale a que [ fi} converge a f 

A0 -\.lniformemente. Pero como cada fi es continua, f tam-
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.. 
bién lo es (proposici6n 1.4.), es decir fEC - o • 

Proposici6n 2.5. 

Si T es un espacio topo16gico compacto entonces c
0 

es un 

subespacio cerrado de cftT • En particular si ~(E F) es 

'completo, C
0 

es un subespacio completo de J(. T • 

Demostr aci 6n: 

Sea fe c
0 

• De la continuidad de la aplicación f : T ___,, ~(E F ) 

--se deduce por hip6tesis que f(T) es compacto en ~CE __ F) • 

En particular f (T) es acotado, es decir f es acotado en 
- :~ .. 

el sentido de la definición 2.1.· Por tanto f € J(T • Que C
0 

es cerrado se prob6 en la proposici6n 2.4. Si ~~(E F) es 

completo, también es completo Jt.T (proposici6n 2.3.) y por 

· ·tanto c
0 

, corno subespaclo cerrado de Jl T ;también es 

completo. 
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