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P R I V I L E G I O .

Eu a R A INHA Fa50 saber aos que este Alvaráwirem : 
Que havendo-me representado a Academia das Sciencias 
estabelecida com Permissao Minha na Cidade de Lisboa, 
que comprehendendo entre os objectos-, que formao o 
Plano da sua Instituicao , o de trabalhar na composifao 
de hum Diccionario da Lingoa Portugueza, o mais com
pleto que se possa produzir; o de compilar em boa or- 
dem , e com depurada escolha os Documentos, que po- 
dem illustrar a Historia Nacional, para os dar á luz ; o 
de publicar em separadas Collecjoes as Obras de Litte- 
ra tu ra , que ainda nao forao publicadas; o de instaurar 
por meio de novas Ediyoes as Obras de Auctores de me
recimiento, e cujos Exemplares forem muito antigos, ou 
se tiverem feito raros ; o de trabalhar exacta e assidua- 
mente sobre a Historia Litteraria destes Reinos; o de pu
blicar as Memorias dos seus S o c io s d a s  quaes as que 
contiverem novos descobrimentos, ou perfeÍ5oes impor
tantes ás Sciencias , e boas Artes serao publicadas com 
o titulo de Me?norias da Academia, ficando as outras pa
ra servirem de materia a separadas e distinctas Collec- 
§oes , ñas quaes se dé ao publico em Extractos e Tra- 
ducfoes periódicamente tudo o que ñas Obras das outras 
Academias, e ñas de Auctores particulares houver mais 
proprio, e digno da Instruc9ao Nacional; e finalmente o.

de
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de fazer com pór, e publicar lium Mappa Civil e Litte- 
rario , que contenlia as noticias do nascimento , empre- 
ffos, e habita£oes das Pessoas principaes, de que se cora- 
poem os Estados destes Reinos, Tribunaes, ou Juntas de 
A dm inistrad0 da Justina, Arrecadajao de iazenda , e 
outras particulares noticias , na conformidade do que se 
pratíca era outras Cortes da E uropa: E porque havendo 
de ser summamente despendiosas., tantas, e táo numero
sas as Edicoes das sobreditas Obras , seria fácil que a 
Academia se arriscasse a baldar a importante despcza , 
que determina fazer nellas; se Eu nao Me dignasse de 
privilegiar as suas Edicoes , para que se lhe nao contia- 
íizessem , nem se lhe reimprimissem contra sua vontade, 
ou mandassem vir de fóra impressas, em detrimento írre- 
paravel da reputado da mesma Academia, e das consi- 
deraveis sommas que nellas deverá gastar : Ao que til
do Tendo considerado , e ao mais que Me foi presente 
em Consulta da Real Meza Censoria, á qual Commetti o 
exame desta louvavel empreza; Querendo animar a so
bredita Academia , para que reduza a efíeito os reten- 
dos uteis objectos , que o estáo sendo da sua appiica- 
d o : Sou Servida Ordenar aos ditos respeitos o segum te:

Hei por bem , e Ordeno, que por tempo de dez an
uos contados desde a publicado  das Edi£oes, sejao pri
vilegiadas todas as Obras, que a sobredita Academia 
das Sciencias fizer imprimir e publicar; para que nennu- 
•ma Pessoa ou seja natu ra l, ou existente , e moradora 
uestes Reinos as possa, mandar reimprimir , nem mtrodu- 
zir nelles, sendo reimpressas em Paizes Estrangeiros : de- 
baixo das penas de perdimento de todas as^Edmoes que 
se fizerem, ou introduzirem em contravenga0 deste Pri
vilegio , as quaes serao apprehendidas a favor da Aca
demia ; e de duzentos mil reís de condemnad0 > q^e se 
imporá irremissivelmente ao transgressor, e que sera ap- 
plicada em partes iguaes para o Denunciante, e para o 
Hospital Real de S. José. •

Exceptuó porém da generalidade deste Privilegio
aquel—

Yi n P r i v i l e g i o .



P r i v i l e g i o .

aquelles casos, em que as Materias, que fizerem o ob- 
jecto das Obras que publicar a Academia, appare§ao tra
tadas com variaban substancial, e importante ; ou pelo 
melhor methodo , no vos descobrimentos , e perfcifoes 
scientificas se achar , que diííerem das que imprimió a 
Academ ia: sendo o exame e confrontaban de humas e 
outras Obras feito na Real Meza Censoria, ao tempo de 
se conceder a Licen^a para a impressao das que fazem o 
objecto desta Excepjao : Encarregando muito á inesma 
Meza o referido exame, e confrontaban; para consequen- 
teménte conceder, ou negar a Licenya nos casos occor- 
rentes e circunstancias acima referidas. Nesta Excepfao 
Incluo as Obras particulares de cada hum dos Socios ; 
porque estas só poderáo ser privilegiadas, ou quando 
forem impressas á custa da Academia, ou quando os seus 
proprios Auctores Me supplicarem o Privilegio para el
las.

Hei outro sim por bem , e Ordeno, que sejao igual
mente privilegiadas pelo referido tempo todas as Edi- 
£oes , que a referida Academia fizer de Manuscriptos, 
que^ ha ja  adquirido : com tanto pcrém que d ellas nao 
resulte prejuizo ás Pessoas , que primeiro os bouverem 
adquirido , ou lhes perten§ao pelos títulos de Heranpa, 
ou de Compra, e tenhao ínten^ao de os imprimir por sua 
conta. E para que a este respeito haja alguma Regra , 
que atienda á utilidade publica, e á particular: Deter
mino , que a Academia possa imprimir os referidos Ma
nuscriptos; ou logo que mostrar que setas Donos nao 
querem im prim illos; ou que havendo elles declarado 
quererem dallos á lu z , o nao fizerem no prefixo termo 
de cinco annos, que ueste caso lhes se rao assignadcs pa
ra os imprimirem.

Hei outro sim por bem , e Ordeno, que na genera- 
lidade do Priv ilegio , que a referida Academia Me sup- 
p líc a , e Ibe Concedo na sobredita conformidade para a 
reimpressao das Obras ou antigas, ou raras, ou de Au
ctores existentes, fiquem salvas as Obras, que a Univer-

si-
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sidade de Coimbra mandar im prim ir; ou porque sejao 
concernentes acs Estudos das Facilidades, que se ensináo 
nellaj ou porque sendo compostas por Professores della, 
as mánde imprimir a mesma Universidade, como hum 
testemunlio publico dos progressos , e da reputajao Ili
teraria dos referidos Profesores : E fiquem igualmente 
salvas as outras O bras, que actualmente estao sendo ou 
impressas , ou vendidas por algumas Corporajoes, e por 
Familias particulares , e que nellas tein em certo modo 
constituido ha muitos annos huma boa parte da sua sub- 
sistencia, e patrimonio : e a cujo beneficio Poderef pri
vilegiabas, ou prorogar-lhes os Privilegios que tiverem.

Hei por bem finalmente, e Ordeno, que na conces- 
sao do Privilegio , que igualmente Concedo na sobredi
ta conformidade , para a referida Academia publicar o 
Mappa Civil e Litterario na forma acima declarada, fi
quem salvos os Privilegies seguintes, a saber: o Privi
legio concedido aos Ofíiciaes da Minha Secretaria de Es
tado dos Negocios Estrangeiros, e da Guerra para a im- 
pressao da Gazeta de Lisboa: O Privilegio perpetuo da 
Congregaban do Oratorio para a impressao do Diario Ec- 
clesiastico , vulgarmente chamado Folhinha: e o Privi- 
leo’io que Fui servida conceder a Félix Antonio Castrio- 
to para o Jornal Eucyclopedico: Para que em vista ¿os 
referidos Privilegios , e das E d i l e s , que fazem os obje- 
etcs dclles, se ha ja  a Academia de regular por tal ma- 
neira na coiDposijao do referido Mappa Civil e Littera
rio , que de nenhuin modo fiquem oífendidos os mesmos 
Privilegios, que devem ficar illesos.

E este Alvará se cumplirá sem duvida , ou embar- 
2:0 alffum, e tao internamente, como nelle se contém.

E  pelo que : Mando á Meza do Desembargo do Pa
co , Real Meza Censoria, Concebios da Minha Real Fa- 
zenda, e U ltram ar, Meza da Consciencia e Oidens , Rc- 
gedor da Casa da Supplicajao, Governador da Relajao 
e Casa do Porto, Reformador Reitor da Universidade de

Coiin-
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Coirabra, Senado da Camara da Cidade de Lisboa, e a 
todos os Corregidores , Provedores, Uuvioores, Juizes, 
M agistrados, e mais Justicas , ás quaes o conhecimento 
e cumprimento deste Alvará por qualquer modo perten- 
9a ,  011 haja de pertencer; que o cum prao, guardem , 
fayao cum prir, e guardar inviolavelmente, sein llie ser 
posto em bargo, impedimento , duv ida , ou opposijao al- 
g u m a , qualquer que ella se ja : para que a observancia 
delle seja in teira, e tao litteral , como nelle se contém. 
E Mando outro sim ao Doutor Antonio Freire de Andra- 
de Enserrabodes, do Meu Conselho, Desembargador do 
Pa9o , e Chanceller Mór destes Reinos, que o fa9a pu
blicar na Chancellarla, e que por ella passe: ordenando, 
que nella fique regisfcado , e que sé registe em todos os 
lugares, em que deva ficar registado, e conveniente for 
á sobredita Academia, para a conserva9ao e guanta dos 
Privilegios, que neste Alvará lhe Tenfio concedido. Da
do no Palacio de Nossa Senhora da Ajuda aos vinte e 
dois de Maryo de mil setecentos oitenta e lium.

R A I N H A  :

Visconde de Villamva da Cerveira.

Alvará pelo qual Vossa Magestade , pelos motivos nel- 
le mencionados, Ha por bem conceder á Academia das Scien- 
cías, estabelccida com a Sua Real Pcrmissao na Cidade de 
Lisboa, o Privilegio por tempo de dez anuos ; para poder 
imprimir privativamente todas as Obras, de que fa z  menfáo: 
com exceptes e niodificapoes, que váo nelle eocpressas ; e 
com as penas contra os transgressores do referido Pñvile- 
gio : tudo na forma acima declarada.

Para Vossa Magestade ver.
Re-
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Registado nesta Secretaria de Estado dos Negocios 
do Reino em o Liv. VI. das Cartas, A lv a rá s /e  Paten
tes a fl. 93 f .  Nossa Senhora da Ajnda 7 de Maio de 1781:

Joaquim José Borralho.

Antonio Freiré cTAndrade E?mr rabo des. Gratis.

Foi publicado este Alvará na Chancellaría Mor da 
Corte e Reino, pela qual passou. Lisboa de Maio de 
1781.

D . Sebastiao Maldo'imdo.

Publique-se, e registe-se nos Livros da Chancellaría 
Mor do Reino. Lisboa 18 de Maio de 1781.

Antonio Fráre d'Andrade Enserrabodes.

Registado na Chancellaría Mor da Corte e Reino no 
Liv. das Leis a fl. 34 Lisboa 19 de Maio de 1781.

Antonio José de Moura:

Joño Chrysostomo de Faria e Sousa de Vasconcellos de Sd  
o fez.

Registado na Chancellaría Mor da Corte e Reino no 
Liv. de Officios e Mercés a fl. 68. Lisboa 21 de Maio 
de 1781.

Mattheus Rodrigues Vianrn.

IN-



I N T R O D U C T O
y
A

T R I G O N O ME T R I A .

Advertencia.

Vamos tratar agora da Trigonometría rectilínea ; e 
trataremos depois da Trigonometria spherica.

1 Trigonometría rectilínea he a Scíencia, que 
ensina a resolver pelo calculo ( * ) o Problema seguinte. 
Das seis cousas, os tres lados e os tres ángulos, de hum 
triangulo rectilíneo , dadas tres [ em que entre hum lado 
(**) J adiar huma das outras tres. Mas para a solufao 
deste Problema fazem-se necessarios os principios seguin- 
tes.

2 Sabe-se da Geometría: que ( fig. 1. ) o valor de 
qualquer ángulo rectilíneo M O N  fica determinado pela 
grandeza do arco M A N  que os seus lados cortao no 
circulo M B N  descripto com hum raio O A  , e com o

A cen-

(*) Diremos pelo calculo : Porque a iesolucao dos triángulos por 
construcqóes geométricas, kto he , servindo-nos da escalla decimal,
e do transferidor, he pouco exacta. . ,

(**") Porque hum triangulo só pode ficar determinado (segundo 
os casos da igualdade dos "triángulos )  nos quatro casos seguintes : 
Cuando forem dados os tres lados ; ou dous ángulos e hum lado ; ou 
ddus lados e o ángulo comprehendido ; ou dous lados e o ángulo 
opposto ao maior delles; porque , se for o ángulo opposto ao menor 
delles, o problema admitte duas soluqóes.
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centro no vértice O: e que a grandeza do arco M A N  
iica determinada pelo valor da sua corda M N ; e poris- 
so o valor da semicorda P M  determinará tambem o va
lor do semiarco A M , 011 do ángulo M B N , que tem o 
vértice na cireumferencia. N.B. Estas semicordas tam
bem se chamao senos, como se vai definir na (fig. 2) ,

Dcfmipoes das ludias trigonométricas.

3 Seno de hum arco OM  lie a perpendicular M P  7 
conduzida de hum extremo do arco ao diámetro , que 
passa pelo outro extremo. E se denota assim : Sen. O M .

4 Seno verso do arco OM  he a parte OP do diáme
tro , coro prehendida entre o extremo do arco e o seno» 
E  se denota assim : Sen. vers. OM.

5 (*  (**)) Tangente do arco OM  he a parte ON da tan
gente a hum dos extremos do arco, comprehendida en
tre esse extremo , e a secante, que passa pelo centro e 
pelo outro extremo. E se denota assim : Tg. OM.
__ 6 Secante do arco OM  he a parte A N  da secante , 
que passa pelo centro e por hum dos extremos do ar
co , comprehendida entre o dito centro e a tangente ao 
outro extremo. E se denota assim : Sec. OM.

7 Construcpao. Faja-se o arco OM M B  — 90°; 
será o arco M B  o complemento de OM; (##). Tire-se o 
raio A B : e tire-se a recta M Q  , que seja o seno de

B M ;

I n t k o d u c c X o

(*')  Aínda que na definiqao entra duas vezes a palavra tangen
te ; com tudo fácilmente se distinguen! : porque a primeira lie a 
tangente trigonométrica, e a segunda a tang. geométrica. F.ntenda-se 
o mesmo a respeito das secantes.

(**) Dous arcos, cuja somma faz 90o , chamao-se complementos 
hum do outro , assim : (  90 ' — A  )  he o complemento de A 
C 45 ’ -- he o complemento de (45 o 4- A ( 90° +• A )  he o 
complemento de ( — A )  ; &c.
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B M ; e a rscta B F  a tangente de B M ; será BQ o seno 
verso, e A F  a’secante de BM,

8 O Seno 5 o seno verso; a tangente ; e a secante do 
complemento B M  de hum arco OM  chamSo-se Coseno ; 
Coseno verso ; Cotangente ; e Cosecante desse arco OM. E 
se denotao assim : Cos. O M ; Cos. veis. O M ; Cctg. O M ; 
e Cosec. OM.

9 Corollario. Logo pelos numeros (7  e 8 ) se rá .........
M Q  zz Sen. B M  zz Sen. ( 90° — OM  ) zz Cos. OM ; 
B Q — Sen.vers.PMzz Sen. vers.(90°—OM) —Cos.vers. OM; 
B F  zz tg. B M  zz tg. ( 90° — O M ) — Cotg. OM ;
¿4P zz Sec. 5 M  zzz Sec. ( 90° — OM  ) zz Cosec. OM.

Proposifoes.

10 Seja o raio A O  zz r , o arco OM  zz A  : será 
M P  zz Sen. A  ; c OIV zz tg. A .

11 A F  l — M Q  — Cos. OM ] zz Cos. A .

12 r  zz Sen. A  4-  Cos. ; por ser A M ~  M P 4 - A F .
7

13 tg. A  zz — ^ e Cot. zz —A ; porque os

triángulos símil han tes A O N , A P M , e B A F  dao A P :  
P M  : : A O  : ON ; e ON : A O  :: A B  : B F ; logo &c.

14 Sec. M zz -¿ ->t A ; porque A P  : MM :: A O  : A N .

Das Lirihas trigonométricas positivas e negativas.
L E M M A .

15 Ditas linhas , que [  no circulo J estivercm collocadas 
para partes oppostas, tem signaes contrarios: isto he , se
huma for positiva ou additiva, será a outra negativa

A 2 ou

A5 T  K IG O N O M E T R I A.



IV

ou subtractiva. ( fig. 3 ) Seja O1 o centro do circuló 
N A M j  tomem-se dous arcos A N  e A M  iguaes, e para 
partes oppostas. Tire-se a corda M N , que cortará o diá
metro A B  n’um ponto P ; serao iguaes as semicordas 
P N  e PM.  Digo que se for o arco A M  positivo, será 
o arco A N = — A M / r e se for a recta PM  positiva, se
rá a recta P N  rz  — PM .

Demonstrando. Produza-se A N  até Q ; e PN  até G. 
He evidente, que para construir (geométricamente) com 
os dous arcos A M  e A Q  hura só arco Q A M  igual á 
somma de ambos , he preciso por A M  em direitura de 
A Q  , e com hura extremo commum A  : mas para indi
car ( algébricamente ) que A M  se de ve ajuntar a A Q \  
escreve-se a somma assim Q A  A M . Para construir 
( geométricamente ) com os dous arcos hura só arco Q N  
igual á diíFerenja de ambos, lie preciso por A  M  sobre 
A Q  i e com hura extremo com mura A  : mas para indi
car ( algébricamente ) que A M  se deve tirar de A Q ¡  
escreve-se a diíFerenca assim Q A  — A M .  0  mesino se 
pode dizer a respeito das duas rectas PG e P M , &c. 
Logo duas linhas, que por sua construcjao geométrica 
vierem a ter ( no circulo ) huma posi§ao directamente 
opposta, equivalem ( ñas operajoes algébricas ) a gran
dezas contrarias, isto h e , quando huma for additiva, se
rá a outra subtractiva.

Proposipoes.

16 Denotem A  e B dous arcos , cuja somma A  -+- B 
~  180°, (*) se rá .........
Sen, ( A  ) — -H Sen. A  ; isto h e , o Seno de hum arco 
positivo 180° he positivo.

Sen.

(*) Dous arcos, cuja somma faz i 8o°, chamao-se supplementos 
hum do outro assim: (i8o -y4 ) he o supplemento de A; (90P+A') 
he o supplemento de ( 90o—A (̂ 1 8od-+--í4_) he o supplemento de
C-A ) , &c.

I n t r o d u c t o



Va’ T r i g o n o m e t r i a .

Sen. ( — A )  — — Sen. A  ; isto he , o de hum arco 
negativo <[ 180° he igual ao Seno do arco positivo [torna
do com o sigìial negativo].

17 Sen. ( 90’ -+- A  ) zz Sen. ( 90° — A  ) ; isto he , ' o 
&3/M) de hum arco 90° A e igual ao Seno do seu supple
mento [e com o memo signal] .

Demonstrares* Suppondo o arco A M  e a recta stivi
positivos , he pelo ( n.° 15 ) Sen. ( -b A M )  — -b 1
— Seri. Mas como Sen. A N  — PN  ; e he A N
—   A M ,  e P N  — — PM  ; logo (substituindo) será-----
geil< ( — A M  ) — — PM  — — Sen. A  M. A demonstra
d o  do (n.° 17) he fácil de dar; abaixando de lnim pon
to da semicircumferencia de hum circulo huma pei pen
dio’llar sobre o diametro, a qual sera seno de qualquer 
das duas partes da semicircumferencia; e estas paites sao
supplementos huma da outra.

18 Cos. ( — A )  — Cos. A  ; isto he , o Coseno de hum 
arco negativo he igual ao Coseno do arco positivo [e com o 
mesmo signal],

19 Cos, ( 90° A  ) — — Cos. (90° — A  ) ;  isto h e , 
o Coseno de hum arco ]> 90° he igual ao Coseno do seu
supplemento [tornado com o signal negativo J .

Demonstrares. Pois he (fig. 8) Cos. A N  — OP — Cos. 
A M ;  e he A N  z z — A M  ; logo Cos. (— A M  ) =  Cos. 
A M .  Para mostrar o n.° (19): Tome-se o arco A D  — 
90° e Dm — D M , será Cos. ( A D  D M ) — Cos. AD m

Op zz — OP — —  Cos. A M  — — Cos. (A D  — D M ). 
20 Coroll. Conhecidos os valores e signaes dos senos 

e cosenos , facilmente se acharào os das tang. e cotg. 
pelo (n° 13) suppondo r zz 1, da maneira seguinte . . .

Cos!C - a ] =  +  Co"; j  C• 0 será \  g t.(c N ] :

in. Ci 8o '-A }  zz Sen. A \  ^  
os. ( i 8o0—A)  z z — Cos. A j  °

f  tg. ( 180° - A ' )
\ C o t . ( i 8o° -■A)~

tg. A.
: — Cot. A,

-  tg. A.
— Cot. A.

Scho-
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Scholios.

21 As proposites dos numeros (18 e 17) mostráo; 
que [quejido hum arco fo r  adiado por hum senoJ pode sa
berse o signal do arco, mas nao a grandeza delle. Por ex- 
emplo : se o valor de sen. (x - z) sabir positivo , será o 
arco ( x - z ) positivo , isto lie , x )> z. Porem como he 
sen. (x - z) zz Sen. ( 180° — (x - z) ) , fica-se entao na in
certeza , se o arco que resol ve o Problema he ( x - z ) ,  
ou o sen süpplemento (180°— ( x - z ) ) .  Mas se o valor 
de sen. (x -z) sahir negativo, será o arco (x -z) negati
vo , isto he , x< ^z. Fica-se porem sempre na incerteza a 
respeito do valor do arco (x -z) ou do seu süpplemento.

22 As proposites dos numeros (18 e 19) mostrao , 
que [quando o arco for achado por hum cosenoJ yode saber
se a grandeza do arco, mas ncío o signal delle: que vem 
a ser o contrario, do que se cíisse em o n.° antecedente, 
a respeito do arco achado por hum seno. Por exemplo, 
se Cos. (x -z) sahir positivo, o arco (x -z )  pode ser po
sitivo, ou negativo , isto he, x )> ou Mas ueste ca
so (o signal positivo) mostra que o arco (x -z )  ou (z-x ) 
he <( 90. - E se Cos. (x - z) sahisse negativo ; o arco nao 
seria ( x - z ) ,  mas sim o seu süpplemento 180°— (x -z ) ,  
que entao he )> 90.°

23 Ve-se porem pelo n.° ( 20 ) que quando o arco for  
adiado por huma tangente ou cotangente, pode havér duui- 
da tanto a respeito do signal do arco, como da grandeza 
delle. Porem sabendo-se que o arco achado de ve str po
sitivo , entao pelo signal -(- ou — , que sahir para o va
lor da tg. , C ot., ,ou Cos. se pode saber, se o arco he

^  tHP : o que nunca tem lu g a r, quando o arco 
for achado por hum seno, como já  tica dito.

Das
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Das Formulas trigonométricas.

24 Represente r o raio do circulo , que hade medir 
os ángulos A  e B , nao sendo qualquer delles maior que 
90 °} teremos a seguinte . . . .

Sen. (A  B)zrz

Formula geral.

Sen. A. Cos. B 4- Sen. B. Cos. A

Demonstrapao. Seja (fig. 4.) OMB hum arco de circu
lo ; cujo raio A O  ou A M  — r ;  e seja o arco OM ~  A ; 
o arco M B — B ; a recta M P  ~  Sen. A  ; A P  —  Cos. A  ; 
BQ ~  Sen. B j A Q  —  Cos. jB ; e B R  ~  Sen. OMB — Sen. 
(A  +• B ) . Do ponto Q conduza-se a recta Qm perpendi
cular á A O , e Q x  á B R  : será Sen. (A  4 - B) —  R x  4-  
xB . Mas os triángulos similhantes A M P ,  AC¿m dao
A M  : M P  : : A Q „ „  MP X A(¿Q m , ou R x  —  ----— —-  —

; e os triángulos similhantes A M P , BQx

dao x B  — Sen- B- r'°.s:. /l • logo he sen. ( A  4-  jB) z z  R x  -H

Sen. A X  Cos. B

x  B —Sen. A. Cos. B 4- Sen. B. Cos. A

25 Se na formula geral escrevemos B em lugar
de B , teremos pelos números (16 e 10) a seguinte

. . y-.. Sen. .4. Cos. B — Sen. B. Cos. .4Sen. ( A  — B ) z n ------------------- ------------------- ,

26 Se na formula geral escrevermos 90° 
gar de A  ; teremos

A  em lu-

Sen.



viri I n t r o d u c c X o

_ fSen.(900-^).Cos.J?~ Sen.-B.Cos/oo°- A \

Cos. A. Cos. B q- Sen. R Sen. A.

Sen. ^90°—( A ■—B ) ^ — 

isto he ,
Cos. (.4 — B)  zz

27 E se nesta ultima , escrevermos — B e  m lugar de 
B ; teremos . . . .

t . Cos. A. Cos. B — Sen. B. Sen. 4̂.
'Cos. ( A + - B )  z z ------------------ ------------------•

Dos valores dos Senos e Cosenos em certos limites.

28 Denote r o raio do circulo ; será . . . .
Sen. 0° zz o ; porque sendo o arco zero nao ha seno.

29 Sen. 30° zz { r ; porque sen. 30° zz ~ da corda de 
(i0°; e a corda de 60°zzr.

30 Sen. 45°zzCos. 45°; porque (fig. 2) sendo os ang.
aoud. iguaes o triang. rect. A T M  he isósceles; logo 
P M z  A P . ,

31 Sen. 45° zz r V~ ; porque sen.2 45° Cos.2 45° zz 
r 2; logo 2 Sen.2 45° z z r2; e logo &c.

32 Sen. 90° z  r ; o que he fácil de ver.
„ c aco porque os arcos que sao

33 Sen. 1 en* Q* 7  supplementos hum do ou-
34 cen' , % Senn * -»  C ton  o mesmo seno pe-35 Sen. 180°zzSen.0°zz0.^ q o ^  ^

36 Cos. 0o zz r ; porque sendo zero o complemento de 
80% he Cos. 0C zz Sen. 90° zzr.

37 Cos. 30° zz r ; porque Cos.2 30° zz r2— Sen.2 30% 
logo &c.

38 Cos. 45° z  r V ~ ; porque Cos. 45°_zz Sen. 45° — 
r \J \  pelo n.° (31).

39 Cos. 90°zz 0 ; porque Cos. 90° (zz Sen. 0o ) — 0.

40
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Cos. 4 5u
: r ; tg. 90° —

r. Sen. 90o — QUe jie punia quantidade infinita; &c. 
Cos. ooQ o ’ ^

40 Cos. 135o — — Cos. 45°. 0 que fácilmente
41 Cos. 150o — — Cos. 30°. > se deduz do nu-
42 Cos. 180° — — Cos. 03 — — r .J  mrr0 ( 19>*
Scholio. Conliecidos os valores dos senos e cosenos fá

cilmente se deduzem os das tangentes , cotangentes , se
cantes, & c ., pelas formulas dos números (13 e 14). io r

, , A„n __ r. Sen. 450 _  r• C°s- 4ú l  —exemplo, tg. 45° — Cos ^ ~
r. r

90°
Resumo de algumas formulas trigonométricas.

43 Suppondo ñas form. dos números (24, 25, 26, e 27) 
y — j • teremos as quatro formulas seguintes . . . . .

(a\ . . Sen. ( ^ 4 -S)rzSen. A .  Cos. B-pSen. B. Cos. A  ;
(b) . . . Sen. ( ^ -B )= S e n .^ .C o s . j8 -S e n .B .C o s .^ ;
L n c C os. ( A — B) — Cos.A. Cos. B -P Sen.B. Sen.^4 ;
(d) *. *. Cos. ( A + B )  —  Co8.A. Cfoé.B •Ben.B. Sen.A,

44 Destas se deduzem (por somina) as seguintes.........
( e )  . . . S e n . ( ^ - h S ) + S e n . ( ^ - B )  =  2 .S e n .^ .C o 8. B ;

/ )  . . .. Sen.M  +  i J ) - S e n .( ^ - B )  =  2.CoS.^ .Sea.B ;
(o-) . . Cos.(.4—B)-t-Cos.(^f-t--B) — ■¿■tos.A.tos.Ji,
( ! )  . . . C o .s.(^ -B )-C os.(^ -+ -B )= 2 .S en .^ .& en .B .

45 Destas se deduzem (por divisao) as seguintes.........

Sen. ( A A-B)  -t- Sen. ( A - B ' )  __ .
’( * ) • • •  Sen. (4  -P ü ;  -  Sen. (A - i* ;  tg. B

; (* ) i
C os.f4 --B ;4-C oS - J Q . _  r ,„f ¿  Pnf7?

( * ) • • *  Cos. ( A - B )  — C°s. (-¿-P-B)
B 46

Sen. A. Cos. B Sen. A C >'- B
X

Sen. A < Sen.B
O  PorClue ~  Cos. A X  Sen. -B —  Cos. A * Cos.B

; tg. A : tg.B.



46 Se ñas chías formulas (z) e (/) do n.° antecedente 
te rm o s  A B — a ,  e A — B — b,  cujos valores dao 
A  — 4 (a-+-b) , c B — 4 («— ¿ ) ; teremos as seguintes . . . .

x I nt ro du c to  a’ T rigonometría.

Sen.a 4- Sen. b 
Sen.a — Sen. b 
Cns. b -t- Cos. a 
Cos. b — Cos. a

tg. ~ (íi-{-b)
Fg. r  (fl • b) ’

Cot.4(a-hí)'. Cot. ¿(a— b).

47 Se ñas formulas («) e (d) do numeío (43) fizer- 
mos A ~ B ,  teremos as duas seguintes . . . .

(zz)1............. Sen. 2 A  — 2. Sen. ./4. Cos. ^4 ;
(f/)’ .............Cos. 2 A  —  Cos.2.N — Sen.2 A .

48 Nesta ultima formula ( d ' f  escrevendo primeira- 
mente o valor de Cos.2 A  , e depois o de Sen.2 A  , tira
dos ambos da formula i ~  Sen.2 A  -\- Cos.2 A  do n.° (12) 
teremos as duas seguintes . . . .

( m )  .............Cos. 2 A  —  ] — 2. Sen.2 A ;
( n )  .............Cos. 2 A  ~ 2 .  Cos.2 A  — 1.

4.9 Advertencia. Por nao interromper o discurso , re
servamos para as Notas ( T, I I , e III. ) tratar das Cons- 
truc£oes das Taboas dos senos, e seus logaritlunos’7 e do 
uso das mesmas Taboas. Agora sómente notaremos, que 
se nao pode achar cora exactidao hum arco entre 0° e 
3 ' ,  quándo for dado o logarithmo do coseno desse. ar
co ; nem entre 87° e 90°, qliando for dado o logari- 
thmo do seno : porque em ambos os casos as diíferengas 
dos ditos logaritlunos sao milito pequeñas para com el
las se poderem achar (por íneio de huma proporjao) os 
arcos com a aproximaban de segundos de grao.
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Da Resoluto dos Triángulos rectilíneos.

50 A dvertencia . Para resolver qualquer triangulo
rectilíneo: (\1.° Sendo dados dous lados e hura a nguo  
op posto . ou clous ángulos e hum lado oppcfsto ; " "
dd dados dous lados e o ángulo por elles comprehem 1- 
do ; 3.° Sendo dados os tres lados ) sao precisas as ues
iseguintes . . . .

Proposites.

51 Em qualquer triangulo rectilíneo : Os lados sao
entre si como os senos dos ángulos oppostos-

52 vá somma de dous lados he pai a a s JJ
como a tangente da semisomma dos ángulos oppostos, para.
a tangente da semidifferenpa dos mem°s ' cada

5 3 ' Se da semisomma dos tres lados tuaimos c da
lmm dos dous lados do ángulo que se busca ,> 
dous restos : e será . . . .  O producto dos a l°> ’ *
o producto dos dous restes, com

o cuadrado do seuo da metadedo aneado buscado Mas se 
da' semisomma dos tres lados t.rarmos somente o l a d o  
opuesto ao ángulo que se busca, teremos hum ¿esto . o 
será • O producto dos lados do ángulo que se busca, p t  
ra o producto da semisomma eresto, como o qmdrado do
raio, para o qmdrado do coseno da metade do ungido bus-
Gado. ,, „



2 T  e i g o n o m e t r i a

Demonstrapoes.

A proposito  do n.° (51) pode demonstrar-se assim: 
Sejao a , b , c os lados, e A , B , C os ángulos oppos- 
tos de hum triangulo rectilíneo A B C  (fig. 5 ). Imagíne
se o circulo circuinscripto a esse triangulo: será (2 e 3) 
qualquer lado a , ou b , ou c a corda ou o dobro do se
no da metade do arco correspondente, inas estas meta- 
des sao as medidas dos ángulos oppostos A  , ou B , ou. 
C : logo será a — 2. Sen. A-7 b ~  2. Sen. £  ; c =  2. Sen.C. 
Logo he a : b : c : : 2. Sen. ^4 : 2. Sen. 5  : 2. Sen. C ; e 
logo a : b v c :: Sen. A  : Sen. B : Sen. C.

A propósito  do n.° (52) mostra-se assim : Por ser 
a : b : : Sen. A  : Sen. B , he a b : a — b : : Sen. A  q - 
Sen. B : Sen. A  — Sen. B  ; e logo pela formula ( i y  do
n.° (46) , será a + b  : a — b :: tg. tg. ( “ )

As duas proposites do n.° (53) mcstrao-se assim : 
Seja (fig. 6) o triangulo A B C ; do ponto B  conduza-se 
BD  perpendicular a A C ;  seja o lado B C ~ a ,  A C ~ b r  
A B  — c j o segmento A  B z z  b — x  B C  — x  ; sabe-se 
(pela Geomet.) que a2—x 2 (— BD2) —  c2 — ( b ~ x ) 27 logo 
he c2— a2-\-b2—2bx. Mas no triangulo BC B  n.° (51) he 
Sen. B B C  : Sen. CBB  ::  a : x , e por ser o triangulo re
ctángulo era B  he Sen. B B C  ~  Sen. 90° zz 1 raio do cir
culo., e Sen. C B B ~ S e n .  (9O3—C) — Cos. C ; logo he 1 
Cos. C :: a : x ~ a .  Cos. C ; e logo (substituindo este va
lor de x  na formula acima) teremos a seguinte . . .  

c1 ~  a2 -f- b2— 2ab. Cos. C.
Mas pela formula ( m )  do numero ( 4 8 )  he Cos. C — 1 
— 2 S<?n.2¿C ; logo será c2~ a 2-\-b2— 2ab (1 -2  Sen.2-' C) ;
donde se deduz a seguinte: ab. Sen 2 \  C — — ^  ~ —

2. 2
c —a +  b c +  a

A  ~ co-



rno fácilmente se verifica. Logo fazendo ^ 2 + ~ — ^

teremos (ib : (P — «) ( P — :: 1 : Sen.2-̂  C.
A segunda proposÍ9§o do n.° (53)  mostra-se pelo 

mesmo estilo , substituindo 2 Cos.24 C — 1 em lugar de 
Cos. C pela formula (n) do n.° (4 8 ) ; e acharemos ser . . .  
ab : P  ( P — c) : : 1 : Cos.2-̂  C.

54 Das duas proporyoes que acabamos de demonstrar3 
se deduzem as duas equa^oes seguintes . . .

, a \ . C 1 iC P - ^ C P - n . O( A )  . . . . .  Sen.^ C — y  , ?

R e c t i l í n e a . 3

(* ) C o s . ± C ~  \ /-  . / p cp - o .

E destas duas se deduz (pela divisao) a seguinte ï'

(C) . . . .  . tg . i  C = \ / (P-cT)  ( P - b ' )

RE=

(  * )  Esta formula (A ) he fácil de calcular por logarithmos assim : 
log. Sen. ~ C — \  (  log. (P  — </) 4“ log. (P  -  Z>) 4- í7. log. rz -+- C.log. ó ). 
O  mesmo se deve entender a respeito de qualquer das outras duas.
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R E S O L U T A  O D O S  T R I A N G U L O S  
R E C T I L I N E O S .

'Problemas, que sao determinados* 

Problema I .

55 D acIos os tres lados: 
adiar hum dos ángulos.
Sejao (a , 5, c) os lados dados:
A diar o ángulo (C) .  fig. 7.

Solufdo.

Ache-se P  — ~ (a-+- b -\-c) : e dcpois calcule-se \C  
por huma das duas ( A )  e ( B ) do n.° ( 5 4 ) ,  ou pela 
(C) do mesmo n.e ; tendo porém attengao ñas duas pri- 
meiras , ao que se disse em o n.° (49) j e ícremos o án
gulo C ~  2 X i  G.

Advertencia.

56 Note-se que P — a por ser±=:4- (b - \-c — a) he po
sitivo, pois he á q - c > a :  e por isso tambem sao posi
tivos os restos P — b , P —c. Logo o valor do seno, co
seno , ou tangente de h C adiado pelas equa^oes do n.° 
( 54) nao pode ser imaginario. A respeito porém dos si- 
gnaes +  do valor real de tang. i  C , deve-sc tomar o po
sitivo, porque devende ser o ángulo C < (180J, e positi
vo , será -k C < 9 0 ° , logo (.23) he tgy i C positiva.

P ío-
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Problema I I .  e I I I .

57 i  /A dos clous lados , e o ángulo comprehendido ; 
adiar, hum dos outros dous ángulos, 011 o terceiro lado. 
Sejao (a , b) os lados, e (C) o ángulo dados: 
Achar o ángulo (A)-,  ou o lado (c). fig. 7. #  1

Solupoes.

( I )  . Ache-se A  -4-5  =  180°— C , e turemos a semi- 
somma \  (A  B) : Calcule-se depois pelo ii.° (52) a se- 
mi iiíTerenpa (A  — B ) ; e teremos A  — ¿ ( A - \ - £ ) - h {  
( A  — B ) , que será (#) o maior ángulo , e por isso fi
chará opposto ao maior lado a.

( I I )  . Agora já  se pode achar o lado c pelo n.° (51)
„  , a. Sen. C

assim : Sen. A  : Sen. C :: a : c — Sen. A

Problema IV .

58 I ./Ados dous ángulos, e o lado adjacente: 
adiar hum dos outros dous lados.
Sejao (A , B) os ángulos, e (c) o lado dados: 
Achar o lado a , ou o lado b. fig. 7.

Solupao.

Ache-se o ángulo C —  180° ( A B  ) j e depois
pelo n.° (51) se achara o lado a ;  ou o lado b. Advirta-

se

’ C*') O ángulo A he "> B : porque a semi-somma das duas quai>
tidales nuis a semidiffeienqa di sempre a maior ueiias.
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se que quando a somma ( Ag - B)  dos ángulos for <^90°, 
entao em vez de Sen. C usa-se logo de Sen. ( A  jB) pe
lo n.° (17).

Problemas que pódem jicar indeterminados.

Problema V. e V I -

59 A dos dous lados, e o ángulo opposto a hum de lies t 
achar o ángulo opposto ao outro lado ; ou o terceiro lado* 
Sejao (a , b) os lados, e (B) o ángulo dados: 
Achar o ángulo ( A ) ; ou o lado (c). fig. 7.

Solupoes.

( I )  . Pelo n.° (51) achar-se-ha A  assim Sen. A z z — ™~*
(II) Achado A  , acha-se depois C ~  180°— (A - \ - B ) m,

e depois o lado c r  > Pe^° n,~ ( 51)*

Advertencias.

60 A solupao (I) pode ficar indeterminada (pela no
ta ( ) do n.° 1 ) : e o he realmente, se o ángulo da
do A  nao for opposto ao maior lado ; ou nao íorem os 
dous lados igu-aes ; ou nao se achar o seno do ángulo 
buscado igual ao raio: porque em qualquer destes tres 
casos o valor do ángulo A  he determinado.

61 A solupao (II) tambem he indeterminada, quan
do o for a primeira (I) : porque entao o ángulo C tem 
dous valores: Com effeito; sendo A , e 180 — A  os dous 
valores do ángulo que se busca, será C— 180c— (A -\-B ) , 
e C =  180° — ( 180o— A. B )  — A  — B ,  logo c =z
a. Sen. ( A V) __Sen.(A— B~)

Sen. A. °  Sen. A.
Ap-
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Applicapao á resolupao dos triángulos rectilíneos 
rectángulos.O

62 Para resolver qualquer triangulo rectángulo A B F  
(fig. 8 ), basta que ( além do anguio recto F  ) sejao da
das duas cousas, em que entre hum lado. E  entao (n.c51), 
por meio da porpor9ao dos senos dos ángulos pura os la
dos oppostos, se pode seinpro resolver o problema. Mas 
para facilitar em alguns casos as solu^oes serve de mui- 
to a analogía seguíate , 1 : tg. B : : B lf : A F , isto lie , 
Raio : taug. d’um dos ang. agudos : : lado adjacente : la
do opposto.

Derinonstr. Seja (fig- 3) A B F  hum triangulo rectángu
lo em F :  será A B  a hypothenusa; A F  o lado opposto; 
e B F  o lado adjacente ao ángulo agudo R ; e sera o ou- 
tro ángulo agudo A  — 90°— B ; Sen.!7,“ Sen.90°—raio, 
e Sen.^4— Sen. (90o — R )= C os.R . Mas (51) he: Sen.F  
•( raio ) : Seu. B : : A B  : A F ; e Sen. F  ( raio ) : Sen. A  
ou Cos. B : : A B  : B F ; isto he , temos as duas propor-
^oes seguintes :

(i)

( ii)

Raio : Sen. B : : A B

^isto  he , o raio para o 
v seno d’um dos ángulos 

A F d  agudos como a hypo- 
/  thenusa para o lado op-

posto ;

( isto he , o raio para o 
coseno d ’um dos ang.

Raio : Cos. B : : A B ~  BF< agudos como a hypo-
/  thenusa para o lado ad
yacente.

Sen. B 1 AF
E dividiudo a (I) pela (II) teremos 1 : qos~¿ : : 1 ‘ b f ’ 

■oh l : ^et1‘ * : : BF : A F ,  e logo pelo n.° (13) se rá . . ..
Cos. B 

(III) . 
mostrar.

Raio : tg. B : : B F  : A F  ; como se quería 

C . 33



63 Advertencia. Usa-se somente da analogía ( I I I ) ,  
quando (ñas duas cousas dadas, e na que se pede) nao 
entra a hypothenusa. Porém no caso de se pedir a hypo- 
thenusa, sendo dadoá os dous lados; entao em vez de 
calcular pela ( I I I )  hum dos ángulos agudos, para ao 
depois calcular a hypothenusa pela (I) ou pela ( I I ) , po- 
de-se calcular immediatamente a hypothenusa assim : 
A B  — \  ( A F z-\- B F :). Tambem por este modo se pode 
calcular hum dos lados do triangulo rectángulo A F B , 
sendo dada a hypothenusa, e outro lado, pois he A F z n  
V ( ab7— ef2) ,  oh A F "  V (A B - h B F ) (A B — B F ) ,  
e convem saber isto, porque he indispensavel em alguns 
casos achar primeiramente o lado , do que o ángulo op- 
posto.

Fxemplo. Dada a hypothenusa A B  , e o lado A F , pe- 
de-se o ángulo B.P Teremos pela (I) I : Sen. B : : A B i  
A F  ■ logo he log. Sen. B  — log. A F — log. A  B (sendo 
as rectas A B  e A F  avalladas em números por huma 
mesma unidade ) ; por tanto se o log. Sen. B  se achar 
no caso do n.° (49) ; entao nao se poderá achar o ángu
lo B  com exactidao ate segundos: por isso dever-se-ha 
calcular primeiramente o lado BF  que h e ~ V  (A B  
A F ) (A B  — A .F ) ‘7 e ao depois podcr-se-ha calcular o 
ángulo B com exactidao pela analogía (II) , assim . .. . 
1 : Cos. B : : A B  : B F ; pois he achado por hum coseno.

64 Deste caso se pode concluir ( para qualquer ou
tro ) o seguíate : Quando em qualquer triangulo so nao y lí
der achar com exactidao immediatamente a parte , que se 
pede : deve-se nesse caso calcular primeiramente outra parte 
do triangulo, e que seja a mais conveniente para que [ por 
meio della J se possa achar com exactidao a parte , que se 
pede.

o T rigonometría R ectilínea .
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Da resolupào dos triángulos rectilíneos.

A,̂Ntes de dar alguns exemplos do uso da Trigonome
tría rectilínea ; diremos , o que se entende por linha ver
tic a l, e plano horisontal. Linha vertical he o fio à prumo, 
isto h e , o fio que suspende bum peso. E Llano horison
tal he o plano perpendicular à linha vertical ; ou tambe m , 
Plano horisontal he a superficie plana de hura fluido , 
contido em hum vaso.

Problema.

Achar a distancia horisontal de dous objectos, quando 
nao for posdvel medilla immediatamente ?

Solufào I .

Pede-se (fig. 9) a distancia do ponto A  ao ponto B , 
isto h e , pede-se a recta A B ;  podendo-se medir huma ba
se B C , e medir tambem os ángulos A B C  e BCA ? Isto 
he , seja BC — 125v, 6 ; A B C  — 30.° 15' ; e BC A z=z 35° 40'; 
pede-se A B  ? Entao pelo Probi. IV. do (n.° 58) teremos

__ jt T. i2 5 v,6.Sen.5>-'‘ 4o'Sen.65.° 55' : 125v,6 : : Sen.35.°40': A B ~ — Sen. Ó5>u 5'¿7— i
ou 5 fazendo o calculo por logarithmos, teremos . . .

log. 125, 6 
log. Sen. 35.° 40' 

C. log. Sen. 65.° 55
1__A r>log. A B

: 2, 0989890 
: 9. 7657197 
: 0, 0395516 
1,9042609

E  com o log. A B  achar-se-ha nasTaboas ser A B — 80v,2.
C 2 So-
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Solugcío I I .

Pede-se (fig. 10) a distancia A B , podendo-se medir 
o ángulo A C B  , e as distancias A C  e BC. Isto he, seja 
A C B — 120° 35' A C  — 145v,7 ; BC =  213v,5 ; pede-ae 
A B ?

Ache-se pelo Prob. II. do n.° (57) o ángulo A  op- 
posto ao maior lado B C ; e depois pelo Prob. III. achar- 
se-ha A B . Por tanto acharemos o ángulo A  , assiin . ...

359V, 2 : 67v, 8 : : tg. 29.° 42/ 30": tg. í log° * •

log. tg. 29.° 42/ 30" — 9. 7563186
log. 67, 8 .............=  1. 8312297

C. log. 359,2 . . . .  =  7.4446627
log- tg . ( £ = i ) =  9.0322120_

Locro — 6 .° 8 / 49" ; mas esta semidifferenpa junta:
°  2

á semisomma 29.° 42/ 30" dá A  = 3 5 .°  51/ 19".
Agora para achar A B  diremos - . . .

Sen.35.° 51'. 19' : 213,5 :: Sen.l20.°35', ouSen.59.° 25' :AB;  
e fazendo o calculo por logarithmos acha-se ^4jS = 3 1 3 v.8^

Solupao I I I -

Pede-se A B  (fig. 11); podendo-se medir huma ba
se DC,  e as duas distancias ^ / )  e B C ; e tambem os 
ángulos A B C  e BCB  (*). Com eííeito; com os dous la

dos

C~) Esta soluqáo serve , quando os objectos, A e B se nao pode- 
re m vér ambos do lugar C, e do lugar D.
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dos A B  e B C , e o ángulo A B C  por elles eomprehen- 
dido; calcule-se A C ,  e o ángulo A C B :  depois ache-se 
o ángulo A C B  — BC B  — B O A  i 6 finalmente com o án
gulo A C B  , e os dous lados A C  e BC , calcular-se-ha 
a distancia A B , que se pede, pelos Prob. do n.° (57).

Problema.

Achar a altura de hum objecto acima de hum plano 
horisontal f

Solupdo I.

Pede-se (fig. 12) a altura A B ; podendo medir-se a 
distancia horisontal C B , e o ángulo A C B  ? Paia isso , 
me?a-se huma distancia BC até que o ángulo observado 
BC A  nao diffira muito de 45°; isto he, seja BCz=. l'35v,5 
e o ang. A C B  =  46.° 30 '; entao pelo n.° (62 ) diremos,

1 : tg. 46.° 30' :: 135v,5 : A B  — 135, 5. tg. 46^30' ^  
e fazendo o calculo por logarithmos acha-se A B  — 142,'8.

Solu^ao I I .

Pede-se (fig. 13) a altura A B , nao podendo medir 
a distancia horisontal BC. Para isso , mefa-se^outra dis
tancia C B , e os ángulos A B C  e B C A  ; entao com es
tes dados do triangulo A B C ,  adiáremos pelo n.° (56) 
a recta AC. Ora conhecendo A C ,  e observando o ángu
lo A C B  , podcremos no triangulo rectang. A B C  achar 
pelo n.° (62) a altura A B , da maneira seguinte :
Sen. 90°, ou 1 : A C  ::  Sen .A C B  : A B  — AC . Sen. ACB.

Problema.

Reduzir hum ángulo ao plano horisontal ?

Pede-se (fig. 14) reduzir o ángulo B A C  ao plano 
horisontal B C B ,  sendo A B  huma linha vertical; isto 
h e , reduzir o ángulo que tem o vértice em A  ao ángu

lo
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lo que tem o vértice em B. Para iss.o : me9a-se huma 
base C.D; e me9ao-se os ángulos A D C  e D C A  , e A C B  
e A D B . E com estes dados acharemos no triangulo A D C  
os lados A C  e A D . Depois resolveremos os dous trián
gulos rectángulos A B C  e A B D  para adiar as distancias 
BC e BD. Isto posto, seja DC — 125v,3 ; -BCzz236v,4 ; 
e BD — 347v,5 , entao como sao dados os tres lados no 
triangulo CBD , adiaremos pelo Prob. I. do n.° (55) o 
ángulo R , usando da formula (A )  do seno, da maneira 
seguinte . . . .

DC —  125, 3
jB C  z z  236, 4 . . . C. log. — 7,6263525
BD  =  347, 5 . . . C. log. zz 7,4590452

Somma 1= 709,2 
2 Somma — 354, 6

t< l.o Resto zz 118^2 . . . . log. zz 2,0726175
|¿ 2.° Resto — 7, 1 . . .  . log. zz 0,8532583

Somma . . . 18,0092735 
C log. Sen. -  R zz |  Somma . . . 9,0046367

logo , dobrando o valor do ángulo achado , teremos . . .
5 — 11.° 36'. r ' ,o .

O mesmo exemplo usando da form. (R) do Coseno. 
DC  — 125,3
BC  zz 236,4 . . . C. log. — 7,6263525 
B D —_347,5 . . . C. log. zz 7,4590452

Somma — 709,2
\  Somma zz 354,6 . . . .  log. zz 2,5497387 

~ Som. — DC  zz 229,3 . . . .  log. zz 2,3604641
Somma zz 19,9955405 

log. Cos. \  B  zz ~ Somma zz 9,9977702

logo , dobrando o valor do ángulo achado, teremos . . .
B — 1 1 .® 36'. 7", 6.

NO-



NOTAS Á TRIGONOMETRIA RECTILINEA. 

N o t a  I.

Das Taboas dos Senos naturaes e artijiciaes.

C llam a-se  seno natural de qualquer arco o numero das 
partes do raio , que se contém no seno desse arco. Por 
exemplo , sendo o raio z :  1 ; he ~ ou 0,5 o seno natural 
de 30°: porque (29) lie Sen. 30o~  i ; e pelo n.° (37) he 
Cos. 30° r= V Vejamos agora como se poderiáo achar 
os senos naturaes do todos os mais arcos, sendo o r a io ~  1 . 
As formulas (m) e (?¿) do n.° (48) dao . . . .
Sen. A  — V i (1 — Cos.2 A )  ; e Cos. A iA sj \  (Cos. 2 A —1 ) : 
mas sendo A z z l5 ° ,  he Cos. 2 A  — Cos. 30° — \  vf 3 ; logo 
Sen. 15°=: V K 1— i \/3 ) i e Cos* 15o—V ¿ ( t \/3— I ) .
E continuando por este modo a calcular o seno, e co
seno da metade do ultimo arco achado, chegar-se-ha fi
nalmente achar o seno , e o coseno de 0.° 1 '. 45" ,5. Po- 
rém como os resultados deste calculo mostrao , que os 
arcos milito pequeños sao entre si como seus senos; lo- 
gvo para achar o sen. 1', diremos 0.° i. ' 45", 5 : T  : :  
Sen. 0.° 1 '. 45",5 : Sen. 1 ' que se busca; e achar-se-ha ser 
próximamente Sen. V — 0, 000291 : multiplicando agora 
este seno por 2, 3, 4 até 10, teremos Sen. 2/ — 0,000382, 
Sen. 3 ' =  0,000873, até Sen. 10' — 0,00291. E depois pe
la formula ( f )  do n.° (4 5 )  que he Sen. ( A - ) ~ B ) ~  
Sen. (A —B) -+-2. Seu.B. \ / ( l  —Sen.2^4) se poderia. achar 
o seno de I o, 2o, 3o, até O’O0: e com eííéito Sen. 11' — 
Sen. ( 10' q- 1 ') —Sen. 9 '4- 2. Sen. 1'. \ /  (1 — Sen.2» ') ; e 
assiin por diante até 90.’ Achados os valores dos senos

e

r 3
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e cosenos podem-se achar (13) os valores numéricos das 
tangentes e cotangentes em partes do ra io z z l. Advirta- 
se que as Taboas dos senos naturaes forao calculadas 5 
suppondo o raio do c ircu lo“  10000000000 zz 10.10

Passemos agora aos senos artificiaes. Chama-se seno 
artificial de hum arco o logarithmo de seno natural des- 
se arco : isto h e , sendo o raio zz 1 , será o seno artificial 
de 30° z± log. Sen. 30° zz log. 0,5 zz: 9,098970 com hum 
complemento na characteristica. Isto posto: Buscar-se-hao 
os logaritilmos das tangentes, e cotangentes por meio 
dos logarithmos achados dos senos e cosenos; porque (13) 
he log. tg. A  zz log. Sen. A  C. log. Cos. A ; e he 
log. Cot. A  —  C. log. tg. A .

N o t a  II.

Aínda que no calculo para a construcjao das Ta
boas dos Senos se suppoz o raio zz 1010; com tudo pode
mos usar dellas, suppondo o ra io z z l.  Com eíiéito seja 
A  hum arco de circulo, cujo ra iozz lO 10; e a ouíro ar- 
co , cujo raio zz 1 ; será 1010 : 1 :: Sen. A  : Sen. a ; lo
go log. Sen. A  zz 10 log. Sen. a. Donde se segue, que 
o log. Sen. A  so difiere do log. Sen. a em hum comple
mento ; isto he , os logarithmos das Taboas dos Senos 
tem hum complemento de mais, do que deveriáo te r, se 
fosse o ra io z z l. Por tanto no calculo devemos attender 
a este complemento: como por exemplo pedindo-se o 
valor do seno natural de 30° quando o raio zz 1 ; buscar- 
se-ha o log. Sen. 30° que he zz 9. 689970 ; e com este 
logarithmo busque-se o numero correspondente, sem at
tender á characteristica, achar-se-ha 5 ; mas como o di
to logarithmo tem hum complemento, o numero deverá 
ser 0,5. Advirtindo-se tambem , que quando se toma o 
complemento do logarithmo de hum seno das Taboas vem 
o complemento do logarithmo do seno (sendo o ra io z z l)  
diminuido de 10 ; como se pode deduzir da equa^ao aci-

14
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N o t a  III.

Do uso das Taboas.

Para fazer liso das Taboas dos logar ithm os, 011 de 
quaesquer outras Taboadas , faz-se preciso saber o se- 
guinte :

Sendo dadas duas series, que se correspondao termo 
por termo 5 se as diíTeren^as entre quaesquer termos da 
primeira serie forem entre si como as differenjas entre os 
termos correspondentes da segunda : entao, sendo dado 
o num ero, que deva existir entre dous termos de huma 
das series , achar-se-ha o correspondente na outra , pela 
porpor^ao seguinte : a diiferen^a dos números de huma 
das series está para a düferenja entre o numero dado e 
o antecedente assim como a diíFeren§a dos números cor
respondentes da outra serie está para a diiíeren^a entre o 
numero que se busca, e o antecedente \ e esta aifíerenfa 
adiada junta-se, ou tira-se do termo antecedente da se
gunda serie , conforme se vir que seus termos vao au
gmentando , ou diminuindo. Com eíieito . . . .

. J  x  qualquer termo da serie a , b , c , d , e , &c. 
feeja \ y  o correspondente na serie A , B, C , D , E , & c.;

e seia b - a  : c - a  :: B — A :  C —  A ,  será tambem . . . .  
b — a : oc— a : : B—A  : y—A¡ logo ( f a z e n d o h e

y —  A  -H P  (a? — a ).

Exemplo. Suppostas as observajoes seguintes . . . .

a — 2'; B — A  — 20' 
b ~  3 ';C  — .,4= 30 .

*5

a— 3> 10' . . .  A —35.° 30"\ 
b— S. 1 2 . . .  B =:35. 50 Ctemos■S Q 
€ —3. 15 . . .  C = 36 . 20 )

D Scu-
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Sendo dado x  — 3.h 11 ' ; pede-se y ? Pois he . . . .  b — a 
(2' ) :  x  —  a ( 1 ' )  :: B — A  ( 20' )  : y — ^  =  10'; logo 
y — 35.c: 30' 10' =  35.° 40'.

Quando porém em huma das duas series acima men
cionadas nao forem as differenyas prim tiras constantes; 
mas sim as differenyas segundas , isto lie , as differencas 
das differenyas prim eiras; cntao, sendo dado x  calcular- 
se-ha y , pelo mcthodo seguinte :
Ache-se P

( « ) . . .
b - a c — b

y
U (•   u *
A  H- P  (x  — a) -i- (x  —  a ) ( x  — b).

Com cíTeito , x ~ a  d à. y zz A  j e x  — b d ó. y — B.
N.B. Esta he a Formula das Interpolares: e serve 

para calcular y sendo dado x  ; e vice versa.

Exemplo. Suppostos os dados seguintes :

Senos • 
a — l.°  30' 
b — I. 31 
c = l .  32 
d — i. 33

Logarithms 
A — 3. 417919 
B — 8. 422717 
C —  8.427462 
D =  8. 432156

Differ. I. Differ. IL

-H 0, 004798_ 0000y3
-p- 0, 004745 — 000051 

0, 004694

Sendo dado x= l.°S 0 '. 40", achary—\o g .Sen.l.°30 '. 40"? 
Como as diffeivnyas segundas sao quasi iguaes , pois dif- 
ferem só na ultima decim al; sommem-se ambas , e to- 
me-se metade ; tcremos — 0,000052 ; caleule-se agora 
P (x —a) = :q -0, 003199; Q (x —a) ( x —b) =-+- 0,000006 ; 
será y ou log. Sen. l.° 30'. 40" =  8. 421124.

Sendo porém dado y para achar x ; seria preciso re
solver huma equayao do segundo g ráo ; mas tambem se 
poderia resolver por equayoes do primeiro g ráo ; assim : 
faya-se M z z A - 4-  Qab; N — P — Q (a -h b );  entao a for
mula (a) se mudará na seguinte:

Nx- -H Q x2;
Don-
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Donde se tira x  zz —— 4— ; e despresando Q x , teremosIV -p <¿ x i
o primeiro valor approximado x ' zz $  5 e logo x" zz.

- 2— este valor a?'7 he já  sufficientemente approxi- 

mado ; inas querendo aínda inaior approximapao, tere-
mos x  zz - . N.B. Se fosse a — 0 , seria M  — A  ,*
N z= P — bQ ; e logo y — A - \ -  N x  Q x2: equapao mais 
simples, que sempre se pode te r; tirando o primeiro. ter
mo a de todos os termos da serie a , b , c , &c.

Quando as differenpas B — A  , C — 5 ,  &c. dos lo- 
garithmos forem muito pequeñas, e taes que ( sem erro 
sensivel ) se possa suppor P  — 0 , P' zz 0 : entao a for
mula (a) dando y ~ A , nao se poderá achar a? ]iara hum 
dado valor de y. Por isso nao se poderá achar com ex- 
actidao o arco entre 0o e 3o quando for dado o logari- 
thino do coseno; nein entre 87° e 90° quando só for da
do o logarithmo do seno : porque as differenpas dos lo- 
garithmos dos cosenos no primeiro caso, e a dos senos 
no segundo, sao muito pouco sensiveis para por ellas 
se poderem obter os arcos com exactidao até segundos 
de grao. Note-se tambem que os logarithmos das tan
gentes de 73° até 90° tem as differenpas segundas cons
tantes.

D 2 AP-
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a p p e n d i c e .

A Relacao entre as partes de hum triangulo recti
líneo (cujos ángulos sao A ,  B , C , e os lados oppostos 
a , b , c )  lie dada pelas seguintes :

Formulas finitas dos Triángulos rectilíneos.

O ) . . . .  . C = 1 8 ¿ - M - h 5 ) ;
............. c. Sen. A — a. Sen. C ;

. . . . d1 — a*-\-b2— 2ab. Cos. C.

Formulas differenciaes dos Triángulos rectilíneos.

^ay .............dC —  — dA  — dB ;
(¿y  . . . dA ^ r d A .  Cot. A — ^  +  dC. C ot.C ;

. . . d c ^ d a .  Cos. B-\-db. Cos. A  -\-dC .b. Sen. A .

Com eAfeito : para achar (4 ) ': d iv ídele  a £
(b) por (4). E para achar (c )\: differencia-se ( c ) , te 
cha-se entre parenthesis o que multiplica.daje ^ 4 ,  e co
mo qualquer lado de hum triangulo rectilíneo he igua 
á somma dos productos de cada hum dos outros dous la- 
dos multiplicado pelo coseno do ángulo adjacente , po- 
deremos em lugar dos coeficientes de (to e de d b e scre- 
ver c Cos. B e c. Cos . A ;  e depois pela (b) se achara o 
coefficiente de dC ; e finalmente dividmdo a equajao 
por c , teremos a formula (c ) \

f i m .
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I N T R O D U C E L O
/

A

TRIGONOMETRÍA SPHERICA.

1 JT%l Sphera pode conceber-se como o volume ter
minado pela superficie cu rva , que ( fig. 1 ) a semicir- 
cumferencia PM p  de huin circulo descreveria em huma 
revolu^ao completa á roda de hum diámetro fixo p  , 
que entao se chama Eioco da sphera, e seus extremos
e p  chamao-se Polos della.

2 Isto posto : he fácil de v e r , que qualquer ponto 
M  descreveria nesta revoluyao inteira huma circumfe- ^  
rencia M m W , cujo ralo M q  seria perpendicular ao eixo 
Pp: e por isso será Mq ~  Sen. P M ,  isto h e , qualquer J  
raio Mq he igual ao seno da distancia do seu circulo ao

* 3 E como as circunferencias dos circuios sao entre 
si como os raios; serao as circunferencias desses circu
ios da sphera, como os senos de suas distancias ao polo : 
por tanto sendo MmM< e NnN' duas circunferencias ,
Cilios raios sao Mq e N r , será • • • •
M m W  : N nN ' :: Mq : N r ,  ou :: Sen. P M :  Sen. 1 N ,  
e tambem (arco M m ) : (arco Nn) :: Sen. P M  : Sen.P N  
Loso , quando for PM  =  90», sera M m  : : Sen. JO
on o raio : Sen. P N  ou Cos . M N .

4 Tambem he fácil de v e r , que a circumferencia 
M m W  ( descripta pelo ponto M  ) he para qualquer ar* 
co M m ,  como toda a superficie curva que o arco L'M 
descreveria he para a superficie curva PMm. ^
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N.B. Póde-s,e tainbem mostrar isto , como na Geome
tría se m ostra, que hum ángulo tem para quatro re
ctos a inesma razáo que o arco correspondente tem para 
toda a circuinferencia.

5 Advertencia. Concebiremos agora a spliera como 
hum volume terminado por huma superficie curva, cu- 
jos pontos estao igualmente distantes de hum ponto a 
que se chama centro. E sabe-se entao : que toda a sec- 
£ao, feita na spliera por hum plano , he circulo : e que 
o maior de todos esses circuios he o que resulta de pas- 
sar o plano pelo centro ría sphera. Supposto isto; fácil
mente se perfceberao as seguintes:

Defiuipoes.

6 Os circuios, que tem o mesmo centro , e raio da 
«pilera, chainao-se circuios-máximos: e quaesquer outros , 
circuios-menores dessa sphera.

7 Eixo  de hum circulo he a recta perpendicular, ao 
plano desse circu lo , no centro.

8 Polos de qualquer circulo da sphera sao os dous 
pontos , em que o seu eixo encentra a superficie da 
sphera.

Proposipoes. 9 10 11

9 O Polo de hum circulo da sphera dista igualmente 
'de todos os pontos da circumferencia desse circulo.

Com effeito : as rectas, tiradas do polo para a cir
cumferencia do seu circulo, sao iguaesj por serení apo- 
themas da pyramide cónica rec ta , que teria por vértice 
o po lo , e por base o dito circulo.

10 Corollario. Quando a dita circumferencia for de 
circulo-máximo , será a recta ( conduzida de qualquer 
dos seus pontos para o polo ) igual a corda de 90°.

11 Dous circuios-máximos sempre se cortcío mutuamente
em duas partes iguacs. Por

I n t r o d u c e  & o



Porque a sua intersecçâo, passando pelo centro de 
ambos, he diametro de qualquer delles : e por isso os 
divide em duas partes iguaes.

12 Corollario. JLogo se dous arcos uè circuios máxi
mos coiìcorrerem fechando espaço na superficie da sphe- 
ra , será qualquer dellels ~  180° : isto h e , se (fig* - ) os 
dous arcos AB D  e A C D  de circuios-máximos fecharem 
o espaço A B D C A  , será A B D  in  180°, e A  CD l*T) ,

13 D ’jvdçào. Entenderemos pela palavra Calote a su
perficie de huin segmento spherico menor que hum he
in ispheri o.

14 Por dous pontos , tomados iCuma calote , ncio pode 
passar mais de hum arco de circulo-máximo.

Porque esses dous pontos e o centro da sphera de- 
terminad a posiçao unica do plano do circulo-máximo , 
que por elles passa.

15 O arco de circulc-maximo [comprehendido entre dous 
po itos de huma calote] he sempre meno/ que 180°; e 0 mi
nimo a respeito de qualquer outra curva ( tiuçaua 11a 
sphera) que tenha os mesmos dous pontos por extremos.

Prova-se: Que he < 1 8 0 ° ; porque para ser = 1 8 0 ° , 
ainda iie preciso, que o dito arco seja ( 12) produzido 
de ambas as partes para fora da calete para podei con
correr coni o circulo maximo parallelo a base da mcsroa 
calote. E que lie o minimo ; por ser Axioma (*.), que en
tre os ditos dous pontos nao pode ha ver distancia menci 
(na superficie da sphera) que o arco ue circulo-maximo.

18 jDefiniçâo. A ngulo s p h e r i c o  he o ángulo que na 
superficie da sphera fórinao dous arcos de circuios-má
ximos. . _

17 A  medida de hum ángulo sphenco M Pm  (hg. 1) he
o arco M?n, que os seus lados cortao no circulo-máximo 
descripto do. vertice P como polo.

a’ T rigonometria Spheriça. 2 1

(*_) Veja-se a respeito deste axioma a Nota I. que vai no fim.
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Porque o ángulo sphérico M Pm  he proporcional ao 

arco M m ; como se conelue, do que fica dito em o nu
mero (4).

18 O ángulo sphérico M Pm he equivalente ao ángulo 
M qm , que mede a inclinando dos planos de seus lados.

Porque ambos tem por medida o mesmo arco Mm.
19 Scholio. O que se disse na Geometría a respeito do 

ángulo diedro , isto he , do ángulo formado por dous 
planos , tem lugar a respeito do ángulo sphérico : por 
isso, os ángulos sphericos verticalmente oppostos sao 
iguaes; todos os ángulos sphericos a roda de hum ver- 
tice comrnum valem quatro rectos; hum arco de circu
lo-máximo encontrando outro forma com elle dous án
gulos, cuja somma vale dous ángulos rectos; &c.

20 O arco de circulo-máximo perpendicular a outro pas- 
sard pelo polo dessoutro : e reciprocamente.

Por ser hum arco de circulo-máximo perpendicular 
a outro ; será tambem (19 ) o plano desse circulo per
pendicular ao do outro : e por isso deve passar pelo seu 
eixo; e logo ( 8) passará pelo polo. Reciprocamente, se 
hurn arco de circulo-máximo passar pelo polo de outro 
circulo-máximo , tambem o seu plano passará (8) pelo 
eixo dessoutro : e por isso lhe será perpendicular.

21 Scholio. A distancia PM  (fig. 1 ) de qualquer pon
to M  da circunferencia M m M ' de hum circulo-máximo 
ao seu polo P  pelo n.° ( 10) he 90° de hum circulo- 
máximo P M p , que (20) será perpendicular ao circulo 
M m M ' ;  isto he, P M  he — 90°, e perpendicular á MmM' .

22 Dejinipdo. T riangulo s v h e r i c o  he o triangulo que 
fu m a  calote formao tres arcos de circuios-máximos.

23 Pódem haver sempre dou.s triángulos sphericos i de 
que os vértices dos ángulos de hipn srjdo polos dos lados do 
miro: e cada lado de hum seja supplemento do ángulo, cu- 
jo vértice he seu polo.

hía fig. 3 o vértice A  seja polo de D E , B de E F  ?

i NTRODUCqXo



C de FF. Por ser A  polo de F E  , e B de E F  distara 
(21) o ponto E  90° dos pontos A  e B ; logo será E  po
lo de A B  : da mesma sorte se prova ser D  polo de A C , 
e jP de BC. Produzáo-se A B  c A C  até encontrar F E  
em G e H ,  será F I I  =  0 0°, e G E  ~  90°: logo F E  -h  

' '  G H  [ - D H + H E  +  G H  =  F H  +  G E ] = 180%  mas 
(17) he GH  zz BAC : logo he F E  -b  B A C — 180°. Pro- 
duza-se BA  até encontrar E F  em í ;  pois he B7=z9(% 
A G  ~  90°, logo A B  Grí [ — A B  BG- -l- E í  —. ^4G- 
_l_ £jn| — i 8o° ; mas he G I  zz F E F  : logo A B  H- E E F
=  180°, &c. 7 „

Eíteí triángulos A B C ,  F E F  chamar-se-hao supple-
. montanos hum do outro,

X)a igualdade dos triángulos sphericos. ( 15)

Proposipoef,

Dous triángulos sphericos sao iguaes entre si . . .  . 
24 Quando os tres lados de hum forem iguaes aos 

tres lados do outro cada hum a cada hum.
E 25

A5 T rigonometría Spherica. 23

r*') Na fig. 4. Seia ABC hum triangulo spherico. Produza-se AC 
até completa, a circunferencia A C G E ; e e CB até concorrerem 
no ponto F ,  e sejao E e G o s  pontos, onde cortao aoc’rc1Ln̂ fer| ”clf‘ 
Nos triángulos FG F , e ABC (por ser FE  +  EB — i So 1«  — _ 4 *
BC, logo FE —  BC,  &c.) he F£zzB <%  F G zziA B :; e ^ E  AC,
e o ángulo F  por ser zz GBE hezzABC EGF —.B c , e 
¿CB. Só resta provar (para que estes triángulos sejao iguaes; que a 
área EFG  he zz a área ABC. Com effeito: fig. 5- Sejao e hJ' Lr 
os dous triángulos, que tem os lados e ángulos iguaes: 
tamben as suas areas sao iguaes. Porque as circunferencias AmBUA 
e EnFGE  das bases das calotes (em  que existem os triángulos) de- 
vem ser iguaes; por serem circumscriptas aos triángulos rectilíneos 
iguaes formados pelas cordas dos lados dos triángulos sphericos  ̂
e EFG.  E , por serem iguaes as circuinferencias das bases, serao as 
calotes iguaes. Mas tambem os arcos AmB e EuB ( correspondentes



24 I n t r o d u c i d o

25 Quando os tres ángulos de hum forem iguaes aos 
tres ángulos do outro cada hum a cada hum.

26 Quando dous lados de hum forem iguaes a dous 
lados do outro cada-hum a cada hum , e iguaes os án
gulos que estes lados fórmao.

27 Quando dous ángulos de. hum forein iguaes a dous
ángulos do outro cada hum a cada hum ; e iguaes os la 
dos adyacentes a estes ángulos. N

Demonstrapoes.

As proposicoes dos números (24, 26, e 27) piovao- 
se ( como na Geometría ) pelo Principio da Superposi- 
pao . ou verificando- a igualdade immediataniente com 
os dous triángulos propostos quando for possivel, ou ve
rificando-a com hum dos triángulos propostos,^e com o 
triangulo equivalente do outro. A demonstradlo poiém 
do n.° (25) reduz-se fácilmente a do n.° (24) por meio 
dos triángulos (23) supplementarios dos propostos : pois 
nestes serao os tres lados de hum respectivamente iguaes 
aos do outro; logo (24) tambem os ángulos oestes tuan- 
gulos serao respectivamente iguaes; e por isso serlo i es
pedí va mente iguaes entre si os lados dos propostos.

Dous triángulos sphericos pódem nao ser iguaes. . -
28 Quando dous lados de hum forem iguaes a dous 

lados do outro cada hum a hum , e igual hum dos án
gulos oppostos a lados iguaes.

29 Quando dous ángulos de hum forem iguaes a 
dous ángulos do outro cada hum a cana hum ; e igual 
hum dos lados oppostos a ángulos iguaes.

Coin

aos lados iguaes AB e EF  )  sad iguaes: logo serao iguaes os espa- 
cos A m B À  e EnFGE  fechados por esses arcos , e por esses lados. 
Ve-se por tanto , que se das calotes iguaes tirannos esses espaços 
iguaes; os restos, que sao as areas dos triángulos, serao iguaes. Es
tes triang. chamao-se equivalentes, porque se nao podem sobrepon



Com eíFeito: (fig. 2) no triangulo ABC  ( proel uzi- 
dos A B  e A C  até í ) ) ter-se-ha B C D , no qual (17) se
rá o ángulo D — A ,  o lado BC com mu ni ; e  pode ser 
A B  — B D ; e AC^> C'D : logo pódem ser diíFerentes os 
triángulos ABC  e BCT) com as eondi9oes do n.° (28). 
Tambera nestes triángulos he A  =  B  , BC commura , e  
pode ser o ángulo B C I > ~ B C A ; e cora tudo ser/ ^ >  
CD ; o que mostra ter lugar a propositan lo n. ( )■

N

Scholios.

a5 T rigonometría Spherica.

30 As condi9oes (exposes era os ^
26, 27) necessarias para satisfazer a iguama
gulos sphericosind icao  quaes devera sc r os c m os P 
cisos para resolver hum triangulo , lsto *e ’ g pos.

p jp o s to ;  e por « * £ £ £ ¡ 2 ,
dous lad os e o a n ^ lo

dido-; on f t e  os numeros31 Porem pdas condi9oes ( expostas eni os .
28 , 29 ) •wmpre determmado hum  ̂.■- t ■ ’ 1

. j  i L r l m u  triangulos sphericos dnleientes, quan
^  °u dows 

wtgulos, e / «  fodo W °*i0 a hum dellei”

TJa relapao de grandeza outre os lados, e ang ulos de hum 
triangulo sphenco.

Em todo o triangulo spherico . . . .
32 Qualquer lado he <( 180° ;
33 A  somma de dous lados o terceir o ;
34 A  somma dos tres lados <( 360 . 
Pemonstrafoes. Como qualquer triangulo sphenco

E 2
exis

te
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te sempre em huma calote: por isso, e pelo n.° (15) fa
cilmente se prova a prim eira, e segunda proposito . E 
a terceira (fig. 2) prova-se assilli: por ser BC BD  q- 
CD ; se ajuntarmos A B  e A C  a ìium e outro membro ; 
tcremos BC h-  A B  -+- A C  <( A B  -4- BD  -4- CD A C  , 
mas A B  -t- BD  q- CD A G  he =z 360° ; logo he BC q -  
A B - p - A C <  360°.

Em todo o triangulo spherico . . . .
35 Qualquer ángulo he <g 180°.
3G A  differenza de dous ang. he <( o supplemt. do terceìro r
37 A  somma dos tres ángulos he )> 180°.
Demonstrapoes. Na fig. 3. Sendo o triangulo A B C  o

supplementari o de D E F  será (23) o lado A B ~  180°—E r 
BC — 180° — F , CA  — 180 ; — D ; logo escrevendo os 
valores de A B , B C , CA. em o n.c (33) salle 180°— E - 1-  
180o — E >  180o — D ,  e logo E  — i)  <  180° — F. Es- 
crevendo porém estes mesmos valores ue A B , B C , e 
A C  em o n.° (34) salle 3X180°— (E q-E q-D )< 2X 180°,, 
e logo D  q - E q -  F  he )> 180°.

Em todo o triangulo spherico . . - -
38 Se hum lado fo r  ~  , )> , ou <d outro lado : será o, 

sen ángulo opposto — , )> , ou<^o ang.. opposto ao outro lado..
39 Se a somma de dous lados for — , )> , ou <g 180° 

será a somma de seus ángulos oppostos — , )> , ou <( 180°,
Demonstrapoes. Na fig. 6. Se for (no triangulo A B C ) 

o lado A C  — CB , será o ángulo A  — B ; porque to
mando o ponto D  no meio de A B , e tirando o arco CD 
de circulo-máximo, será (24) o triangulo A C D  igual 
ao triangulo C D B , logo he A  — B. A inversa se de
monstra fácilmente por meio dos triángulos supplemen- 
tarios na fig. 3 do n.° (23).

Na fig. 6. Se for o ángulo AC B ^>  A ,  faga.se ACD  
— A  , será CD — D A  : porém CD q- BD  he B C , lo
go D A  q- D B  ou A B  he )> BC. A inversa desta se pro
va pelos triángulos supplementarios (fig. 3) : pois ( 38 )

I n t r o d u c o  ao
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A B > B C  faz E < E ,  e por isso F D < D E ,  e logo (no 
triangulo A B C )  he AC B ^>  BAC.

As proposijoes porém do n.° (39) provao-se na fig. 2- 
assim : por ser ( 12) A B  -i- BD  — 180°, se no triangulo 
A B C  for A B  B C ~ . > ,  ou <  180°., será AB-+ -BC  
— , > ,  011 <  A B  4 - BÍ) , logo 5 0  n : , > ,  ou <  B D , 
e logo ( 38 ) o ángulo D , ou A  — , )> , ou <( BCD  ; 
ajuntando agora A C B  a huin e outro membro, ter-se-Iia 
A -\-A C B  — , > ,  < m < B C D A -A C B , mas BCD-\-ACB  
he =  180°, logo A A  CB he z z , > ,  o u < 1 8 0 ° .

Scholios.

40 Em os números (30 e 31 ) se disse sómente com 
que dados podia hum triangulo ficar determinado , ou 
indeterminado ; porém nao se disse se a grandeza desses 
dados era , ou nao arbitraria. Mas as proposites desde 
o n.° (32) até o n.° '(37) mostrao , que a grandeza dos 
dados no triangulo nao he arbitraria ( * ) i com eíí'eito 
sejáo 80°, 70°, 1G0° os tres lados de hum triangulo sphc- 
rico 5 vejamos se elles satisfazem as condippes dos núme
ros (3 2 , 33 , e 34) ;  nao satisfazein a todas, pois nao 
he 80°-h  70° 160° conforme o n.° (33): logo nao po
de existir triangulo com esses dados. Sejao 20°, 120 , 
150° os tres ángulos de hum triangulo jjpherico : veja
mos se estes dados satisfazein ás condi^es dos números 
( 35 , 36 , e 3 7 ) ;  nao satisfazein a todas; pois nao he
120°_20°<f 180°— 150° conforme o n.° (36): logo nao
pode haver triangulo com esses dados.

Quando porém forem dados dous lados, e o ángulo 
por elles comprehendido, ou dous ángulos, e o lado au-

(*) Veja-se a Nota I I . ,  em que se mostra, que nao pode existir 
triangulo spherico sem as tres condiqoes dos n.os O 2 5 3 3 j e 34>
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jacente ; e for qualquer destas partes <( 180°, existirá
triangulo : como lie fácil de ver.

41° As proposites dos números (38 e 39) juntamente 
cora a nota ( * )  servem para saber se sempre existirá 
triangulo , quando forem dados dous lados , e hum an- 
o-ulo opposto; 011 dous ángulos, e o lado opposto : Com 
eífeito , no triangulo A C E  (fig. 12.) Séja B =  10°, A C  
— 120° RC =  100° ;  ora conforme o n.° (3 8 ) deve ser 
£ >  A ,  isto h e , - ¿ < 1 0 ° ,  mas pelo n.° (39) deve ser 
A - ^ B > T 8 0 d, isto h e , A  >  1701; logo será ao mcsmo 
tempo A  < 10°, e A  > 170°, o que he impossivel: logo 
uao pode haver triangulo com estes dados»

TRI-

(*) E m  /¡uní tr ia n g u lo  spherico D B C  (fig. 2) , denote P  o arco 
perpendicular que de B  se abaixaria sobre D C A  j e nao seja B C — P ,  
ou — B D : será o va lo r  de B C  in term ed iario  en tre  o va lo r  de P  , e 
Jium dos valores dos dois arcos B D  e 180o— B D .

Com eifeito (fig. 7 )  se for D C D '  huma semicircumferencia per. 
pendicular a outra D A B D \  e for C D > 9o °  ; será sempre C D > C A >  
C B >  C D ‘ , o que he fácil de ver; e por isso (na  fig. 4 )  sendo 
A B  >  9o , e P  <  90° , deverá ser P  < ( B C  <( A B  , para qne possa 
existir o triangulo B C D  com o lado C D < (i8 o .0 Assim se discorrerà 
nos outros casos, segundo os valores de P  e BD  comparados com 90°.



T R I G O N O M E T R I A  S P H E R I C A .

A Trigonometria spherica he a sciencia, que emana a 
resolver o problema seguiate: Das seis cousas, neos, e 
ángulos de hum triangulo spherico dadas tres ; adiar nana 
das outras tres. Mas para a soluçao deste pio ema 
necessario demonstrar a seguiate :

Pj'oposipdo fundamental-

42 Ein todo o triangulo spherico , os senos dos lados 
sao entre s i , como os senos dos ángulos oppostos.

Demonstrando. Seja (fig. 8) A B C  hum triangulo sphe
rico ; o ponto D  centro da spheraj tne-se b  • 
tice A conduza-se A E  perpendicular ao plano C B D , e 
seja E  o ponto, em que esta o encontra, imagine se 
sar por A E  hum plano, que seja perpendicular a BD  
no ponto F ,  e sejao E F  e AF as ¡ ^ e c f o e s d e s te  pla
no cora os planos CBD e .4.61); serao £ F  e 4 1  J ie r 
pendiculares a B D : e por ¡sso será (18) o 
-  ao ángulo spherico A B C ,  e sen. por
ser (*) A E  =  A F  X sen. A F E  , sera A E  — se*:. R X 
sen A B C : e discorrendo semelhantemente se acha sei 
^AE — sen^ A C  X SCiü* A C B  , logo.he . . .
A  ¿ R  : sen. ¿ C  ::  sen. A C B  : sen. ^R C . (**) ^

( * )  No triang. rectilin. rectang. A F b  he i : . .e n ^ F
> **) Vejamos se com os dados seguintes A B  to ',  

C ~ & í °  tomados arbitrariamente pode existir triangulo.

: AF : AE. 
AC — % o°, 
ora por es-



Do triangulo complementario.

43 Na fig. 9 o triangulo A B H  tenlia o ángulo A H B  
recto. Procluzao-se B A  e H A  para E  e T) até ser cada 
hum — 90° (* ); será T  (21) polo de B I I F : logo os pon
tos T ,  E  (distando de B cada hum 90c ) estao (21) cm 
hum arco de circulo-máximo D E F , cujo polo será B : 
e será H A  complemento de A H ; EA. de A B ; H E  de 
E F , isto he , do ángulo (17) A B H ; e o ángulo A D E  
( que he o mesmo que o arco J í í 1) de BH.

Estes triángulos A B H , A  D E  chamar-se-hao comple
mentarios hum do outro.

A P P L I C A g i o

A"1 resollado dos triángulos sphcricos rectángulos.

Problema.

44 T j  Estas seis cousas A , B, H  ángulos, e a , b , h 
lados oppostos de hum triangulo spherico A B H  rectángulo 
em l í , dadas duas além do ángulo recto, achar huma das 
outras tres. (fig. 9).

Solufdo.

Por meio do triang. A D E  complementario de A B H , e 
da proporcdo dos senos (42), se pode resolver o Problema.

Mas

te n.° (4 2  ) acharemos , que he o logarithmo de sen. A B C  — 
1 ° , 750432; isto he, que he sen. A B C  o raio, o que he impos- 
sivel ; e apezar disto os num, (38  e 39) nao mostráo a impossibili- 
dade neste caso; mas ella se pode ver pela nota do n.° (41).

(*) Quando no triangulo spherico rectángulo houverem dous la» 
dos , cada hum dos quaes seja )>  90o : produzáo-se estes dous lados 
até concorrerem, e entao formar-se-ha hum triangulo rectángulo, em 
que cada hum de seus lados sera <( 90o ; e por isso está sempre no 
caso da fig. 9. do n.° (43).

30 T r i g o n o m e t r í a



Mas para facilitar au solu^oes serve de milito o tlieorema 
seguili te , 1 : tg. B : : sen. a : tg. b , isto he , 0 vaio he 
para a tangente de hum dos ángulos obliquos como o seno 
do lado adiacente para a tangente do lado opposto ao áng u
lo. Eis-aqui a investigado delle : 110 triangulo AT)E  se * 
acha (42) a equa5ao sen. A .  sen. A I) —  sen. ED  , a qual 
(no triangulo A B E .)  he sen. A e o s . e o s .  B ; mas (42)

. . sen.A. sen. b _
he sen. A .  sen. b — sen.B. sen. a : logo he —

sen- ?  sell. a ou tg. b — tg. B. sen. a. Achar-se-ha por
tanto a re so lu to  deste Problema em todos os casos pos- 
siveis na Taboada seguinte :

S p h e r i c a , 31

45

Taboa para a resoluçao dos triángulos sphericos rectángulos.

Partes do triangulo Propor cóes que se hao de fazer (*).

-CL, b , h 1 : eos. a : : eos. b : : eos. h. («)

B , A ,  h 1 : tg. A  : : eos. h : cot. B. (/»)

A , b , B i : sen. A  ; : eos. b ; eos. B. (c)

J V», «5 B i : cot. a : : cps. B : cot. h. (<0
3 ------------------------

b i A  , 0 i : sen. A : : sen. h : sen. a. (e)

i * ' b ' a
i : tg. B : : sen. a : tg. b. C / )  ^

Y T>c-

( * )  As letras a e b denotáo os lados do ángulo recto , e í  a 
hypothenusa ; A  e B  os ángulos obliquos, oppostos acs lados a e b 
cada hum a cada hum : e por isso póde-se enunciar qualquer das pro- 
porcoes da Taboa (por ex.) a 1.a assim : o raio he para o Coseno 
de hum dos lados do ángulo recto como o Coseno de outro Jado pa
ra o Coseno da hypothenusa. E assim a respeito das outras.



Demonstrares das proporpoes da Taboa. Pois he ( no 
triangulo A D E  ) sen. A E D  ou 1 : sen. D  : : sen. D A  : 
sen. A E  ; logo ( no triangulo A B H )  será 1 : eos. a : : 
eos. b : eos. h. No triangulo A D E  temos 1 : tg. A  : : 
sen. A E  : tg. E D  ; logo ( no triangulo A B H  ) será 
1 : tg. A  : : eos. h : cot. B. No triangulo A  D E  temos 
1 : tg. D  : : sen. E D  : tg. A E ; logo (iiq triangulo A B H )  
será 1 : cot. a :: eos. B  : cot. li. A demonstraban das pro- 
poryoes (c) , ( e ) , e ( / )  já  ficou dada em o n.c (44).

Scholio.

3^ T r i g o n o m e t r í a

46 Se no triangulo rectángulo A B H  ( íig. 9) consi- 
derarmos sómente as cinco grandezas a , B ,  á , A  , b e 
nao o ángulo recto H , escripias em roda de huma cir- 
cumf'erencia como se ve na (íig . 10 ) , e chamar-mos á 
grandeza h , media a respeito das duas conjimctas A  e B ; 
e tambem media a respeito das duas separadas a e b ; e 
entendermos o mesmo a respeito das outras grandezas , 
tambem será B media a respeito das conjuñetas a e b ; e 
media a respeito das separadas A  e b , &c. Isto posto : 
eis-aqui a regra de Néper para a resoíuyao dos triángu
los sphericos rectángulos.

Regra de Néper

Tome-se o complemento dos lados do ang. recto: será

O

O

Coseno da Media ~  ao 

Coseno da Media ~  ao

producto dos J  f nos( separadas.

p  oducio das i  das
\  Conjuuctas.

A demonstraeao desta regra he fácil de dar pelas 
proporfoes da Taboa ( 45 ) ;  pondo a — 90° — a', b ~  
00° b' j e mudando ao depois eos. (90°— a ' ) em sen, af}

e
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e tg. (90° — b1) em cot. Z>'; ter-se-lia.............
cos. h " s e n .  a' sen. Z»', cos. b — cot. B cot. A  , &c. E as- 
sim a respeito das déniais.

Advertencias.

47 Quando no triangulo spherico rectángulo for da
do hum dos ángulos obliquos com o lado opposto ; e se 
pede a hypothenusa , ou o terceiro ángulo , ou o lado 
adjacente \ em qualquer destes tres casos o problema fi- 
cará indeterminado ( excepto o caso de serení iguaes o 
ángulo, e o lado opposto dados) como se pode ver pe
lo n.° (31) , ou tambem pelas amilogias (e) , (c), e ( / )

, . sen. a a __ eos. B
do n.° (45) , que dáo sen. h —  ——> ; sen. A  —seu.̂ 4 eos. b

sen a — lEiJí. Com eífeito he sen. b — sen. (180H h ) , 
t0-. B

&c. , logo3 nao se sabe que arco resol ve o problema. 
Mas disto nao se segue que t alo o arco achado por liuin
seno deva ter sempre dous valores.

48 Vejamos por tanto se os valores das outras partes 
do triangulo ABH, achadas por hum seno ficao, ou 
nao determinados. A propor^ao ( e ) do n. ( 4a ) c a

sen. (i r
sen. a =  sen. k. sen. A  ; e sen. A  =  ; mas se for

( por exemplo ) A  >  H , será A +  H >  180°, e higo 
(38) e (39) será a > h ,  e 180°^ isto he, « > " >
e (i80° — a) <  h ; logo o ángulo he fl, e nao (180°—«). 
O mismo tem lugar a respeito dos dous valores de A .  
Assim o problema ficará pelo n.° (-38) determinado nes-

6 49 A respeito das demais partes do triangulo A  B H , 
como sao achadas por hum coseno, tangente, ou cotan
gente ficarao determinadas as suas grandezas pelos si- 
naes -h ou — desias liñhas trigonométricas.

F 2 AP-
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A P P L I G A f i O

A? resolupao dos triángulos sphericos oblicuángulos^ 

Dejfinipoes.

50 D o s  dons arcos C.D e CTT (fig. 7) de/circulo- 
máximo , que do vértice C do triangulo spherico A B C ,  
se pódem conduzir perpendicularmente á base A B  ; cha- 
mar-se-há arco perpendicular do triangulo aquelle , que 
coin os dados do triangulo proposto formar hum trian
gulo rectángulo , que se possa resolver;, por exemplo ,, 
se no triangulo A B C  forem dados o ángulo B ,  e o la
do B C , será o arco-perpendicular C D , e nao C D \

51 Gomo o arco-perpendicular constitue sempre hum 
triangulo somma, ou diíferenpa de dous triángulos re
ctángulos ; e a base somma, ou difierenja de dous ar
cos ; chamar-se-hao estes dous triángulos triangulos-par- 
ciaes do proposto; e os dous arcos segmentos da base; e 
chamando primeiro segmento ao segmento BD  adjacente 
ao ángulo dado B ; chamar-se-ha segundo segmento a  
diíferenya A B  — B D }. aínda no caso de ser Í2D)> A B .

Problema' geral.

52 Destas seis cousas, a b , c lados, e A , B , C án
gulos oppostós do triangulo A B C  [Jig . 6.J , dadas tres f  
ackar huma das outras tres.

Solufaa.

Por meio do triangulo (23) supplementario, e dos 
triang. parciaes do proposto, se pode resolver o Problema;

(*)•
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(* (**)'). Mas para facilitar as solujoes servem de muito os 
principios seguintes :

53

Principios para a resoluçao dos triángulos sphericos obliquangulos.

Seja x  o segmento, que 
for lado do ángulo B  

será
(/>) tg. cc ~  tg.a cos.B : logo

sen, (c-cc)_cot.y i
C l J ’  * sen. x  cot.B

00 • •
eos. (eco x ')__eos. b

CD

eos. X eos. a ■

c  ■ B , í d  . /sen. ( P - a )  sen. CP—c)Seja P  — —!— -— >sera< O ) . .  tg.f B z V -----— —ñ ~1 2 Ç sen. (P-  ¿). sen. P
l±.

Demonstrares. Pela Taboa do n.° (4 5 ) , ou pelo n.° 
(46) se acha fácilmente (no triangulo-parcial i»CD, sen-
do SD  = » )  que tg. CD he =  ̂ - ;  c eos. C D =  ^  :
e (no  triangulo-parcial A C D  , fig. (6 e 7) que tg. CD
h e  —  S2L . ( ‘ S Z ^ .  o u  -  C f r O ,  , ;  e  c o s .C P — —Z i i —

cot.^f cot. (x8o°— A )  7 c o s . ( c - x )

ou =  — £°——_ : logo igualando os dous valores de 
eos. ( x  — c )  °  °

tg. C D , e de eos. CD ter-se-hao as equayoes (q) e (r).
A

(*) Ve-se pelos num. 0 o e. 3 O  «i06 O™0 sendo dados os tres la
dos ; ou os tres ángulos) em qualquer outra combinacao de dados de 
hum triangulo (fig. i i  e 12) A B C  sempre entrará hum lado B C  com 
hum ángulo B :  e por isso (abaixaodo a perpendicular C D ) se poderá 
(45) calcular todas as dermis partes do triangulo rectángulo parcial 
C B D ; e ao depois será fácil resolver o outro triangulo rectángulo A C D .

(**) Os dous principios (<7) e ( r )  podem-se enunciar assim : os 
senos dos segmentos da base sao entre si , como as cotangentes dos án
gulos adjacentes; e os cosenos dos segmentos 3 como os cosenos dos 
lados.
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A investig&gab da equa^ao ( s )  he a seguinte : pois he
cOS, ('¿ — ce') cos. b i cos. c cos. CC +  sen. c sen. *  __ cos. b' ZZ --- *-- y IO£0 ” ---  i

cos. & cos. a cos. a: cos. a

ou cos. c -+- sen. c. tg. x  =  ; mas tg. oc~ tg. a cos. jB;
logo será cos. ¿ — cos. c cos. a sen. c sen. a cos. B . 
IMesta escrevendo 1-2 sen.2,j5  em lugar (* )  de cos. B ; 
teremos cos. b —  cos. (a  — c ) — 2 sen. c sen, a sen,2 \  B ; e
, , „ . -r. COS. O' — O  — COS. b i , s.Jogo he senr~B — --------------------- , mas he cos. (a— c)0  2 sen. c sen. a

— cos. b — 2 sen. ^  ———---—̂  sen. (lue —•

2 sen. c )s e n . p ± | ± f _ a )  como fácilmente se

-verifica : logo , pondo **+  ̂  +  c — P , ter-se-ha . . .

3 (A ) . . . Sen.af <-p ■ . ( « )^  a /  2 sen. c. sen. a K '

<5 Pelo mesmo estilo se achará ser . . .

( B ) . . .  eos'  '  - sen. c. sen. a

E dividindo a equafao (A) pela (B) achar-se-ha . . , *

fCl . . T g . ^  =  sen' (P - ° - r n' CP: ' ,) : e des-

ía extrahindo a raiz quadrada a.char-se-ha a equajao (s)].

3 «

Tí Ti1.

Pela formula (;») <1° n-° ( 4*0  da T rigon. rectilínea. E para o 
calculo que se segue veja-se a form. ( c)  do n.° (4 $ ); e a form. ( h)  
do n.® (44) da dita Trigon.

(**) Esta formula (A) he fácil de calcular por logarithm« assim > 
log. sen. i  B — 4  (C . .log. sen. c +  C. log. sen. a +  log. sen. (P -  p)  4-  
¿og. sen. [ P — a)).
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RESOLUgAO DOS TRIANGULOS SPHERICOS.

Problemas que sao determinados ‘pelo n.° (30), 

Problema I .

54 D a dos os tres lados: 
achar hum dos ángulos.
Sejao ( a , b , c ) os lados dados :
A diar o ángulo (B).

Solupao.

Ache-se P  zz ~ (a 6 q - c ) : ao depois calcule-se -5 B 
pela formula (s) ; ou por huma das duas (-4 ) ,  (■£>) do 
n.° antecedente, tendo porém nestas duas ultimas atten- 
£ao ao que se disse em o n.° (49) da Trigon. rec t.: lo
go será B  zz 2 X 7 B.

Advertencia.

55 Note-se que P  — c por ser zz n he positivo;
pois (33 ) he e por isso sEo sempre positivos
os restos P  — a , P  — b. Logo o valor do seno , coseno , 
ou tangente de ~B achado pelas formulas do n.° ( 53)  
mío pode ser imaginario. A respeito porém dos sinaes +  
do valor real de t g . ± B , deve-se tomar o positivo , por
que devendo (35) ser jB < 180°; será ^ R < ; 90o, logo he 
tg. I B  positiva. (*)

Pro-

O  Sendo a zz 1 2 ° ,  b ~  15 c zz 2 30: acha-se B — 3 6° 13'22 ", 9.

¿i 
'áU
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Problema I I .  e I I I .

56  D acIos dous lados, com o ángulo comprehendido: 
achar hum dos outros dous ángulos ; ou o terceiro lado. 
Sejao ( a ,  c) os lados, e (B) o ángulo dados: 
Achar o ángulo ( A ) ’, ou o lado (6). (fig. 6).

Solupoes.

Ache-se a? pela form. tg.a? =  tg .a . cos. B : e depois

. sen. ( c  — x \  cot B  
C A  pela form. (?) • ■ C o t . A —

ie  achara^ _ cos. o. *). cos.«
^ 6  pela form, (r) . .  . cos. b — COSi x

/f /sf /\ • zia i4 /iin xv» x#

57  Para determinar a grandeza dos arcos oc, A  , b 
deve-se ter presente o que fìcou dito em o n.° ( 23 ) da 
Trig. rect. ; e tambem que o seno de hum arco negati
vo he negativo ; e por isso se for x  c , em vez de 
sell. (c  — x )  se escrevera— sen. (a? — c) pelo n.° (21) 
da Trig. rect. : e ao depois se attenderà ao sinai de cot. A  
para achar a grandeza de A  (*). Se b for milito peque
ño , deve-se (n.° (49) da Trig, rect.) calcular primeira- 
mente A ,  e ao depois b pela p ro p o rlo  sen. A  : sen. B : • 
sen. a : sen. b. do n.° (42).

Pro-

C)
Seja

a— iò.° o.' o" 
c —  160. 8. 56,2 
B ~  170. o. o

Achar-se-ha<
oc — 170.0 8.7 
A ~  9, 51.
b ~  169. 51.

56’>  
' 9,7 
12,1

Adviita-se que sen. ( c — x ) ( — sen. ( — 10o ) ) — — sen. iorj 
cot. B ( ~  cot. 170") zz;— cot. io°; e por isso cot. A sake positiva* 
,p logo A <( 90.0
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'Problema, IF .

58 D acíos os tres ángulos: 
achar hum clos lados.
Sejao B , E , F  os ángulos dados:
Achar o lado E F . (fig. 3 ).

Solupdo.

Tomem-se os supplementos dos ángulos dados B , 
E  F ; ter-se-hao no triangulo A B C  (supplementario de 
D E F  ) os tres lados A C , A B , e BC : logo ( achando 
e  ángulo B pelo n.° ( 54) ,  e tomando o seu supplemen- 
to )  ter-se-ha o lado pedido EF .

Problema V. e V I.

59 J ) A d o s  dous ángulos, com o lado adjacente:
achar hum dos metros dous lados; ou o tercero anguto. 
Sejao B , E  os ángulos, e B E  o lado dados : 
Achar o lado E F  ; ou o ángulo F. (fig* 3 ).

Solupao.

Este problema reduz-se ao do n.° (56) por meio do 
triangulo A B C  supplementario de B E F : e sendo no 
triangulo A B C  resolvido o Probl. II* e I I I .,  se passará 
ao depois para o triangulo proposto B E F , como se ez 
em o n.° antecedente.

Pro •G
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Problemas que podem ficar indeterminados pelo n.° (31). 

Probl. V I I . , V I I I . , e I X .

60 X ^A dos dous lados com hum ángulo opposto: 
achar o ángulo opposto ao oittro lado, ou o terceiro

lado • ou o ángulo por elles comprelicndido.
Sejao (a, b) os lados, e (B ) o ángulo dados: 
A diar o ang. ( A ) ; ou o lado ( c ) ; ou o ang. (C)¿

Solufdes.i

( I )  . Achar-se-ha A  pela form< sen. A  zz . >
(II)  . Ache-se- a? pela form. tg. x  — tg. a eos. B : e

(c coa?) pela formula eos. (c ooa?) — — 5 logo será
c ~  x  +  (c oq a?).

(III)  . Achar-se-ha C por meio do triangulo supple- 
mentario do prpposfco : pois resol vendo no supplementa- 
rio a questao pela solu§ao (III) do n.° (64) se passa ao 
depois para o triangulo proposto.

Advertencias

61 A solu$ao ( I )  pode ficar indeterminada, por ser 
adiada por hum seno; e o he realm ente, se a Prop. do 
n.° (38) a nao determina.

62 A solu^ao ( II ) pode ficar indeterminada ; pois 
nao se sabe qual dos dous sinaes tem lugar na expres- 
sao a? +  (ccoa?) que he — c: por tanto esta questao fi- 
cará indeterminada, se a condi^ao de ser ( o lado c po
sitivo , e menor que 180°) a uño determina: isto h e ,
nao de ve ser c , ou o seu valor a? ( c c o a ? ) ^  180° ;

pois
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pois se o for, eutao será c ~  x  — (c 'Ji x') ; ncm tambem 
de ve ser c, 011 o seu valor x — (ccox) negativo, pois 
se o for, entao será c ~ x - \ -  (cío x ) .

63 A solu^ao ( I I I ) foi aquí posta, só a fim de ver 
o número das questoes, que se pódem resolver com os 
mesmos dados.

Frobl. X . , X I . , e X I I .

6 P A d o s  dous ángulos, com o lado opposto :
achar o lado opposto ao outro ángulo, 011 o tercer- 

ro ángulo : ou o lado adjacente aos ángulos dados. 
Sejao (.A , B ) os ángulos, e (a) o lado dados: 
Achar o lado (6 ); ou o ang. (C) ; ou o lado (c).

Solufdes

( I )  . Achar-se-ha b pela (42) form. sen. b ~  *
(II)  . Achar-se-ha C por meio do triangulo supple- 

mentario ; e da S0IU5S0 (II) do n.° (00).
(III)  . Ache-se x  pela form. tg.a? tg.« eos.B: achar-

. __sen. x  cot.A
se-ha o arco (c—x )  pela form. sen. (c—a?) —
logo será c — x - h  (c — x )  ou — a? +■ [ 180o— (c — a?) ] ; 
ou tambem c — x  — (a?—c) ou — x  -— [ 180° (x  c) ] , 
conforme sahir sen. (c — x ) positivo, ou negativo.

Advertencias.

65 A solu^ao (I) pode ficar indeterminada, por ser 
sen. b — sen. (180o— b) ; e o he realmente , se a proposi
t o  do n.° (38) a nao determina.

66 A solujao (II) depende da advertencia do n. (82).
67 A s o lu to  (III) pode ficar indeterminada por ser 

o arco (c — x ) adiado por bum seno; e o he realmen
t e , se a condica° de ser ( c < ( 180°, e positivo) a^nao

G 2 de-



determina; advertindo porém que se o valor de sen. (c—x )  
sahir negativo, o arco será ( x — c) , e nao (c — a?) : e 
por isso se sabe, se o arco achado se deve jun tar, ou 
subtrahir do segmento x ; mas fica-se na incerteza a res- 
peito dos dous valores desse arco , por ser achado por 
hum seno.

42 T rigonometría Spherica.

E x e m p l o s .

I.

No tríang. A B C  ( fig. 6 ) : Seja « — 88.° 3 9 / 45 ''; 
h — 70.° 27/ 38'' ; c n :5 1 .ú 17.' 35". Pede-se o ang. B ? 
Pelo n.° 54, será . . . .

h zz  70.° 27.' 38"
c — 51. 17. 35 . . . C. log. Sen. r= 0.1077080 
a —  88. 39. 45 . . . C. log. Sen. “  0.0001184 

Som. :=  210. 24. 58 
~ Som. ~  105. 12. 29

4- Som. — c 1= 53. 54. 54 . . .  . log. Sen. := 9.9074136 
i  Som. — a ~  16. 32. 44 . . .  . log. Sen. — 9.4545129

Som. — 19.4697529 
log.Sen. '-B u :  i-Som. — 9.7348764

Logo \  B ~  32.° 53/ 40"; e logo B z i  65.° 47/ 20".

II.

No triang. rectang. A B H  (fig. 9): Seja o ang. A  zz  
3 8 / 42/ 25"; a zz  1I.° 54/45",6 ; achar a hypothenusa h ? 
será . . . .

Sen. 38.° 42/ 25" : Sen. 1I.° 54/ 45",6 : :  1 : Sen. h.

Feito o calculo achar-se-ha ser áz=:19.0 16/ 28",3.
NO»
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jNOTAS Á TRIGONOMETRIA SPHERICA. 

N o t a  L

S e  hum arco de circulo-máximo < M 80°, tiver os mes- 
mos extremos, que tem outro arco de circulo-menor: o 
arco de circulo-máximo será menor, que o arco de cir
culo-menor.

Com eífeito: imagine-se que (fig. 11) á roda da cor
da A  D  ( commuin aos dous arcos A E D  de circulo-má
xim o, e A E D  de circulo-menor) gire o plano de cir
culo-menor até se ajustar com o plano de circulo-máxi
mo ; d ig o , que o arco do circulo-menor hade cahir por 
lora do arco do circulo-máximo, como representa a fig. 
11 : porque os centros O e K  destes dous circuios de- 
vern ficar na perpendicular KO  ao meio da corda A D , 
de cujos extremos A  e D  distará menos o centro O do 
circulo menor, que o centro K  do circulo-máximo ; por 
ser o raio A O  <  A K .  Sejao E  e B os pontos em que 
KO  encontra os dous arcos A E D , e AB D .  Pois he 
O A  — OB, e A K  — K E  ; e no triangulo A O K  he KO-\-  
O A ^ > A K ,  logo será KO  -t- O B , ou KB^> K E  \ e lo
go o ponto B do circulo-menor cahe fóra do circulo-má
ximo , por isso o arco do circulc-maximo ( sendo inte
rior ) he evidentemente menor, que o do circulo-menor.

N o t a  II.

Para que se possa formar hum triang. spher. com 
tres arcos de circ. inax. { que lhe possao servir de la
dos) he preciso que seja ; Qualquer delles <  180°; A 
somma de dous o terceiro ; E a somma dos tres <^360°.

Com eífeito: marquem-se na circumferencia (fig.12)
de
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N o t a s .44
de hum circulo-máximo tres arcos A B , P C , e CD com 
as tres sobreditas condiçoes. Do ponto C como polo , e 
com a distancia CD descreva-se a semicircumferencia 
D E d , e do ponto 5  como po lo , e com B A  descreva-se 
outra A E a  : estas duas semicircumferencias ( descripta« 
em liurn hemisferio) devem cortar-se em hum só ponto E , 
por ficarem os extremos de qualquer délias para par
tes oppostas a respeito da outra. Porém se falíasse algu- 
ma das ditas condiçoes nao podia existir triangulo ; com 
eíTeito : se a somma dos tres arcos fosse , ou )> 360° ; 
entào , ou as duas semicircumferencias A E a , e DEd  
sómente t.' tocavâo, ou nao se corta vao , por ficarem os 
extremos de qualquer délias para a mesma parte a res
peito da outra. E o mesino acconteceria se a somma dos 
dous arcos fosse iz i , ou o terceiro. Logo nao pode ex
istir triangulo sem as tres mencionadas condiçoes.

AP-
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a p p e n d i c e .

A Relaçao entre qnatro das seis partes de hum trian
gulo spherico pode ser dada por huma equaçao, ou íor- 
mula gérai.- Estas formulas geraes sao as quatro seguin- 
tes :

Formulas finitas dos Triángulos sphericos.

(A ) . Sen. b. sen. A  —  sen. a. sen. B.
(B) . Cos. b =  sen. a. sen. c. cos. B. -+- eos. a. eos. c.
(C) . Cot. a. sen. c. — sen. B. col A .  - i - cos. c. cos. B.
(D ) . Cos. B. — sen. A .  sen. C. eos. b. — cos. A .  cos. C.

Demonstraçoes. Das formulas (q) e (r) do n.° (53), eli
minando x  por meio da equaçao (p )  '•> ter-se-hao as duas 
formulas (B) e (C) : e na form. (B) pondo 180:'—B,
a — ] 80°_A ,  c — 180o— C , B — 180°— 6, ter-se-ha a
formula (D) ; como he fácil de ver.

Fámulas differenciaes dos Triángulos sphericos.

(1 ) . dA. col A  -+-db. co l b — dB. cot. B-\-da. co l a .
(2 ) . • db — da. eos. C -I- de. eos. 4̂ dB. sen. ^4. sen. <*

, ~ . , , ( de. sen. A .  eos. b
(3 ) . da. sen.C = z d A .  sen■ Sen. a. C0S. C.
(4 ) . d B ~  — dA .  cos.c— dC. eos. a •+■ dA sen.«. sen.C.

Demonstra f  oes. A formula differencial ( 1 ) se acha, 
dividindo a differencial da formula (A) pela mesma for
mula finita (A). A formula (2) se acha, differenciando 
a formula (B ) : tirando ao depois o valor de db ; e fe
chando entre parenthesis o que multiplica da e de : ao 
depois expulsando cos. 1B pela mesma formula (B ) :  ad ia

se ,
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se , que o coefficiente de da he —C-S-‘A cos' h qUe he
sen.«, sen. b 1

~ c o s . C; e o mesmo se faz a respeito do coefficiente de 
de- e finalmente, escrevendo sen. B. sen .a. em lugar de 
sen. 5. sen.A  ; achar-se-ha a formula (2).

A formula ( 3 ) se acha , diiferenciando a formula
( C ) ;  e multiplicándola ao depois por sen . A .  sen. a ,  
achar-se-ha que o coefficiente de de he cos. c. cos. a. -f- 

• sèn. c. sen. a. eos. B que he ~  cos. b ; e o mesmo se faz a 
respeito do coefficiente de dB ; e finalmente eliminando 
os denominadores dos coefficientes de dA  e da por meio 
da formula (A) , achar-se-ha a equajao (3). A demons
tra d o  da formula (4) he semelhante a da formula (2).

Advertencias.

Estas formulas differenciaes pódem servir para cal
cular o effeito, que produz huma pequeña v a r ia lo  de 
huma das partes dadas sobre a parte calculada de hum 
triangulo spherico ; mas para fazer uso destas formulas 
he preciso ver ; se as varia9oes ( que entrao na formula 
de que se fizer uso ) sao todas addictivas, ou todas sub- 
tractivas ; ou humas addictivas e outras subtractivas 
para se attender aos sinaes dessa formula ; porque estas 
formulas differenciaes sao deduzidas na hypotese de te- 
rem o mesmo sinal as differenciaes das partes do trian
gulo. Note-se tambem , que as v a ria res  angulares d A , 
db , &c. que entrao nestas formulas podem ser tomadas 
em partes d^hum gráo ; e nao he preciso o tomallas em 
partes do raio — 1 : porque os ángulos, e lados de hum 
triangulo spherico sao medidos por hum mesmo circulo.

F  I M.
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XIV. Avisos interessantes sobre as mortes apparentes, mandados
recopilar por ordem da Academia , f o l ’n. 8 . ° ............................gr.

XV. Tratado de Educaqáo Fysica para uso da Nacáo Portugue
s a , publicado por ordem da Academia Real das Sciencias,
por Francisco de Mello Franco, 1 vol. 4.0 ...........................360

XVI. Documentos Arábicos da Historia Portugueza, copiados
H dos



dos OrNinaes da Torre do Tombo com permissao de S. Ma- 
gestade \ e vestidos em Portugiyez, de ordena da Academia, 
por Fr. Joiío de Sousa, i vol. 4.0 ................................ •

XVII. Observares sobre as principaes causas da decadencia dos 
Portwruezks na ¿ s ia , escritas por Diogo de Couto em forma 
de Dialogqi, com o titulo de Soldado l Jraíico y publicadas 
por ojdem da Academia Real das ¿ciencias , por Antonio 
Caetano do Amaral, Socio Effectivo da mesma, 1 tom. 8.°

XVIII. Flora Cochinchinens.is, sistens Plantas in Regno Co-
chinchinae nascentes. Quibus accedunt aliae observatae in Si- 
nensi Imperio, Africa Oriental i , Indiaeque locis variis: la
bore ac studio Joannis de Loureiro, Regiae Scientiarum Acá- 
demiae Ulyssiponensis Socii: Jussu Academiae in lucera edi
ta , 2 vol. 4.0 m ai.............................................................• •

XIX. Synopsis Chronologica de Subsidios , aínda os mais ra
ros , para a Historia, e Estudo critico da Legislacáo Portu
gueza; mandada publicar pela Academia Real das ¿ciencias, 
e ordenada por José Anastasio de Figueiredo, Correspondente 
do Numero da mesma Academia, 2. vol. 4.0 . . . . .

XX. Tratado de Educacao Fysica para uso da Nado Portugue-
za, publicado por ordem da Academia Pveal das ¿ciencias, 
por Francisco José do Almeidá, 1 vol. 4.0 ...........................

XXI. Obras Poet icas de Pedro de Andrade Caminha , publica
das de ordem da Academia, 1 vol. 8 . ° ................................

XXII. Advertencias sobre es abusos, e legitimo uso das Agoas
ikinsraes das Caldas da Rainha, publicadas de ordem da Aca
demia Real das ¿ciencias, por Francisco Tavares, ¿ocio Li- 
vre da mesma Academia, jo l i i . 4.0 .....................................

XXIII. Memorias de Litteratura Portugueza, 2 vol. 4.0 . . .
XXIV. Fontes Próximas do Codigo Filippino , por Joaquina Jo

sé Ferreira Gordo, 1 vol. 4.0 ........................... .....
XXV. Diccionario da Lingoa Portugueza, 1 vol. fo l  m a l . .
XXVI. Compendio da Tiieoriea dos Limites , ou Pntroduccao

ao Methndo das Fluxóes, por Francisco de Coria Garqá'o Sto- 
ckler, Socio da Academia, 8 . ° ................................................

XXVII. Ensaio Económico sobre o Commercio de Portugal, e
suas Colonias , offerécido ao Serenísimo Principe da ¿tira o 
Senhór D. Pedro, e publicado de ordem da Academia Real 
das ¿ciencias, pelo seu ¿ocio D. José Joaquina da Cuntía de 
Azeredo Coutinho. S eg u n d a  E d igdo  c o r r ig id a , c accrescentada  

pelo mesmo A u c t o r , 1 vol. 4.0 ........................................... .
XXVIII. Tratado de Agrimensura, por Estevao- Cabral , Socio,

da Academia, em 8 N ...........................................................
XXIX. Analyse Chymica da Agoa das Caldas, por Guilherme

Withering , em Portuguez e Inglez, fo lh . 4.0 . . . .
XXX.

48 C a t a l o g o .

4 ? o 

/  

480

2400

1?. 00

360

6co

120
6400

400
4800

240

480

240

240

-



49C a t a l o g o .
XXX. Principios de Táctica Nava] , Por Ganoel dq Espirito 

Sanoi Limpo, Correspondente do Numero da Academia,
i. yol. 8.u .......................................................................

XXXI. Memorias da Academia Real das Sciencias, 5 vol. e
1 ,n parte do 6 .°  vol. ..................................................... I

XXXII. Memorias para a Historia da Capitanía de S. Vicente,
1 vol. 4.0 ................................................................................

XXXIÜ. Observaqóes Históricas e Criticas para servirem de 
Memorias ao systema da Diplomática Portugueza por Joao 
Pedro Ribeiro, Socio da Academia, Part. 5 .4 .° . . .

XXXIV. J. H. Lambert Supplementa Tabularían Logarithmi-
carum, et Trigonorng tricarían , 1. vol. 4.0 .....................

XXXV. Obras Poéticas de Francisco Dias Gomes, 1 vol. 4.°
XXXVI. Compila cao de Reflexóes de Sancíies, Pringle &c.

sobre as Cansas" e Prevepfigjg das Doenqas dos Exercitos, 
por Alexandre Antonio das Neves: para distribuir-se ao Ex- 
ercito Portugue/. , f o lh .  12.0 ................................................

XXXVII. Advertencias dos me ios para preservar da Peste. S e 
gunda edigdo accrescentadq com  o Opúsculo de Thomaz Al
vares sobre a Peste de 1 >69 , fo lh . 1 2 . ' ...........................

XXXVIII. Hippolyto, Tragedia de Eurípides, vertida do Gre-
go em Portuguez., pelo Director de huma das Classes da Aca
demia; com o te x to  , 1 yol. 4- ° ...........................................

XXXIX. Taboas Logaritlarnicas , calculadas até á sétima casa
decimal, publicadas de ordem da Real Academia das Scien
cias por J. Pfl. D. P. , 1 vol. ......................................

XL. Indice Ghronologico Remissivo da Legisiacáo Portugueza 
posterior ,á publicacáo do Codigo Filippino, por jolio Pe
dro Ribeiro, 5 vol. 4.0 ..........................................................

XLI. Obras de Francisco de Forja Garcjao Stockler, Secretario 
da Acá bernia Real das Sciencias, i.° vol. 8 . ° .....................

XL1I. Col lee cío dos principaes Auctores da Historia Purtugue- 
za, publicada com notas pelo Director da CLssc de Littera- 
tura da Academia Real das Sciencias, 8 Tom. em 8.“ . .

XL1IÍ. D-issertacdes Cbronologicas, e Criticas, por Joao Pedro 
Ribeiro, 3 vol. 4 .?  . . . .  ■ ...........................................

O Tomo IV. Parte I ....................................................................
XLIV. Colleccao de Noticias para a Historia e Geografía das 

Nanees Ultramarinas, Tom. 1.“ Números i,°, 2.0, je ,  e 4.0
O Tomo II..................................................... .....
XLV. Hippolyto, Tragedia ele Séneca; e Phedra, Tragedia de 

Racine : traduzidas ém verso , pelo Socio da Academia Se- 
bastiao Francisco de Alendo Trigo-zo , com os te x to s . . .

XLVI. Opúsculos sobre a Vacciua : Números I. até XIII.
XLVII. Elementos de Hygiene 5 por Francisco de Mello Fran-
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co , Socio da Academia. S eg u n d a  edigao c a n lg id a  , c au

gm entada pelo mesmo A  a c to r , 1 vol. 4 . ° ................................
XLV11I. Memoria sobre a necessidade e utilidades do Plantio 

de novos bosques em Portugal, por José Bonifacio de Andra- 
da e S ilva, Secretario da Academia Real das Sciencias ,
1 vol.. 4.0 ...........................................................................

XIIX. Taboadas Perpetuas Astronómicas para uso da Navegacao
Portugueza, 1 vol. 4.0 ...........................................................

L. Elementos de Geometría, por Francisco Villela barbosa, So
cio da Academia Pveal das Sciencias. S egun da ed ig ñ v , x vol.
8 . ° ................................ ........................... : • • • . *

LI. Memoria para servir de Indice dos Foraes das Térras do Rei
no de Portugal, e seus dominios : por Francisco Nunes lian-
klin , x vol. .................................................................................

LII, Tratado de Policía Medica, no qual se comprehendem to
das as materias , que podem servir para organizar hum Regi
mentó de Policía de Saude para o interior do Reino de Por
tugal , por José Pinheiro de Ireitas Soares , 4*° • • • •

LUI. Tratado de Hygiene Militar e Nava!, pelo Socio Joaquim
Xavier da Silva , 1 vol. 4 ' ............................

LIV. Tratado de Trigonometría Rectilínea e Spherica, por Mat- 
theus Valente do Couto, x vol. 4 . ° ........................... '
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E s tu o  no prelo as seg uln tes.

Documentos para a Historia da Legislaqáo Portugueza, pelos «.ocios 
da Academia, Joao Pedro Ribeiro, Joaquim de Santo Agostinho 
de Erito Galváo, e outros.

Colleccao dos principaes Historiadores Portuguezes. ^
Collecqáo de Noticias para a Historia e Geografia das Naques Ultrama

rinas.
Taboas Trigonométricas, por J. M. D. P.
Obras de Francisco de Forja Garqáo Stockler, Tom. 2.

Obras escolhidas do Padre Vieira. . . .  ,
Grammatica Philcsophica da Lingua Portugueza , ou principios da 

Grammatica Geral applicados á nossa Linguagem , por Jeronymo
Soares I ai boza. , n  L

Principios de Musica, pelo Socio Rodrigo Terreira da C osta.  ̂
Ensáio 1 ermosographico , ou Succinta e Systematica Descnpqao das 

Doencas Cutáneas, &c. por Bernardino Antonio Gomes.

V en den ,-se  em Lisboa ñas lajas dos Mercadores de Livros na Rúa 
das Portas de Santa Catharina j e cm Coimbra , e no Porto tam ba n  

pelos mesmos p re¡o s.



A D D I T A  M E N T O  A1 PAG.  Y.

Outras demonstrares dos Números (18) e (19) ; e 
sao as seguintes.

Cos. (— A ) ~  Sen. ( 90°— [— A~] ) zz Sen. ( 90° A  ) 
r z  Sen. ( 90° — A  ) =z Cos. A .

E Cos. ( 90° -+- A  ) r= Sen. ( 90° — [ 90° +• A  ] ) .............
zz Sen. ( — A  ) — — Sen. A  —  — Cos. ( 90° — A ) .

E R R A T A S .

P a g . Un. E/T0J

II 3° de
V 20 Cos, (9 0 °+ ^ )
34 27 9.689970
3 6 29 M ~  A  Q ab

24 SO E n F G E

28 19 (na fig.4 )
32 18 a e b

33 2 cos. b
33 13 Sen. b
34 21 a b

38 20 Sen. b.

42 ult. h —  19o 1 6 /2

[Em endas  

de A ;
Cos. (90°-\-A ')  
9,698970 
M  ~  A  — P a  Q ab’ 
E n F E  

C na fig. 2 )  
a tí h 
eos. h  
Sen. h 
a , b 
Sen. b ,
h ~  19° 16.'28",?.; 
ou ~  1 6o.° 43/31",7, 

pelo (n. 47.).
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