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PRIVILEGIO.

EU a RAINHA Faco saber aos que este Alvarisyirem :
Que havendo-me representado a Academia das Sciencias
estabelecida com Permissdo Minha na Cidade de Lisboa,
ue comprehendendo entre os objectos, que formzo o
lano da sua Institui¢do , o de trabalhar na composigiio
de hum Diccionario da Lingoa Portugueza, o mais coma-
pleto que se possa produzir; o de compilar em boa or-
dem , e com depurada escolha os Documentos, que po-
dem illustrar a Historia Nacional , para os dar 4 luz; o
de publicar em separadas Collecgdes as Obras de Lifte-
ratura , que ainda nao fordo publicadas; o de instaurar
por meio de noyas Edi¢Ses as Obras de Auctores de me-
recimento, e cujos Exemplares forem muito antigos, on
se tiverem feito raros; o de trabalbar exacta e assidua-
mente sobre a Historia Litteraria destes Reinos; o de pu--
blicar as Memorias dos seus Socios , das quaes as que
contiverem novos descobrimentos, ou perfeigdes impor--
tantes 4s Sciencias, e boas Artes serdo publicadas com
o titulo de Memorias da .Academia, ficando as outras pa--
ra servirem de materia a separadas e distinctas Collec-
¢Oes , nas quaes se dé ao publico em Extraclos e Tra-
ducgbes periodicamente tudo o que nas Obras das outras
Academias, e nas de Auctores particulares houver mais
proprio, e digno da Instrucgao Nacional; e ﬁnalments o.
o




VIrT i PRy TR G L Os

de fazer compér, e publicar hum Mappa Civil e Litte-
rario , que contenha as noticias do nascimento , empre-
gos, e habitagGes das Pessoas principaes, de que se com-
poem os Estados destes Reinos, Tribunaes , ou Juntas de
Administracio da Justica , Arrecadagiio de Fazenda , e
outras particulares noticias , na conformidade do que se
pratica em outras Cortes da Kuropa : E porque havendo
de ser summamente despendiosas., tantas, e tdo numero-
sas as Edigdes das sobreditas Obras , seria facil que a
Academia se arriscasse a baldar a importante despeza ,
que determina fazer nellas; se Eu nZo Me dignasse de
privilegiar as suas EdigGes , para que se lhe nao contra-
fizessem , nem se dhe reimprimissem contra sud vontade ,
ou mandassem vir de fora impressas, em detrimento irre-
paravel da reputagdo da mesma Academia ,'e das consi-
deraveis sommas que nellas deverd gastar: Ao que tu-
do Tendo consideragio , € ao mais que Me foi presente
-em Consulta da Real Meza Censoria, 4 qual Commetti o
exame desta louvavel empreza; Querendo animar-a so-
bredita Academia , para que reduza a effeito os referi-
dos uteis objectos, que o estio sendo da sua applica-
¢do : Sou Servida Ordenar aos ditos respeitos o seguinte :

Hei por bem, e Ordeno, que por tempo de dez an-
nos contados desde a publicagao das Edigdes, sejdo pri-
vilegiadas todas as Obras, que a sobredita Academia
das Sciencias fizer imprimir e publicar; para que nenhu-
ma Pessoa ou seja natural , ou existentg, € moradora
nestes Reinos as possa mandar reimprimir , nem introdu-
zir nelles, sendo reimpressas em Paizes Estrangeiros : de=
baixo das penas de perdimento de todas as Edigoes que
se fizerem , ou introduzirem em contravengao deste Pri-
vilegio , as quaes serao apprehendidas a favor da Aca-
demia ; e de duzentos mil reis de condemnagdo , que se
imporé irremissivelmente ao transgressor, ¢ que sera ap=
plicada em partes iguaes para o Denunciante , € para @
Hospital Real de S. José. -

Exceptuo porém da generalidade deste Privile%io
aquel«
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aquelles casos, em que as Materias, que fizerem o ob-
jecto das Obras que publicar a Academia, apparegao tra-
tadas com variagdo substancial , e importante ; ou pelo
melhor methodo , novos descobrimentos, e perfeicGes
scientificas se achar , que differem das que imprimio a
Academia: sendo o exame e confrontagdo de humas e
outras Obras feito na Real Meza Censoria, ao tempo de
se conceder a Licenga para a impressao das que fazem o
objecto desta Excepgdo: Encarregando muito 4 mesma
Meza o referido exame, ¢ confrontagio; para consequen-
teménte conceder , ou negar a Licenga nos casos occor-
rentes e circunstancias acima referidas. Nesta Excepg¢do
Incluo as Obras particulares de cada hum dos Socios ;
porque estas s6 poder4d. ser privilegiadas, ou quando
forem impressas 4 custa da Academia, ou quando os seus
proprios Auctores Me supplicarem o Privilegio para el-
las.

Hei outro sim por bem, e Ordeno, que sejdo igual-
mente privilegiadas pelo referido tempo todas as Edi-
¢des, que a referida Academia fizer de Manuseriptos,
que haja adquirido: com tanto porém que cellas nao
resulte prejuizo 4s Pessoas , que primeiro os houverem
adquirido , ou lhes pertengdo pelos titulos de Heranga,
ou de Compra, e tenhdo tengao de os linprimir por sua
conta. I para que a este respeito haja alguma Regra,
que attenda 4 utilidade publica, e & particular: Deter-
mino, que a Academia possa imprimir os referidos Ma-
nuscriptos; ou logo que mostrar que séus Donos ndo
querem imprimillos; ou que havendo elles declarado
quererem dallos 4 luz, o ndo fizerem no prefixo termo
de cinco annos, que neste caso lhes serdo assignados pa-
ra o0s imprimirem.

Hei outro sim por bem, e Ordeno, que na genera-
lidade do Privilegio , que a referida Acddemia Ne sup-
plica, e lhe Concedo na sobredita conformidade para a
reimpressdo das Obras ou antigas, ou raras, ou de Au-
ctores existentes, fiquem salvas as Obras, que a Univer-

gi-
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sidade de Coimbra mandar imprimir; ou porque sejdo
concernentes acs Iistudos das Faculdades, que se ensindo
nella; ou porque sendo compostas por Professores della ,
as mande imprimir a mesma Universidade , como hum
testemunho publico dos progressos, e da reputagfio lit-
teraria dos referidos Professores : E fiquem igualmente
salvas as outras Obras, que actualmente estdo sendo ou
impressas , ou vendidas por algumas Corporagdes, e por
Familias particulares , e que nellas tem em certo modo
constituido ha muitos annos huma boa parte da sua sub-
sistencia, e patrimonio: e a cujo beneficio Poderei pri-
vilegiallas, ou prorogar-lhes os Privilegios que tiverem.

Hei por bem finalmente , e Ordeno, que na conces-
sio do Privilegio , que igualmente Concedo na sobredi-
ta conformidade , para a referida Academia publicar o
Mappa Civil e Litterario na forma acima declarada , fi-
quem salvos os Privilegics seguintes, a saber: o Privi-
legio concedido aos Officiaes da Minha Secretaria de Ks-
tado dos Negocios Estrangeiros, e da Guerra para a im-
pressdo da Gazete. de Lisboa: O Privilegio perpetuo da
Congregagao do Oratorio para a impressao do Diario Ec-
clesiastico , vulgarmente chamado Folhinha : e o Privi-
legio que Fui servida conceder a Felix Antonio Castrio-
to para o Jornal Encyclopedico: Para que em vista dos
referidos Privilegios , e das Hdigdes, que fazem os obje-
ctos delles , se haja a Academia de regular por tal ma-
neira na composi¢do do referido Mappa Civil e Littera-
rio, que de nenhum modo fiquem offendidos os mesnios
Privilegios, que devem ficar illesos. :

E este Alvard se cumprird sem duvida , ou embar-
go algum, e tdo inteiramente, como nelle se contém.

B pelo que: Mando 4 Meza do Desembargo do Pa-

¢o, Real Meza Censoria , Concelhos da Minha Real [a-
zenda , e Ultramar , Meza da Consciencia e Ordens , Re-
gedor da Casa da Supplicagdo, Governador da Relagio
¢ Casa do Porto, Reformador Reitor da Universidé":(_- de
oin-~
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Coimbra, Senado da Camara da Cidade de Lishoa, e a
todos os Corregédores, Provedores, Uuvidores , Juizes,
Magistrados , e mais Justigas , 4s quaes o conhecimento
e cumprimento deste Alvara por qualquer modo perten-
ca, ou haja de pertencer; que o cumprao, guardem ,
fagdo cumprir, e guardar inviolavelmente, sem lhe ser
posto embargo , impedimento , duvida , ou opposi¢do al-
guma , qualquer que ella seja: para que a observancia
delle seja inteira, e tdo litteral , como nelle se contém.
E Mando outro sim ao Doutor Antonio Freire de Andra-
de Enserrabodes, do Meu Conselho, Desembargador do
Paco, e Chanceller Mor destes Reinos, que o faga pu-
blicar na Chancellaria, e que por ella passe: ordenando,
que nella fique registado , e que sé registe em todos os
lugares, em que deva ficar registado, e conveni for
4 sobredita Academia, para a conservacdo e guarda dos
Privilegios, que neste Alvard lhe Tenho concedido. Da-
do no Palacio de Nossa Senhora da Ajuda aos vinte e
dois de Margo de mil setecentos oitenta e huin,

RAINHA -: -

Visconde de Villanove da Cerveira.

Alvard pelo qual Vossa Magestade , pelos motivos nel-
le mencionados , Ha por bem conceder d Academia das Scien-
cias , estabelecuda com a Sun Real Permissio na Cidade de
Lisboa, o Privilegio por tempo de dez annos ; para poder
imprimir privativamente todas as Obras , de que faz mengdo:
com excepebes e modificactes , que vdo nelle expressas ; e
com as penas condra os transgressores do referido Privile
&10 : tudo na forma acimae declarada.

Para Vossa Magestade ver.
Re-

d o7
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Registado nesta Secretaria de Estado dos Neéocios
do Reino em o Liv. VI. das Cartas, Alvaras, e Paten-
tes a fl. 93 ¥. Nossa Senhora da Ajuda 7 de Maio de 1781.

Joaquim José Borralho.

Antonio Freire d* Andrade Enserrabodes. Gratis.

Foi publicado este Alvard na Chancellaria Mor da
Corte e Reino, pela qual passou. Lishoa  de Maio de
1781.

‘D. Sebasticio Maldonado.
&
Publique-se , e registe-se nos Livros da Chancellaria
Mor do Reino. Lishoa 18 de Maio de 1781.

Antonio Freire d’ Andrade Enserrabodes.
Registado na Chancellaria Mor da Corte e Reino no
Liv. das Leis a fl. 34 . Lisboa 19 de Maio de 1781.
Antonio José de Moura.

Jodo Ch}v_z/sostomo de Faria e Sousa de Vasconcellos de S&
o fez. :

Registado na Chancellaria Mor da Corte e Reino no
‘IiJiv. de Officios e Mercés a fl. 68. Lisboa 21 de Maio
e 1781.

Mattheus Rodrigues Vianna.
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]

A

TRIGONOMETRIA,

Advertencia.

Vamos tratar agora da Trigonometria rectilinea; e
trataremos depois da Trigonometria spherica.

1 A Trigonometria rectilinea he a Sciencia , que
ensina a resolver pelo calculo (*) o Problema seguinte :
Das seis cousas, os tres lados e os tres angulos, de hum
triangulo rectilineo , dadas tres [ em que enire hum lado
(**) ] achar hwma das outras tres. Mas para a ‘solugao
deste Problema fazem-se necessarios os priucipios seguin-
tes.

9 Sabe-se da Geometria: que (fig. 1.) o valor de
qualquer angulo rectilineo MON fica determinado pela
grandeza do arco MAN que os seus lados cortao no
circulo MBN ‘descripto com hum raio 04, e com 0

A cen-

(*) Dizemos pelo calculo : Porque a tesolucio dos triangulos por
construcgoes geometricas , isto he , servindo-nos da escalla decimal ,
e do transferidor , he pouco exacta.

(**) Porque hum triangulo s6 péde ficar determinado ( segundo
os casos da igualdade dos triangulos) nes quatro casos seguintes :
Quando forem dados os tres Jados ; ou dous angulos e hum lado ; ou
dous Jados e o angulo comprehendido ; ou dous Jados ¢ o angulo
opposto ao muaior delles; porque , se for o angulo opposto a0 menor
delles , o problema admitte duas solucoes.
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centro no vertice O: e que a grandeza do arco M AN
fica determinada pelo valor da sua corda MN ; e poris-
so o valor da semicorda PM determinard tambem o va-
lor do semiarco AM , ou do angulo MBN , que tem o
vertice na circumferencia. N.B. Estas semicordas tam-
bem se cham@o senos, como se vai definir na (fig. 2).

Definigoes das linhas trigonometricas.

3 Seno de hum arco OM he a perpendicular MP ,
conduzida de hum extremo do arco ao diametro, que
passa pelo outro extremo. I se denota assim: Sen. OM,

4 Seno verso do arco OM he a parte OP do diame-
tro , comprehendida entre o extremo do arco e o seno-
E se denota assim : Sen. vers. OM.

5 (*) Tangente do arco OM he a parte ON da tan-

gente a hum dos extremos do arco, comprehendida en-
fre esse extremo, e a secante, que passa pelo centro e
pelo outro extremo. I se denota assim : Tyg. OM.
_ 6 Secante do arco OM he a parte AN da secante ,
que passa pelo centro e por hum dos extremos do ar-
co, comprehendida entre o dito centro e a tangente ao
outro extremo. I se denota assim.: Sce. ODI.

7 Construccdo. Faga-se o arco OM + MB — 90°;
serd o arco MB o complemento de OM; (**). Tire-se o
raio AB: e tire-se a recta MQ, que seja o seno de

; BM ;

(*) Ainda que na definicio entra duas vezes a palavra tangen-
te; com tudo facilmente se distinguem : porque a primeira he a
tangente trigonometrica, e a segunda a tang. geometrica. Entenda-se
0 mesmo a respeito das secantes,

(**) Dous arcos, cuja somma faz 9o®, chamio-se complementos
hum do outro , asim: ( 9o’ —A) he o complemento de A
(45° = A4) he o complemento de (45° + 4); (90° + 4 ) he ©
complemento de (-- 4); &e. :
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BM ; e a recta BF' a tangente de BM ; serA BQ o seno
verso , ¢ AF a secante de BM. ’

8 O Seno; o seno verso; a tangente ; e-a secante do -
complemento BM de hum arco OM chamao-se Coscno ;
Coseno verso ; Cotangente ; e Cosecante desse arco OM. E
se denotdo assim : Cos. OM ; Cos. vers. OM ; Cotg. OM ;
e Cosec. OM.

9 Corollario. Logo pelos numeros (7 e 8) serd ... ..
MQ = Sen. BM — Sen. (-90° — OM ) — Cos. OI ;
BQ=—Sen.vers. BM=Sen. vers.(90°—0M ) —Cos.vers. OM;
BF — tg. BM = tg. ( 90°. — OM ) = Cotg. OM;

AF — Sec. BM = Sec. (90° — OM ) = Cosec. OM.

Proposicoes.

10 Seja o raio 40 = r, 0 arco OM — A : ser&
MP —Sen. 4; ¢ ON — tg. A.

11 AP [ = MQ = Cos. OM ] = Cos. A.

12 7==Sen." 4 - Cos. A ; por ser AﬂI—- IW'P AP,

2
13 tg.d="20A
{riangulos similhantes 4ON , 4PM , e BAF dao 4AP:
PM :: 40 : ON; e ON : 40 :: AB : BF; logo &c.

Cot. 4 = —;1 5 porque os

14 .Sec. 4 = 75 porque AP AM ¥ A0: AN,

Das Lirhas trigonometricas positivas e negativas.
L ewmua,

15 Duas linhas , que [ no circulo ] estiverem collocadas
para partes oppostas, tem signaes contrarios : isto he , se
kuma for positiva ou addxtna, scrd a outra negativa

A 2 ou
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ou subtractiva. (fig. 83) Seja O o centro do circulo
NAM ; tomem-se dous arcos AN e AM iguaes, e para
partes oppostas. Tire-se a corda MN, que cortard o dia-
metro AB n'um ponto P; seriio iguaes as semicordas
PN e PM. Digo que se for o arco AM positivo, sera
o arco AN— — AM ; e se for a recta PM positiva, se-
r4 a recta PN — — PM. :

Demonstracio. Produza-se AN até Q; e PN até G.
He evidente , que para construir (geometricamente) com
os dous arcos 4M e AQ hum s6 arco @AM igual &
somma de ambos, he preciso por 4M em direitura de
AQ , e com hum extremo commum A : mas para indi-
car (algebricamente ) que 4M se deve ajuntar a AQ ;
escreve-se a somma assim QA 4+ ADM. Para construir
( geometricamente ) com os dous arcos hum s6 arco QN
igual 4 differenca de ambos, he preciso poér 4 M sobre
AQ, e com hum extremo commum 4 : mas para indi-
car (algebricamente ) que 4M se deve tirar de 4Q;
escreve-se a differenca assim Q4 — AM. O mesmo se
pode dizer a respeito das duas rectas PG e PM, &ec.
Logo duas linhas, que por sua construcgao geometrica
vierem a ter (no circulo) huma posi¢io directamente
opposta , equivalem (nas operagdes algebricas) a gran-
dezas contrarias, isto he , quando huma for additiva , se-
r4 a outra subtractiva.

Proposicoes.

16 Denotem A e B dous arcos, cuja somma 4 + B
== 1809, -(*) sera . &\
Sen, (4 A4 ) = -+ Sen. 4 ; isto he , o Seno de hum arco
positivo < 180° he positivo.
Sen.

(*) Dous arcos, cuja somma faz 180°, chamio-se supplementos
hum do outro assim: (180-4) he o supplemento de 435 (90°+4)
he o supplemento de (9o°—A); (180°+4) he o supplemento de
(-4, &
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Sen. (— 4 ) = — Sen. 4; isto he , o Seno de hum arco
negatiwo < 180° he igual ao Seno do arco positivo [ toma-
do com o signal negativo] .

17 Sen. (90° 4.4 ) = Sen. (90° —4); isto he ,"0
Sono de hum arco > 90° he igual ao Seno do seu supple-
mento [e com o mesmo. signal] .

Demonstraghes. Suppondo o arco AM e a recta’ PM
positivos , he pelo (n.° 15) Sen. ( -+ AM) = + PM
— _Senh. AM. Mas como Sen. AN = PN; e he AN
—_— AM, e PN =— PM ; logo (substituindo) serh il
Sen. (—AM ) =— PM —— Sen. AM. A demonstra-
¢io do (n.°17) he facil de dar; abaixando de hum pon-
to da semicircumferencia de hum circulo huma perpen-
dicnlar sobre o diametro, a qual serd seno de qualquer
das duas partes da semicircumferencta; e estas partes sao
supplementos huma da outra.

18  Cos. (—A4) = Cos. A4 ; isto he , o Coseno de hum
arco negativo he igual ao Coseno do arco positivo [e com 0
mesmo signal ] .

19 Cos, (90°+ .4 ) = — Cos. (90°— 4 ); isto ke,
o0 Coseno de hum arco > 90° he igual ao Coscno do scu
supplemento [tomado com o signal negativo] .

Demonstragdes. Pois he (fig. 3) Cos. AN — OP = Cos.
AM; e he AN =— AM ; logo Cos. (— AM ) = Cos.
AM. Para mostrar o n.° (19): Tome-se o arco 4D =
90°, ¢ Dm— DM, serd Cos. (AD + DM) = Cos. ADm
— Op—=— OP = — Cos. AM = — Cos. (4D —DM).

20 Coroll. Conhecidos os valores e signaes dos senos
e cosenos, facilmente se achardo os das tang. e cotg.
pelo (n° 13) suppondo r =1, da maneira seguinte ...

Sen,(~—-A)—=—Sen. 4  Jtg. (—4) =— tg. A
cos.(-A):+cos.A}'°g°(”)‘e“‘ Cot. ( —A) =~ Cot. 4,

Sen. (1807—A4) =+ Sen. 4 1, ., J t& (180°—4) —=— tg. 4.
Cos. (180°—A4) —=— Cos. 4 f ~° | Cot.(1 80°—A4) =— Cot. 4.

Scho-
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Scholios.

21 As proposi¢des dos numeros (16 e 17) mostrdo;
que [quendo hum arco for achado por hum seno] péde sa-
ber-se o signal do arco, mas ndo a grandeza delle. Por ex-
emplo: se o valor de sen. (x-z) sahir positivo, sera o
arco (x -z ) positivo , isto he, x > z. Porem como he
sen. (x-z) = Sen. ( 180°— (x-z) ), fica-se entdo na in-
certeza, se o arco que resolve o Problema he (x-z),
ou o seu supplemento (180°— (x-z) ). Mas se o valor
de sen. (x-z) sahir negativo, serd o arco (x-z) negati-
vo, isto he, x < z. Fica-se porem sempre na incertcza a
respeito do valor do arco (x-z) ou do seu supplemento.

22 As proposigdes dos numeros (18 e 19) mostrio,
que [quando o arco for achado por hum coseno]] pode sabere
s¢ a grandeze do arco, mas néo o signal delle : que vem
a ser o contrario, do que se disse em o n.° antecedente,
a respeito do arco achado por hum seno. Por exemplo,
se Cos. (x-2) sahir positivo, o arco (x-z) pode ser po~
sitivo , ou negativo , isto he, x> on < z, Mas neste ca-
so (o signal positivo) mosira que o arco (x-2) ou (z-x)
he <7 90.> E se Cos. (x-z) sahisse negativo ; o arco nao
seria (x-z), mas sim o seu supplemento 180°— (x-2),
que eniao he > 90.°

23 Vé-se porem pelo n.° (20) que quando o arco for
achado por huma tangente ou cotangente , péde haver duvi-
da tanto a respeito do signal do arco, como da grandeza
delle. Porem sabendo-se que o arco achado deve scr po-
sitivo, ‘entdo pelo signal + ou —, que sahir para o va-
lor da tg., Cot., ,ou Cos. se pode saber, se o arco he
< ou > 90°: o que nunca tem lugar, quando o arce
for achado por hum seno, como Ja fica dito,
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Das Formulas trigonometricas.

24 Represente r o raio do circulo, que hade medir
os angulos 4 e B, ndo sendo qualquer delles maior que
90°, teremos a seguinte .

Formula geral.

Sen. A. Cos. B + Sen, B. Cos. 4

r

Sen. (4 + B)=

Demonstragdo. Seja (fig. 4.) OMB hum arco de circu-
lo, cujo raio 40 ou AM —r; e seja 0 arco OM — 4;
o arco MB— B; a recta MP—==Sen. 4; AP —Cos. 4;
BQ =Sen. B; AQ —Cos. B; e BR'—ben OﬂIB_Scu
(A4 + B). Do ponto Q conduzm-se a recta Qm perpendi-
cular 2 40, ¢ Qx a BR: sera Sen. (4 + B) = Rx +
xB. Mas os triangulos similhantes 4MP , AWm dao
AM : MP . AQ 7 Qm, ou Ry = ME X.4Q

AM =
Sen. 4 X Cos B
r

——— e os triangulos similhantes 4MP, BQx

% . B. Cos.
ddo B —= M; logo he sen. (4 + B) = Rx 4~

Sen. A. Cos. B + Sen, B, Cos. 4
= .

xB =

25 Se na formula geral escrevemos ~— B em lugar
de B, tercmos pelos numeros (16 e 18) a seguinte .. ..

Sen. (4 — B) pt Sen. A. Cos. B — Sen. B. Cos. A4 )

r

26 Se na formula geral escrevermos 90° — 4 em lu-
gar de A4 ; teremos

Sen.
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. 'Sen.(90°—A).Cos.B- Sen.B.Cos.(90°~
501L(90°—(A—B))’:_ en.(90°—A4).Cos.B- Sen.B.Cos.(00 A)5

isto he,
Cos. (A—B) i Cos. 4. Cos.B—’i'- Sen. B. Sen. 4.

97 T se nesta ultima , escrevermos — B em lugar de
B ; teremos. ...

lCos. (4+B)=

r

Cos. A. Cos. B—Sen. B, Sen. A4,
= .

Dos valores dos Senos e Cosenos em certos limates.

28 Denote 7 o raio do circulo; sera....

Sen. 0° — 0 ; porque sendo o arco zero ndo ha seno.

29 Sen. 30° — 1 7 ; porque sen. 30° = i da corda de
60°; e a corda de 60°=r.

30 Sen. 45°— Cos. 45°; porque (fig. 2) sendo os ang.
agud. iguaes o triang. rect. APM he isosceles; logo
PM —=AP,

31 Sen. 45°=~7 \/lz; porque sen.? 45° - Cos.? 45° =
73 logo 2 Sen.? 45°=r?%; e logo &c.

32 Sen. 90° =73 o que he facil de vér.

33 Sen. 185° — Sen. 45°, porque os arcos que sio

34l Seni150° — Sen.: 802; supplementos hum do ou-

35 Sen. 180°=Sen.0°=0 {ro tem 0 mesmo seno pe-
: g lorm, ot (A7)

36 Cos. 0° =1 ; porque sendo zero o complemento de
90°, he Cos. 0° = Sen. 90° —7.

37 Cos. 30°:r\)-f; ; porque Cos.? 30° —=7°— Sen.” 30°;
logo &ec.

38 Cos. 45° =r Vi3 porque Cos. 45° = Sen, 45° —
V4 pelo n.° (31).

39 Cos. 90°= 0 ; porque Cos. 90° (= Sen. 0°) = 0.

40
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o COS 135 ==~ Cos.' 45° o - que facilmente
41 Cos. 150° = — Cos. 30°. se deduz do nu-
492 Cos. 180° —=— Cos. 0> =—r mero (19).

Scholio. Conhecidos os valores dos senos e cosenos fa-
cilmente se deduzem os das tangentes , cotangentes, se-
cantes , &c., pelas formulas dos numeros (13 e 14). Por

7o Sen. 4’5 Ot sy Costi4ls % i Pl
Cos. 45° — Cos. 45" =r;1g.90°=

exemplo, tg.45°—=

. Sen. 90° ©

r.r 2 3 .
Cos. 90° . 0. que he huma quantidade infinita ; &ec.

Resumo de algumas formulas trigonometricas.

43 Suppondo nas form. dos numeros (24, 25, 26, € 27)
# =1 teremos as quatro formulas seguintes .. ...

(a) . .. Sen. (A-+B)=Sen. 4. Cos. B-+Sen. B.Cos. 4 ;
G0) e e e Sen.(A-—B):Sen.A.Cos.B——Seu.B.Cos.A;
(¢) . . - Cos. (A—-B):Cos.A.()os..l%+Sen.B. Sen.4 ;
(d) . . - Cos. (/1+B):Cos.A.Cos.B-—-Seu.B. Sen.A.

44 Destas se deduzem (por somma) as seguintes . .. ..

(e) - - Sen.(A-+B)+Sen.(4—B)= 2.Sen..4.Cos. B
() soioie Sen.(A-i—B)-—Sen.(A-B):2.Cos.A.Sen.B;
(&) o= Cos.(A-—B)+Cos.(A—t—B):Z.Cos.A.(,‘os.B;
(h) .- Cos.(A—B)—Cos.(A+B):2.Sen./1.Sen.B.

45 Destas se deduzem (por divisdo) as seguintes. ...

; Sen. (A4 +B) - Sen. (A-B) . tg. 4, *)3
(®) - - < sem, (4 + B)—Sen. (4 =) ssitas B )3
Cos.(A—B)+Cos (A+B) _
.. - Gos. (A_B)— Cos. (A+B) — Cot. 4. Cot B.
B

46

5 Pofaiie Sen' AGos. B 1% Sen. AP HIChA B  Sen.4 Sen.B
e e e e e e e e e (0

© rUe &os. 4. Sen. B Cos. A7 Sen. B Cos. 4 Cos.B

—tg. 4: tg. B. .
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46 - Se nas duas formulas (i)’e (/) do n.> antecedente
fizermos A +B=a, ¢ A—B=¥,, cujos valores dao
A=1 (a+b), e B=L (a—b); teremos as seguintes....

$ousahs Sen.a+-Sen. b | ta. L(a+b)
(@) saege Sen.a — Sen. § 7 'tg. = (a-b)’
0. Cos. :

@y, .. Sebtlone oot sia by Cot. L(a—b):

Cos, b —Cos. a

47 - Se nas formulas («) e (d) do numero (43) fizex-
mos A—=RB, teremos as duas seguintes . . . .

(@)’ #ioie o o Sens 2 A =2 Sen. -ACos.. 4 ;
(d)’. . ... Cos.2 4= Cos.> A —Sen.2 4.

48. Nesta ultima formula (d)’ escrevendo primeira-
mente o valor de Cos.* 4 , e depois o de Sen.? 4, tira-
dos ambos da formula 1 —=Sen.? 4 + Cos.? 4 do n.° (12)
teremos as duas seguintes . . . .

(m) . ... . Cos.24=1—2:Sen.?>.4 ;
(B)ys.. wamesi Cosa2 A =2.Cas Asdi &

49 Advertencia. Por ndo interromper o discurso , re-
servamos para as Nolas (I, IT, e III. ) tratar das Cons-
trucedes das Tabous dos senos, e seus logarithmos; e do
uso das mesmas Taboas. Agora sémente notaremos , que
se nao pode achar com exactiddo hum arco entre 0° e
37, quando for dado o logarithmo do coseno desse; ar-
co; nem enlre 87° e 90°, guando for dado o logari-
thmo do seno: porque em ambos os casos as differencas
dos ditos logarithmos sdo muito pequenas para com el-
las se poderem achbar (por meio de huma proporgdo) os
arcos com a aproximagao de segundos de grio.

TRI-
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Da Resolugdio dos Triangulos rectilingos.

50 ADvertencia. Para resolver qualquer triangulo
rectilineo: (\1.° Sendo dados dous Jados e hum angulo
opposto , ou dous angulos e hum lado opposto; 2.° Sen-
do dados dous lados e o angulo por elles comprehendi-
do ; 3.° Sendo dados os tres lados) sdo precisas as ires
seguintes . . . .

Proposicies.

51 Em qualquer triangulo vectilineo : Os lados sd@o
entre st como os senos dos angulos oppostos.

59 A somma-de dous lados he para ¢ Su differenga ,
como a tangente da semisomma dos angulos oppostos , pard
o tangente da semidifferenca. dos mesmos angulos.

53 Se da semisomma dos tres lados tirarmos cada
hum dos dous lados do angulo que se busca , teremos
dous restos: & serh . ... O producto dos dous lados , pare
o producto dos dous restos, €omo 0 quarlrado do 7a10 5 JANC
o quadrado do seno da metade do angulo buscado. Mas se
da semisomma dos tres lados tirarmos sémente o lado
opposto ao angulo que se busca , teremos hum resto: e
serh . . + . -0 producto dos lados do angulo que se busca, pi=
ra._ o producto- du: semisomma € resto , como o quadrado do
raio , para 0. quadrado do coseno da metade do angulo bus-
cado. '

B2 De-
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Demonstragoes.

A proposi¢do do n.° (51) péde demonstrar-se assim :
Sejio @, b, ¢ os lados, e 4, B, C os angulos oppos-
tos de hum triangulo rectilineo 4 BC (fig. 5). Imagine-
se o circulo circumscripto a esse triangulo: seri (2 e 3)
qualquer lado 2, ou &, ou ¢ a corda ou o dobro do se-
no da metade do arco correspondente, mas estas meta-
des sdo as medidas dos angulos oppostos 4, ou B, ou
C: logo serd @ =2. Sen. .4 ; b—2. Sen. B; ¢=2. Sen.C.
Logo he @ : b ':c:: 2. Sen. A: 2. Sen. B: 2. Sen. C; e
logoa:b:c::Sen. 4 : Sen. B: Sen. C.

A proposicao do n.” (52) mostra-se assim : Por ser
@:b::Sen.4 :Sen.B; he a+b:a—b:: Sen. 4
Sen. B : Sen. 4 —Sen. B; e logo pela formula (i)’ do

0.° (46) , serd a—+b : a—b :: {g. (ﬁ:—B) tg. (A—B

2
As duas proposi¢des do n.° (53) mostrio-se assim :
Seja (fig. 6) o triangulo 4BC; do ponto B conduza-se
BD perpendicular a 4C; seja o lado BC=a; AC=10;
AB=c; o segmento 4 D==b—u=x, DC=uax; sabe-se
(pela Geomet.) que @*—a* (=FD?) = c*—(b-a)2, logo
he ¢*=a’+b°—2bx. Mas no triangulo BCD n.° (51) he
Sen. BDC : Sen. CBD ::a: 2, e por ser o triangulo re--
ctangulo em D he Sen. BDC = Sen. 90° =1 raio do eir--
culo., e Sen. CBD — Sen. (90°—C) =Cos. C; logo he 1:.
Cos.C::a:x—=ua: Cos. C; e logo (substituindo este va-

lor de @ na formula acima) teremos a seguinte . . .

¢’ =a*+ b*— 2ab. Cos. C.

Mas pela formula (m) do numero (48) he Cos. C—=1%
—2 Sen.?£C; logo serd c*=—=a?+-b*—2ab (1-2 Sen.?4 C);
Gl L)
CHERLR

c—a-b c+a-—b_(a+6-l—¢ ) (a-}—b-}-c
R Y 2 r 2 —6)’ £

donde se deduz a seguinte: ab. Sen.?% C—

mo
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mo facilmente se verifica. Logo fazendo -ﬁ—?—c =P
. teremos ab: (P—a) (P—0) :: I: Sen.”5C.

A segunda proposi¢do do n.° (53) mostra-se pelo
mesmo estilo , substituindo 2 Cos.?4'C —1 em lugar de
Cos. C pela formula (n) do n.° (48); e acharemos ser. ..
ab: P (P—c¢)::1: Cos25 C.

54 Das duas proporgdes que acabamos de demonstrar,
se deduzem as duas equagdes seguintes . . .

e e A B \/(1’_:%_(;.:_2; ®

(B) .....Cos.2C= V=2,
E destas duas se deduz (pela divisio) a seguinte =

: (P —a) (P—1)
({6 gt & tg"%c‘-\/ (=c)P  °

RIE-

(&D) I’?.sta formula (A4) he facil de calcular por logarithmos assim :
log. Sen. 5 € =+ (log. (P —a) + log. (P — b)+C.log.a+ €Clog. b).
© mesmo se deve entender a respeito de qualquer das outras duas.

it




TRIGONOMETRIA

RESOLU(}KO DOS TRIANGULOS
RECTILINEOS.

Problemas , qne séo determinados,

Probleme I.

55 DAdos os tres lados :
achar hum dos angulos.
Sejdo (a, b, ¢) os lados dados:
Achar o angulo (C). fig. 7.

Solugao.

Ache-se P—=1(a+b-+c): e depois calculese ; C
por huma das duas (4) e (B) do n.° (54), ou pela
(C) do mesnio n.°; tendo porém attengdo nas duas pri-
meiras , ao que se disse em o n.° (49); e teremos o an-
gulo C=2 X3 C.

Aduvertencia.

56 Note-sc que P—a por ser—=4% (b+c—ua) he po-
sitivo, pois he b—4-c>a: e por isso tambem sao posi-
tivos os restos P—0b, P—c. Logo o valor do seno, co-
seno , ou tangente de % C achado pelas equag@es do n.°
(54) nio péde ser imaginario. A respeito porém dos si«
gnaes 7=-do valor real-de tang.+C, deve-sc tomar 0 po-
sitivo, porque devende ser-o angulo C<7180°% e positi=
vo, serd 3+ C < 90% logo (23) he tg. 3 C positiva.

Pro-
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Problema II. e I1I1.

57 E.‘)Ados dous lades , e o angulo comprehendido :
achar hum dos outros dous angulos, ou o terceiro lado.
Sejdo (a, b) os lados, e (C) o angulo dados:
Achar o angulo (4); ou o lado (¢). fig. 7.

'Solu,ciies.

(1).. .Ache-se 4 4+ B=180°—C, e teremos a semi-
somma % (4 + B) : Calcule-se depois pelo n.° (52) a se-
mi lifferenca + (4 —B); e teremos 4 —; (4 + B) 43
(A —B), que serd (*) o maior angulo, e por isso fi-
carh ‘opposto ao maior lado a.

(I). Agora j4 se poéde achar o lado ¢ pelo n.® (51)
dssim = Sen. .4 ¢ Sen. C:ta't o= % DL
Sen., 4

Problema IV.

58 l.,)Ados dous. angulos, ¢ o lado adjacente :
achar hum dos outros dous lados.
Sejdo (A, B) os angulos, e (c) o lado dados:
Achar o lado @, ou o lado 0. fig. 7.

Solugdo.

Ache-se o angulo C=180>— (A4 +B); e depois
pelo n. (51) se achara o lado @3 ou o lado 6. Advirta-
se

/) O angulo 4 he > B : porque a semi-somma ‘das duas quans
tidades miis a semidifferenca da sempre u muaior dcllas.
-
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se que quando a somma (.4 B) dos angulos for < 90°,
entdo em vez de Sen. C usa-se logo de Sen. (4 + B) pe-

lo n.° (17).
Problemas que podem ficar indeterminados.
Problema V. e VI..

L
59 DAdos dous lados, e o angulo opposto a hum delles:
achar o angulo opposto ao outro lado ; ou o terceiro lado.
Sejdo (a, b) os lados, e (B) o angulo dados:
Achar o angulo (4); ou o lado (¢). fig. 7.

Solugves.

(I). Pelon.° (51) achar-se-ha 4 assim Sen. A:";S-:“i?'

(II) Achado 4, acha-se depois C=180°— (4 +B);
e depois o Jado c= %%'n'?c, pelo n.° (51).

Advertencias.

60 A solugdio (I) pode ficar indeterminada (pela no-
ta (**) do n.°1): e o he realmente, se o angulo da-
do A ndo for opposto a0 maior lado; ou nao forem os
dous lados iguaes; ou ndo se achar o seno do angulo
buscado igual ao raio: porque em qualquer destes tres
casos o valor do angulo 4 he determinado.

61 A solugdo (II) tambem he indeterminada, quan-
- do o for a primeira (I): porque entdo o angulo C tem
dous valores : Com effeito; sendo 4, e 180 — 4 os dous
valores do angulo que se busca, serdi C=180°— (4+5),
e C— 180°— (180°— 4 + B) =4 — B; logo ¢ =
a.Sen. (A4 + B) Lt i) Sen.(4~— B)

Sen. 4. T 10en;AE il »
Ap-
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Applicagiio d resolugdo dos triangulos rectilineos
rectangulos. -

62 Para resolver qualquer triangulo rectangulo 4BF
(fiz. 8), basta que (além do angulo recto F') sejio da-
das duas cousas, em que entre hum lado. K entdo (n.951)
por meio da porporgio dos senos dos angulos pura os la-
dos oppostos', se pode sempic resolver o problema. Mas
para facilitar em alguns casos as solucdes serve de mui-
to a analogia seguinte , 1 : tg. B :: BF : AF , isto he,
Raio : tang. d’um dos ang. agudos : : lado adjacente : la-
do opposto.

Demonstr. Seja (fig. 8) ABF hum triangulo rectangu-
1o em F: sera AB a hypothenusa; AF o lado opposto;
e BF o lado adjacente ao angulo agudo B3 ¢ sera o ou-
tro angulo agudo .4 = 90°— B; Sen.F'= Sen.90° = raio;
e Sen. 4 = Sen. (90° — B) =Cos. B. Mas (51) Le: Sen. I
{raio): Sen. B :: AB : AF; e Sen. F (raio): Sen. 4
ou Cos. B :: AB : BF; isto he, temos as duas propor-
¢des seguintes :

isto he , o raio para o
(seno d’um dos angulos

(1) . . . Raio: Sen. B:: AB : AF< agudos como a hypo-
thenusa para o lado op-
posto ;

isto he , o raio para o

: (coseno d’'um dos ang.

(I1) . . . Raio:Cos. B:: 4B BFX agudos como a hypo-
thenusa para o lado ad-

)acente.

E dividindo a (I) pela (II) teremos 1: g%:%g 0 Bt %1;,

Sen. B P ;
GomaBiL, BF : AF, e logo pelo n.° (13) sera....

(III) . . . Raio : tg. B:: BF : AF ; como se queria

mostrar.

oul:

C ; 63
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63 _Advertencia. Usa-se somente da analogia (III),
quando (nas duas cousas dadas,. e na que se pede) ndo
entra a hypothenusa. Porém no caso de se pedir a hypo-
thenusa , sendo dado$ os dous lades; entio. em vez de
calcular pela (III) hum dos angulos agudos, para ao
depois calcular a hypothenusa pela (I) ou pela (II), po-
de-se calcular immediatamente a hypothenusa assim :
AB—=YV (AF>4 BF-). Tambem por este modo se pode
calcular hum. dos Jados do triangulo rectangule AFB,
sendo dada a hypothenusa, e outro lado , pois he 4F —
V. (4B>*— BF?) , ou AF ="V (AB+ BF) (AB—BF),
e convem saber isto, porque he indispensavel em alguns
casos achar primeiramente o lado, do que o angulo op-
posto.

Exemplo. . Duda a hypothenusa AB e o lado AT, pe-
de-se o angulo B2 Teremos pela (I) 1: Sen. B:: 4B
AF; logo he log: Sen: B=log. 4F --log. 4B (sendo
as rectas 4B ¢ AF avaliadas em numeros por huma
mesma unidade )3 por tanto se o log. Sen. B se achar
no caso do n.° (49); entdio ndo se podera:achar o angu-
lo B com exactiddo até segundos: por isso dever-se-ha
calcular primeiramente o lado BF que he =V (4B +-
AF) (AB— AF); e ao depois poder-se-ha calcular o
angulo B com exactiddo pela analogia (1), assim . . .
1:Cos. B:: AB : BF; pois he achado por hum coseno.

64 Deste caso se pode concluir’ ( para qualguer ou-
tro ) o seguinte : Quando em qualquer iriangulo se nd@o pu-
der aclar com exdctidéo immediatamente a parte , que se
Pede : deve-se nesse caso calcular primeiramente outra parte
do triangulo , e que seja a mais conveniente puara que [ poy
meio della’] se possa achar com exactidd@o a parte, que se
pede.

EX-
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Da resolugdo dos triangulos rectilineos.

ANtes de dar alguns exemplos do uso da Trigonome-
iria rectilinea; diremos, o que se entende por linha ver-
tical , e plano horisontal. Linha vertical he o jio @ prumo ,
isto he, o fio que suspende hum peso. E Plano horison-
tal he o plano perpendicular @ linha vertical 5 ou tambem ,
Plano horisontal he a superficie plana de hum' fluido 5
contido em hum vaso.

Problema.

Achar @ distancia horisontal de dous objectos , quando
ndo for possivel medilla immediatamente ?

Solugdo 1.

Pede-se (fig. 9) a distancia do ponto 4 ao ponto B,
isto he , pede-se a recta 4 Bj; podendo-se medir huma ba-
ge BC, e medir tambem os angulos 4BC e BCA 2 Isto
he , seja BC =125%,6; 4BC=30.° 15"; ¢ BCA = 35°40';
pede-se 4B 2 Enido pelo Probl. IV. do (n.° 58) teremas
Sen.65.0 55’ : 125%,6 : : R bl LR L CrieUss e

- Sen. 65.°55" ?
ou, fazendo o calculo por logarithmos, teremos . . .

log. 125,6 . =2, 0989896
log. Sen. 35.° 40" = 9. 7657197
C. log. Sen. 65.° 55 = 0, 0395516
log.-AB sty 1, 9042609

E com o log. 4B achar-se-ha nas Taboas ser .AB::IBO",Z.
C 2 So-
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Solugdo I1.

Pede-se (fig. 10) a distancia 4B, podendo-se medir
o angulo 4CB, e as distancias 4C e BC. Isto he, seja
ACB—=120° 35" ; AC —=145*,7; BC—=213",5; pede-s¢
AB? : ;

Ache-se pelo Prob. II. do n.° (57) o angulo A4 op-
posto ao maior lado BC; e depois pelo Prob. IH. achar-~
se-ha 4 B. Por tanto acharemos o angulo 4 , assim ...
3597,2 : 677, 8 :: tg. 29.°42./ 30": tg. (” —7);'Iogo ...

2

Tog. tg. 29.° 42/ 30" = 9. 7563186
Tog' 67 8" AN — 1. 8312297
C.log.359,2 . ... =7.4446627

) RPN . 0322120
log. tg. ( - )_ 9. 032212

=B
Logo “

o : 2
4 semisomma 29.° 42./ 30" d4 4 —35.° 51. 19"".
Agora para achar 4B diremos . . . .
_Sen.35.°51°.19" : 213,5 : : Sen.120.° 35, ou Sen.59:° 25/ : A B;,
e fazendo o calculo por logarithmos acha-se 4B —=313".8..

— 6. 8./ 49" ; mas esta semidifferenga junta

Solugdo IIT.

Pede-se .AB (fig. 11); podendo-se medir huma ba-
se DC, e as duas distancias 4D e BC; e tambem os:
angulos 4DC e BCD (*). Com effeito: com os dous la-

' dos

(*) Esta solugio serve , quando os objectos 4 e B se nao pode-
rem vér ambos do lugar €, e do lugar D :
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dos AD e DC, e o angulo ADC por elles comprehen-
dido ; calcule-se AC, e o angulo ACD: depois ache-se
o angulo 4CB=BCD —DC4; e finalmente com o an-
gulo 4CB, e os dous lados 4C e BC, calcular-se-ha
a distancia 4B, que se pede, pelos Prob. do n.o (57).

Problema.

Achar a altura de hum objecto acima de hum planc
horisontal 2 :
Solugdo I.

Pede-se (fig. 12) a altura 4B ; podendo medir-se a
distancia horisontal CB, e o angulo ACB? Para isso ,
meca-se huma distancia BC até que o angulo observado
BCA nio diffira muito de 45°; isto he, seja BC=135",5
e o ang. ACB—46.°30"; entdo pelo n.° (62) diremos,

1:tg.46.230" :: 135",5 : AB—=135,5.1g. 46.% 30"
e fazendo o calculo por logarithmos acha-se 4B —142,"8.

Solugéio I1.

Pede-se (fig. 13) a altura 4B, ndo podendo medir
a distancia horisontal BC. Para isso , mega-se outra dis-
tancia CD, e os angulos ADC e DCA ; entao com es-
tes dados do triangulo 4DC, acharemos pelo n.° (58)
a recta AC. Ora conhecendo AC , e observando o angu-
lo ACB, poderemos no triangulo rectang. ABC achar
pelo n.° (62) a altura 4B, da maneira seguinte :
Sen. 90°, oul : AC :: Sen. ACB : AB = AC.Sen. ACB.

Problema.
Reduzir hum angulo ao plano horisontal 2

Pede-se (fig. 14) reduzir o angulo DAC ao plano
horisontal BCD , sendo 4B huma linha vertical ; isto
he , reduzir o angulo que tem o vertice em 4 ao angu-

lo
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lo que tem o vertice em B.:Para dsso : meca-se ‘huma
base CD; e mecdo-se os angulos ADC e DCA4, e ACB
e ADB. E com estes dados acharemos no friangulo 4DC
s lados AC e AD. Depois resolveremos: os dous trian-
gulos rectangulos 4BC e 4BD para achar as distancias
BC e BD. Isto posto, seja DC=125",3; BC=—236",4;
¢ BD—347",5, entio como sdo dados os tres lados no
triangulo CBD , acharemos pelo Prob. I. do n.° (65) o
angulo B, usando da formula (4) do seno, da maneira
\ seguinte . .

DC=125,3

BC—=236,4 ... C.log. —=7,6263525

BD =347,5 . . . C: log.=7,4590452

Somma — 709, 2

2 Somma :_m
1.0 Resto—118,2 . . . . log.—2,0726175
2.°Resto—= 7,1 ... . log.=0,8512583
Somma . . . W

log. Sen. £ B —=: Somma . . . 9,0046367

logo , dobrando o valor do angulo achado , teremos...
‘B=11.236".7",0.

O mesmo exemplo usando da form. (B) do Coseno.

i DG —125:3
' BC —236,4 . . . C.log.=7,6263525
BD =347,5 . . . C.log. = 7,4590452

i Somma — 709,2 :

L Somma —354,6 . . . . log.—2,5497387
! £Som. —DC=229,3 . ... log.—2,3604641
Somma = 19,9955405
i log. Cos. 2 B—;Somma = 9,9977702

logo, dobrando o valor do angulo achado, teremos...
B=11.° 367,86,

NO-

g *
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NOTAS A TRIGONOMETRIA RECTILINEA.
Niso muaz ods
Das Taboas dos Senos naturaes e artificiaes.

CHama-se seno natural de qualquer arco o numero das
partes do raio, que se contém no seuo desse arco. Por
exemplo, sendo o raio—1, he % ou 0,5 o seno naturak
de 30°: porque (29) he Sen.30°=—=7%; e pelo n.° (87) he
Cos. 30° =V i. Vejamos agora como se poderido achar
os senos naturaes do todos os mais arcos, sendo o raio=1.
As formulas (i) € (») do n.° (48) ddo . . . .

Sen. 4=V (1—=Cos.2.4); ¢ Cos. A=V % (Cos.2.4—1):
mas sendo 4 — 15, he Cos. 2 4 = Cos. 30°=%V 3; logo
Sen. 15°=V £ (1—= \/3); e Cos. 15':\/'7(§ V3—1).
IE continuando por este modo a ‘calcular o seno, e co-
seno da metade do ultimo arco achado, chegar-se-ha fi-
nalmente achar o seno , e o coseno de 0.°1'. 45”,5. Po-
rém como os resultados deste calculo mostrio; que os
arcos muito pequenos sao entre si como seus sencs; lo-
go para achar o sen. 1, diremos: 0.° 1. 45",6 : 1 ::
Sen. 0.°17.'45” 5 : Sen. 1 que se busca; e achar-se-ha ser
proximamente ‘Sen. 1/ == 0, 000291 : multiplicando agora
este seno por 2, 3, 4'até 10, teremos Sen. 2/ —0,000582
Sen. 3/==0,000873, até Sen. 10’ = 0,00291. E depois pe-
la formula (f) do n.° (45) que he Sen. (A4 -+~8)=
Sen. (A—B) +2:Sen.B. V (1—Sen.?.4) se poderia achar
o seno de 1°, 2°, 3°, até 90°: e com effeito Sen. 11'—
Sen. (10"~ 1') =Sen. 9’ 4~ 2. Sen. 1’ V. (1—Sen29'); e
assim por diante até 90.> Achados os valores dos senos

e
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e cosenos podem-se achar (13) os valores numericos das
tangentes e cotangentes em partes do raio — 1. Advirta-
se que as Taboas dos senos naturaes fordo-calculadas,
suppondo o raio do circulo = 10000000000 = 10.*°

Passemos agora aos senos artificiaes. Chama-se seno
artificial de hum arco o logarithmo de seno natural des-
se arco: isto he, sendo o raio =1, serd o seno artificial
de 30° = log. Sen. 30°> — log. 0,5 = 9,698970 com hum
compiemento na characteristica. Isto posto: Buscar-se-hao
os logarithmos das tangentes, e cotangentes por meio
dos logarithmos achados dos senos e cosencs ; porque (13)
he log. tg. 4 — log. Sen. 4 + C. log. Cos. 4; e he
log. Cot. .4 =C. log. tg. 4.

Nora 1L

Ainda que mo calculo para a construcgdo das Ta-
boas das Senos se suppoz o raio =10'°; com tudoe pode-
mos usar dellas, suppondo o raio —1. Com effeito scja
A hum arco de circulo, cujo raio =10'°; e a outro ar-
co, cujo raio =—1; serd 10'°: 1 :: Sen. 4 : Sen. @ ; lo-
go log. Sen. 4 =10 +log. Sen. a. Donde se segue, que
o log. Sen. A s6 differe do log. Sen. @ em hum comple-
mento ; isto he, os logarithmos das Taboas dos Senos
tem hum complemento de mais, do que deverido ter, se
fosse o raio — 1. Por tanto no calculo devemos attender
a este complemento: como por exemplo pedindo-se o
valor do seno natural de 30° quando o raio—1; buscar-
se-ha o log. Sen. 30° que he — 9. 689970 ; e com este
logarithmo busque-se o numero correspondente , sem at-
tender a characteristica, achar-se-ha 5; mas como o di-
to logarithmo tem hum complemento, o numero deverd
ser 0,5. Advirtindo-se tambem , que quando se toma o
complemento do logarithmo de hum seno das Taboas vem
o complemento do logarithmo do seno (sendo o raio =1)

diminuido de 10; como se péde deduzir da equagio aci-
ma. No-
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Nora IIL
Do uso das Taboas.

Para fazer uso das Taboas dos logarithmos, ou de
quaesquer outras Taboadas , faz-se. preciso saber o se-
guinte : ‘

Sendo dadas duas series, que se corresponddo termo
por termo; se as differencas entre quaesquer iermos da
primeira serie forem entre si como as differengas entre os
termos correspondentes da segunda: entdo, sendo dado
o numero, que deva existir entre dous termos de huma
das series, achar-se-ha o correspondente na outra, pela
porporgio seguinte : a differenga dos nuineros de huma
das series est4 para a differenga entre o numero dado e
o antecedente assim como a differenga dos numeros cor-
respondentes da oufra serie esti para a differenca entre o
numero que se busca, € o antecedente ; ¢ esta differenca
achada junta-se , ou tira-se do termo antecedente da se-
gunda serie , conforme se vir gue seus termos vao al-
gmentando, ou diminuindo. Com effeito . . . .

Se'a{x qualquer termo da serie a, by cyid xer, &ci
>e y o correspondente na serie 4, B,C,D, E, &c.;

¢ séja b—a:c—a:: B—A4:C—4 , serad tambem.::.
b—a:xv—a:: B—A:y—4; logo (fazendo P— ';__:) he

y=4d+ P (zx—a)
Exemplo. Suppostas as observagdes seguintes . . . .
—3 h ’ —an !
12:3. lf) ....g._?o."?o b—a—2/; B— A—20
—3. 12... B=35. 50 >temos Ve b=233;C—.4=30.
c=3. 15...6=36. 20
D Sen-
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Sendo dado # —3.211'; pede-se y.2 Pois he.... b—a
(2):x—a (1'):: B—4 (20'): y—A4=10; logo
y = 35.° 30’ + 10’ — 35.° 40".

Quando porém em huma das duas series acima men-
cionadas nio forem. as differengas primeiras constantes;
mas sim as differencas segundas , isto he , as differencas
das differencas primeiras ; entdo, sendo dado » calcular-
se-ha v, pelo methodo seguinte :

L E (=
Ache-se P:B z P’:_—_c L Q:P =
bt L ce—0b "’

ISR s i

c—a

(a)egese y:.A+P(,7:—a)+(Q (x —a) (x—b).
Coni cffeito, r—=a dhy=A4; e x=0b dd y=B.

N.B. Esta he a Formula das Interpolages: e Serve
para calcular y sendo dado x; e vice versa.

Ezxemplo. Suppostos os dados seguintes :

Sznos . Logarithmos Differ. I.  Differ. IL.
e—1.°30" A —=—28.417919
b=1931" B = 8-422717
c=1. 82 'C —28.427462
d=1F 33 " D=8. 432156

+ 0, 004798
+ 0, 004745
+ 0, 004694

— 0, 000053
—0,000051

Sendo dado #=1.°30'. 40, achary=log. Sen.1.° 30'. 40" ?
Como as differengas segundas sao quasi iguacs, pois dif-
ferem s6 na ultima decimal ; sommemni-se ambas, e to-
me-se metade ; teremos — 0, 000052 ; calcule-se: agora
P (z—a) =0, 003199 ; Q (v—a) (v—b) —-0,000006 ;
sera y ou log. Sen. 1.° 30". 40" — 8. 421124.

Sendo. porém dado y para achar @ ; seria preciso, re-
solver huma equagdo do segundo gréo; mas tambem se
podenia resolver por equagdes do primeiro gréo; assim:
faca-se M = A 4+ Qab; N=P—Q (a-+0b); entdo a for-
mula () se mudara na seguinte :

y =M+ No+ Qx*;
Don-




Nor as. 17

Donde se tira » = 2=2L ; e despresando Qu, teremos
N4 Q«x

o primeiro valor approximado z' :L}JL{-; e logo " —
y— M
N + Qx
mado ; mas querendo ainda maior approximagdo, tere
Ny-T-—Q]‘i’ . N.B. Se fosse a=—0, seria M —.4;
N=P—0bQ; e logo y—= A4 + Nx + Qz*: equagdo mais
simples, que sempre se péde ter; tirando o primeiro ter-
mo a de todos os termos da serie ¢, b, ¢, &ec.

Quando as differengas B— 4, C— B, &c. dos lo-
garithmos forem muito pequenas, e taes que (sem erro
sensivel ) se possa suppor P—=0, P’—=0: entdo a for-
mula (a) dando y =4 , ndo se poderd achar x para hum
dado valor de y. Por isso ndo se poderd achar com ex-
actiddo o arco entre 0° e 3° quando for dado o logari-
thmo do coseno; nem entre 87° e 90° quando s6 for da-
do o logarithmo do seno: porque as differengas dos lo-
garithmos dos cosenos no primeiro caso, € a dos senos
no seégundo, sio muito pouco sensiveis para por ellas
se poderem obter os arcos com exactidao até segundos
de grdo. Note-se tambem que os logarithmos das tan-
gentes de 73° até 90° tem as differengas segundas cons-
tantes.

.: este valor 2’/ he ji sufficientemente approxi-

mos ¥ —

D2 AP-
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APPENDICE.

A Relagéio entre as partes de hum triangulo recti-
lineo ( cujos angulos sdo 4, B, C, e os lados oppostos-
a, b, c) he dada pelas seguintes :

Formulas finitas dos Triangulos rectilineos.

(g watisis C—180°—(4 +B);
@)% < s ¢. Sen. A —a. Sen. C;
ey sl ehmat b*— 2ab. Cos. C.

Formulas differenciaes dos Triangulos rectilingos.

(B deiss 1o dC—=—d.4 —dB;
@) ... Erdd. Cot. 4 =% 4 dC. Cot. C;
(e) .. . de=da Cos. B -+~ db. Cos. A ~+-dC.b.Sen. 4.

Com effeito: para achar (8)': divide-se a differencial de
(b) por (b). B para achar (c): differencia-se (c); fe-
cha-se entre parenthesis o que multiplica da e db; € co-
mo qualquer lado de hum triangulo rectilineo he igual
4 somma dos productos de cada hum dos outros dous la-
dos multiplicado pelo coseno do angulo adjacente ; po-
deremos em lugar dos coefficientes de da e de db escre-
ver ¢, Cos. B e ¢. Cos. 4 ; e depois pela (b) se achard o
coefficiente de dC; e finalmente dividindo a equagao
por ¢, teremos a formula (e).

FIM.
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INTRODUCCAO

i

A
2 TRIGQNOMETRIA SPHERICA.

1 A Sphera pode conceber-se como o volume> ter=
minado pela superficie curva, que (fig.1) a seniicirs
cumferencia PMp de hum circulo descreveria em huma
revolu¢io completa a roda de hum diametro fixo Pp;
que entdo se chama Eixo da sphera, e seus extremos P
e p chamo-se Polos della. ,

.2 Isto posto: he facil de ver, que qualquer ponto
M descreveria nesta revolugdo inteira huma  circumfes
rencia MmM!, cujo raio Mg seria perpendicular ao eixo
Pp: e por isso serd Mg = Sen. PM , isto he, qualquer
raio Mg he igual ao seno da distancia do seu circulo ao
polo. : ,

3 E como as circumferencias dos circulos sdo entre
si como 0s raios; serao as circumferencias desses circu-
los da sphera, como 0s senos de suas distancias ao polo :
por tanto sendo MmM' e NnN’ duas circumferencias ,
cujos raios sio Mg e Nr, 8erh v sie o

MmM’: NaN':: Mgq : Nr, ou:: Sen. PM : Sen..PN ;
e tambem (arco Mm) : (axco Nn) :: Sen. PM : Sen. PN,
Logo, quando for PM — 90°, sexd Mm : Nn :: Sen. 909
on o raio : Sen. PN ou Cos. MN. 4

4 Tambem he facil de ver, que a circumferencia
MmM' ( descripta pelo ponto M) he para qualquer ars
co Mm, como toda a superficie curva que o axco PM
descreveria he para a superficie curva PMm.

N.B..
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N.B. Péde-se tambem mostrar isto, como na Geome-
tria se mostra, que hum angulo tem para quatro re-
ctos a mesma razio que o arco correspondente tem para
toda a circumferencia. :

5 _Advertencia. Conceberemos agora a sphera como
hum volume terminado por huma superficie curva, cu-
Jjos pontos estdo igualmente distantes de hum ponto a
que se chama centro. Ii sabe-se entdo: que toda a sec-
¢do, feita na sphera por hum plano, he circulo: e que
o maior de todos esses circulos he o que resulta de pas-
sar o plano pelo centro. da sphera. Supposto isto; facil-
mente se perceberdo as seguintes :

)

Deffiricoes.

6 Os circulos, que tem o mesmo centro, e raio da
sphera , ‘chaindio-se cireulos-mawimos: e 'quaesquer outros ,
¢irculos-menores dessa sphera. i€l

7 Eizo de hum cireulo he a recta perpendicular, ao
plano desse circulo, no centro.

8 ' Polos de qualquer circulo da sphera sio os dous
pontos , em que o seu eixo encontra a snperficie da
sphera, '

) Proposicoes.

9 O Polo de hum circulo da sphera dista igualmente
de todos os pontos da circumferencia desse circulo.

Com éffeito : as rectas, tiradas do polo para a cir-
cumferencia do seu circulo, sdo iguaes; por serem apo-
themas da pyramide conica recta, que teria por vertice
o polo, e por base o dito circulo.

10 Corollario. Quando a dita circumferencia for de
circulo-maximo , serd a recta (conduzida de qualquer
dos seus pontos para o' polo ) igual a corda de 90°.

11 Dous eirculossmazximos sempre se cortdo mutuamente
em' duas partes iguacs. Por
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Porque a sua intersecgao , passando pelo centro de
ambos, he diametro de qualquer delles: e por isso 0s
divide em duas partes iguaes. ;

12 Corollario. Logo se dous arcos de circulos maxi-
mos concorrerem fechando espago na superficie da sphe-
ra , sera qualgner delles = 180°: isto he , se (fig. 2) os
dons arcos ABD e ACD de circulos-maximos- fecharem
o espago ABDCA , serd ABD — 180°% € ACD — 180°.

13 D finiciio. Entenderemos pela palavra Calote a su-
perficie de hum segmento spherico menor que hum he-
mispherio.

14 Por dous pontos , tomados n'umz calote ndo pode
passar mais de hum arco de circulo-maximo. ;

Porque esses dous pontos e o centro da sphera de-
termindo a posigio unica do plano do circule-maximo ,
que por elles passa. :

15 O arco de circulc-maximo [comprehendido entre dous
poitos. de huma calote] he sempre menor que 180°; ¢ 0 mi-
nimo a respeito de qualquer outra curva ( tragada na
sphera) que tenha os mesmos dous pontos por extremos.

Prova-se: Que he < 180°; porque para ser = 180°%
ainda he preciso, que o dito arco seja (12) produzido
de ambas as partes para fora da calote para poder con-
correr com o circulo maximo parallelo 4 base da mesma
calote. B que he o minimo; por ser Axioma (*), que en-
tre os ditos dous pontos niao pode haver distancia menor
(na superficie da sphera) que o arco de circulo-maximo.

16 Dofinicdo. Axsuro semerico he o angulo que na
superficie da sphera forimdo dous arcos de circulos-nia-
Ximos.

17 A medida de hum angulo spherico MPm (fig. 1) he
o arco Mm, que os seus lados cortdo no circulo-maximno
descripto do_vertice P como polo.

Por-

(*) Vejase a respeito deste axioma a Nota L que vai no. fim.
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Porque o angulo spherico MPm he proporcional ao
arco Mm ; como se conclue, do que fica dito em o nu-
merxo (4).

18 O angulo spherico MPm he equivalente ao angulo
Mqm , que mede a inclinagdio dos plaros de seus lados.

Porque ambos tem por medida o mesmo arco Mmn.

19 Scholio. O que se disse na Geometria a respeito do
angulo diedro’, isto he, do angulo formado por dous
planos, tem lugar a respeito do angulo spherico: por
isso, os angulos sphericos verticalmente oppostos 820
iguaes ; todos os angulos sphericos a roda de hum ver-
tice commum valem quatro rectos; hum arco de circu-
lo-maximo encontrando outro forma com elle dous an-
gulos, cuja somma vale dous angulos rectos; &e.

20 O arco de circulo-maximo perpendicular a outro pas
sard pelo polo dessoutro : e reciprocamente.

Por ser hum arco de circulo-maximo perpendicular
a outro; serd tambem (19) o plano desse circulo per-
pendicular ao do outro: e por isso deve passar pelo seu
eixo; e logo (8) passard pelo polo. Reciprocamente , se
hum arco de circulo-maximo passar pelo polo de outro
circulo-maximo , tambem o seu plano passars (8) pelo
eixo dessoutro: e por isso lhe ser4 perpendicular.

21 Scholio. A distancia PM (fig. 1) de qualquer pon-
to M da circumferencia MmM' de hum circulo-maximo
a0 set polo P pelo n.° (10) he = 90° de hum circulo-
maximo PMp, que (20) ser4 perpendicular ao circulo
MmM'; isto he, PM he = 90°, ¢ perpendicular a MmM",

22 Definicdio. Triancuro spuerico he o triangulo que
n’uma calote formao tres arcos de circulos-maximos.

93 Pédem haver sempre dous triangulos sphericos ; de
que os vertices dos angulos de hym sejdo polos dos lados do
ontro: e cadn lado de hum sgja supplemento do angulo , cu~
jo wvertice he seu polo.

Na fig. 3 o vertice 4 seja polo de DE, B de EF

; C
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C de DF. Por ser 4 polo de DE, e B de EF distard
(21) o ponto E 90° dos pontos .4 e B; logo sera E po-
lo de 4B: da mesma sorte se prova ser D polo de 4C,
e F de BC. Produzio-se AB ¢ AC até encontrar DE
. em G e H, sera DH—=90° ¢ GE =90°: logo DE —+
" GH [=DH + HE + GH = DH + GE] —180°, .mas
(17) he GH = BAC: Jogo he DE + BAC — 180°. Pro-
duza-se BA até encontrar EF em I; pois he BI =907,
AG —90°, logo AB - GI [=AB+ BG + BI = AG
-+ BI'] = 180°; mas he GI = DEF : logo 4B+ DEF
— 180°, &c.
Estes triangulos ABC , DEF chamar-se-héo supples
-mentarios hum do outro.

Da igualdade dos triangulos sphericos. (*)
Proposigoes.

Dous triangulos sphericos sdo iguaes entre st . « .
24 Quando os tres lados de hum forem 1guacs aos

4res lados do ontro cada hum a cada hum.
iD 25

(*) Na fig. 4. Seja ABC hum triangulo spherico. Produza-se AC
até completar a circumferencia ACGE; e 4B e CB até concorrerem
no ponto F , e sejio E e G 0s pontos, onde cortao a circumferencia.
Nos triangulos EGF , e ABC (por ser FE +- EB — 180° he — EB-{-
BC, logo FE—=BC, &c.) he FE=BC; FG— AB;e GE—AC,
e o angulo F por ser — GBE he =ABC; EGF —BAC; e GEF—
ACB. Sé resta provar ( para que estes triangulos sejao iguaes) que a
4rea EFG he — a drea ABC. Com effeito: fig. 5. Sejao ABC ¢ EFG
os dous triangulos , que tem os lados e angulos iguaes : digo, que
tambem as suas areas sio iguaes. Porque as circuinferencias AmBCA
e EnFGE das bases das calotes (em que existem 0s triangulos) de-
vem ser iguaes; por serem circumscriptas aos triangulos rectilineos
iguaes formados pelas cordas dos lados dos triangulos sphericos ABC
e EFG. E, por serem iguaes as circumferencias das bases, serao as

O

calotes iguaes. Mas tambem os arcos AmB ¢ EnF ( correspondentes
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25 Quando os tres angulos de hum forem iguaes aos
tres angulos de outro cada hum a cada hum.

26 Quando dous lados de hum forem iguaes a dous
lados do outro cada hum a cada hum, e iguaes os an-
gulos que estes lados férmao.

97 Quando dous angulos de hum forem iguaes a dous
angulos do outro cada hum a cada hum ; e iguaes os la-
dos adjacentes a estes angulos. g

Demonstragoes.

As proposicdes dos numeros (24, 26, e 27) provao-
se (como na Geometria ) pelo Principio da- Superposi-
¢io , ou verificando- a igualdade immediatamente com
os dous triangulos propostes quando. for possivel , ou ve-
rificando-a com hum dos triangulos propostos, e com o
triangulo equivalente do outro. A demonstragdo porém
do n.° (25) recuz-se facilmente a do n.° (24) por meio
dos triangulos (23) supplementarios dos propostos : pois
nestes serio os tres lados de hum respectivamente iguaes
aos do outro ; logo (24) tambem os angulos destes trian-
gulos serdo respectivamente iguaes ; ¢ por isso serdo res-
pectivamente iguaes éntre si 0s lados dos propostos.

Dous triangulos sphericos podem ndo sex iguaes. . .

28 Quando dous lados de hum forem iguaes a do}ls
Jadios do outro cada hum a hum , e igual hum dos an-
gulos oppostos a lados iguaes.

29 Quando dous angulos de hum forem iguaes a
dous angulos do outro cada hum a cada hum; e igual

hum dos lados oppustos a angulos iguaes:
Com

aos lados iguaes 4B e EF) si/iguaes: logo 'serdo iguaes os espa-
cos AmBA ‘e EnFGE fechados ‘por esses arcos , ‘€ por esses lados.
Vé-se por tanto, que se das calotes iguaes tirarmos esses €spagos
j¢uaes s os restos, que sio as areas dos triangulos, serdo iguaes. Es-
tés ‘triang. chamdo-se equivaleates , porque 's¢ nio pddem sobrepor-
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Com effeito: (fig. 2) no triangulo 4BC ( produzi=
dos AB ¢ AC até D) ter-se-ha BCD , 1o qual)(l‘i) se=
4 o angulo D=4, o lado BC commum ; e pode sex
A.B: BD; e AC>CD: logo pédem ser differentes os
triangulos ABC e BCD com as condi¢des do n.° (28).
Tambem nestes triangulos he 4 =D, BC commuii , €
péde ser o angulo BCD = BC4; e com tudo sexr 4C>
CD; o que mostra ter lugar a proposigao do n.° (29).

N

Scholios.

30 As condi¢Bes ( expostas em OS numeros 24, 25,
26, 27) necessarias para satisfazer a igualdade dos trian-
gulos sphericos , indicdo quaes devem ser os dados pre-
cisos para resolver hum triangulo , isto he, quaes de-
vem ser as partes dadas no triangulo para que nA0 Pos-
sa existir outro triangulo com esses dados differente do
proposto ; e por tanto Jica determinado hum triangulo nos
quatro casos seguintes : quando forem dudos os tres lados;
ou os tres angulos; ou- dous lados , e o angulo comprehen-
dido s on dous angulos, € 0 lado adjacente.

31 Porém pelas condigdes ( expostas em 0S NUMEL0S
28, 29) ndo fica sempre determinado hum triangulo ; pois
pédem haver dous triangulos sphericos differentes, quan-
do forem dados dous lados, € hum angulo opposto; ou dous
angulos , € hum lado opposto a fum delles.

Da relagdo de grandeza entre 05 lados , e angulos de hum
triangulo spherico.

Em todo o triangulo spherico . « .
32  Qualquer lado he < 180°5
33 A somma de dous lados = o terceiro ;
94 A somma dos tres lados < 360°.
Demonsiragdes. Como qualquer triangulo spherico exis-
E 2 te
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te sempre em huma calote: por isso, e pelo n.° (15) fa-
cilmente se prova a primeira, e segunda proposigao. H
a terceira (fig. 2) prova-se assim : por ser BC < BD 4
CD; se ajuntarmos 4B ¢ AC a hum e outro membro;
teremos BC +~ AB + AC < AB + BD +CD + A4C,
mas 4B+ BD + CD ++ AC he — 360°; logo he BC+
AB 4 AC < 360°.
Em todo o triangulo spherico . . . .

35 Qualquer angulo he < 189°.

36 A differenga de dous ang. he.< o supplemt. do terceiro 5

37 A somma dos tres angulos he > 180°.

Demonstracdes. Na fig. 8. Sendo o triangulo 4BC o
“supplementario de DI‘F seré "73) o lado AB = 180°—FE,
BC=180°—F, CA = 180° ; logo escrevendo os
valores de 4B, BC, C4d em o n.° (33)  sahe 180°— E -
180° — F>180°— D, e logo E— D < 180° — F. Es~
erevendo porém estes mesmos valores de 4B, BC, e
AC em o n.° (34) sahe 3X180°— (E+F+D)<2X180°,
e logo D - FE + F he > 180°.

Em todo o triangulo spherico . . . .

38 Se hum lado jor—, >, ou < outro lado : serd o
sew angulo opposto—=, >> , ou < 0 ang.. opposto ao outro lado.

39 Se¢ a somma de dous lados for =, >, ou < 180°:
serd a somma de seus angulos oppostos =, >, ou < 180°.

Demonstragpes. Na fig. 6. Se for (no triangule 4BC)
o lado AC = CB, serd o angulo 4 — B; porque to-
mando o ponto D no meio de 4B, e tirando o arco CD
de circulo-maximo , serd (24) o triangulo 4CD igual
ao triangulo CDB, logo he 4 = B. A inversa sc de-
monstra facilmente por meio dos triangulos supplemen-
tarios na fig. 3 do n.° (23).

Na fig. 6. Se for o angulo ACB> A, faga-se ACD
—.A,'sexd CD=DA: porem CD + BD he > BC, lo-
g0 DA + DB ou AB he >> BC. A inversa desta se pro-
va pelos triangulos supplemcntanos (fig. 3): pois E;g )




A TRIGONOMETRIA SPHERICA. 27

AB>BC faz E< F, e por isso FD< DE, e logo (no
triangulo 4BC) he A4CB > BAC.

As proposi¢des porém do n.° (39) provéo-se na fig. 2.
assim : por ser (12) 4B+ BD =180°, se no triangulo
ABC for AB+4 BC—, >, ou< 180°, sers 4B+ BC
=, >, ou <L AB+ BD, logo BC=, >, ou< BD,
e logo (38) o angulo D, ou 4=, >, ou < BCD;
ajuntando agora 4CB a hum e outro membro, ter-se-ha
A+ACB=, >, ou BCD+A4CB, mas BCD+ACB
he —180°, logo .4 + ACB he =, >, on < 180°.

Scholios.

40 Em os numeros (30 e 31) se disse somente com
que dados podia hum triangulo ficar determinado , ou
indeterminado ; porém ndo se disse se a grandeza desses
dados era, ou ndo arbitraria. Mas as proposigdes desde
o 1n.° (32) até o n.° (37) mostrao, que a grandeza dos
dados no triangulo ndo he arbitraria (* ): com efleito
sejiio 80°, 70°, 160° os tres lados de hum triangulo sphe-
rico; vejamos se elles satisfazem as condi¢Ges dos nume-
ros (32, 33, e 34); ndo satisfazem a todas, pois nao
he 80° 4 70°>>160° conforme o n.° (33): logo ndo po-
de existir triangulo com esses dados. Sejdo 20°, 120°,
1500 os tres angulos dc hum triangulo spherico : veja-
mos se estes dados satisfazem &s condigSes dos numeros
(35, 36, e 37 ); nao satisfazem a todas; pois ndo he
120° — 20° < 180° — 150° conforme o n.° (36): logo ndo
péde haver triangulo com esses dados.

Quando porém forem dados dous lados, e o angulo
por elles comprehendido, ou dous angulos, e o lado ad-
JE

(*) Vejase a Nota IL.;, em que se mostra, que ndo péde existir
triangulo spherico sem as tres condigdes dos n.%° (32, 33, € 340
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jacente ; e for qualquer destas partes < 180°, existird
triangulo : como he facil de ver.

41 As proposi¢des dos numeros (38 e 39) juntamente
com a nota (*) servem para saber se sempre existird
triangulo , quando forem dados dous lados, e hum an-
gulo opposto ; ou dous angulos , e o lado opposto : Com
effeito , no triangulo ACB (fig. 12.) Seja B=10°, 4C
—120°, BC=100°; ora conforme o n.° (38) deve ser
B> A, isto he, 4 < 10°, mas pelo n.o (39) deye ser
A + B >180°, isto he, 4>170"; logo serd ao mesmo
tempo A < 10°, e A >170° o que he impossivel : logo
ndo péde haver triangulo com estes dados.

TRI-

(*) Em hum triangulo spherico DBC (fig. 2), denote P o arco
perpendicular que de B se abaixaria sobre DCA 3 e nio seja BC— P,
ot — BD: serd o valor de BC intermediario entre o valor de P, ¢
Jium dos valores dos dois arcos BD e 130°— BD.

Com effeito (fig. 7)) se for DCD' huma semicircumferencia per=
pendicular a outra DABD’, e for CD > g0°; serd sempre CD > CA>
CB > CD’, o que he facil de ver; e por isso (na fig. 4) sendo
AB > g0°, e P < go°, deverd ser P< BC < AB, para qne possa
existir o triangulo BCD com o lado €D < 180.° Assim se discorrerd
nos outros casos , segundo os valores de P ¢ BD comparados com 90°
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ST, LR

A Trigonometria spherica he 2 sciencia ; que ensina a
resolver o problema seguinte : Das seis cousus 5 lados, e
angulos de hum triangulo spherico dadas tres; achar huma
das outras tres. Mas para a solugdo deste problema faz-se
necessario demonstrar’ a seguinte :

Proposicdo fundamental.

42 Em todo o triangulo spherico, 0s senos dos lados
séo entre si, como os senos dos angulos oppostos.
smonstracéo. Seja (fig. 8) ABC hum triangulo sphe-
rico ; o ponto. D centro da sphera : tire-se BD: do ver-
tice A conduza-se .AE perpendicular ao plano CBD, e
seja E o ponto, em que esta o encontra: imagine-se pas-

sar por AE hum plano, que scja perpendicular a BD
no ponto F', e sejdo BF ¢ AF as intersecgdes deste pla-

no com os planos CBD e ABD ; sexao EF e AF per- "’

pendicalares a BD : e por isso sera (18) o angulo AFE
— a5 angulo spherico ABC, e AF — sen. 4B. Mas por
ser (*) 4AE= AF X sen. AFE , serd AE =sen. AB X
sen. ABC; e discorrendo seimelhantemente se acha ser
AT —sen. AC X 'sen. 4CB, logo.he . . .
sen. AB : sen. AC :: sen. ACB : sen. ABC. (**)

0

(*) No triang. rectilin. rectang. AFE he 1 :Sen. AEE :: AF : AE,
(**) Vejamos se¢ com.0s dados seguintes 4B — 107, 4C = 807,
¢ —8;° tomados arbitrariamente pode existir triangulo: ora por es:

o ‘y}?i!
b R ¥
=] ‘%12\‘ 5?"“
-V \eaes
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Do triangulo complementario.

43 Na fig. 9 o triangulo 4BH tenha o angulo 4HB
recto. Produzdo-se B4 e HA para I e D até ser cada
hum — 90° (*); serd D (21) polo de BHF': logo os pon-
tos D, E (distando de B cada bum 90°) estao (21) em
hum arco de circulo-maximo DEF , cujo polo sera B:
e serd DA complemento de 4H ; EA de 4B; DE de
EF , isto he , do angulo (17) A4BH ; e o angulo ADE
(que he o mesmo que o arco HF') de BH.

Estes triangulos ABH , ADE chamar-se-hdo comple-

mentarios hum do outro,

APPLICACAO
A" resolugéio dos triangulos sphericos rectangulos,

Problema.

44 D.Esms seis cousas A, B, H angulos, e a, b, h
lados oppostos de hum triangulo spherico ABH rectangulo
em H, dadas duas além do angulo recto, achar huma das
outras tres. (fig. 9).

. Solugao.

Por meio do triang. A DE complementario de ABH , e
da proporcdo dos senos (42) , se pode resolver o Problema.
Mas

te n.® (42 ) acharemos, que he o logarithmo de sen. 4BC —
10, 75C432 5 isto he , que he sen. ABC > o raio, o que he impos-
sivel 5 ¢ apezar disto os num, (38 e 39) nio mostrio a impossibili-
dade neste caso; mas ella se péde ver pela nota do n.° (41).

(*) Quando no triangulo spherico rectangulo houverem dous las
dos, cada hum dos quaes seja > 9o°: produzio-se estes dous lados
até concorrerem , e entdo formar-se-ha hum triangulo rectangulo, em
que cada hum de seus lados serd <C 90°: e por isso estd sempre no
caso da fig. 9. do n.° (43).
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Mas para facilitar as solugdes serve de muito o theorema
seguinte , 1 : tg. B :: sen. a : tg. b, isto he, o raio ke
para a tangente de hum dos angulos obliquos como o scro
do lado adjacente pare a tangente do lado opposto ao angu-
lo. Tis-aqui a investigag@o delle: no triangulo 4DE se
acha (42) a equagdo sen. 4. sen. 4D —sen. ED, a qual
(no triangulo 4BH) he sen. 4 cos. b= cos. B; mas (42)
he sen. 4. sen. b = sen.B. sen, a: logo he sencd: sen. b,
sen.A. cos. b

sen. B
cos. B
tanto a resolugio deste' Problema em fodos os casos pos-

siveis na Taboada seguinte :

sen.a , ou tg. b = tg. B. sen. a. Achar-se-ha por

45
: -
Taboa para a resolucio dos triangulos sphericos rectangulos.

Partes do triangulo | Proporcdes que se hdo de fazer (*).
ay, b, h 1 :cos.azicos. b iicos b (a)
B, A, b 1:tg. A::cos. bt ocot. B )
: A, b, B 1 2 sen. A 32 cos. b s cos. B, (¢)
{ hy a, B I : cot.a s cos. B :cot. h. (d)
h,Ad,a 1z sen. A ::sen. h:osen. a. (€)

L BSbaea x:tg.B::scn.a:tg._b_._(f) !

F De-

(*) As letras a e b denotio O0s Jados do angulo recto , € /4 a
chypothenusa; A e B os angulos obliquos , oppostos acs lados a e b
cada hum a cada hum : e por isso pode-se enunciar qualquer das pro-
porgies da Taboa (por ex.) a 1.° assim : o raio he para o Coseno
de hum dos Jados do angulo recto como o Coseno de outro lado pa-
ra o Coseno da hypothienusa. E assim a respeito das outras,
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Demonstragdes das proporeves da Taboa. Pois he ( no
triangulo ADE ) sen. AED ou 1 :sen. D :: sen. D4
sen. AE ; loge (no triangulo 4BH ) serd 1 :.cos. @ :
cos. b : cos. h. No triangulo 4DE temos 1 : tg. 4 :
sen. AE : tg. ED ; logo (no triangulo 4BH ) ser4
1:tg. 4 ::cos. h: cot. B. No triangulo 4DE temos
1:tg.D::sen. ED: tg. AE; logo (no triangulo 4 BH)
serd 1 : cot. a:: cos. B :cot. h. A demonstragdo das pro-
porgdes (c), (e), e (f) ja ficou dada em o n.¢ (44).

Secholio.

46 Se no triangulo rectangulo 4BH (fig. 9) consi-
derarmos sémente as cinco grandezas a, B, h, A, b; e
nao o angulo recto H , escriptas em roda de huma cir-
cumferencia como se vé na (fig. 10), e chamar-mos a
grandeza h, media a respeito das duas conjunctas A e B ;
e tambem media a respeito das duas separadas a e b; e
entendermos o mesmo a respeito das outras grandezas
tambem serd B media a respeito das conjunctasa e b3 e
media a respeito das separadas 4 e b, &c. Isto posto:
eis-aqui a regra de Néper para a resolugdo dos triangu-
los sphericos rectangulos.

Regra de Néper
Tome-se o complemento dos lados do ang. recto: sers

Senos das

O Coseno da Media — ao producto dos Separadas.

; vy TN Cotangentes das
O Coseno da Media — ao producto das Conjunctas.

A demonstracdo desta regra he facil de dar pelas
propor¢des da Taboa (45); pondo a — 90° — o/, b —
90°— ¢'; e mudando ao. depois cos. (90°—a') em sen, d/,

e
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e tg. (90°—1?3") em cot. b'; ter-se-ha . . ...
cos. h —=sen. @ sen. ', cos. b = cot. B cot. 4, &c. E as-
sim a respeito das demais.

Advertencias.

47 Quando no triangulo spherico rectangulo for da-
do hum dos angulos obliquos com o lado opposto; e se
pede a hypothenusa , ou o terceiro angulo , ou o lado
adjacente ; em qualquer destes tres casos o problema fi-
car4 indeterminado ( excepto o caso de serem iguaes o
angulo, e o lado opposto dados ) como se pode ver pe-
lo n.° (31), ou tambem pelas analogias (), (¢), € (f)

do n.° (45 ue ddo sen. h = 73 8 — o B
X . é en. h — . sen. A —= :
(45), q A 2 cos.b ?

tg. b .
gen. @ — ?2;3' Com effeito he sen. b —sen. (180°—1),

&e. ‘logoa niio se sabe que arco resolve o problema.
Mas disto ndo se segue que t.do o arco achado por huin
seno deva ter sempre dous valores.

48 Vejamos por tanto se os valores das outras partes
do triangulo 4BH , achadas por hum seno ficdo, ou

nio determinados. A proporgao (¢) do n. (45) da&
sen. @

sen. @ — sen. h. sen. 4 ; e sen. 4 — ——; mas s€ for
. N

( por exemplo ) 4 > H, serh 4 + H™>180°, e logo
(38) e (39) serd a>h, e a-+h>180°; isto he,a>h,
e (180°—a) < h; logo o angulo he @, e nao (180°—a).
O mesmo tem lugar a respeito dos dous valores de 4.
Assim o problema ficard pelo n.° (38) determinado nes-
te caso.

49 A respeito das demais partes do triangvlo ABH,
como sdo achadas por hum coseno, tangente , ou cotan-
gente ficarao determinadas as suas grandezas pelos si-
naes -+ ou — destas linhas trigonometricas.

F 2 AP-
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APPLIGCACKO
A resolucdio dos triangulos sphericos obliquangulos.
Definicoes.

90 DOs dous arcos CD e CD’ (fig. 7) de circulo~
maximo , que do vertice € do triangulo spherico 4 BC .
se pédem conduzir perpendicularmente 4 base 4B ; cha-
mar-se-ha arco perpendicular do triangulo aquelle , que
com os dados do triangulo proposto formar hum trian-
gulo rectangulo, que se possa resolver; por exemplo ,
se no triangnlo 4 BC forem dados o angulo B, e o la-
do BC, serd o arco-perpendicular CD, e ndo CD’.

51 Como o arco-perpendicular constitue sempre hum
triangulo somma, ou diffcrenca de dous triangulos re-
ctangulos; e a base somma , ou differenca de dous ar-
cos ; chamar-se-hdo estes dous triangulos triangulos-par=
ciaes do proposto; e os dous arcos segmentos da base ; e
chamando primeiro segmento ao segmento BD adjacente
ao angulo dado B; chamar-sc-ha segundo segmento a

differenga 4B — BD , ainda no caso de ser BD > 4 B.
Problema geral.

82  Destas seis cousas, a b, ¢ lados, e 4, B, C an-
gulos oppostos do triangulo ABC [ fig. 6.] , dadas tres ;
achar huma das outras tres.

Solugao.
Por meio do triangulo (23) supplementario , e dos

triang. parciaes do proposto, se pode resolver o Problema;

™).
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(*). Mas para facilitar as solugGes servem de muito os
principios seguintes :

53

Principios para a resolugdo dos triangulos sphericos obliquangulos.

; en. (c—a A
Seja x 0 segmento, que @ -. S—-l—(c—-i)':gi-ﬁ
for lado do angulo B <k e % )
serd ¥
cos. (cwn x)__cos. b
) tg. x —tg.a cos.B: logo ) ot st
(Pitg > > Q) 0s. cos. a

= —_——

sen. (P—b). sen. P

K F

Seja P :H’%'_‘:}seré{(,). g lB— \/sen. (P—a) sen. (P—c)

Demonstracdes. Pela Taboa do n.° (45), ou pelo n.
(46) se acha facilmente (no triangulo-parcial BCD, scn-

do BD =2 ) que tg. CD he =522 . ¢ cos. CD= 22 ;
cot. B €Os. @

¢ (no triangulo-parcial 4CD, fig. (6 e 7) que tg. CD
hai SEE;(c—x) i1 send(@ =e) ie Ny s €08, D

he — cot. 4 T cot. (180°— )’ & cos'('D_coa(c-—x)

ou — axcosbii, Jogo igualando os dous valores de

cos. (x —¢c)

tg. CD , e de cos. CD ter-se-hdo as equagdes (¢) e (7)-
- A

(*) Vesse pelos num. (30 e 31) que (ndo sendo dados os tres la-
dos ; ou os tres angulos) em qualquer outra combinacio de dados de
hum triangulo (fig. 11 e 12) ABC sempre entrard hum lado BC com
hum angulo B: e por isso- (abaixando a perpendicular €D) se poderd
(45) calcular todas as demais partes do triangulo rectangulo parcial
CBD; e ao depois serd facil resolver o-outro triangulo rectangulo ACD.

(**) Os dous principios (¢) e (r) podem-se enunciar assim : os
senos dos segmentos da base sio entre si, como as cotangentes dos an-
gulos adjacentes ; e 0s cosenos dos segmentos , €OMO 05 €OS€NOs dos
lados.
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A investigacio da equagdo (s) he a ‘seguinte: pois ke
cos. (c—=) cos. b COS. ¢ COs. x -} Sell. ¢ §en, & cos. b
, logo = v
3 COos, CcOs. a

COs. x COs. a

cos. b
ou cos. ¢ -+ sen. ¢. tg. & = —— ; mas tg. x—=tg. acos. B;
COs, @

logo serd cos. b = cos. ¢ cos. @ = §en. ¢ sen. @ cos. B.
Nesta escrevendo 1-2 sen.?.B em lugar (*) de cos. B;
teremos cos. b=cos. (& —c) — 2 sen.c sen,a sen,’z B; e
cos. (a—c)— cos. b

logo he sen.?zB— , mas he cos. (a—c¢)

2 s€h. c S€N.a

— c08. b — 2 sen. ("4——['———'—0) sen. (1’—"'”—“—”> que he =
2 2

atbtc +b .
2 sen. (—-—2--—— c) sen. (" 2+°-— a) como facilmente se

yerifica : logo, pondo“i+b_+c =P, terse-ha . ..
A 2

P —¢). sen. (P—a) (¥
sen. ¢, sen. @ 3 )

(RN S0 .Sen.’L:B_.___-Se."-_(

Pelo mesmo estilo se achara ser . . .
sen. (P —b) sen. P

sen. €. Sen. a

(B) . .. Cos sB=

E dividindo a equagdio (A) pela (B) achar-se-ha . . . .

5 i sen. (P —c). sen. (P —a) s,
(C) ... Tg3B=— T T e des-

{2 extrahindo a raiz quadrada achar-se-ha a equagdo (s).

RE-

(*) Pela formula (m) do n.° (48) da Trigon. rectilinea. E para 0
calculo que se segue veja-se a form. (¢) don.® (43); ¢ a form. (4)

do n? (44) da dita Trigon.
(**) Esta formula (A) he facil de calcular por logarithmos assim 3}

log. sen. £ B—=21 (C. log. sen, ¢ +C. log. sen. a+log. sen. (P —r) 4
log. sen. (P —a) ).
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RE?OLUQKO DOS TRIANGULOS SPHERICOS.
Problemas qne sdo determinados pelo n.° (30).
Problema 1I.

54 DAdos os tres lados :
achar hum dos angulos.
Sejdo (a, b, c) os lados dados:
Achar o angulo (B).

Solugao.

Ache-se P =% (a4 b +c): ao depois calcule-se 5 B
pela formula (s); ou por huma das duas (4), (B) do
n.° antecedente , tendo porém nestas duas ultimas atten-
¢do ao que se disse em o n.° (49)"da Trigon. rect.: los
go serd B—=2 X 3 B. '

Advertencia.

R

55 Note-se que P —c por ser — he positivo;

pois (33) he a+-b6>c: e por isso sio sempre positivos
os restos P—a, P—5. Logo o valor do seno , coseno X
ou tangente de ;B achado pelas formulas do n.c (53)
nido péde ser imaginario. A respeito porém dos sinaes
do valor real de tg.+ B, deve-se tomar o positivo , por-
que devendo (35) ser B < 180°, serd + B <902, logo he
tg. 4 B positiva. (*)

Pro-

(") Sendoa=12°6:=15° ¢==23°;: acha-se B.=36°1 322", 9,
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Problema I1. e III.

56 DAdos dous lados , com o angulo comprehendido :
achar hum dos outros dous angulos ; ou o terceiro lado.
Sejdo (a, ¢) os lados, e (B) o angulo dados:
Achar o angulo (4); ou o lado (6). (fig. 6).

Solugdves.

Ache-se @ pela form. tg.x =tg.a. cos. B: e depois

sen. (c—=x).-cotB

A pela form. (¢) . - Cot. 4 = sen. &

se achara

( b pela form. (r) ... cos. .b:w %

£0S, X

Advertencia,.

57 Para determinar a grandeza dos arcos @, 4,
deve-se ter presente o que ficou dito em o n.° (23) da
Trig. rect.; e tambem que o seno de hum arco negati-
vo he negativo; e por isso se for x > ¢, em vez de
sen. (¢ — @) se escrevera — sen. (xz—c) pelo n.° (21)
da Trig. rect.: e ao depois se attendera ao sinal de cot. 4
para achar a grandeza de .4 (*). Se b for muito peque=
no , deve-se (n.° (49) da Trig. rect.) calcular primeira-
mente 4, e ao depois b pela proporgdo sen..4 : sen. B::
sen. a : sen. b. do n.° (42).

Pro-

® 410,807 0% x=170° 8. 56"
Seja < ¢ —160. 8. 56,2 > Achar-se-ha A—=9. ) 51.:19,7
B—170. 0. © b =169.53.7 { ¥2,1

Adviita-se que sen. (c— ) ( = sen. (— 10%)) = — sen. 107
cot. B (= cot.170°) =~ cot. 10°3 € por isso cot. 4 sahe positivag

£ logo 4 < 90.° i
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- Problema. IV. ;

58 DAdos os tres angulos :
achar hum dos lados.
Sejgo D, E, F os angulos dados:

Achar o lado EF. (fig. 3).
Solugao.

Tomem-se os supplementos dos angulos dados D,
E, F; ter-se-hdo no triangulo 4BC (supplementario de
DEF) os tres lados 4C, 4B, e BC: logo (achando
@ angulo B pelo n.° (54), e tomando o seu supplemen-
to ) fer-se-ha o lado pedido EF.

Problema V. e VI.

59 DAdos dous angulos , com o lado adjacente :
achar hum dos outros dous lados; ou o terceiro angulo.

Sejio D, E os angulos, e DE o lado dados:
Achar o lado EF; ou o angulo F. (fig. 3)-

Solugao.

Este problema reduz-se ao do n.° (56) por meio do
triangulo 4BC supplementario de DEF: e sendo no
triangulo 4 BC resolvido o Probl. II. e IIL., se passard
a0 depois para o triangulo proposto DEF, como se fez

em o n.° antecedente.

G Proa
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.

Problemas que podem ficar indetermanados pelo n.° (31).
Probl. VII., VIII., ¢ IX.

60 DAdos dous lados com hum angulo opposto :
achar o angulo opposte ao outro lado , ou o terceiro
lado ; ou o angulo por elles comprehendido.
Sejao (a, b) os lades, e (B) o angulo dados :
Achar o ang. (4); ou o lado (¢); ou o ang. (C);

Solugdes..

(I). Achar-se-ha 4 pela form. sen. 4 o 0. 2500-8
sen. b

(II). Ache-se’ @ pela form. tg. » — tg.a cos. B: e
(¢ ma) pela formula cos. (cwm@) :g.?:s._?._b; logo sera
c=at (cnx) :

(II). = Achar-se-ha C por meio do triangulo supple-
mentario do proposto : pois. resolvendo no supplementa-
rio a guestdo pela solugdo (III) do n.° (64) se passa ao

depois para o triangulo proposto.
Advertencias

81 A solugde (1) pode ficar indeterminada, por ser
achada por hum seno; e o he realmente , se a Prop. do
0.° (38) a ndo determina.

62 A solugdo (II) péde ficar indeterminada ; pois
ndo se sabe qual dos dous sinaes tem lugar na expres-
sdo # + (con @) que he —c: por tanto esta questdo fi-
card indeterminada, se a condi¢ao de ser (o lado ¢ po-
sifivo , € menor que 180°) a n#io determina: isto he,

ndo deve ser ¢, on o seu valor x - (cmx)z 180° ;
2 ) Pois
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pois se o for, entdo serd ¢ =2 — (c» 2); nem tambem
deve ser ¢, ou o seu valor @ — (¢ %) negativo , pois
se o for, entdo serd c—=a -+ (cn22).

63 A solugdo (1IT) foi aqui posta, s6 a fim de ver
o nimero das questdes, que se podem resolver com os
mesmos dados. ‘

Probl. X., XI., e XII.

6 DAdos dous angulos , com o lado opposto :
achar o lado opposto ao outro angulo, ou o0 tercei-
ro angulo ; ou o lado adjacente aos angulos dados.
Sejao (4, B) os angulos, e () o lado dados:
Achar o lado (b); ou o ang. (C); ou o lado (¢).

Solugoes

sen.a sen.B

(1). Achar-se-ha b pela (42) form. sen. b = ——7—-

(II). Achar-se-ha C por meio do triangulo supple-
mentario ; e da solugio (II) do n.° (60). '

(III). Ache-se x pela form. tg.w = tg.a cos.B: achar-
sen. x cot.4

wotB -
logo serd ¢ =x 4 (c— ) ou=2o + [180°— (c—) ]
ou tambem ¢ —a — (x—c) ou =z — [180°— (z—c) il
conforme sahir sen. (¢—a) positivo, ou negativo,

se-ha o arco (¢—w) pela form. sen. (c—x)=

Advertencias.

65 A solugdio (I) pode ficar indeterminada , por ser
sen. b — sen, (180°—b) ; e o he realmente ; se a proposi=
¢do do n.° (38) a ndo determina,

66 A solugdo (II) depende da advertencia don.° (62).

67 A solugio (III) péde ficar indeterminada por ser
o arco (c—x) achado por bum seno; € o he realmen-
te, se a condigio de ser (< 180° e positivo) a ndo

G 2 de-~
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determina; advertindo porém que se o valor de sen. (c—x)
sahir negativo, o arco serd (#—c), e ndo (c—a): e
por isso se sabe, se o arco achado se deve juntar, ou
subtrahir do segmento »; mas fica-se na incerteza a res-
peito. dos dous valores desse arco, por ser achado por
bhum seno,

EXEMPLOS
T

No triang. 4BC (ﬁg. 6): Seja a—=88.° 39./ 45" ;
b—70.°27.! 38" ; ¢c=51.°17, 35", Pede-se o ang. B2
Pelo'n.° 64, serd .. . .

b=70°27.38" _
¢==51. 17. 35 . . . C.log. Sen,==10.1077080
@—288. 39. 45 . . . C,log,Sen. = 0.0001184
Som.=—=210. 24. 58
2 Som.—= 105, 12. 29
Som. —c¢=53. 54. 54 . ., . , log. Sen.—=9.9074136
Som, —a =16, 32. 44 . . . . log. Sen. = 9.4545129
Som, == 19.4697529
log.Sen.Z B—= :Som.— 9.7348764

Ol yf =~

Logo ; B=32.° 53, 40"; e logo B=65.° 47./ 20",
IL.

No triang. rectang. 4BH (fig.9): Seja o ang. 4 —
38.° 42./ 25" ; 0 =11.°54./45'",6 ; achar a hypothenusa A?
BEEQ aide o v

Sen. 38.° 42,/ 25" : Sen. 11.° 54./ 45”,6 :: 1 : Sen. k.

Feito o calculo achar-se-ha ser h—=19.° 16." 28/3.
NO-
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NOTAS A TRIGONOMETRIA SPHERICA.
Nora L

SE hum arco de circulo-maximo < 180°, tiver os mes-
mos extremos, que tem outro arco de circulo-menor: o
arco de circulo-maximo serd menor, que o arco de cir<
culo-menor,

Com effeito : imagine-se que (fig. 11) 4 roda dacor-
da 4D (commum aos dous arcos 4ED de circulo-ma-
ximo, e AED de circulo-menor ) gire o plano de cir-
culo-menor até se ajustar com o plano de circulo-maxi-
mo ; digo, que o arco do circulo-menor hade cabir por
fora do arco do circulo-maximo , como representa a fig.
11: porque os centros O e K destes dous circulos de-
vem ficar na perpendicular KO ao meio da corda AD,
de cujos extremos 4 e D distari menos o centro O do
circulo menor, que o centro K do circulo-maximo , por
ser o raio 40 < AK. Sejao E e B os portos em que
KO encontra os dous arcos AED, e ABD. Pois he
0A—=O0B, e AK —KE; e no triangulo 40K he KO~
04 > AK , logo serd KO+ OB, ou KB> KE; € lo-
go o ponto B do circulo-menor cahe féra do circulo-ma-
ximo , por isso o arco do circulec-maximo (sendo. inte-
rior ) he evidentemente menor , que o do circulo-menor.

Nora IL

Para que se possa formar hum triang. spher. com
tres arcos de circ. max. ( que lhe possdo servir de la-
dos) he preciso que seja; Qualquer delles< 180°; A
somma de dous > o terceiro; E a somma dos tres < 360°.

Com effeito : marquem-se na circumferencia (fig.12)

de
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G de hum circulo-maximo tres arcos 4B, BC, e CD com
S ; as tres sobreditas condi¢des. Do ponto C como polo, e
com a distancia CD descreva-se a semicircumferencia
DEd, e do ponto B como polo, e com B4 descreva-se
outra AEa: estas duas semicircumferencias ( descriptas
! em hum hemisferio) devem cortar-se em hum s6 ponto E,
i por. ficarem os extremos- de qualquer dellas para par-
i tes oppostas a respeito da outra. Porém se faltasse algu-
| ma das ditas condigGes ndo podia existir triangulo; com

effeito: se a somma dos tres arcos fosse =, ou > 360°;

entdo, ou as duas semicircumferencias AEa, e DEd
‘ somente > tocavdo , ou niio se cortavao, por ficarem os
) extremos de qualquer dellas para a mesma parte a res-
peito da outra. E o mesmo acconteceria se a somma dos
dous arcos fosse =, ou < o terceiro. Logo ndo pode ex-
istir triangulo sem as tres mencionadas condigoes.

i In
<Y oS _:“'\}’
DAV ;
LD ) ety
Foa S S,

B

AP-
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APPENDICE

.A. Relaco entre quatro das seis partes de hum trian-
gulo spherico pode ser dada por huma equagdo, ou for-
mula geral. Estas formulas geraes sdo as quatro segUin-

Formulas finitas dos Triangulos sphericos.

(A). Sen.b. sen. 4 = sen.a. sen. B.

(B). Cos. b=sen.a. sen.c. cos. B. -~ cos. a. cos.c.
(C). Cot.a. sen.c. =sen. B. cot. 4.+ cos. ¢. cos. B.
(D). Cos. B. —=sen. 4.sen. C. cos. b. — cos. 4. cos. C.

Demonstracses. Das formulas (¢) e (r) do n° (53), eli-
minando & por meio da equagdo (p); ter-se-hdo as duas
formulas (B) e (C): e na form. (B) pondo b —180"—2B,
a—180°— A, c=180°—C, B—=180°—0, tcr:se-ha a
formula (D); ecomo he facil de ver.

Formulas differenciacs dos Triangulos sphericos.

(1. dd. eot. A - db. cot.b=dB. cot. B+da. cot.a.
(2).- db=da. cos. C 4~ dc. cos. A + dB. sen. 4. sen. .

s ; de. sen. A. cos. b
(3). da.sen.C= dA. sen. b+{+ B sehia: cos O

(4). dB—=—dA.cos.c— dC.cos.a+ db.sen.a. sen.C.

Demonstragies. A formula differencial (1) se acha,
dividindo a differencial da formula (A) pela mesma for-
mula finita (A). A formula (2)se acha, differenciando
a formula (B): tirando ao depeis o valor de db; e fe-
chando entre parenthesis o que multiplica da ¢ de: ao
depois expulsando cos. B pela mesma formula (B): acha-

se ,
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€0s. ¢ — €05, @ cOs. b
sen. a. sen. b
=cos.C; e o mesmo se faz a respeito do coefficiente de
de; e finalmente , escrevendo sen. B. sen.a. em lugar de

sen. b. sen.’ 4 ; achar-se-ha a formula (2).

A formula (3) se acha, differenciando a formula
(€); e multiplicando-a ao depois por sen. 4. sen. a,
achar-se-ha que o coefficiente de dc he cos.c. cos. . 4~
" sén. ¢. sen. a. cos. B que he = cos. b ; e 0 mesmo se faz a
respeito do coefficiente de B ; e finalmente eliminando
os denominadores dos coefficientes de dA ¢ da por meio
da formula (A), achar-se-ha a equagiio (3). A demons-
tragio da formula (4) he semelhante a da formula (2).

se , que o coefficiente de da he que he

Advertencias.

Estas formulas differenciaes pédem servir para cal-
cular o effeito, que produz huma pequena variagdo de
huma das partes dadas sobre a parte calculada de hum
triangulo spherico; mas para fazer uso destas formulas
he preciso ver; se as variagdes ( que entrdo na formula
de que se fizer uso ) s¥io todas addictivas, ou todas sub-
tractivas; ou humas addictivas, e outras subtractivas
para se attender aos sinaes dessa formula; porque estas
formulas differenciaes sio deduzidas na hypotese de te-
rem o mesmo sinal as differenciaes das partes do trian-
gulo. Note-se tambem , que as variagSes angulares d4,
db, &c. que entrao nestas formulas podem ser tomadas
em partes d’hum gréo ; e ndo he preciso o tomallas em
partes do raio = 1: porque os angulos, e lados de hum
triangulo spherico sio medidos por hum mesmo circulo.

FIM.
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Obras de Francisco de Eorja Gargao Stockler, Tom. 2.
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Vendem-se em Lisboa nas lojas dos Mercadores de Livros na Rua
das Portas de Santa Catharina; ¢ em Coimbra, ¢ ne Porto tambem

pelos mesmos pregos.




ADDITAMENTO A’ PAG. V.

Outras demonstragdes dos Numeros (18) e (19); e
sa0 as seguintes.

Cos. (— .4) = Sen, ( 90°—[—.4] ) = Sen, (90°+ 4 )
= Sen. (90°— 4 ) = Cos. 4.

E Cos. (90°44) — Sen. (90°—[90°+47]) . .. ..

—=Sen. (— 4 ) =— Sen. 4 = — Cos. (90°— 4 ).
%
ERRATAS.

Pag. Jin. Erros [Emendas
I 30 de 4 de 43
Vi 20 Cos, (90°+4) Cos. (9o°+4) of
14 27 9.689970 9,698970 NIOR
16 29 M— A+ Qab M —=A—Pa-+ Qab
24 50 EnFGE EnFE
28 19 (na fig.4) (na fig.2)
32 13 aeb ach
33 2 cos. b cos, h
33 13 Sen. b Sen. £
34 21 ab a, b
38 20 Sen. 4. Sen. b,
42 ~ult h—19°16." 28,3 h="19.2:16."28" 3=

ou=160."43.'31"%7,

pelo (n. 47.).







'“'igo nomet. Rectilinea.







T
.\im« riea

l rigonomet.

b

B




STRE O



















