UN TEOREMA DE COMPLECION PARA ESPACIOS DE SUCESIONES GENERALIZADAS

José M. Garcia Lafuente

Tn this paper it is shown a completion theorem of spaces of qeneﬁé
lized sequences A{E} introduced by A. Pietsch and. R.C. Rosier where A
is a perfect space of sequences and E a locally convex space., The -
space A{E} is topologized using the topology of E.  and a certain
collection M of bounded subset of the dual space 4" of A

0. INTRODUCCION

E1 dual de,Kéthé A" de un espacio perfecto de sucesiones [11],
permite dotar a A de una topologla deducida de 1a dualidad natural
(A Ax). La extensién de estas ideas a espacios de sucesiones cuyos pun—
tos, en lugar de escalares, son elementos de un cierto espaclo localmen
te convexo, llevd a Pletsch [2] a definir los espacios a{E} de sucesio
nes (xn) de E tales que para toda seminorma continua p de E
(p(xn)i A . Al espacio A{E} se 1le dota de una topologia a partir de la
topologia de E. v de una familia #{ de conjuntos acotados de a~. En
[4] , investiga R.C. Rosier ciertas propiedades de los duales de a{E} ,

provistos de la- M -topologia, caracterizandc dichos duales, bajo ciertas

. . . x
condiciones, como elementos del espacic A [E}

En el presente trabajo demcstraremos que la envolvente completa de
un espacio de sucesiones provisto de la topologila normal es también un

eszacio 1el mismo tipo.




Se denotard por A un espacio de sucesiones numéricas B = (Bn)
al cual se lé asocia un nuevo espacio de sucesiones numéricas Ax » Lla—
mado ¢« —dual, y formado por las sucesiones o — (an) tales que la serie
b « B~ converge absolutamente bara todo B e A . Se supondra adicional-
mente que A es perfecto, es decir A = A (En particular A contie
ne el subespacio ¢ de sucesiones todos cuyos términos son cero excepto

un nimero finito de ellos). En el espacio a—dual A" de & seleccio-

namos una familia M de subconjuntos verificando

a) Los conjuntos M de M son acotados, es decir

Veger I p>0 tal que Zia B 1< 9 V aeM

b) Los conjuntos M de M son normales, es decir
si BeM y B'er  con IB' | < JB_|
n - n

para todo n , entonces a'é M
c} La familia /X es saturada, es decir

51 M,' ) M2 EM existe M el con M1 u M2C M

d) La familia A{ es invariante por homotecias positivas

MeM »p >0 1implica oM e N
e) AT recubre A~

para todo a € . , existe MeM con ae M

Una tal familia 47 de subconjuntos de A se llama sistema Jernera—

dor normal de topologia.




1. EL TEOREMA DE COMPLECION

Definicidn 1

Sea E un espacio localmente conveko, cuya topologia esta generada.
por la familia 9’ de seminormas. Se define el espacio vectorial de suce
sicnes de punteos de E

MEY = {x=(x)/xe E y (p(x)e & paratodo pe? |
5i M es un sistema generador normal de topologia, se dota al espacio

vectorial A[E} de la topclogia localmente convexa definida por las semi
no donde
w5 g} wen pep

nMp'\x) = jL:;)I E‘an' p(xn) YV xe A{E}

Ei espacio A{E} con esta,lf_topologia, se denota por A{E’}*1 . La J7mt9
pologia generada por las envolventes normales de conjuntos finitos de
2 , es la menos fina J{-topologia en A[Ej . Y se 1lama topologia nor-

mal {1]

Es probado de forma irmediata en (4] la siquiente

Proposicion 2

Si E es completo, A[E es completo,

”

Proposicion 3

A{E} c A{g}“

Ve




Demostracidn:
Por proposicién 2, A[E}w es un espacic completo que contiene al espacio
A[ELH ya que las seminormas que generan la topologia de E son la pro—

longacién continua de las que generan la de E . La conclusién es ahora

inmediata.

La proposicién precedente se mejora cuando A[E} estd provista de

ia topologia normal N,

Proposicion 4

S5i F es un subespacio denso de E , entonces A{F} es denso en

A{ELV

Demostracidn

Sea x = (xn)é A(Ehr , P seminorma continua de E , Me N {(que
puede considerarse de la forma M = {a} , ae A7) v e > 0. Puesto que,
(D(Xn))é A, se tiene

el Bl <o

Sea entonces m e N tal que

£
ngm lﬁn} p(xn) < 2

y para cada n =1,2, ... m , tomemos, por hipdtesis, puntos yh e F
tales que
£
—_ L —
D(Xn yh)-— 24an; m

i
i
i
!



i = o i i s i rn < m y
(si a =0, entonces Y. o) . Definiendo z, =v, st <
2 =o si n>m, se obtiene una sucesién z = (zn) de puntos de F
i obvi Yage¥d
que pertenecen a A{F} ya que se tiene obviamente (q(zn))s =\ g
Ademas
X = Z — = ’ - +

1TMp( z) N 1IO‘n‘ p(xn zn) né_m‘ani p(xn yn)

L L p(xn) < E.
Teorema 5

I —

Demostracidn

Consecuencia de las proposiciones 3 y 4
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