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I N T R O D U C C I O N 

c. Fenske y E. Schock introducen en [3] la clase A~(P) de esp~ 

cios de sucesiones escalares que no son en general localmente conve-

xos y para los cuales es adecuado el estudio de nuclearidad median-

te técnicas de dimensión diametral introducidas por C. Bessaga, A. 

Pelczynski y S, Rolewicz. La nuclearidad basada en una condición del 

tipo Ó E 1
1 

r 
(donde Ó es el r-ésimo diámetro de Kolmogoroff) no 

r 

solo es aplicable a espacios no localmente convexos, sino que lleva 

de forma natural a distintas generalizaciones de nuclearidad. En este 

sentido B. Rosenberger introduce en [9] los espacios !¡>-nucleares y 

Dubinsky y Ramanujan estudian distintos tipos de A(o.)- nuclearidad. 

De otro lado en[~] y [6] se demuestra que para el caso localiT.ente 

convexo coincide esta noci6n de nuclearidad con la del tipo Pietsch-

-Grothendieck. 

En este trabajo se estudia la clase de espacios II..,(P) donde 

la familia P de "escalones" está formada por las sucesiones 

donde (CI.r) es una sucesi6n prefijada y f E (O f 
0
). Estos espacios 

generalizan los espacios series de potencia de Pietsch (ver [7) ) de 
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tip·.:> finitü (si f' < t::::o ) o L'e tipo infínit'J (si f =+O<;>). Se estu-
• 

1 0 o 

dian casos particulares para distintos valores de 1¡7 ' f ' (<X ) • ·o r 

Demostramos que A~ (P) es subespacio de distintos tipos de espacios 

cl~sicos del an~lisis (espacios de secesiones de decreciiniento r~pido, 

espacios de ft!nciones enteras) Se estudian co~dicio3es de nuclearidad 

v se dan condicior.es para que A'P(P) sea (isonorfo a) un espacio se-

rie de pctencias A(P) de Pietsch. 
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Notaciones. N es el conjunto de los números enteros no neg~ 

.tivos. Por 1 = q ) N se denota una sucesi6n de escalares que, 
r re 

salvo indicaci6n en contra·, son reales o complejos, Para los con-

ceptos y resultados fundamentales de la teoría de los espacios ve~ 

toriales topol6gicos (resp. espacios localmente convexos nucleares) 

que aparecen sin demostrar, se remite a (s) (resp. [ 7]). 

l. Sea cp el conjunto de funciones 'f: [O"") ~ [O<,;) con 

tinuas, subaditivas, estrictamente crecfentes y que satisfacen 

lf(O) =o. Para cada \,?(<j> , se define 

""' 1~¡ = { 1 = q) 
r 

1 I.: 
r=O 

que es un espacio vectorial y que, según se comprueba de inmediato, 

solo depende del comportamiento de lf en un intervalo arbitrariamen 

te pequeño [o l] . Por un resultado de [2] se puede suponer además 

que 'f es una funcilln c6ncava, es decir 

~ llR(u) + lp(v)] ~lp(~ (u+ v)) V u V E. [ o 00) 

y que 1{1 (1) = l. En particular la relaci6n 

~ ( t) ~ t V' tdo 1] 
) 

'1 

1 
1 ¡ 
11 

! 



- 4 -

es satisfecha por cada~(\) De esta última relaci6n se deduce 

l 'i e l 1 • En lo sucesivo 'f <· <\' se supondrá fijada y verificando 

las anteriores condiciones. 

Ejemplo l.l. Para O < p ~ l , la funci6n lf ( t) = tp , t E [O"-") , 
p 

satisface 4' E 4 
p 

Ejemplo l. 2. 

l.f 
log 

(t) = 

o si t 

-(log t) 
-1 

at i b 

con a, b ~ O elegidos de modo que if Ec)> 
log 

o 

si t E (O 

-2 
si t >,. e 

-2 
e ) 

2. Un espacio vectorial topol6gico E con base de entornos 

de O 'Lt, se dice que es nuclear "[3], si para cada U E VIL 

con V e U tal que 

-I: 
r=O 

~ (V U) < + oo 
r 

existe 

(1) 

donde Ó (V U) es el r-ésimo diámetro de V respecto de U , de­
r. 

finido como el inferior de todos los números S > O tales que exis-

te un subespacio vectorial F de dimensi6n a lo sumo r , para el 

cual V e bU+ F • Segdn se demuestra en [ 3] , la condici6n (1) 

-_ -¡ 
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equivale a \ Ó r (V U)\ E lp para algún p > O (resp. para todo 

p > O) y la definici6n ·precedente es independiente de la base 6U 

elegida. Para un estudio completo de las propiedades de los diáme-

tros (.¡r ver [11). 

3. Sea p 

les que 

a) fr 
>,.O 

b) V S € 

e) V P , " 
Para \f'E.<I> se 

una familia de sucesiones escalares f = (f r) ta-

V p ( p 

N 3 FE p con 
f's 

> o 

f. p 3 

define 

'l f p 

en [ 3] 

p(1) 
1' 

con { ~ max < F , 6 ) Vr ~,; N . 
r r r 

el espacio de sucesiones escalares 

.,.. 
= 'J-=a (f( lirl('r) < + oo \if< P } 

sobre el cual la familia = p -l ([o f J) define una topología 
f 

Hausdorff (no localmente convexa en ·general), En. el presente trabajo 

estudiaremos el espacio A~(p) generado ·por la familia de sucesio­

nes P = <f'r) 

ja y donde f 
donde o(: O~clo~Dll~··· es una sucesi6n f! 

varía en el intervalo finito o infinito (O f ). El 
o 

correspondiente espacio /i~(P) se escribe Ay>(p 
0 

e<) y una base de 

entornos de O en este espacio está constituída por los conjuntos 

"" 
upE={t=qr) 1 ~lf'<ltrltr)~t} 

__ e-] 
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E > o ' o < ( < f 
'0 

Ejemplo 3.1. ll.d<p o<) 
1 o 

es el espacio serie de potencias 1\(P) 

definido en [ 7) 6.1.5, , que en lo sucesivo se denotará /\( fo o() 

y que se llaua de tipo finito o infinito según que f
0 

< + 00 

6 f
0 

= +""' • 1\ ( f 
0 

O() es un espacio localmente convexo Hausdorff 

cuya topología está definida por las seminorrnas P funcional de 
~ ' 

Minkowski del entorno 

Ejemplo 3.2 .. Si o( = r 
r 

y o = +"" 
1 o ' 

es un subespacio del 

espacio r de funciones enteras complejas. En efect'o, para cada 

f\ E r pues 

Ejemplo 3.3. Si o( 
r 

= 

"" 
f, (f) = L 1 fr 

' r=O r ' 

log(r + 1) y f' = +<><>, 
o 

• Clarar~1ente 

es un 

subespacio del espacio s de sucesiones de decrecimiento rápido. En 

efecto, si 1 EA..,(?
0

0!), para cada k E N 

w 

L li 1 (r+l)k ~ r=O r 

oV 

I 
r=O 

l¡ ( 1 ~ 1 
r 

log(r+ 1)) < 
k -tOO 

k 
en particular, l~m 11 r 1 (r + 1) = O para cada k E N • Es decir 

1 e s • 
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Ejemplo 3.4. Para cada \¡J~ 4> , el espacio A'f(f
0 

e<) es un subespg_ 

cio del espacio serie de potencias A(f
0 

e<) • Además la aplicación 

inmersión I: /\~( fo Oí) 4 1\ ( fo <X) es continua para las respe!:_ 

tivas topologías. Ello es consecuencia inmediata de la concavidad 

de la función ~ • 

Si la función 'ft; <P y la sucesión (o( ) se fijan, existe un 
r 

solo espacio cualquiera que sea el valor finito 

concreto 

Proposic:i:ón 3.5.. Si f 
0 

< +.ao 

es isomorfo a /\111( rl ()() • 

Demostración: 

y f .(. +Cll? , entonces 
.1 

p , En 
o 

La correspondencia <[r) --4 ( 1r ( ~ )"'r) es claramente un isomor­

fismo de A.,<fo O() en ll~<r 1 ex) • 

Mayor inter~s tienen los espacios de sucesiones A.,<fo e<) cuan 

do la sucesión (~r) no es acot~da pues 

Proposición 3•6• Si lim O( = A<+W entonces A'f(foCX) = l'f. 
r r ' 

Demostración: 

Sea 1 ~ 11¡> • Para o < f < ~o se define 

[ ~ x si p>, 1 

~ = , ... si 1 < 1 



Puesto que r l E llf , resulta .. 
L lf ( \ ¡ 1 pll'r) ~ 
r=ü r 1 <+ca 

es decir l €. A,¡,<yo"') • Recíprocamente, sea 

la proposición 3.5. podemos suponer P ) 1 • Sea entonces 
' o 

1 < f < ~ 
0 

y sea 

\'~ 

r un índice tal que 
o 

~ 
2 

Puesto que 
00 

~ ..; <11r1f') ' r = r 
o 2 

se concluye que ~~ i ' y 
2 

si 

"" 
~ 2:: 

r = r 
o 

por tanto 

r ~ r 
o 

if ( 11: r 1 (r) < 

1 ' pertenece a 

+oO 

llp. 

En el ejemplo 3.1. se mostró que si ~ =id el espacio 

1\'f (Po el) es localmente convexo. Veremos a continuación que la condi 

ción \f = id es necesaria para que A'f ( fo O() sea localmente convexo. 

Teorema 3.7. Á,p(f
0 

O() es localmente convexo si y solo si es isÓmorfo 

al espacio serie de potencias 1\ (f
0 

D() • 

Demostración: 

A la vista del ejemplo 3.4. basta probar que la inmersión conbnu2 

I A'f (f
0 

O() <::....t 1\ ( fo el.) es suprayectiva y abierta; para ello, note 

mos que, por hipótesis, para cada O < (' < ~ 
0 

y t: > O existen 

~. 
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o 
y S ? O ta 1 que 

(1) 

donde r denota envolvente absolutaraente convexa. Supongamos demostra 

do que el conjunto 
~ 

H = { l =<l ) E 1\ lf(~ c.:) 1 ¿ 1 ¡ 1 () "~r ~ •r'a) } r o r=O r 

satisface 

Hcrulí.S (2) 

Por (1) y (2) se tendría entonces He UPt , es decir para f rr Ó E 

dados anteriormente, se verifica 

"" 2: 1 ¡ 1 G'"'r f 't"-l<ó) =* 
r=O r 

De la relaci6n precedente se deduce que I es suprayectiva y también 

que I es abierta pues Si W es el entorno 

t(()€1\(fv<) 1 
r o 

se verifica por (3) I(Uf() :> W Ello prueba el teorema a falta 

de la relaci6n (2) , Para probar dicha relaci6n observemos que cada 

·1 = ( i ) E H es límite en f\;(f o() de sus secciones finitas 
r .o 

n n 
). - L 1 e donde e es el r"ésimo vector unitario. Se tiene 

r"'D r r r 

n n -01. l = X: ~ (J r (r'($) e 
r=O r r 

00 

donde verifica 'L 1>. 10 
r=O r 

por definici6n 
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de M , y donde o-"'r ~0- 1 (o') e 
T r E U crS para cada r é N por 

definici6n de U<r ó • Por t:anto 
n 

1 " r u,.s Y 

como se quería demostrar 

4. Est:udiaremos en esta secci6n propiedades de nuclearidad 

de los espacios 1\'f(\
0 

O() • El siguiente resultado de [ 3] permite 

evaluar los diámetros en A'f( f 
0 

o1.) • 

Teorema 4 •. 1. (C, Fenske , E. Schock). Si O < \ <<S< f 
0 

, para cada 

r E N se t:iene 

Resulta entonces el siguiente criterio tipo Pietsch-Grothendieck 

de nuclearidad para espacios 1\'f( ~o O() • 

Teorema 4.2. Sea ~ 
0 

= + = (resp. f 
0 

< + oo) • El espacio A'P( fo O() 

es nuclear. si y solo si existe q E (O 1) (resp. para cada q €. (O 1)) <o. 

Demostraci6n1. 

Consecuencia del teorema 4.1. y de las definiciones de la secci6n 2 , 



- ! l -

Proposición .4.3. La topología localmente convexa del espacio serie 

de potencias nuclear puede ser definida por la familia de 

semi normas 

Demostración: 

= sup 1 i 1 f O.r 
r r 1 

Supondremos que el espacio serie de potencias es de tipo infito (el 

caso tipo finito se demuestra análogamente). Para cada O< f < ( 
0 

se tiene obviamente • Por otro lado si O < f < f y si 
. o 

q ~ (O 1) es el número dado en el teorema 4.2. por nuclearidad, 

"" 
entonces los números O M= r 

r=O 

como se quería demostrar. 

al, 
q satisfacen 

Terminamos el trabajo estableciendo un criterio de convexidad 

local de /\,_,<ro e>() que depende solo de tp y de O( • 

Proposici6n 4.4. Si (resp. y si para un 

q E. (o 1) (resp. para cada q E- (O 1)) se verifica 

(l) 

entonces 1\~ ( Co (},) es localmente convexo. 
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Demostraci6n: 

En las hip6tesis de este teorema el espacio Al{( f
0 

.x) se dice que 

' es 1f -nuclear [9). Supongamos r = -+""" (si 
o 

f < -t- ov se procede ana 
o 

logamente). Probaremos que A'f (~o o() es isomorfo a un subespacio del 

es·pacio localmente conyexo 1\ ( fo O() , para lo cual hay que demostrar 

que la inmersi6n conti~ua I _: A,"( PO<) e- /\(o ~'<) del ejemplo 
T lo \o 

3.4. es abiertQ.. Sea O <.\'<-too y ~>O. Si q t (O 1) es el 

número dado en las hip6tesis, el número satisface 

y por tanto existe d > O tal que 

"" '[ 
r=O 

Por otro lado la relaci6n (1) implica en particular 

(2) 

00 

' <>( 
L q r < += ' r=O 

es decir A (~o o() es nuclear (teorema 4. 2.) • Por la proposici6n 

4.3. el conjunto 

es entoences un entorno de O en 1\ (f
0 

o() -. Puesto que 

si y solo si 1 ~ rl ~oir ~ 6(~ G- 1)«~ para cada r E N 

(/ ) E V 
r 

resulta finalmente de la relaci6n (2) que V e I(UfE) como se quería 

deljlostrar. 

:.! 
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