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INTRODUGCTION

G. Fenske y E. Schock introducen en {3] la clase Ag(P) dé espa
cios de sucesiones escalares que no son en general localmente conve-
xos Yy para los cuales es adecuado el estudio de nuclearidad median-
te técnicas de dimensidén diametral introducidas por C. Bessaga, A.
Pelczynski'y Ss Rolewicz. La nuclearidad basada en una condiciéﬁ del
tipo ér € 1! (donde gr es el r-&simo didmetro de Kolmogoroff) no
solo es aplicable a espacios no localmente convexos, sino que lleva
de forma natural a distintas generalizaciones de nuclearidad. En este
sentide B. Rosenberger introduce en [9] los espacios ¥ -nucleares y
Dubinsky y- Ramanujan estudian distintos tipos de A{a) - nuclearidad.
De otro lado en.[Q] y [6] se demuestra que para el caso localmente
convexo coincide esta nocién de nuclearidad con la delltipo Pietsch=

«Grothendieck,

En este trabajo se estudia la clase de espacios AV(P) donde
la familia P de "escalones" estd formada por las sucesiones (edr)
donde (t,) es una sucesidn prefijada y p €(0 ¢ ). Estos espacios

o

generalizan los espacios series de potencia de Pietsch (ver [7) ) de




tipo finito (si [ ( ¢=0 )} o Je tipo infinito (si f =+=> ). Se estu-
. e} (o

dian casos particulares pars distintos valores de ¥, [ , (o ) .
) T

Demostramos que Ay (P) es subespacio de distintos tipos de espacios

n

/, * L - (3 ) 3 . . -
clasicos del anilisis (espacios de sucesicnes de decrecimiento ripido,

L

espacins de funciomnes enteras) Se estudian cordicicnes de nuclearidad
v se dan condiciones para que Ay(P) sea (isomorfo a) un espacio se-

rie de pctencias A(P) de Pietech,




Notaciones. N es el conjunto de los nlmeros enteros no nega
.tivos. Por 1= (ir)reN se denota una sucesidn de escalares que,
salvo indicaciédn en contra, son reales o complejos. Para los con-
ceptos y resultados fundamentales de la teorfa de los espacios vec

toriales topoldgicos (resp. espacios localmente convexos nucleares)

que aparecen sin demostrar, Se remite a [5] (resp. [7]).

l. Seaz ¢ el conjunto de funciocones ¥: [0‘”) — {0:4) con
tinuas, subaditivas, estrictamente crecientes y que satisfacen

¥(0) = 0, Para cada Ved , se define
’ ol
= {1=¢) / Z $U3 <+of
gue es un espacio vectorial y que, segin se comprueba de inmediato,
solo depende del comportamiento de Y en un intervalo arbitrariamen

te pequefio [0 L] « Por un resultado de [2] se puede suponer ademds

que Y es una funcidn céncava, es decir
' 1
e ew] G @) Vuvelow
vy que ¥ (1) = 1. En particular la relacidn

Yty t _ ¥ telo1]

e



R

es satisfecha por cada ¥¢{ « De esta dltima relacidn se deduce
1¥ ¢ 14 . En lo sucesivo Vﬁ-ﬂ‘ se supondrd fijada y verificando

las anteriores condiciones,

%

Ejemplo 1.1, Para O <p £ 1, la funcidn Y (&) =t , t € [o=),
p

satisface wpe g -

Ejemplo 1.2,

0 st t =20
‘ L -1 , 2
q&og (£) = -(log t) si te (0 e )
-2
at 4 b si £ e

con a, by O elegidos de modo que ?10g£'¢ .

2, Un espacio vectorial topoldégico E con base de entornos
de 0 @, se dice que es nuclear {5]‘51 para cada Ue Ul existe

Vel con V< U tal que

::Eo ér(v U) < oo (1)

donde gr(V U) es el r=8simo didmetro de V respecto de U , de=-
finido como el inferior de todos los ndmeros o » 0 tales que exis-
te un subespacio vectorial F de dimensidén a lo sumo r , para el

cual VeCoU+TF., Segin se demuestra en [ 3] s la condicidn (1)




equivale a {6 _(V U)} ¢

1P para algin p» O (resp. para todo

p>» 0y la definici&n'precedente es independiente de la base fUu

elegida; Para un estudio completo de las propiedades de los didme-

tros ér ver [11].

3, Sea P una fami
les que

a) >0 Ve

b) VSF.N_ 3y

¢) Ve,cepr 3

lia de sucesiones escalatres ¢ ::(fr) ta=

£P
€EP ¢ b
on Fs 0

TeP con T 3 max (F s 6 ) VreN.
r T r

Para WE¢ se define en’ [ 3] el espacio de sucesiones escalares

Ag® = { 1= / » (D

sobre el cual la familia

Hausdorff (no localmente

estudiaremos el espacio
T

nes P = (éﬁ,) donde

ja vy donde e varfa en

correspondiente espacio

entornos de 0 en este

Uoe = {1=(1) /

H
Mg

r=0(é‘(lir1(ar) & +cc Vng }

UfE

convexa en general), En el presente trabajo

fl

-1
p ([fo€l]l) define una topologfa
£

Aw(P) generado por la familia de sucesio=

o, 4§ +sa €5 una sucesién £i

A 044 £
o 1

a

el intervalo finito o infinito (O F J. El
o

Ay(P) se escribe A¢(Pocx) y una base de

espacio estd constitufda por los conjuntos

Tovag e <€}



t>o0 , 0 < <p .
. : o

Ejemplo 3.1. /\id(faoq) es el espacio serie de potencias A(p)

definidoe en [ 7] 6.1.5, s que en lo sucesivo se denotard f\(foc:()

y que se llama de tipo finito o infinito segin que [3 < + oo
8]
é ? = doe , f\(&; ™) es un espacio localmente convexo Hausdorff
o o
cuya topologfa estd definida por las seminormas pe s funcional de

Minkowski del entorno UF = U“ .

Ejemplo 3.2+ 8i £ =Ty Po = +o0 , /\w(foc() es un subespacio Qel
espacio ' de funciones enteras complejas; En efecto, para cada

vi € A‘F<Fou) , se de.fine fi (F) = rgo grfr 2 (‘ € € . Clarauente

f.ier' pues
LG B agiiph cre Vipec
Eiemplo 3.3. Si 0('1_ = log{r +1) ¥y FO =+, A&‘<fo°‘) es un

subespacio del espacio s de sucesiones de decrecimiento rédpido. En

efecto, si ?le)\\f(?od) s para cada k € N

< kK, S ._
Il D ¢ L vl )k

log(r+ l)) < roo

k .
en particular, I%m I'{rj (r4+1) =0 para cada k € N , Es decir

1 es .



Ejemplo ‘3,4, Para cada Wed@ ; el espacio Aqxf0¢3) es un SUbESpé.
dio.del espacio serié_de potencias A(rocx) . Ademds 1la aplicacién
inmersidn I: AV(FOO‘) <y /\(fo ) es continua para las respec
tivas topologias; Ello"es consecuencia inmediata de la concavidad

de 1la funcién ¥ .

Si la funcidn VYWe ¢ v la sucesién qu) se fijan, existe un
solo espacio A?(ﬂ)a) cualquiera que sea el valor finito Po . En

concreto

Prqposici6n=3;5; 5i fo {4 o ¥ €1<-+d0 ; entonces AVcﬂgd)

. A .
es isomorfo ? ‘F(?la) R
Demostracidn:

&

La correspondencia (?r) ;;; (gf( ﬂ)qr

) es claramente un isomor=-

fismo de AV(FO“ ) en’ A?(?ICX> .

Mayor interés tienen los espacios de sucesiones Av(rocl) cuan

do la sucesién er) no es acotada pues

PI‘O})OSi’Ci‘éH 3-6. S5i lim o = )ﬁ £+ ’ enktoncesg A‘P(F q) = ]_V.
r T [}

Demostracidn:
Sea 1 €l . Para O < F £ g se define
. _ o

_ VX si Pzl
pelf

sl f <1

P T



Puesto que (3% € ly, s resulta

)2 oYy ¢ 2 |

rﬂoqc\ir‘? )"r%W('Er‘P)‘{"’m
es decir e A‘?(You) . Reciprocamente, sea 7 € /\@( foa); por
la proposicidn 3.5. podemos suponer Eo > 1 . Sea entonces

1< f <{_ vsea r wun fndice tal que
) o .

P X ;
L« f 51 T > T
2 S f ©
Puesto que
¥ v S ¢ (12 pX
r=r0‘(ﬁr|§) L Fana D <

o (’3‘
se concluye que v .z s Y por tanto i s pertenece a 1;9'

En el ejemplo 3.1l. se mostrd que si W =1id el espacio
AV(PO o) es localmente convexo., Veremos a continuacién que la condi

cidn ¥ = id es necesaria para que Aq,((l o) sea localmente convexo.
[o]

Teorema 3.7, A.g(fod) es localmente convexo si y solo si es isomorfo
al espacio serie de potencias /\((? o) .
o

Demostracidns

A la vista del ejemplo 3.4, basta probar que la inmersidén continua
I s A“’(F o) S /\(ro ) es suprayectiva y abierta;para ello, note
o

mos que, por hipbtesis, para cada 0 < (’ £ Eo y t > 0 existen




0 <n <6 vy $>0 tal que
o

M ugs € U, _ (1)

donde [ denota envolvente absolutamente convexa. Supongamos demostra

de que el conjunto

v={ =G e 1 Z11ET e |

=0 r

satisface
Mccl'U‘LS ‘ (2)

Por (1} v (2) se tendr{a entonces M C UF? , es decir para ¢ o d ¢

dados anteriormente, se verifica

(1€ Aglp ), T 171067 ¢olgy = L, fQ % se )

De la velacidn precedente se deduce que 1 es suprayectiva y también

que I es abierta pues si W es el entorno

Lapenc < 7 Zaz e <o},
se verifica por (3) I(UPE) D W . Ello prueba el teorema a falta

de la relacién (2) . Para probar dicha relacidédn observemos que cada

1= (7 )Ye M es limite en Aw(F o) de sus secciones finitas
l o

i =

i

4

3 e donde e es el rwedsimo vector unitario. Se tiene
T T r T

n

1 ket P
3 ":r‘gOAIO“ tp(é)er

Lo -]

- -1
donde XA =1 6_@(,-( ¥ verifica )2 A €1 por definiciédn
r r =0 T
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: o
de M , y donde & TV e € Uss Ppara cada r € N por

. n . n
definicién de Ugg o Par tanto 3 €T Uss ¥ 1= 1%m 1 EI"UG,Lr

como se queria demostrar

4, Estudiaremos en esta seccién propiedades de nuclearidad
de los espacios A?<f0‘x) « El siguiente resultado de [ 3] permite

evaluar los didmetros en A‘%‘(FOO‘) .

Teorema 4.1, (C. Fenske 4 E. Schock). Si 0 < f <§ < Fo s para cada

*r€ N se tiene
= ~1 Q\’r
& (U, U = (po

Resulta entonces el siguiente criterio tipo Pietsch-Grothendieck

de nuclearidad para espacios A?(rox) .

Teorema 4.2. Sea eo =+ oo (resﬁ. €0 £ +o0) , El espacio A‘P(fo“)

es nuclear si y solo si existe q € (0 1) (resp. para cada g €. (0 1))
‘ [+5]
T g
=0 q { + oo
Demostracidns

Consecuencia del teorema 4,1, v de las definiciones de lz seccidn 2 .

Cor

e




Proposicién 4.3, La topologfa localmente convexa del espacio serie
de potencias nuclear A(f ¢ ) puede ser definida por la familia de
e

seminormas

9 (D) =sgp 17 170 0 < paq
Demostracién:

Supondremos que el espacio serie de potencias es de tipo infito (el
caso tipo finito se demuestra analogamente). Para cada O < e £ fo

se tiene obviamente ﬁ P +» Por otro lado si 0 < E < e y si
\ o]

¢

q € (0 1) es el nlmero dado en el teorema 4.2. por nuclearidad,

entonces los ndmeros & ==c1€'i vy M= z qdr satisfacen
r=0
P& M q (D) ¥ 1eA( o)

como se queria demostrar,

Terminamos el trabajo estableciende un criterio de convexidad

local de /\LP((JOG() que depende solo de ¥ vy de &,

Proposicidn 4.4. Si Go =4 (resp. fo ¢+ ) vy sl para un ' -

q € (0 1) (resp. para cada ‘q e {0 1)) se verifica
Lo )

o +
;Z:O Y(q%ry < + 0@ (1)

entonces AH’(GO Ol} es localmente convexo,
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Demostracidn:
En las hipétesis de este teorema el espacio Av(f%“) se dice que
es Y -nuclear [9]. Supongamos f =402 (si EO<-+0o se procede ana
. o : -
logamente). Probaremos que A?((%:j) es isomorfo a un subespacio del
espacio localmente convexo A(g%{j) » para lo cual hay que demostrar
que la immersién continua I H A#(f o ) G /\(f ) del ejemplo
0 o
3.4. es gbiertq. Sea O ((’<-+ma v €50 .51 q € (0O 1) es el
» - | # -1 -

nimero dado en las hipdtesis, el niimero O =P q satisface
rz=0 W((fc-')dr) < +o2 y por tanto existe &> O tal que

- _

> -y

2 9o n ¢ € (2)

vy

Por otro lado la relacidn (1) implica en particular EEO qq(r < too
es decir A (? of) es nuclear (teorema 4.2.) . Por la proposicidn
e ,

4,3. el conjunto

- = ' o
v={t= eA(p o) / sl 10 ¢5 ]
es entoences un entorno de 0 en /\(FB(X) { Puesto que (fr) eV
of
si v solo si '3;r'fdr £ g(g 6" para cada r € N
resulta finalmente de la relacién (2) que V C I(Uee) como se quer{a

degostrar.

A
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