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Resumen: Se introduce en el espacto ¢! (E) de funciones diferenciables con deri-
vada acotada en el espacio bornologico convexo E, la mocion de donvergencia B-
~unt forme relativa a una farm,ha de conjuntos estrictamente compactos $de E.
Se prueba que ciertos e.spacws bornologicos convexos E, poseen la Propiedad de
Aproximacion si y solo si la aplicacion identidad de E se aproxima Jy-uniforme-
mente por aplicaciones de C1(E)®E.
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En el trabaje se establece, en el marco de 1os espacios bornc
16gicos convexos (e.b.c.), un teorena de densidad andlozo al gque
J.F. Colombeau y R. Meise establecen para funciones de clase Ce

en e.b.c. {2}

Resultados similares han sido establecido por F. Bombal y Gon
zalez lLlavona para funciones de clase C= en espacios de Banach
en [11 , por J.B. Prolla y C.S5. Guerreirc [7], y por O.T.W. Pagues

para el caso de funcicnes holomorfas [6]

A Jo largo de todo el trabajo, E y F seran e.b.c. reales,
separados y polares (es decir con base de bornclogia formada por
discos TE—cerradoé). E] espacio vectorial de aplicaciones lineales
y acotadas de E en F provisto de su borno%ogia natural fornada
por aquellos subconjuntos que transforman acotados en acotados 1o
denotaremos por 5458 F). 81 F =R se escribe E por &4}E R)

El espacio C1(E F) estd constituide por las funciones £ de E
en F diferenciables y con derivada f' acotada remitiéndose a

3] para las definiciones y propiedades mis inmediatas de 1la dife

renciacion de funcicnes entre e.b.c.
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Para cada f € C'{E F) es valide =21 siquiente tecrema de in-—
crementos finitos establecido en (3] ch. 2. corolario 2.1.; si

a, h e E entonces

fla+h) - f(a)e ™ f(a+th)h
Ostg

donde F7 dencta la envolvente absglutamente convexa TE-cerrada.

Un disco B del e.b.c. E se dice que es Banach si el espa-
cio normado EB generado por B y proviste de la norma ascciada a

B es espacic de Banach.

Un conjuito K de E se dice que es estrictanente compacto si
existe un disco B de E tal que K es compacto en EB . De acuer

do con [2] se establece 1a siquiente:

Definicidn 1

Un e.b.c. se dice que posee la propiedad_de aproximacidn si pa
ra cada conjuntc estrictamente compacto ¥ de E existe un disco
de Banach B tal que:

1. K es conpacto en EB

2. La identidad en EB puede aproximarse uniformenente en - K

por operadores lineales continuos en EB que tienen rango finito.
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Definicidn 2

Sea 3 una familia de acotados de E que cortiens z todos
los conjuntos estrictamente compactos. Diremos que v € CW(E F)
converge $3 -uniformemente hacia q € C1(E F)} cuando: &) para ca
da Ae$ , existe un disco acotado B en F tal que u, con-
verge a g en FB uniformemente en A b) ué(xj converge a

g'(x}) en &f]D(E F) , cualquiera que sea X € E .

Teorema 1

Sea E un e.b.¢. con la propiedad de aproximacidn, sea rTQ
la familia de los endonorfismos acotados de rango finito de espa-
clos Eg cuando B recorre los discos acotados de E . PFara ca

Ly 2 .
da e.b.c. polar F , toda funcidn F ¢ C (E F) se aproxina

B —~uniformemente por aplicaciones del conjunto £e M

Demostracién
Sea Aef3 ysea B un disco acotado de E tal que la apli
cacién identidad en EB se aproxima por operadores de rango fini-
to en EB uniformemente sobre A . Dade £ » 0, existe
ue EB“QEB tal que
u(x) - x € gB YV xea
Sea C={ F'(A+ B) (B). Puesto que f' es acotaday F es po

lar, C es un conjuntc acotado de F , y por el teorema de los in

crementos finitos, resulta
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Flulx)) — Foe r Fr{x + t (u{x) - x) {u{x) - x) =
ogtgl

:‘O$§S‘1E f’(x + t(u(x) _ X)) (W

)€
cef f'(A+B) (B) = £C

para todc x € A .

Con una obvia modificacidn del razonamiento anterior aplica
do a la funcién derivada f' , se demuestra la condicién b) de la

definicibén 2 .

Definicidn 3

Un e.b.c. se dice posee la ’C1—propiedad de aproximacidn fi-
nita, si para cada subespacic EO ‘de E de dimensidn finita y cada
e.b.c. F , toda apticacidn de C1(EOF) puede aproximarse f3 -uni

. . 1
formemente por aplicacicnes de C (Eo) eF .

. 1 . . .y .
Para espacios con C -propiedad de aproximacion finita, ver

(8] ch. 44 .

Teprema 2

Sea E un e.b.c. y 8 1la familia de conjuntos estriétg
mente compactos de E . Cada prdposicién implica 1és siguientes:

a) Para cada e.b.c. F toda aplicacién f ¢ CE(E F} se apro
xima B -uniformemente por aplicaciones de C‘| (B)@F . 7
b) La aplicacién identidad de E se aproxima f -uniformemen

. . 1
te por aplicacicnes de C (E) ® E

c) E posee la propiedad de aproximacidn.
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81 ademds E posee la C1~propiedad de aproximacibn finita

todas las proposiciones son equivalentes.

Demostracidn

a) == b) Trivial

b)) = C) Sea K un conjunto estrictamente compacto de E y
u € C1(E) ® E una sucesién que converge [3-uniformemente hacia la
identidad I de E . En particular si x € £ , la sucesidn
uﬁ(x) es convergente en G = éfb(E E} ; es decir existe un disco
acotado € en G tal que ué{x) converde en GC hacia I .
Sea B la envolvente absolutamente convexa del conjunto accotado
C{K) xiygc Y(¥) {incluyendo eventualmente B en otro disco ace
tado, puede suponerse que K ‘es compacto en EB) .81 £ >0,

existe entonces n e N tal que

wix) -1 € £C si n>»n
n o]
y por tanto
1 . .
~[uwi(x) -Ij(K)ec(¥)e B si n>n
§ n o
es decir
T(x) -y £EB i > € K
un(x;(y) v si n> n0 v

Ello prueba c) considerando las restricciones de u‘h(x) a EB )

que son operadores en EB de rango finito dimensicnal

) =3 a)



Por el tecrema 1 , para céda e.b.c. F , toda funcidn
fe 'CQ(E F) se aproxima 3 —uniformemente por funciores
fcouefoTl. Por ello dado A €8  existe un disco acota
do B' en F tal que, dado & » 0 existe ueTl con

Fx) - f(u(x)y & £€/2 B' paracada xe¢ A (1)
Sea C un disco acotado en E tal que Ac En

X
. ‘o
uE (EC) s. EC y sea fC la restriccion de f a U\uc)

u £
— I~
Ec — ECD u(EC) Cy

Puesto que u es de rango finito—qimensional,' FC tiene domi-
nio finite dimensional y puesto que E posee, por hipdtesis,
la C1— propiedad de aproximacidn finita, fC puede aproximarse
51 ~uniformemente por funciones de C1 (u(EC)) @ F . BEs decir aso-
ciado a u(A)e £ (nbdtese que u es lineal acotada) , existe un
disco acotadc B'' en F y una funcién ve C?(u(EIC)) & F
tal que:
Fc(y) —’v(y) € £/2 B'* paracada y e u(A)
o0 equivalente
fC(U(X)) - v{u(x)) € E/? B'' paracada x € A (2)
De (1) y (2) , tomando un disco acotado B3 B' U B'' , resulta
F(x) - v{ux)) € £€B paracada x ¢ A
1o que prueba la condicién a) de la definicién 2 considerando

1
elrangode ve ue C(E)@F en FB'
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Para probar finalmente la condicidén b} de dicha definicidn, sea
D un disco acotado de kfb(E F), é>0 y x €E . La funcidn
u e M de la relacién (1) se toma verificando tambien

£1(x) = (fou)' (x) € £/2 D (3)
Del mismo modo la funcidén v e CT(u(FC\) ® F de la relacién (2)
se toma verificando tambien:

(foo W) () ~ (vou) (x)e &2 D. (4)
De las condiciones (3) y (4) se concluye finalmente

£r{x} - {veu)' {x)€ ED

1o que prueba totalmente el teorema
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