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PROLOGO

La Estadistica Circular se ocupa del andlisis de datos circulares, unos datos con unas
caracteristicas muy particulares. En primer lugar, la escala en la que se desenvuelven
es finita, ya que tiene una amplitud de 0° a 360°. En segundo lugar, la posicion del
cero es arbitraria, ya que no existe argumento cientifico para no poder situarlo en
cualquier punto del circulo. En tercer lugar, no existen magnitudes cuando tratamos
con datos circulares, ya que 270° no son mds que 180° sino que sefialan direcciones
diferentes. Estas (y algunas mas) hacen que los procedimientos utilizados en estadistica
lineal no sean aplicables a los datos circulares, por ello nace la Estadistica Circular,
para que se puedan tratar este tipo de datos.

La mayoria de los datos circulares se obtienen en forma de direcciones u orienta-
ciones, pero también son datos circulares fendmenos ciclicos, es decir, aquellos que
pueden acontecer en una hora, un dfa, una semana o un ano. Dada la versatilidad
de los datos circulares son muchas las disciplinas en las que se utilizan datos circu-
lares, quizds en la que mds se utilicen sea en Biologia o, por ser mas exactos, en las
diferentes ramas de la Biologia: Botdnica, Etologia, Fisiologia, Geologia, Biologia Mo-
lecular, etc., pero también son empleados en Medicina, Meteorologia, Ciencias de la
Computacién, Sociologia, Ciencias Politicas, etc. Puede decirse, por tanto, que la Es-
tadistica Circular es una herramienta que es utilizada cada vez con mayor frecuencia
por investigadores de, practicamente, todas las ramas de la Ciencia y la Tecnologia.

Esta obra surge con la intencién de dar a conocer al lector, preferentemente estu-
diantes e investigadores, los principios basicos de la Estadistica Circular. Se asume
que el usuario posee unos conocimientos minimos de estadistica, por ello se han
evitado los complejos y, a veces dificiles de entender, procedimientos matematicos,
para lo cual existen excelentes obras de referencia que el lector podra encontrar en
el capitulo de bibliografia. Se ha pretendido, por tanto, desarrollar una obra en la
que predomine la claridad y la sencillez siguiendo un procedimiento “paso a paso”
para que el interesado, de este modo, pueda entender y aplicar los distintos concep-
tos que se exponen. Para facilitar este proceso se ha optado por incluir ejercicios re-
sueltos. En este sentido es conveniente aclarar que los ejercicios se han desarrollado
de modo que el lector pueda realizarlos con la ayuda de una calculadora o una hoja
de calculo, evitando el empleo de programas informaticos (que existen para tal fin),
que pueden suponer el estudio y aprendizaje de complejos manuales o la compra
de los mismos.
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14 Jost Luis PErez BOTE

El acceso a los métodos estadisticos se ve dificultado a veces por el reducido nu-
mero de libros de texto sobre el tema, generalmente todos ellos en inglés y ademas
principalmente dirigidos hacia aspectos tedricos mas que a su empleo practico. Es
importante sefalar también que este trabajo contribuye de forma notable a las publi-
caciones en castellano sobre Estadistica Circular, circunstancia que puede alentar a
muchos lectores a iniciarse en esta disciplina. Los precedentes de la Estadistica Circular
en castellano habria que situarlos en la obra de R. Lahoz-Beltra, ]J. Ortega-Escobar
y C. Ferndndez-Montraveta (1994), Métodos estadisticos en biologia del comportamiento,
Madrid, Editorial Complutense, donde hay un capitulo dedicado a la estadistica circular.
Ademds, cabe sefialar la obra de M. Mena (2005), Aplicaciones de Estadistica Circular a
problemas de Ciencias Naturales, México, Akadia. En esta obra los diferentes temas no
se tratan de un modo exhaustivo sino que se exponen empleando un enfoque ma-
tematico simple con el objeto de facilitar su aplicacién practica. Para una mayor
comprension en cada tema se desarrollan ejemplos como problemas resueltos. Como
puede comprobarse las dos obras citadas son antiguas y es complicado conseguirlas.

Este trabajo ha sido dividido en cinco capitulos. El primero es un capitulo intro-
ductorio donde se explica que es la Estadistica Circular, sus origenes e historia, para
finalizar con una breve resefia sobre las principales obras publicadas sobre el tema,
los principales programas informaticos que se pueden utilizar y una serie de ejemplos
obtenidos de la bibliografia, que permitiran evaluar la importancia y aplicabilidad de
esta disciplina. En capitulo dos esta dedicado a los datos empleados en estadistica
circular, aspecto sumamente importante ya que, aunque parezca lo contrario, son nu-
merosas las formas de poder expresar datos circulares. El tercer capitulo esta dedicado
a la estadistica descriptiva (poco hay que decir de ella), a las representaciones graficas
(muy importantes) y a las distribuciones circulares. En este sentido hay que sefalar
que, dada complejidad matematica del desarrollo de las distribuciones circulares, se
ha optado por hacer una presentacién bésica, a la vez que sencilla, de las mismas.
En este caso vuelvo a remitir al lector a obras especializadas. El capitulo cuarto es-
tafia dedicado a la inferencia estadistica, basicamente a los test de uniformidad y a
los test de bondad del ajuste. En el capitulo cinco se aborda otro aspecto interesante
de las relaciones entre variables circulares y lineales: la correlacién circula-circular
y circular-lineal. Finalmente el apartado de bibliografia recoge los libros y articulos
citados en el texto (obviamente) y que constituyen, sin embrago, las principales obras
de referencia sobre Estadistica Circular. Dado que a lo largo del texto se ha seguido
un procedimiento “paso a paso” como ya se ha comentado, se ha incluido un anexo
con las tablas de los valores criticos de los test estadisticos utilizados en el libro.

El seguimiento de la obra no requiere de unos conocimientos estadisticos o ma-
tematicos de gran nivel, simplemente unas nociones basicas de estadistica, algebra
y trigonometria seran suficientes para que el lector se introduzca en este interesante y
cada vez mds demandado campo de la Estadistica.

Olivenza, abril de 2019
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CAPITULO 1
INTRODUCCION

1.1. INTRODUCCION

La Estadistica se ha convertido en una herramienta indispensable para la mayoria
de los cientificos. Pero ;qué es la estadistica y como pueden utilizarse las técnicas
estadisticas para responder a las cuestiones practicas propuestas por los cientificos?
La Estadistica es un conjunto de teorias y métodos cientificos que han sido desarro-
llados para tratar la recoleccién, el andlisis y la descripcién de datos con el objeto de
extraer conclusiones ttiles para la solucién de algiin problema en particular de algin
universo colectivo. Comtinmente la Estadistica apoya al investigador a inferir sobre
los parametros de la poblacién a partir de estadisticos muestrales.

Podemos decir, por tanto, que en Estadistica se trabaja con datos de diversa na-
turaleza. Ahora es importante definir que es un dato. Segtin Sokal y Rohlf (1979) un
dato es “una observacién o medida tomada sobre la mas pequefia unidad muestral”.
Si, por ejemplo, medimos el peso de 100 ratas, entonces el peso de cada rata es una
observacién individual. El conjunto de los 100 pesos representa una muestra, definida
como “una coleccién de observaciones individuales seleccionada por un procedimiento
determinado” (Sokal y Rohlf, 1979). Finalmente una variable es una “propiedad con
respecto a la cual los elementos de una muestra se diferencian en algo verificable”
(Sokal y Rohlf, 1979).

En Ciencia y Tecnologia los datos son sorprendentemente variados en lo que res-
pecta a sus medicién, confiabilidad y replicabilidad. Esto ha permitido que se hayan
desarrollado métodos mas efectivos para enfrentar estos desafios, entre los que
se incluyen aquellos que permiten cuantificar efectos temporales o espaciales. En
disciplinas como Medicina, Biologia, Geologia, Meteorologia, Sociologia, etc. se uti-
lizan los denominados datos circulares para poder interpretar fendmenos y procesos
relacionados con dispersiones o movimientos de animales, la direcciéon del viento, el
campo magnético terrestre, ciclos biologicos, estructura de proteinas, etc. La Estadis-
tica Circular es la rama de la Estadistica que tiene como objeto de estudio aquellos
datos que pueden ser representados en un circulo de radio 1, conocido como circulo
unidad. A este tipo de datos se les denomina datos circulares para diferenciarlos de
los denominados datos lineales. Por tanto, el circulo unidad representa para los datos
circulares lo mismo que la recta real para los datos lineales.

Los datos circulares se obtienen a partir de variables circulares o direccionales.
Estas variables se caracterizan por no tener un cero verdadero y porque la designacién
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18 Jost Luis PErez BOTE

de valores maximos y minimos es arbitraria. Estas dos caracteristicas hacen que la
estadistica lineal no sea adecuada para tratar este tipo de datos, ya que las medi-
das son angulares, no escalares y, por tanto, debemos aplicar la estadistica circular,
también conocida como estadistica de datos circulares (Fisher et al., 1987). Los datos
circulares se pueden obtener de diversas formas. Las dos principales corresponden
a los instrumentos de medicién circular clasicos como la brdjula y el reloj (Fig. 1),
pero también podemos utilizar el transportador de dngulos o el teodolito. Entre las
observaciones tipicas medidas por la brijula se encuentran la direccién de viento, las
direcciones migratorias de las aves o el vuelo de las abejas hacia la colmena. Ejem-
plos que incluyen el reloj como instrumento de medida pueden ser los tiempos de
llegada de los pacientes a una unidad de urgencias de un hospital, las acumulaciones
de trafico en las carreteras, etc. El caso del reloj nos sirve para hacer constar que no
todos los datos circulares son medidos o estimados como angulos, como acontece
con el tiempo, por ejemplo. Sin embrago, sabemos que cada “tiempo” corresponde a
una posicion en la esfera del reloj y estas posiciones pueden ser convertidas en an-
gulos que, a su vez, pueden ser usados para definir puntos en el circulo unidad. Es
facil comprobar como, por ejemplo, un periodo de 24 horas equivale a un ciclo de
360°, correspondiendo cada hora a unos 15°. Es posible, por tanto, convertir cualquier
unidad de tiempo en un dngulo (Fig. 1). Otros conjuntos de datos similares surgen al
considerar las veces que un evento acontece (frecuencia) en un afo, en un mes, una
semana o un dia. Por tanto, los denominados ritmos bioldgicos pueden considerarse
variables circulares, de modo que los métodos estadisticos aplicados para el estudio
de las direcciones son validos para el anélisis de los biorritmos. No obstante, hay que
ser precavidos en el andlisis de este tipo de datos para no confundir biorritmos con
los analisis de series temporales.

Figura 1. Algunos objetos para la medicién de datos angulares y su “equivalente”:
un circulo dividido en 360°.

Cuando obtenemos un dato con una brajula, por ejemplo, lo que “medimos” es
una direccion que expresamos en grados sexagesimales o radianes en sentido positivo
0 negativo respecto a una direccion cero. Cuando medimos datos circulares es obli-
gatorio establecer previamente el sentido positivo y negativo y la posicién del origen
respeto a la que se van a tomar los datos. En estadistica circular “podemos” establecer

‘ PORTADA (X] INDICE »



INTRODUCCION A LA ESTADISTICA CIRCULAR 19

arbitrariamente el sentido positivo y el origen, circunstancia que no ocurre con los
datos lineales, pues sabemos que el origen es 0 y a la izquierda de cero se sitian
los valores negativos, mientras que a la derecha lo hacen los valores positivos. Para los
datos circulares cada dngulo define un punto en el circulo unidad, de igual manera
que cada valor de una variable lineal define un punto en la recta real.

En el parrafo anterior se ha sefialado que para expresar una direccion necesitamos
un sistema de referencia que nos permita ubicar un objeto en el espacio y asi poder
comparar con otras direcciones. Las direcciones bidimensionales pueden ser represen-
tadas como angulos respecto a una “direccién cero” (punto de inicio) y un “sentido
de rotacion” siguiendo la direccién de las agujas del reloj (considerado como sentido
positivo) o en sentido contrario a las agujas del reloj (direccién negativa). En estudios
de orientacion la direccién cero suele establecerse en el norte (0°), aunque también es
frecuente que se utilice como direccion cero el este. Debido a que la direcciones no tiene
magnitud (350° no son mas que 125°, solo sefialan direcciones diferentes) pueden ser
representadas como puntos en una circunferencia de radio 1y centrada en el origen,
o como vectores que conectan el centro con los puntos (Fig. 2). Esta circunferencia
de radio 1 es el ya conocido circulo unidad, ;por qué la circunferencia tiene radio 1?
Muy sencillo: al carecer las direcciones de magnitud podemos simplificar los proce-
dimientos matematicos utilizando el valor mas bajo posible, en este caso el 1.

Figura 2. Dos formas de representar los mismos datos circulares (puntos y vectores).

Los datos direccionales tienen caracteristicas tinicas en lo que respecta a su re-
presentacion y tratamiento estadistico, que los hacen distintos a los datos lineales
como ya se ha sefialado. Por ejemplo, la representaciéon de una direccién en forma
de angulo o de vector no es Unica, ya que va a depender de donde se establezca el
cero y del sentido de giro, como se ha comentado con anterioridad. De este modo,
al observar la figura 3 podemos obtener conclusiones diferentes en funcién de quien
realice la observacién: para un matemadtico el vector indica 60° mientras que para un
ornitélogo sefiala 30°, debido a que la posicion del cero difiere: para un matematico el
cero estd en la posicion este, mientras que para un ornitélogo esta en posicion norte
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20 Jost Luis PErez BOTE

(en estudios con direcciones se acepta generalmente que el norte esté a 0° como ya
se ha comentado). Por tanto, la direccion cero es arbitraria. No existe una justificacion
cientifica que permita posicionar el cero en un lugar determinado del circulo.

Figura 3. La flecha puede indicar dos direcciones diferentes en funciéon de donde
se establezca el punto de origen.

Es interesante destacar también que la “escala” en la que se miden los angulos
es finita, oscilando entre 0° y 360°, lo que obliga a “reducir” muchos datos circulares
en operaciones algebraicas. Es decir, si nos excedemos de 360° al doblar angulos
por ejemplo, nos veremos “obligados” a ajustar los datos hasta poder incluirlos en la
escala 0-360° (esto se hace con una simple resta). Ademas, para los datos circulares
el “principio” y el “final” de la escala coinciden, ya que 0° y 360° (el origen y final de
la escala para los datos circulares) coinciden en el mismo punto de la circunferencia
siendo, por tanto, el mismo angulo. En el caso de los niimeros reales 355 estd cerca
de 358 y ambos quedan lejos de 0, pero en una circunferencia 355° esta también
proximo a 358° pero, a diferencia de lo que ocurre con los nimeros reales, los dos
estan proximos a 0°. Finalmente, tenemos que recordar que en el andlisis de datos
direccionales las magnitudes no existen, es decir, 250° no son mas que 75° simple-
mente indican direcciones distintas.

Las caracteristicas anteriormente sefialadas hacen que el andlisis de datos direc-
cionales sea diferente al de los datos lineales. Muchos investigadores, generalmente
por no estar familiarizados con la estadistica circular, aplican erréneamente proce-
dimientos de la estadistica lineal a datos circulares, obteniendo conclusiones erréneas
ya que, si bien algunos tipos de analisis de la estadistica lineal pueden aplicarse a
datos circulares, la mayoria no son apropiados. La media es un estadistico que ilustra
muy bien este caso. Supongamos que un ave vuela en una direccién de 15° y que otra
lo hace en una direccién de 345° ;Cudl es la direccién media? (hemos tomado el este
como la direccién cero y el sentido contrario a las agujas del reloj como el sentido
positivo de la rotacién). Si utilizamos la media aritmética la direcciéon media es de
180°, pero este dato es totalmente erréneo como se aprecia en la figura 4, ya que si
las aves vuelan hacia el este la media no puede salir hacia el oeste.
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Figura 4. La media aritmética no es apropiada para determinar la “direccién media”.

1.2. ANTECEDENTES HISTORICOS

Aunque atin no es muy utilizado, el andlisis de datos circulares es una herramienta
matematica con muchos ahos de historia. Los primeros graficos que representan
“datos” circulares estan datados a finales del primer milenio. Funkhouser (citado por
Fisher, 1993) comenta que en el siglo X u XI se realizaban estudios astrolégicos con
base en el movimiento de los planetas a través del zodiaco. Estos movimientos ya
quedaron reflejados en gréficos circulares. También existen graficos de este tipo en
estudios realizados sobre el campo magnético de la tierra datados en 1510 y 1701. En
este dltimo caso, sir Edmund Halley publicé un mapa que mostraba las lineas de la
declinacién magnética para todas las aguas navegables del mundo.

El anélisis de datos circulares se inicia a mediados del siglo XVIIIL. En 1767, el re-
verendo John Mitchell estudiando las separaciones angulares entre las estrellas habla
ya de distribuciones uniformes de trayectorias. Medio siglo después John Playfair
sefiala la necesidad de analizar los datos direccionales de forma diferente a como se
hace con los “datos ordinarios”. Playfair ya recomienda el método del vector resultante
para obtener direcciones medias en estudios geol6gicos.

En 1858, la enfermera Florence Nightingale, de la Armada Britanica, durante la
guerra de Crimea, aplicé una serie de métodos que le ayudaron a registrar y ana-
lizar de una manera maés sencilla los registros sanitarios. En esa época el uso de la
estadistica no era muy comun, pero se necesitaba avanzar en las reformas médicas
y considerar que los fenémenos sociales podian ser objetivamente medidos haciendo
analisis matematicos. Uno de estos fue una nueva grafica, a la que llamé CoxComb,
la cual consistia de un circulo dividido en doce partes iguales, con diferentes colores
que representaban los meses del afio (Fig. 5). Este diagrama es una primera referencia
de lo que actualmente se conoce como diagrama de rosa.

Desde estos primeros ejemplos de analisis de datos circulares en Astronomia y
Medicina han aparecido aplicaciones en otras disciplinas cientificas como Biologfa,
Geografia, Geologia, Meteorologia y Oceanografia, siendo la Biologfa y la Geologia
las disciplinas donde se han realizado mas estudios.
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Figura 5. Diagrama disefiado por Florence Nightingale, precursor del diagrama de rosa
actual (<http://economiafeminita.com/florence-nightingale/>).

Batschelet (1981) expone en su libro Circular Stitistics in Biology una amplia me-
todologia para analizar datos circulares en un contexto biologico. También aparece
capitulos dedicados a este tema en las publicaciones de Zar (1984, 1996), Upton y
Fingleton (1989) y Cabrera et al. (1991). Son particularmente interesantes los estudios
sobre orientacién en libélulas, salamandras, peces, aves y crustdceos que aparecen en
la obra de Upton y Fingleton (1989).

En el campo de la Geologia las cosas son bien diferentes. Fisher (1993) atribuye
los escasos métodos de analisis apropiados para esta disciplina a la falta de interés de
los estadisticos por las Ciencias de la Tierra. No obstante, en este campo se hicieron
importantes contribuciones en el andlisis de datos, como fueron las aportaciones de
Lord Rayleigh (1880) en el desarrollo de los test de uniformidad, las de Schmidt (1971)
sobre la representacion de datos circulares o la de von Mises (1918) la distribucién
de probabilidad que hoy lleva su nombre.

En 1939 Krumbein introduce el analisis de datos axiales, ampliamente utilizados.
En 1940-1942 Salvemini desarrolla lo que hoy llamamos varianza circular.

El campo de la estadistica direccional ha sido objeto de mucha atencién en las
altimas dos décadas debido no solamente a los requerimientos de disciplinas como la
Bioinformatica o la Cosmologia, sino también a los avances tecnologicos y a la dispo-
nibilidad de grandes cantidades de datos, la mayoria de los cuales requieren técnicas
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estadisticas adaptadas. La estadistica direccional es una rama de la estadistica que
se ocupa de analizar observaciones (datos) que son direcciones. Este tipo de datos
son tipicos en disciplinas como la Meteorologfa (direccién del viento), Astronomia
(direccién de los rayos cdsmicos), Ciencias de la Tierra (localizacion de los epicen-
tros de los terremotos) o Biologia (ritmos circadianos, migraciones, orientaciones) o
las ya mencionadas Geologia y Cosmologia por citar algunas. La mayoria de estas
observaciones quedan representadas en una circunferencia de radio uno (estadistica
circular) o en una esfera también de radio uno (estadistica esférica). El principal pro-
blema relacionado con este tipo de datos es la curvatura del espacio muestral ya que
el circulo no es un sistema lineal. Esto implic6 que cada concepto de la estadistica
circular debia ser reinventado a partir de la estadistica cldsica.

En los afios 50 del siglo XX comenzaron a desarrollarse las técnicas probabilisti-
cas apropiadas para distribuciones de datos circulares. Gumbel investigé la conve-
niencia de aplicar distribuciones en modelacién de grupos de datos de diferente tipo.
Sin embargo, el desarrollo de métodos estadisticos para analizar datos circulares se
vuelven razonablemente acertados en 1956, con los trabajos pioneros de Watson y
Williams. Estos autores no solamente unificaron los problemas inferenciales que plan-
teaba von Mises, sino que también aportaron novedosas ideas y resultados. Watson
introdujo el analisis de varianza, pruebas paramétricas y no paramétricas entre otras.
Mardia en 1972 realiz6 avances en pruebas tales como la correlacién y la regresion
y recientemente series de andlisis temporal de datos circulares.

Como hemos visto el andlisis de los datos direccionales se remonta a principios
del siglo XIX con autores como C. F. Gauss, pero con el trabajo de Fisher (1953) los
investigadores fueron plenamente conscientes de la necesidad considerar la natura-
leza curvilinea del espacio muestral. El impacto del documento de Fisher (1953) pro-
pici6 que se desarrollaran los estudios metodologicos y sistematicos de los datos
direccionales, teniendo en cuenta su topologia real. Se propusieron y estudiaron nu-
merosos procedimientos y distribuciones direccionales, principalmente extendiéndose
a los conceptos clasicos del ajuste direccional a partir del andlisis multivariante, como
la estimacién de puntos, los procedimientos de prueba de una y varias muestras, o
la regresion.

Después de este activo periodo hubo casi una pausa en la investigacién de los datos
circulares hasta la década de 1990. Afortunadamente, la situaciéon cambio desde el
comienzo del nuevo milenio. Ley y Verdebout (2017) sefialan tres razones principales
para el resurgimiento del interés por la estadistica circular. En primer lugar, el libro
de Mardia y Jupp (2000) hizo que las estadisticas direccionales fueran muy populares.
La facilidad de exposicién, combinada con la versatilidad de los resultados presen-
tados, atrajo el interés tanto de los estadisticos tedricos como de los profesionales.
Ademds, un ano mas tarde apareci6 la obra de Jammalamadaka y SenGupta (2001)
que se centra en las estadisticas circulares. En segundo lugar, y en parte como con-
secuencia lo anterior, los investigadores de las ciencias de la vida, la ecologia y el
aprendizaje automatico, entre otros, reconocieron la importancia de la estadistica
circular para sus trabajos. Esto ha generado nuevas demandas y de ahi la necesidad de
nuevos métodos y procedimientos. En tercer y dltimo lugar, los avances tecnolégicos
han reconfigurado el campo de la estadistica. El aumento exponencial de la potencia

‘ PORTADA INDICE »



24 Jost Luis PErez BOTE

de calculo y de la disponibilidad de grandes cantidades de datos han traido métodos
intensivos de computacién y descriptivos mas potentes a la vanguardia de la investi-
gaciéon moderna en estadistica y, por lo tanto, también en estadistica direccional.

El hecho de que la Estadistica Circular esté siendo cada vez mas utilizada se re-
fleja en que los trabajos publicados cada afio se ven incrementando poco a poco. En
una consulta realizada en marzo de 2019 en Web of Science (WOS) y Scopus con un
criterio de busqueda generalizado (“Circular statistics”) arrojé un resultado de mas
de 1400 trabajos publicados en mds de 20 disciplinas cientificas (Fig. 6).

Figura 6. Trabajos publicados en el periodo 2015-2019 localizados en WOS con el criterio
de busqueda “circular statistics”.

1.3. OBRAS DE REFERENCIA

Como resultado de todo ello hoy en dia podemos disponer de obras que permi-
ten introducirnos en el andlisis de las direcciones tales como las de Mardia (1972),
Batschelet (1981), Upton y Fingleton (1989), Fisher (1993), Zar (1996), Mardia y Jupp
(2000), Jammalamadaka y SenGupta (2001), Pewsey et al. (2013), Ley y Verdebout
(2017). Las tres primeras obras, lamentablemente, estan fuera de catalogo y solo
pueden consultarse en librerias universitarias.

Si se desea profundizar en los fundamentos teéricos de la Estadistica Circular son
recomendables las obras de Mardia (1972) y especialmente la de Jammalamadaka y
SenGupta (2001) para lo cual es necesario disponer de unos sélidos conocimientos
matematicos dada la naturaleza de estas obras.
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Las obras de Batschelet (1981) y Fisher (1993) tienen un mayor enfoque practico,
especialmente la primera, donde se explican con detalle los fundamentos de la es-
tadistica circular acompafados de ejemplos ilustrativos. La principal ventaja de este
trabajo es que todos los calculos se pueden realizar de forma sencilla utilizando una
calculadora cientifica o con la ayuda de una hoja de calculo. Sin duda, para todos
aquellos que deseen iniciarse en este campo de la estadistica circular la obra de Bats-
chelet debe ser la primera en consultarse. El trabajo de Fisher (1993) sigue las mismas
pautas que el de Batschelet (muchos casos practicos, posibilidad de realizar calculos
de forma sencilla), pero es un poco mas complejo, lo cual no es impedimento para
considerarla otra obra fundamental para iniciarse en la estadistica circular.

El trabajo de Pewsey et al. (2013) sigue, en parte, la estructura de las obras citadas
con anterioridad, pero presenta la novedad de estar enfocada para trabajar con R,
un paquete estadistico bien conocido y cada vez mds empleado por investigadores de
todo el mundo. Para aquellos investigadores acostumbrados a trabajar en entorno R
esta es, sin duda, una obra de referencia, ya que ademas de introducir los conceptos
basicos de estadistica circular aporta ejemplos de su aplicacién.

La obra de Ley y Verdebout (2017) aborda la estadistica direccional presentando
los métodos mas robustos que se aplican actualmente en este campo. Es una obra
compleja que también requiere de sélidos conocimientos de estadistica.

1.4. PROGRAMAS INFORMATICOS

El avance en las ciencias de la computacién también ha posibilitado que se hayan
desarrollado paquetes estadisticos que permiten analizar datos circulares:

Oriana (Kovach, 2011) un programa de estadistica circular, desarrollado bajo el en-
tono de Windows, que permite analizar orientaciones y otros datos circulares. Pueden
estimarse estadisticos descriptivos, test para determinar si los datos se distribuyen de
forma uniforme y si se ajustan a una distribuciéon determinada, correlaciones, regre-
siones etc. Pero lo mas destacable del programa es la gran disponibilidad de graficos
para representar los datos. Hay una versién de demostracion, pero se necesita licencia
para trabajar con €l una vez finalizado el periodo de prueba gratuito.

PAST (Paleontological Statistics Software Package for Education and Data Analysis)
fue desarrollado por Hammer et al. (2001) para el analisis de datos paleontolégicos,
pero su uso se ha extendido a otras disciplinas cientificas. Posee un ment (Geome-
try) donde podemos encontrar un subment (Directional analysis) con el que pueden
realizarse analisis de datos circulares para una o dos muestras y correlaciones circu-
lares. Es mas limitado que Oriana, pero permite realizar los analisis basicos de datos
circulares. Esta desarrollado bajo el entorno de Windows y es gratuito.

R («<www.R-project.org>) es un software libre disefiado para el analisis estadis-
tico y la produccion de graficos. El paquete circular permite analizar y graficar datos
circulares de forma sencilla para aquellos que estén familiarizados con R.

Otros programas que pueden utilizarse para el andlisis de datos circulares son
CIRCSTAT Stata («<www.stata.com>) o Matlab (<www.mathworks.com>).
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1.5. CASOS PRACTICOS

Una forma de familiarizar a los lectores con la estadistica circular es describir
algunos casos publicados, por tanto se presentan a continuacién algunos ejemplos
que, a su vez, nos permiten mostrar las diferentes areas donde se puede aplicar la
estadistica circular.

Ciencias Politicas: Gill, . y Hangartner, D. (2010). Circular data in political science
and how to handle it. Political Analysis, 18: 316-336. Se trata de un estudio pionero
que puso de relevancia la importancia de la estadistica circular en Ciencias Politicas.
Segln estos autores no se habia prestado restado atencién a los datos circulares (pu-
ramente ciclicos) en la investigacién en ciencias politicas. Estos autores demostraron
que tales datos existian y que eran manejados incorrectamente por modelos que no
tienen en cuenta la naturaleza ciclica de algunos fenémenos. En este estudio aplican
modelos circulares a casos de terrorismo, a las elecciones y diversos tipos de sucesos
como ejemplos de fendmenos ciclicos (Fig. 7).

Figura 7. Densidad de Kernel (ver més adelante) para explicar la concentracion
de homicidios con arma de fuego a lo largo del dia. Se observa cono es hacia medias noche
cuando se producen mads actos violentos (modificado de Gill y Hangartner, 2010).

Botanica: Patricia, L.; Morellato, C.; Alberti, L.F. y Hudson, I.L. (2010). Applications
of circular statistics in plant phenology: a case studies approach. En: I.L. Hudson y M.R.
Keatley (eds.), Phenological Research: 339-359. Springer Science + Business Media. La
fenologia se ocupa del estudio de fendmenos biolégicos recurrentes y su relaciéon con
el clima. En este trabajo los autores evaltan las aplicaciones de la estadistica circular
en fenologia vegetal y su potencial en el andlisis de datos fenoldgico, concluyendo
que la estadistica circular es una herramienta muy apropiada para determinar las
relaciones entre la floracion y otros procesos fenolégicos (Fig. 8).
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Figura 8. Diagrama que representa el periodo de pérdida de las hojas de una arbol,
comprobdndose como la época de mayor caida de hojas es en junio para luego ir
decreciendo hasta febrero (modificado de Patricia et al., 2010).

Ornitologia: Schaaf, A.A,; Garcia, C.G.; Puechagut, P.B.; Silvetti, L.E. y Quaglia,
ALE. (2018). Effect of geographical latitude and sun exposure on Rofous Hornero
(Furnarius rufus) nest orientation. Journal of Ornithology, 159: 967-974. La orientacién
de los nidos de las aves es determinada por variables ambientales, que a su vez son
debidas a su posicién geografica. Las aves orientan sus nidos para evitar tales fac-
tores adversos como la exposicion solar, el viento o la lluvia. Los autores utilizan la
estadistica circular para analizar la orientacién de los nidos de F. rufus, en funcién
de las variables anteriormente citadas (Fig. 9).

Figura 9. Orientacion de los nidos de F. rufus (modificado de Schaaf et al., 2018).

Entomologia: Sopini, F; Rossano, C.; Marchetti, G.M. y Morgan, E. (2005). The
role of the biological clock in the sun compass orientation of free-running individuals
of Talitrus saltator. Animal Behaviour, 69: 835-843. Estos autores investigan la relacién
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entre la orientacion del sol y la actividad locomotora diaria en el saltamontes T. saltator
utilizando modelos de regresion circular-circular, encontrando una estrecha relacion
entre la orientacién del sol y la orientacién de los saltamontes (Fig. 10).

Figura 10. Distribucién de T. saltator a las 13:00 horas. Se sefala la posicién del sol
(flecha) y la densidad de Kernel (ver més adelante) (modificado de Sopini et al., 2005).

Ciencias de la Atmésfera: Borycka, K. y Kasprzyk, 1. (2018). Hourly pattern of
allergenic alder and birch pollen concentrations in the air: Spatial differentiation and
the effect of meteorological conditions. Atmospheric Environment, 182: 179-192. El
objetivo de este estudio fue el de estudiar la concentracién horaria del polen de dos
plantas en una gran ciudad. Con la ayuda de la estadistica circular determinan las
concentraciones de polen horarias, concluyendo que las horas de menor exposicién
son las de la mafiana (Fig. 11).

Figura 11. Concentracién diaria de polen en una de las localidades estudiadas. Se observa
como las mayores concentraciones de polen se producen en torno a las 12:00 y las 18:00
horas (modificado de Boryck y Kasprzyk, 2018).
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Medicina: Karoly, Ph.].; Goldenholz, D.M.; Freestone, D.R.; Mass, R.E.; Grayden,
D.B.; Theodore, W.T. y Cook, M.]. (2018). Circadian and circaseptan rhythms in human
epilepsy: a retrospective cohort study. Lancet Neurology, 17: 977-988. Estos autores
sefialan que la epilepsia se manifiesta de forma periédica y utilizan la estadistica
circular determinar patrones ciclicos en los brotes de la enfermedad (Fig. 12).

Figura 12. Histograma circular donde se representa en ciclo de temblores semanales
ocasionados por la epilepsia en los pacientes estudiados. Se comprueba cémo el viernes y el
domingo son los dias donde se producen mas temblores (modificado de Karoly et al., 2018).
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CAPITULO 2
LOS DATOS

2.1. INTRODUCCION

El hecho de que los datos circulares sean medidos en una escala cerrada y ciclica
hace que la mayoria de los estadisticos lineales mas comunes sean inapropiados para
tratar este tipo de datos. En la naturaleza existen muchos fenémenos que se pueden
expresar en forma de datos circulares, siendo los mas frecuentes los direccionales o
aquellos que determinan orientaciones. Para expresar una direccién en un plano po-
demos utilizar vectores unitarios o puntos sobre un circulo, como vimos en el capitulo
anterior, aunque hay otras dos formas muy utiles de representar las direcciones: como
angulos o como nimeros complejos, para lo cual serd necesario establecer un sistema de
coordenadas que nos permitan situar la posicién respecto a este sistema de referencia.

En este capitulo se describirdn los diferentes “modos” en los que podemos ex-
presar datos circulares, pero antes se hard un breve apunte sobre angulos, vectores
y las principales funciones trigonométricas, que ayudaran en la comprension de los
procedimientos matematicos empleados en estadistica circular.

2.1.1. El Angulo

La posicién de un punto P en un plano solo puede ser determinada por dos coor-
denadas: x e y. El sistema de coordenadas rectangulares o cartesianas con centro en O'y
dos ejes perpendiculares, X e Y, que pasan por O, es el que nos permite ubicar estos
puntos (Fig. 13A). No obstante, la localizacién de P también puede caracterizarse por
un angulo ¢. Vamos a introducir una linea ¢ (Fig. 13A) y asumiremos que, en principio,
coincide con el eje X en su parte positiva. Asumimos también que el eje X marca la
direccion cero y lo denominaremos eje polar. Ahora rotamos ¢ en el sentido contrario a
las agujas del reloj hasta P. A la magnitud de la rotacién es lo que llamamos dngulo,
en este caso el dngulo polar de P(¢) (Fig. 13B). Para determinar la posiciéon de P en el
plano combinamos el angulo ¢ con la distancia r, desde el origen hasta la posicién
de P. Ambos, ¢ y r,, conforman las coordenadas polares del punto P.

Cuando ¢ coincide por primera vez con Y en la zona positiva se forma un angulo
de 90°. Al continuar con la rotacion llegamos a la parte negativa de X, a la parte
negativa de Y y, de nuevo, a la parte positiva de X: se han formado dngulos de 180°,
270° y 360° y asi se podria continuar formando angulos de 450° 540° etc. Si rotamos
¢ en sentido de las agujas del reloj encontremos en primer lugar con Y en su parte
negativa, por tanto tenemos un angulo de -90° luego uno de -180°, etc. En definitiva,
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Figura 13. A) Para poder posicionar P en el plano necesitamos establecer un sistema
de coordenadas: x e y; B) Coordenadas polares, r, y ¢ y coordenadas rectangulares X e Y
del punto P. El angulo ¢ se genera al rotar ¢ en sentido contrario a las agujas del reloj.

los angulos pueden ser negativos o positivos dependiendo del sentido de rotacion.
En este sentido, se denomina azimut al dngulo usado para medir la direccién en el
plano horizontal, siempre que la direccién cero esté dirigida al norte y la rotacion se
haga en sentido de las agujas del reloj.

A veces es necesario cambiar la unidad en la que son medidos los dngulos para,
por ejemplo, hacer representaciones graficas o por facilitar los calculos. Imaginemos
que tenemos un circulo de radio 1 y centro en O (Fig. 14). Si, como en el caso an-
terior, rotamos ¢ desde el origen hasta P vemos como A y B definen los puntos de
interseccién de ¢ con el circulo unidad. Ahora podemos medir la longitud del arco
que une A con B (trazo rojo en la figura 14). Esta medida de longitud es lo que se
denomina radian. Un radian se define, por tanto, como el angulo central de una
circunferencia que abarca un arco de igual longitud que el radio de la misma. El
radidn, en definitiva, nos permite medir dngulos. Dado que la circunferencia de un
circulo de radio r es 2xr, el dngulo 2z radianes, o 6,28 radianes, equivalen a los 360°
de la circunferencia. Por tanto, los angulos pueden ser convertidos a radianes y los
radianes a dngulos, equivaliendo un radidn a 57,2958°.

Figura 14. El circulo unidad y la medida de un angulo expresada en radianes (linea roja).
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2.1.2. Vectores

Los vectores estan ligados a conceptos como velocidad y fuerza en los que no
solo es importante la direccién sino también la magnitud. Son muy utilizados en el
andlisis de las direcciones.

Si tenemos dos puntos, Q 'y P, la linea que une Q con P es un vector y se denota
por QP o por una letra en negrita, » (Fig. 15).

Figura 15. Representacion del vector v.

En estadistica circular los vectores son empleados para localizar puntos en el plano.
En tal caso la base del vector Q, coincide con el origen O del sistema de coordenadas,
de modo que el vector o) puede quedar definido por sus coordenadas rectangulares
(x, y) o por sus coordenadas polares (r,, ¢) (Fig. 16):

P=v=[}]=0,0)

Figura 16. Coordenadas cartesianas y polares del vector Q_P)
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La longitud r es denominada valor absoluto de v y se denota:
r = o

El vector cero es un caso especial, ya que no se puede asociar ningtin angulo
polar a este vector:

0-[0]-0.0; l0=0

En el analisis de datos direccionales es frecuente el uso de vectores unitarios, es
decir, vectores que tienen una longitud igual a 1. Los vectores unitarios determinan
puntos en el circulo unidad y, al contrario, cada punto del circulo unidad estd aso-
ciado a un vector unitario.

Una de las operaciones algebraicas mas utilizadas en estadistica circular es la suma
de vectores. Si tenemos dos vectores unitarios e; y e, la suma de los dos vectores se
estima del siguiente modo:

ol esl)]
X, +Xx,

“re =|:]/1 +Y

También es frecuente necesitar multiplicar un vector por un nimero real, k:

e-e[Z-[47]

Otro importante concepto relacionado con vectores es el de centro de masas. Ten-
gamos dos puntos con masa, M; y M, (M; > M,), localizados en el extremo de dos
vectores e; y e,. El centro de masas, C (Fig. 17), se sitta en la linea que une las dos
masas, estando mds préximo a la mayor de ellas. El vector, m, asociado al centro de
masas tiene la siguiente expresion:

1

m=7M1+M2 (M, -e,+M, -e,)

Este vector m se denomina vector medio y puede interpretarse como la media
aritmética de los vectores ¢; y e.
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Figura 17. Representacién de centro de masas (C) de dos puntos y el vector medio, .

Del mismo modo, el vector medio de n puntos de masa M;, M....... M, vendrd
dado por la expresion:

1

m_ZM,- (M, -e,+M,-e,+-+M, -e,)

Si designamos R a la longitud del vector resultante y r la longitud del vector medio, ten-
dremos que (Fig. 18):
Sel=R  |mi=r

Por tanto:

2| =

Figura 18. Suma de vectores unitarios para formar un poligono. El vector resultante (R)
es la suma de todos los vectores unitarios. Tras dividir este vector por el nimero
de vectores unitarios obtenemos el vector medio, m.
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2.2. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Partamos de un sistema de coordenadas rectangulares con x = y = 1. Ahora
introducimos una linea ¢ para generar un angulo ¢ (Fig. 19). Introducimos también
una circunferencia de radio » = 1 y un punto P, cuyas coordenadas polares (r,, ¢) son:
(1, ¢) y con coordenadas rectangulares (x, ).

Con estos antecedentes el coseno y el seno de ¢ son:

cos ¢ =Xx; sen ¢ =y

Figura 19. Definicién de las funciones trigonométricas seno y coseno de §.

Por tanto, el coseno y el seno de ¢ son funciones de ¢. Por otro lado, si el dominio
de ¢ lo constituyen todos los nimeros reales, x e y son funciones periddicas de ¢,
dado que cualquier nueva rotacién alrededor del circulo unitario genera los mismos
valores de x e y. El periodo es 360°.

Una tercera funcién trigonométrica utilizada en estadistica circular es la tangente:

sen ¢

tan ¢ =
¢ cos ¢

Conocida las funciones trigonométricas podemos convertir coordenadas polares
(r, ¢) en coordenadas rectangulares (x, y) y viceversa:

De coordenadas polares a rectangulares. Si r es la distancia polar tendremos que:
X =71"+c0S ¢ y=71"3sen ¢
De coordenadas rectangulares a polares:

r=(x+ y2)1/2
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Si:

tan ¢ = sen ¢
cos ¢

Entonces:
¢ = arctan (y/x) six>0

¢ = 180° + arctan (y/x) six <0
2.3. TIPOS DE DATOS

2.3.1. Angulos

Es la forma mas frecuente de representar datos circulares. El dngulo de un dato
circular oscila entre 0° y 360°. Los datos circulares no pueden sobrepasar, por tanto,
los 360° y en el caso de que esto ocurra deben ser reducidos a la escala 360°, restando
esta magnitud a la que sobrepase de la misma. Por ejemplo, 450° habria que reducirlos
hasta la escala de 360°, del siguiente modo: 450° — 360° = 90°. Los angulos negativos,
por ejemplo -10° también pueden ser convertidos en angulos positivos, solo hay que
restar a 360° el valor negativo. Por tanto -10° equivaldrian a 350°.

2.3.2. Radianes

Los datos también pueden expresarse en radianes, en un rango de entre 0 y 2u
radianes. Podemos convertir grados en radianes multiplicando por z/180°. Por ejemplo
45° equivaldrian a 45° - 3,141516/180° = 0,7853 radianes.

2.3.3. Datos axiales

Los datos que expresan direcciones pueden ser de dos tipos: uni o bidireccionales,
que son conocidos como datos vectoriales y datos axiales, respectivamente. Los datos
vectoriales quedan expresados por una linea direccionada, es decir, hay un sentido,
como ocurre, por ejemplo, al desplazarnos en el sentido de la marcha. Los datos
axiales vienen expresados por una linea en la que no se define una direccion como
ocurre, por ejemplo, con una fractura horizontal en el terreno, que puede tener una
direccién de 90 o 270 grados. En el caso de los datos axiales la escala varia entre 0°
y 180° debido a que los datos axiales se caracterizan por poseer direcciones opuestas
y equivalentes (Fig. 20). Si calculamos la media angular de los datos representado en
la figura 20 obtendriamos un valor no valido, por ello es necesario reducir reducir
el moédulo (escala) a 180° mediante la duplicacion de los dngulos, para asi obtener una
muetra circular unimodal que nos permita aplicar los procedimientos estadisticos que
consideremos oportunos.
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Ejercicio 1 (tomado de Mardia y Jupp, 2000). Tenemos una serie de angulos: 20°,
135°, 145°, 165°, 170° 200°, 300°, 325°, 335°, 350°, 350°, 350° y 355°, que son claramente

axiales (Fig. 20).

Figura 20. Representacion de datos axiales.

Para reducir estos datos al médulo 180° se procede al duplicado de los dngulos:

Angulo Angulo - 2
20° 40°
135° 270°
145° 290°
165° 330°
170° 340°
200° 400°
300° 600°
325° 650°
335° 670°
350° 700°
350° 700°
350° 700°
355° 710°

Vemos como a partir del sexto dato los angulos superan los 360° por lo que
debemos reducirlos al médulo 360° para lo cual a cada uno de ellos le restamos

360°:

L _
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Angulo Angulo - 2
20° 40°
135° 270°
145° 290°
165° 330°
170° 340°

200° 400° — 360° = 40°
300° 600° — 360° = 240°
325° 650° — 360° = 290°
335° 670° — 360° = 310°
350° 700° — 360° = 340°
350° 700° — 360° = 340°
350° 700° — 360° = 340°
355° 710° — 360° = 350°

Ahora se pueden aplicar los estadisticos circulares y comprobamos como la dis-
tribucién de los datos se ha convertido en unimodal (Fig. 21).

Figura 21. Angulos doblados. Como puede apreciarse el médulo queda reducido a 180°.

2.3.4. Direcciones

Son datos que se representan en funcién de la direccién que marca la brijula. Es
generalmente aceptado que 0° sefiale la direccién norte (N), el este (E) corresponderd
a 90° el sur (S) a 180° y el oeste (O) a 270° (Fig. 22). Este tipo de datos son muy
utilizados cuando se quieren expresar direcciones u orientaciones.

‘ PORTADA INDICE »



40 Jost Luis PErez BOTE

Figura 22. Representacién de datos direccionales.

2.3.5. Tiempo en horas

Son datos circulares que se expresan en forma de tiempo en una escala de 24 horas.
De este modo un dia queda dividido en 24 intervalos iguales de 1 hora, que equivale
a 15° (360°/24 = 15°), de manera que 1° de la circunferencia equivalen a 4 minutos.

En general podemos convertir X unidades de tiempo en una direccién angular
(a, en grados) empleando una escala circular con k unidades de tiempo:

360°-X
a=
k

Por ejemplo ;cudl es la medida en angulos de las 6:25 horas?

e 360°-X  360°-6,25horas
ok 24 horas

=93,75°

Ejercicio 2 (tomado de Batschelet, 1981). En la siguiente tabla se presentan las
horas en las que se producen los accidentes de trafico méas graves en una ciudad
durante varios dias:

00:56 12:08 17:24
03:08 13:28 18:08
04:52 14:16 18:16
07:16 16:20 18:56
08:08 16:44 19:32
10:00 17:04 20:52
11:24 17:20 22:08
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Utilizando el conversor y con la ayuda de Excel obtenemos la siguiente tabla:

Hora (en formato 360 - horas
Hora de(cin{;zl) = 24horas

0:56:00 0,56 8,4

3:08:00 3,08 46,2
4:52:00 4,52 67,8
7:16:00 7,16 107,4
8:08:00 8,08 121,2
10:00:00 10,00 150

11:24:00 11,24 168,6
12:08:00 12,08 181,2
13:28:00 13,28 199,2
14:16:00 14,16 212,4
16:20:00 16,20 243

16:44:00 16,44 246,6
17:04:00 17,20 258

17:20:00 17,20 258

17:24:00 17,24 258,6
18:08:00 18,08 271,2
18:16:00 18,16 272,4
18:56:00 18,56 278,4
19:32:00 19,32 289,8
20:52:00 20,52 307,8
22:08:00 22,08 331,2

Con estos datos podemos construir el grafico (Fig. 23):

Figura 23. Representacion de los datos del ejercicio 2. Se ha representado también el valor
medio, que constituye la denominada hora punta o acrofase, que representa el momento en
el que se producen mds incidencias.
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2.3.6. Dias de la semana

Segln el estandar internacional el primer dia de la semana es el lunes. Para ex-
presar los dias de la semana de forma angular se divide el circulo (360°) por 7, por
tanto cada dia suponen 25,7143°. Las semanas completas también se pueden expresar
en forma angular, considerando que el afio tiene 52 o 53 semanas. Cada semana
abarca 6,9231° del circulo unitario.

2.3.7. Meses

Igual que en el caso anterior, para expresar los meses de forma angular dividimos
360° entre 12 y obtenemos el valor que corresponderia a un mes, es decir, cada sector
tendrfa una amplitud de 30° (ver ejemplo Botanica capitulo 1).

2.3.8. Dias del ano

Como en casos anteriores para expresar un dia en forma angular basta con dividir
360° entre 365 dias, por lo que a cada dia le corresponden 0,9863°. El primer dia es
el 1 de enero y el ultimo el 31 de diciembre.

Podemos utilizar la férmula anterior para determinar la correspondencia de un dia
cualquiera del afio con su angulo. Por ejemplo ;Cudl es la correspondencia angular
del 14 de febrero?

L _360°-X _ 360°-dia 45 del afio
ok 365 dias

=44,38°

2.3.9. Datos agrupados

El agrupamiento de datos angulares ocurre cuando la circunferencia es subdividida
en arcos de igual longitud y en cada uno de esos sectores aparecen mas de un dato.
Por ejemplo, las direcciones mensuales del viento estimadas a diario. En cada sector,
que corresponden a cada mes, apareceran 30 o 31 medidas, siendo el nimero de arcos
de 12. El circulo, por tanto, quedaria dividido en 12 sectores que corresponderian a
los 12 meses del afo.

2.3.10. Datos apareados

Se generan datos apareados cuando sobre un mismo individuo se hace mas de
una estimacioén. Por ejemplo, si queremos determinar cudndo se producen los picos
de fiebre en los pacientes de una unidad hospitalaria. En este caso, a cada paciente
se la tomardn mas de una medida de temperatura al dia. Estos son datos apareados,
como se muestra en la siguiente tabla:
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Paciente Temperatura Temperatura Temperatura Temperatura
06:00 h 12:00 h 18:00 h 00:00 h
1 37,5 37,6 37,9 38,2
36,0 38,6 37,9 381
3 36,7 37,5 36,9 362

2.3.11. Datos empatados

Algunos test no paramétricos requieren que no existan datos empatados entre las
muestras que se van a analizar. Diremos que tenemos datos empatados cuando un
mismo valor se repite en las dos muestras. Para romper el empate podemos recolocar
los datos en el proceso de asignacion de rangos o modificar los valores, pero esto
puede generar alteraciones en los resultados.
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CAPITULO 3
ESTADISTICA DESCRIPTIVA

3.1. INTRODUCCION

La Estadistica Descriptiva nos permite ordenar, describir y sintetizar la informa-
cién recogida. En este proceso serd necesario establecer medidas cuantitativas que
reduzcan a un numero manejable de pardmetros el conjunto de datos obtenidos. La
realizacién de gréficos (visualizacién de los datos en diagramas) también forma parte
de la Estadistica Descriptiva dado que proporcionan una manera directa de organizar
la informacion. La finalidad de la Estadistica Descriptiva no es extraer conclusiones
generales sobre el fenémeno que ha producido los datos bajo estudio, sino solamente
su descripcién (Gorgas Garcia et al., 2011).

Entre las medidas caracteristicas de una distribucién destacan las llamadas medi-
das de centralizacién, que nos indicaran el valor promedio de los datos, o en torno a
qué valor se distribuyen estos. Las medidas de centralizacién reducen la informacion
recogida de la muestra a un solo valor. Sin embargo, dicho valor central, o medio,
serd mdas o menos representativo de los valores de la muestra dependiendo de la dis-
persion que las medidas individuales tengan respecto a dicho centro. Para analizar la
representatividad de las medidas de centralizacion se definen las llamadas medidas de
dispersion, que nos indicaran la variabilidad de los datos en torno a su valor promedio,
es decir si se encuentran poco o muy esparcidos en torno a su centro (Gorgas Garcia
et al., 2011). Finalmente, las medidas de forma nos dan una idea precisamente de la
forma que adquiere la distribucién de los datos, al medir el aplastamiento lateral y
vertical que pueden experimentar la distribucién de datos.

3.2. MEDIDAS DE CENTRALIZACION

3.2.1. Angulo medio

El angulo medio es una medida de tendencia central que indica la orientacién
preferida en una muestra de n datos angulares. Partamos de un sistema de coorde-
nadas rectangulares con ejes X e Yy centro en O, donde ¢; es uno de n angulos y e;
su vector unitario. Sabemos que las coordenadas rectangulares de ¢; son x; e y;. Por
la definicién de seno y coseno tendremos que:

Xi = C0s ¢; yi=sen ¢,
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Si denominamos i e 7 a la media de x; e y; (también es frecuente utilizar X e Y para
designar a la media) respectivamente se cumplira que:

X/ cos ¢,

— - Y'sen ¢.
-_ T
n n

A partir de estas coordenadas se obtiene la longitud del vector medio, r, que nos indica
el grado de concentracién de los datos sobre algin punto de la circunferencia (ver

mas adelante):
rx 4y

También podemos calcular el dngulo medio, ¢:
¢ = arctan (y/%), siy>0
¢ = 180° + arctan (ij/%), sig<0
De las ecuaciones anteriores se deduce que:
cos ¢ = xIt; sen ¢ = y/r

Ejercicio 3 (tomado de Batschelet, 1981). Vamos a calcular la longitud del vector
medio y el dngulo medio para una serie medidas angulares: 250°, 275° 285°, 285°,
290°, 290°, 295 °, 300°, 310°, 315° 320°, 330°, 330° y 5° que corresponden a la direccién
que toman 15 palomas.

En primer lugar realizaremos una representacion gréfica de los datos para tener
una idea de su distribucién. En este caso utilizaremos un diagrama circular y obser-
vamos c6mo tienen una orientaciéon hacia el noroeste (Fig. 24).

Figura 24. Direcciones que toman las 15 palomas del ejercicio 3.
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A continuacién lo que se debe hacer es calcular el coseno y el seno de cada an-
gulo, para ello utilizaremos las siguientes formulas de Excel: =cos(radianes(@angulo))
y =seno(radianes(@ngulo)). Obtendremos la siguiente tabla:

Angulo (4,) Coseno Seno Angulo (¢)) Coseno Seno
250° -0,3420 -0,9397 305° 0,5736 -0,8192
275° 0,0872 -0,9962 310° 0,6428 -0,7660
285° 0,2588 -0,9659 315° 0,7071 -0,7071
285° 0,2588 -0,9659 320° 0,7660 -0,6428
290° 0,3420 -0,9397 330° 0,8660 -0,5000
290° 0,3420 -0,9397 330° 0,8660 -0,5000
295° 0,4226 -0,9063 5° 0,9962 0,0872
300° 0,5000 -0,8660

A partir de aqui obtenemos:

S.cos ¢, =7,2872; Ysen ¢, =—11,3674

Por tanto:

2.1 cos ¢, _7,2872 _ 0,4858;
n 15 n 15

_ X sen @, _—11,3674 _ 07578

< |

X =

La longitud del vector medio es:

r=yx +y° =(0,4858)* +(-0,7578)* =0,9001

El dngulo medio es:
¢ = arctan (y/%) = arctan (-0,7578/0,4858)= -53,7°

Como ¢ es < 0 calculamos el dngulo equivalente a -53,3°, que es 360° — 53,7° =
302,7°. Por tanto:

¢ =302,7°

que representa la direcciéon media que toman las palomas (Fig. 25).

A menudo los datos circulares estan agrupados por frecuencias, de modo que las
medias se calculan a partir de la siguiente férmula:

;=2fi'cos¢i’_ ?=2fi'sen¢i

n n
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Figura 25. Direcciones de las 15 palomas del ejercicio 3 y su vector medio, r.

Ejercicio 4 (tomado de Batschelet, 1981). En la siguiente tabla se muestran las
direcciones que toman 100 moscas (se dispersaron por 12 sectores) y los calculos
necesarios para estimar r y el dngulo medio:

Angulo (¢) Frecuencia (f) Coseno Seno f - Coseno f - Seno
20° 15 0,9397 0,3420 14,0954 5,1303
50° 15 0,6428 0,7660 9,6418 11,4907
80° 13 0,1736 0,9848 2,2574 12,8025
110° 9 -0,3420 0,9397 -3,0782 8,4572
140° 5 -0,7660 0,6428 -3,8302 3,2139
170° 7 -0,9848 0,1736 -6,8937 1,2155
200° 5 -0,9397 -0,3420 -4,6985 -1,7101
230° 1 -0,6428 -0,7660 -0,6428 -0,7660
260° 2 -0,1736 -0,9848 -0,3473 -1,9696
290° 8 0,3420 -0,9397 2,7362 -7,5175
320° 7 0,7660 -0,6428 5,3623 -4,4995
350° 13 0,9848 -0,1736 12,8025 -2,2574

Graficamente tendriamos la siguiente representacién (Fig. 27):

Figura 26. Representacion de los datos del ejercicio 4.
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Entonces tendremos que:

=1

_Lficosd 27,4049 0o gZZfisen 9, _ 23,5899

=0,2358
n 100 n 100

La longitud del vector medio es:

r=yx +y =4(0,2740) +(0,2358)° = 0,3616

El angulo medio es:

¢ = arctan (y/x) = arctan (0,2358/0,2470)= 40,71°

Como ya vimos, el agrupamiento de datos angulares ocurre cuando la circun-
ferencia es subdividida en arcos de igual longitud y en cada uno de esos sectores
aparecen mas de un dato. Es frecuente que cuando los datos estan agrupados r tienda
a ser muy pequeno por lo que necesita ser corregido. La media angular no necesita
correccién. Veamos cédmo se realiza la correccién. Si llamamos k al nimero de arcos
de la circunferencia cada arco tendrd una longitud (1) que es igual a:

360°
k

A= 2z (radianes) o A = (grados)

El valor de r corregido (r) es igual a:
re=cr
siendo

. A2
seno A/2

Batschelet (1981) sefala que el agrupamiento de datos proporciona buenos resul-
tados para muestras unimodales y con un buen grado de simetria. Ademas, indica
que si el nimero de grupos excede de 12 la correccion tiene efectos minimos y puede
obviarse. Veamos un ejemplo.

En el ejercicio 4 obtuvimos que ¢ = 40,71 y k = 12, por tanto:

_360°
12

A =30°

De la siguiente tabla (Batschelet, 1981) obtenemos el valor de c:
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k A (grados) c

4 90 1,1107

5 72 1,0690

6 60 1,0472

8 45 1,0262

9 40 1,0206
10 36 1,0166
12 30 1,0115
15 24 1,0073
18 20 1,0051
20 18 1,0041
24 15 1,0029
30 12 1,0018
36 10 1,0013
40 9 1,0010
45 8 1,0008
60 6 1,0005

Vemos que a 30° le corresponde un valor de ¢ = 1,0115, por lo que:

r.=c-r=1,0115-0,3616 =0,3658

Efectivamente, se comprueba que la correccién es minima.

3.2.2. Media de los angulos medios

Si determinamos el dngulo medio para varios grupos de angulos obtendremos un
grupo de dngulos medios. Es decir, obtendremos el dngulo medio ¢ de k muestras
de datos circulares. En un momento dado puede interesar calcular la media de las
medias si, por ejemplo, tenemos varias muestras de datos angulares. El calculo se
realiza de forma similar a cuando solo tenemos una muestra, pero modificando las
coordenadas rectangulares que son:

X=Z§=1rj-cosq)j_ Y=Z§=1rj-sen¢j
k ' k
Ejercicio 5 (tomado de Zar, 1996). Supongamos que tenemos 7 poblaciones con
10 individuos cada una a los que se les ha determinado su direccién de dispersién
(¢) y la longitud del vector medio (r;). Para calcular el angulo medio de las medias
procedemos del siguiente modo:
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Poblacion (j) & 7 Xj =1, cos ¢ Y, =1 - sen ¢

1 160° 0,8954 -0,8414 0,3062
2 169° 0,7747 -0,7605 0,1478
3 117° 0,4696 -0,2132 0,4184
4 140° 0,8794 -0,6737 0,5653
5 186° 0,3922 -0,3901 -0,0410
6 134° 0,6952 -0,4829 0,5001
7 171° 0,3338 -0,3297 0,0522

Suma = -3,6914 1,9491

Entonces:

La longitud del vector medio es:

r=vX +Y =./(=0,5273)* +(0,2784)’ =0,5963

El angulo pedido es:
¢ = arctan (Y/X) = arctan (0,2784/-0,5273)= -27,83°

Como X < 0 calculamos 180° — 27,83° = 152,17° (Fig. 27).

Figura 27. Representacion de los datos del ejercicio 5.
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3.2.3. Mediana angular

Segun Batschelet (1981) la mediana es el angulo ($) que deja la mitad de los an-
gulos de una muestra a un lado y la otra mitad al otro lado (Fig. 28). Si n es impar la
mediana coincidira con un angulo de la muestra, si n es par la mediana se localizara
entre dos angulos.

Figura 28. Representacion de la mediana, Md.

En el caso del ejercicio 5 vemos que hay 15 datos en un rango de 205° a 365°. La
mediana es, por tanto ¢=300° que es el angulo que deja siete angulos a la derecha
y siete a la izquierda (Fig. 29).

Figura 29. Representacién de la mediana del ejercicio 5.
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La mediana es la principal medida de centralizacion ya que divida la muestra
en dos mitades, cada una de las cuales contiene el 50% de los datos. La mediana
también es el segundo cuartil (Q,) y, ademas, el percentil 50. Recordamos que los
cuartiles dividen la muestra, una vez ordenada, en cuatro partes iguales, mientras que
los percentiles dividen la muestra en 100 partes. Finalmente, el rango intercuartilico
es igual a Q; — Q.

Zar (1996) propone un estadistico para testar la simetria alrededor de la mediana,
que esta basado en el test no paramétrico de Wilcoxon (test pareado de Wilcoxon).
Veamos cémo se calcula este estadistico.

Ejercicio 6 (tomado de Zar, 1996). Tenemos una serie de dngulos: 97°, 104°, 121°,
159°, 164°, 172°, 195° y 213°, y queremos testar la siguiente hipoétesis:

Hy: la distribucién de datos es simétrica respecto a la mediana.

H,: la distribucién de datos no es simétrica respecto a la mediana.

Como 7 es par (8), la mediana es igual a:

. 159° + 164°
mediana = — =161,5°
Ahora construimos la siguiente tabla:

X; d; = Xi-mediana Rango de |d Rango de |d| con signo

97° -64,5° 8 -8
104° -57,5° 7 -7

21° -40,5° 5 -5
159° -2,5° 15 -1,5
164° 2,5° 15 15
172° 10,5° 3 3
195° 33,5° 4 4
213° 51,5° 6 6

Ahora calculamos la suma de los rangos positivos y negativos:
T.=15+3+4+6=145 T=8+7+5+15=215

Consultando las tablas para el test de Wilcoxon comprobamos que Tys s = 3. Con
este valor no podemos rechazar Hy, ya que ni T, ni T_ son menores que Ty 5,5 Por
tanto, la distribucién es simétrica respecto a la mediana.

3.2.4. Moda angular

La moda angular es el angulo que mas se repite en una muestra, pudiendo haber
mas de una. En el caso del ejercicio 3 hay tres modas: 285° 290° y 330° (estos tres
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angulos estan repetidos dos veces). En Biologia, por ejemplo, lo mas frecuente es
la mayoria de las muestras sean unimodales (tengan un sola moda), pero también
pueden ser bimodales, tri o polimodales. Un ejemplo tipico de distribucién bimodal
ocurre cuando a un grupo de animales se le ofrece la posibilidad de elegir entre
dos opciones: algunos elegiran una y otros la contraria. Si representamos las di-
recciones que siguen los animales observaremos dos “picos”, que corresponden a
las modas.

Uno de los casos mas frecuentes de distribuciéon bimodal en Biologia, por ejemplo,
son los denominados datos axiales, en los que aparece una “moda” y otra idéntica
en el sentido opuesto. Este tipo de muestras necesitan un tratamiento especial, como
veremos mas adelante.

3.2.5. Rango circular

El rango circular (w) es la longitud del menor arco que contiene todas las obser-
vaciones que hay en una muestra. Supongamos que tenemos una serie de angulos:
0, 6...0, y que 6, < 6,, ... <6, Entonces la longitud del arco entre observaciones
adyacentes es:

T=6,,-6,coni=123..n-1

por tanto:

i

T,=2r-6, -0,
Siendo el rango circular igual a:
w =2 —-max(T,...T,)

Ejercicio 7 (tomado de Mardia y Jupp, 2000). Tenemos los siguientes angulos
ordenados:

Angulo T
43° 2
45° 7
52° 9
61° 14
75° 13
88° 0
88° 191

279° 78
357° 98
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Estimamos ahora la longitud del arco entre observaciones adyacentes: T; = 45° —
43° =2°% T, =52°-45°=7° T, = 61° - 52° = 9°...... Ts = 279° — 88° = 191°, y com-
probamos que T maximo es Ts, con un valor de 191°, de manera que el rango an-
gular es:

w =27 —max(T, ...T,) =2-180° - 191° = 169°

Esto significa que en un arco de 169° se incluyen los 9 datos de nuestra muestra
(Fig. 30).

Figura 30. El arco delimitado en la zona superior de la linea azul constituye el rango
circular.

3.3. MEDIDAS DE DISPERSION

3.3.1. Longitud del vector medio como medida de concentraciéon

En muestras unimodales la longitud del vector medio (r) sirve como medida de
concentracion. Una de las propiedades de r es que varia directamente con la dispersion
de los datos: a mayor r mayor concentraciéon de datos y viceversa (Fig. 31).

Por tanto un valor de r = 1 implica que los datos estan concentrados alrededor
de un angulo en concreto y un valor de r = 0 implica que no hay concentraciéon de
los datos, aunque ello no siempre implique que estemos ante unos datos distribuidos
uniformemente (ver figura 48).
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Figura 31. La longitud del vector medio oscila entre 0 y 1, disminuyendo a medida que la
concentracién de puntos es menor.

3.3.2. Varianza angular y desviacién angular

Si en la seccién anterior se ha sefialado que r es una medida de la concentracion
de los datos angulares, entonces 1-r es una medida de dispersion. Este valor se utiliza
para el calculo de las principales medidas de dispersién angular, que son:

a) La varianza angular:
§=2-(1-r1)
La varianza circular por su parte tiene la siguiente expresion (Mardia y Jupp, 2000):

S*=(1-r)

‘ PORTADA INDICE »



INTRODUCCION A LA ESTADISTICA CIRCULAR 57

b) La desviacién angular media (Batschelet, 1981) es:

g= 1800 [2 . (1 _ r)]1/2

¢) Desviacion circular estandar:

D(8)==x., (w—|z—|o,-7])

3.3.3. Distancia angular

Zar (1996) define distancia angular como la distancia mas corta, en angulos, en-
tre dos puntos situados sobre un circulo. De este modo, la distancia angular entre
95° y 120° son 25°. Nos referiremos a la distancia angular entre los angulos o y a»
como d,_q,. Asi, dos-_120. La distancia angular es muy util cuando deseamos obtener,
por ejemplo, la dispersién de los datos respecto a una direccién determinada, como
sucede cuando queremos saber la desviacion de una serie de animales entrenados
para volver siguiendo una determinada direccién (homing).

Mardia y Jupp (2000) proponen que la distancia entre dos dngulos 6 y ¢ es
igual a:

1-cos(@-&)

De modo que un modo de medir la dispersiéon de una serie de angulos 6;, 6....... 0,
respecto a un angulo dado «a es:

D(a) = li{l —cos(6, - )}

i=1
3.3.4. Limites de confianza para la media
Los limites de confianza para la media (L, L,) pueden expresarse como:
6+d
Donde d varia en funcién de r. Para r < 0,9:

2n(2R* - ny; )

Donde ., = X0, =3,481. Se suele tomar a=0,05.
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Para r > 0,9:

2 (2 _ P2\, Xaaln
d=arcos[\/n (n R)e }

R
SiendoR=#n-r

Ejercicio 8 (tomado de Zar, 1996). Tenemos una muestra de 8 datos angulares en
la que: ¢ = 104°, r = 0,8791, por tanto:

R=n-r=8-087919 = 703352

2n(2R* —ny ) 2-8(2-(7,03352)° —8-3,481)
dn- i, 4-8-3,481

d = arcos = arcos =28°
R 7,03352

De modo que:

De modo que el intervalo de confianza al 95% es: 104° + 28°. Por consiguiente, L;
=76°y L, = 132°.

3.4. MEDIDAS DE FORMA

3.4.1. Asimetria

La asimetria mide el sesgo de la distribucién, es decir, si existe desplazamiento
de los datos hacia uno de los lados del valor medio. Se calcula mediante la siguiente
expresion:

~ T ‘sen(éz —25)
fr=—
(1 _ 7/_)3/2
Donde 7, es el la longitud del vector medio de la muestra una vez se han duplicado

los dngulos; 6, es el dngulo medio de la muestra con los dngulos duplicados y ry 6
son, respectivamente, los vectores medio y el dngulo medio de la muestra original.

3.4.2. Curtosis

La curtosis expresa el grado de aplastamiento de una distribucion simétrica res-
pecto al que corresponderia a una distribucién normal. La curtosis tiene la siguiente
expresion:

1, -cos(éz - 25) -r

=y
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3.5. REPRESENTACION DE LOS DATOS

3.5.1. Introduccién

En Estadistica es muy recomendable realizar una representacién grafica de los
datos que conforman una muestra antes de realizar cualquier tratamiento estadistico.
Las ventajas que ofrece una representacion grafica son varias:

1. Nos da una idea inicial sobre algunas caracteristicas importantes de la muestra.
Por ejemplo, si sigue una distribucién uniforme, se ajusta a una distribucién de
von Mises o es polimodal.

2. Nos sugiere un modelo al cual se pueden ajustar nuestros datos.

3. Permite detectar valores anémalos.

Una idea intuitiva de una distribucion circular es un grafico circular. También
es frecuente emplear graficos lineales, pero este tipo de representaciones tiene el
inconveniente de que el punto de inicio es arbitrario y ello puede generar confusioén
(Fig. 32).

Figura 32. Tres gréficos lineales de la misma distribucién. La distribuciéon es unimodal,
con moda en 200° (o de forma equivalente -160°). Los puntos de inicio de los graficos
son 0° (superior), -180° (centro) y -90° (inferior).
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Disponemos de varias opciones para representar los datos, pudiendo elegir la
que mas nos interese en funcion de la naturaleza de los datos que deseamos re-
presentar.

3.5.2. Gréficos de distribucion

Este tipo de grafico nos permite determinar si nuestros datos se ajustan a una
determinada distribucién. El fundamento es sencillo: cada dato es representado frente
al valor esperado bajo una distribucién teérica dada (uniforme o von Mises). Si los
datos proceden de una distribucién dada deben aparecer alineados en una linea de
45°, que representan los valores tedricos. La desviacion de los puntos respecto de esta
linea supondria que los datos observados no se ajustarian a la distribucién elegida.
En la figura 33 se representa la orientacién de los nidos de un insecto y deseamos
saber si los datos se ajustan a una distribucion de von Mises, que representa la distri-
bucién “normal” en estadistica circular. Como se puede apreciar hay un buen ajuste
de los datos a la linea de 45° sugiriendo que los nidos se ajustan a una distribucion
de von Mises.

Figura 33. Grafico de distribucién de nidos de insectos.

En la figura 34 podemos comprobar como, por el contrario, la orientacién de los
nidos de insectos no se ajustan a una distribucion uniforme (los puntos no se alinean
con la linea de referencia).
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Figura 34. Gréfico de distribucién de nidos de insectos (realizado con Oriana).

El grafico Q-Q nos permite comparar la distribucién de dos muestras. Si poseen
distribuciones similares los puntos estaran préximos a la linea de referencia de 45°.
En la figura 35 comparamos la orientacién de nidos de insectos en dos afios conse-
cutivos. Podemos comprobar que los puntos se ajustan a la linea de referencia, por
lo que se concluye que las dos muestras tienen distribuciones similares.

Figura 35. Grafico Q-Q para datos de distribucién de nidos de insectos en dos afios
consecutivos. Se comprueba que en los dos afios los datos tienen distribuciones similares.
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3.5.3. Grafico de dispersion

Como sucede en estadistica lineal este grafico permite representar puntos (Fig. 36).
En este caso se han representado la direccion del viento (en radianes) en Olivenza
(Badajoz) durante 150 dias.

Figura 36. Direccién del viento en Olivenza (Badajoz).

Se puede comprobar como los datos se concentran en torno a los 3-5 radianes,
que corresponden a una direccion este. A pesar de ser muy ilustrativos, este tipo de
graficos no es una buena opcioén para para resumir los datos, ya que no refleja la
periodicidad de los mismos, un aspecto muy importante en estadistica circular para
determinados tipos de datos.

3.5.4. Histogramas lineales

Se construyen considerando los datos como si fuesen lineales y no angulares,
por lo que se grafican en un sistema de dos ejes (x, y) (Fig. 37). El punto de partida
es 0° si utilizamos una escala de 0° a 360° o 180° si utilizamos una escala de -180°
a +180°. A continuacién elegimos un intervalo para el agrupamiento (5° 10° 15°)
y procedemos de igual manera que en los histogramas lineales. Se pueden realizar
en Excel.

Cuando generamos un histograma lineal de datos circulares lo que en realidad
hacemos es “cortar” el circulo en un punto determinado y asociar los extremos con
dos puntos del histograma lineal. La interpretacién del histograma, en este caso, se ve
dificultada porque perdemos la periodicidad de los datos. Ademas, la “zona de corte”
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Figura 37. Histograma lineal de datos circulares. En el eje de abscisas se representan
intervalos de angulos.

sobre el circulo también puede generar problemas. Pewsey et al. (2013) ilustran este
caso de forma muy elegante. Los dos histogramas de la figura 38 representan 310
direcciones de viento sobre un mismo lugar, pero los puntos de “corte” son diferen-
tes. Del grafico de la izquierda podriamos deducir que existen dos modas, mientras
que en el de la derecha solo se apreciaria una moda, por tanto, es muy importante
precisar bien el punto de corte para no obtener conclusiones erréneas. En el caso que
nos ocupa la opcién correcta es la que refleja el segundo histograma.

Figura 38. Dos histogramas realizados con los mismos datos pero con diferentes puntos
de corte.

Para evitar los errores derivados de la eleccion del punto de corte muchos autores
recomiendan duplicar el histograma (Fig. 39), pero esto puede generar confusién si
no se advierte que el histograma ha sido duplicado.

‘ PORTADA (X] INDICE »



64 Jost Luis PErez BOTE

Figura 39. Histograma duplicado. Se comprueba cémo, efectivamente,
solo hay una moda.

3.5.5. Grafico de datos originales

Es la forma mas sencilla de presentar los datos. Los datos son representados
mediante circulos, tridngulos o lineas que muestren la orientaciéon de los mismos
(desde el origen hasta el dato angular) (Fig. 40). Estos diagramas pueden realizarse
sin necesidad de utilizar programas informaticos complejos. Una forma sencilla de
realizarlos es utilizando powerpoint.

Figura 40. Representacion de datos circulares por puntos y por radios.

Este tipo de graficos nos permite tener una primera impresion sobre la distribu-
cién de los datos. En muestras grandes cada punto puede representar mas de una
observacion. Se puede elegir entre varias opciones para realizarlos (Fig. 41).

Otra forma de representar los datos es la que se presenta en la figura 42. A la
izquierda podemos ver un diagrama circular en la que el radio del circulo repre-
senta el mayor nimero de unidades de actividad. Podemos suponer, por ejemplo,
que una serie de animales toman una direccién dada, siendo 47 el mayor grupo que
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sigue una determinada direcciéon (izquierda). A la derecha se representa la misma
informaciéon que a la izquierda, pero en forma de poligono relleno.

Figura 41. Grafico de datos originales con origen en el centro.

Figura 42. Dos graficos circulares para representar direcciones. En ambos casos el radio
del circulo lo determina el grupo de mayor actividad.

3.5.6. Histogramas circulares (o angulares)

Se construyen con barras paralelas que muestran el nimero de observaciones
dentro de cada clase (Fig. 43). Cada barra de un histograma circular esta centrada
en el punto medio del correspondiente grupo de dngulos y su area es proporcional
a la frecuencia de cada grupo. La anchura de las barras representa un intervalo de
grados y deben definirse al principio, por ejemplo 10° 20°, etc. Para construirlos es
necesario utilizar programas especificos (R, Oriana, PAST, etc.).
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Figura 43. Histograma circular. Cada barra representan 20°.

3.5.7. Diagramas de rosa

Basicamente es un histograma circular en el que las barras han sido sustituidas
por sectores (Fig. 44). Cada seccion del histograma, que en este caso tienen forma de
cufia, muestra el nimero de observaciones que aparecen dentro de ese rango. El drea
de cada sector es proporcional a la frecuencia del grupo correspondiente, mientras
que el radio del sector es proporcional a la raiz cuadrada de la frecuencia relativa de
cada grupo. Para construirlos es necesario utilizar programas especificos (R, Oriana,
PAST, etc.). Es importante destacar que la eleccion del niimero de segmentos es crucial
para una buena interpretacion del diagrama de rosas. Como regla general podemos
sefalar que la raiz cuadrada del tamafio de la muestra es el mejor indicador para
elegir el nimero de segmentos.

Figura 44. Diagrama de rosa
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3.5.8. Densidad de Kernel

La densidad de Kernel es una forma cada vez més popular de representar gra-
ficamente datos circulares. La densidad de Kernel es, en definitiva, una estimacion
no paramétrica de la densidad muestral, determinando la influencia de cada punto
es su entorno proximo. Segun Fisher (1993) el estimador de Kernel se ajusta a la
siguiente expresion:

o=z

Siendo n el tamafio poblacional, i la ventana o banda, que representa el area de
influencia que se pretende dar a cada valor de la muestra y k el parametro de Kernel
(es una funcién). Su eleccion se suele hacer depender de la dispersion de los valores:
la desviacion estandar en caso de datos lineales o el factor de concentracién (k) para
datos circulares. Uno de los principales problemas a la hora de estimar la densi-
dad de Kernel con datos circulares es, precisamente, establecer al ancho de banda,
es decir, el area de influencia que damos a cada observacion. Queda lejos del objetivo
de esta obra explicar los procedimientos de seleccién del ancho de banda por lo que
se recomienda consultar a Oliveira et al. (2012) para profundiza en este tema. De
igual modo la estima de la densidad de Kernel requiera de programas informaticos
especializados (R, PAST, etc.).

En la figura 45 se muestra un grafico circular en la que se refleja la densidad de
Kernel (trazo negro). Como se puede apreciar donde los puntos estdn mas concen-
trados suele formarse un “pico” mayor.

Figura 45. Densidad de Kernel (linea continua).
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3.5.9. Diagramas de tallo y hoja

Basicamente se trata de un histograma de facil construccién, donde cada tallo
corresponderia a cada intervalo (por ejemplo 10°) y las hojas a cada uno de los datos.
Se construyen de forma lineal y luego se “pega” a una circunferencia. Se pueden
realizar en Excel y luego “ajustarlo” a una circunferencia en powerpoint. De la fi-
gura 46 podemos deducir, por ejemplo, que en el intervalo de 30° hay cuatro datos:
30° 34° 34° y 38°. De igual modo en el intervalo de 110° hay dos datos: un valor de
113° y otro de 118°.

Figura 46. Diagrama de tallos y hojas de 100 datos angulares.

3.6. DISTRIBUCIONES CIRCULARES

3.6.1. Introduccién

En estadistica circular, al igual que ocurren en estadistica lineal, es complicado
trabajar con grandes cantidades de datos. Por ello, antes de nada, debemos establecer
algin sistema que nos permita organizarlos u ordenarlos de algiin modo. Lo maés
bésico suele ser ordenarlos y plasmarlos en una tabla de recuento. Basicamente con
este proceso lo que obtenemos es su distribucion de frecuencias. Por tanto las distri-
buciones nos dan una idea de cémo se van a comportar nuestros datos o, por decirlo
de otro modo, la “forma” que tendran si hacemos una representacién de los mismos:
en forma de linea recta, en forma de campana, etc.

A modo de introduccién podemos decir que en estadistica circular vamos a
encontrar dos tipos de distribuciones basicas: la uniforme y la de von Mises. Una
distribucion uniforme seria aquella en la que los datos se distribuyen de forma mas
o menos equidistante a lo largo del circulo, como lo hacen los radios de la rueda
de una bicicleta, por ejemplo. La distribucién de von Mises, por el contrario, tiene
forma acampanada siendo muy similar a la distribuciéon normal que conocemos en
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estadistica lineal, es decir, los datos suelen estar concentrados en algin punto de la
circunferencia. Muchos autores consideran a la distribucién de von Mises como la
“distribucién normal” de la estadistica circular, de ahi su importancia. Esto supone
que los datos estan “orientados” hacia algin lugar o se concentran hacia un deter-
minado punto. La pregunta que deberiamos plantearnos ahora es porque los datos
se concentran hacia un punto determinado o que causa provoca la concentracion.
Explicaremos esto con un sencillo experimento. En la figura 47A hemos representado
la orientacién que adquieren 12 ramas de un arbol de una determinada especie que
crece a nivel del mar, y en la figura 47B se representa el crecimiento de 15 ramas del
mismo arbol desarrollandose a 3000 m de altitud en la costa norte (se ha marcado
la direccién de los vientos predominantes en la zona).

Figura 47. Distribucién uniforme (A) y “orientada” (B).

En el primer caso podemos concluir que las ramas se distribuyen de forma maés
o menos uniforme alrededor del tronco, mientras que en el segundo cado se deduce
que hay mayor nimero de ramas creciendo hacia el sureste: hay direccionalidad. El
paso siguiente seria explicar a que se debe esa direccionalidad ;a la direccion del
viento?, ;a la fuerza del viento?, ;a ambos?

Una distribucién circular es una distribucién de probabilidad en la que la probab-
ilidad total esta concentrada en una circunferencia de radio 1. Dado que cada punto
de la circunferencia representa una direccién, la distribucién circular es una forma de
asignar probabilidades a las diferentes direcciones o definir una distribucién direc-
cional. El rango de una variable circular aleatoria, medido en radianes, queda com-
prendido, por tanto, entre [0, 2z] o [-z, z].

Ya se ha visto que existen varias formas de representar los datos circulares. Sin
embrago, una forma de especificar una distribucién en el circulo unidad es por medio
de su funcién de distribucién y por su funcién de densidad de probabilidad. La fun-
cién de densidad de probabilidad es una funcién que permite determinar la proba-
bilidad de que una variable aleatoria continua tome una valor entre cierto intervalo.
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Asi, para el caso de una variable circular continua la funcién de probabilidad de
densidad f (6) cumple los siguientes requisitos:

(@) fl6) = 0. Es siempre positiva.

.. 2

(i) jo f(6)do=1

(iii) fl6) = fl@+k-2x) para cualquier valor de k, por tanto, f es periddica.

La funcién de distribucién F(0) correspondiente a f(6) puede definirse sobre cual-
quier intervalo (6,—6,) de la siguiente manera:

F(ez)_F(ei):j

0,

6,

£(6)d(6)

En la mayoria de los casos utilizaremos distribuciones que se inician en un punto
convenido como 0° (o — 180°) y definir F(6) del siguiente modo:

F(0)=[" () d(6)

Cumpliéndose que: FQ2x)=1.

La funcién de distribucién se utiliza para estimar los momentos trigonométricos,
tales como la direccién media, la varianza circular o los cuartiles, que ya han sido
descritos.

En estadistica lineal conocemos una serie de distribuciones cuyo rango puede ser
finito (distribucién binomial) o infinito (distribucién normal, Poisson). Las distribu-
ciones circulares son siempre finitas y continuas. A la hora de representarlas se suele
utilizar representaciones lineales o circulares.

Vimos en el capitulo anterior algunos conceptos bdsicos sobre vectores, que
recordaremos ahora para introducir las distribuciones circulares. Vamos a vol-
ver a expresar los momentos circulares pero, en este caso, utilizaremos la nomen-
clatura que podremos encontrar en la mayoria de los textos abordan la estadistica
circular.

Sabemos que el mejor modo de obtener la direcciéon media de una serie de di-
recciones es tratar los datos como vectores unitarios. Supongamos que tenemos una
muestra de n datos 6., 0,, 0O;...... 0... Entonces:

C=Ycos6,5=) sen 6, R*>=C*+5", (R=0)

i=1 i=1

La direccién media del vector resultante, 8 de 6., 8,, 6...... 6, viene dada por:

cos 0=—; sen 6 =

=l
=0

‘ PORTADA (X] INDICE »



INTRODUCCION A LA ESTADISTICA CIRCULAR 71

O

arctan%, si$>0,C>0

N
Il

S .
arctanE+ w,siC>0

arctan%+2n, siC>0,S>0

Donde @ es la direccion media. R es la longitud del vector resultante y oscila entre 0
y n. La longitud resultante media, R (también es frecuente que se designe con la letra
griega rho, p), se calcula del siguiente modo:
= R
R=—
n
y oscila entre 0y 1. R=1 significa que todos los puntos coinciden, pero R=0 no implica
que exista una distribucién uniforme, como ocurre en la figura 48.

Figura 48. DPara esta serie de datos la longitud resultante media toma un valor de cero,
pero como se puede observar la distribucién no es uniforme, por eso este parametro no es
un buen estimador para expresar la concentracién o falta de concentracion de los datos.

La varianza circular (V) se ajusta a la expresion:
V=1-R

Aligual que ocurre en la estadistica lineal, un elevado valor de la varianza circular
implica una elevada concentracion de los datos, sin embargo y, a diferencia de los
que ocurre en estadistica lineal, en estadistica circular se cumple que 0 < V' <1 Al
igual que ocurre con R, un valor de V = 0 no implica necesariamente una distribucién
dispersada al maximo.
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La desviacion circular estandar (v) se define como:

—\1/2

v={-2log(1-V)}"* =(-2l0gR) ", €[0,e]
La dispersion circular se ajusta a la siguiente expresion:

. (1-R)
2R’

Donde R, es la longitud resultante media de los dngulos doblados.

Finalmente la asimetria (§) y la curtosis (k) adoptan las siguientes expresiones:

. Fzsen(éz —25)
S=———————F7 ——
(1 _1—2)3/2

1_22(:03(52 - 21_2) -r

k- (1-RY

3.6.2. Distribucién uniforme

Una distribucién circular uniforme es aquella en la que todos los valores tienen la
misma probabilidad de ser elegidos, o lo que es lo mismo, ningin sector del circulo
es preferido sobre otros. La distribucién de probabilidad sobre un circulo con estas
propiedades es lo que se denomina distribucién circular uniforme o, simplemente,
distribucion uniforme. En esta distribucion no existe una direcciéon media y r = 0
(Fig. 49). Es el modelo méas basico de distribucién sobre el circulo y a menudo es
utilizada como modelo nulo.

Figura 49. Puntos distribuidos uniformemente en el circulo.
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La funcién de densidad para esta distribucion es (Fig. 50):
FO)=-—, 0<0<21
2’ T
Integrando obtenemos su funcién de distribucion:

Foy=2, 0<o<2n
2r

Momentos:
Direccién media: u, indefinida.
Longitud resultante media, R = 0.

Dispersion circular, d = eo.

Figura 50. Funcién de densidad de la distribucién uniforme.

3.6.3. Distribucién de von Mises

La distribucién de von Mises equivaldria, en estadistica lineal, a la distribucién
normal por eso es tan importante en estadistica circular. Se trata de una distribu-
cién unimodal y simétrica con funcién de probabilidad:

1
2nl,(x)

(K cos(p—6;)]

flp)= exp

Con:

_ 1 2 K cos@
IO(K)—EL e~ dg
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Donde « es el pardmetro de concentracion y 6; el dngulo promedio. La funcién alcanza
su valor maximo cuando ¢ = 6, por tanto ¢, es la moda.

Como ya se ha sefalado esta distribucién es unimodal y simétrica con respecto a
8 = p (Fig. 51). La moda se encuentra en 6 = py la antimoda en 6 = pp + n. El cociente
entre el valor de la densidad en la moda y el valor de la densidad en la antimoda
es e, asi que cuanto mayor sea el valor de x, mayor serd la concentracién alrededor
de la moda.

Figura 51. Distribucién de von Mises.

Para ¥ = 0 la distribucién de von Mises degenera en una distribucién uniforme.
Cuanto mayor sea x mayor concentracion de datos hay alrededor del angulo medio
(Fig. 52).

El calculo del parametro de concentracién resulta normalmente complicado, por
ello se han propuesto varias aproximaciones para poder estimarlo:

R<0,53 Kz21_2+§3+%§5

0,53<R<0,85 K:—a4+139E+fA§

1
" 2(1-R)+(1-R)’—(1-R)’

R>0,85 «

1
" 2(1-R)
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Figura 52. Distribuciones de von Mises con distintos parametros de concentracién.

En la practica, podemos encontrar la distribucién de von Mises que se ajusta a
nuestros datos. En proceso no es complicado, ya que basta con una hoja de calculo
para poder completarlo. Vamos a encontrar la distribucién de von Mises que corres-
ponde a una muestra.

Ejercicio 9 (tomado de Batschelet, 1981). Partimos de una muestra (n = 714) de
direcciones angulares que corresponden a las que siguen 714 aves.

Sabemos que la funcién de densidad de la distribucién de von Mises es igual a:

1
2xl, (k)

[xcos(p-6,)]

exp

flo)=

Siendo 6, el dngulo promedio de la poblacién. Con los datos de la muestra calculamos:

x =0,5021; y=0,5125;
r=0,7176; ¢ =45,6%

Asumimos que:

¢ =6, =45,6°
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Calcularemos ahora el valor de &, para lo cual utilizaremos la tabla L (Anexo I), donde
comprobamos que para un valor de r = 0,7176 y n = 714 obtenemos (por aproximacion)
un valor de & = 2,129. Con estos datos tenemos que:

1
Q

[ cos(p-67)] _

2ml (k)

27, (k)

1

[2,129cos(p—45,6°)]

Ahora calcularemos el valor de I, () a partir de la siguiente tabla (Batschelet, 1981):

Asi:

Por tanto:

K Io(x)
0,0 1,00000
0,1 1,00250
0,2 1,01003
0,3 1,02263
0,4 1,04040
0,5 1,06348
0,6 1,09204
0,7 1,12630
0,8 1,16652
0,9 1,21299
1,0 1,26607
15 1,64672
2,0 2,27959
2,5 3,28984
3,0 4,88079
3,5 7,37820
4,0 11,30192
4,5 17,48117
5,0 27,23987

I () = 2,42

((p) — 0, 065 exp[2,129c05((p745,6°)]

Ahora en una hoja de célculo dando valores a ¢ obtenemos el siguiente grafico:

L _
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Como se puede apreciar la curva se ajusta perfectamente a una distribucién de
von Mises. Podemos afirmar, por tanto que los datos de nuestro ejemplo se ajustan a
una distribucién de von Mises, o lo que es lo mismo, nuestra muestra se ha obtenido
de una poblacién que se ajusta al modelo de von Mises (normal).

3.6.4. Distribucién cardioide

Se trata de una funcién simétrica cuya funcién de distribucion es:

f(9)=2i{1+2ﬁcos(e—u}, 0<0<2m, 0<R<1/2
T

Siendo su funcién de distribucién:

F(8) = Bsen(@ —Ww+06/2x, 0<6<2x
b1

Momentos:

Direccién media: u
Longitud resultante media, R < 1/2

. N 1
Dispersién circular, 6 =—

La distribucién es simétrica y unimodal en p (si R> 0). Si R= 0 la distribucién se
reduce a la distribuciéon uniforme.
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3.6.5. Distribucién wrapped

Dada una distribucién en la recta real, es posible envolveria alrededor de la circun-
ferencia del circulo de radio uno. Si X es una variable aleatoria en la linea, la variable
aleatoria correspondiente X, de la distribuciéon wrapped viene dada por:

X, =X(mod 2m)

Si el circulo es identificado con el conjunto de nimeros complejos de médulo 1,
entonces la funcién que envuelve se puede escribir como:
X —e™
Si X tiene funcion de distribucién F, la funcién de distribucion F,, de X, viene
dada por:

F,(0)= Y [F@+2m k)-FQr k)], 0<6<2r

K=—00

En particular, si la variable aleatoria X tiene funcién de densidad f, la correspon-
diente funcién de densidad f,, de X, es:

f.0)= 3 [f(6+2m k)]
3.6.6. Distribucién wrapped normal

La distribucién wrapped normal WN(x, R) se obtiene envolviendo en el circulo una
distribucion N(u, ¢%), donde:

o® = -2log R
Es decir:

R=e""

Resulta entonces, que la funcién de densidad de una distribucién WN(u, R) es:

—(8—;1+27nc)2

_ 1 <& :
O;uR)=——= > e %
0. GuR=—1=3

k=—oo
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CAPITULO 4
INFERENCIA ESTADISTICA

41. INTRODUCCION

La Inferencia Estadistica se ocupa de estudiar los métodos necesarios para extraer,
o inferir, conclusiones validas e informacién sobre una poblacién a partir del estudio
experimental de una muestra de dicha poblacién. Los métodos utilizados en la Infe-
rencia Estadistica dependen de la informacion previa que se tenga de la poblaciéon a
estudiar. Cuando se conoce la forma de la distribucién de probabilidad que sigue la
variable aleatoria a estudiar en la poblacién, el problema consiste en determinar los
diferentes pardmetros de dicha distribucién (ej. media y varianza para la distribucion
normal). Para ello se utilizan los métodos paramétricos, consistentes en procedimientos
6ptimos para encontrar dichos parametros. Cuando la distribucién de la poblacion
es desconocida, el problema principal es encontrar la forma y caracteristicas de la
distribucion, lo cual se hace mediante los llamados métodos no paramétricos (Gorgas
Garcia et al., 2011). En este capitulo nos limitaremos a estudiar los principales métodos
de inferencia en estadistica circular.

Antes de continuar recordaremos algunos conceptos ttiles para este tema. Defi-
niremos poblaciéon como el conjunto de individuos sobre el cual estamos interesados
en extraer conclusiones. Una muestra, por tanto, es un subconjunto de la poblacion
al que tenemos acceso y sobre el que realizamos las observaciones. Un pardmetro es
la cantidad numérica calculada sobre la poblacién, mientras que un estadistico es una
cantidad numérica calculada sobre la muestra. Cuando un estadistico conduce a un
valor aproximado de un parametro se denomina estimador del parametro:

Estadistico (muestra) Pardmetro (poblacion)
Vector medio m 1
Longitud del vector medio r P
Angulo medio ¢ 6,

4.2. UNA MUESTRA

En la figura 53 se representa la direcciéon que tomaron 9 tortugas bobas cuando
emergieron de la arena en la playa que su madre deposit6 los huevos. La pregunta que
podriamos plantearlos a partir de estas observaciones es la siguiente ;se dispersaron
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las tortugas bobas de forma uniforme o, por el contrario, siguieron una direccién de-
terminada?, y ;la poblacion de la que procede la muestra, sigue también una direccion
determinada o no? A simple vista no podemos tomar una decisién exacta sobre la
situacion que se presenta: necesitamos aplicar un test estadistico para poder llegar a
una conclusion significativa. Veremos a continuacién varios test que nos permitiran
determinar si una serie de datos (una muestra) se distribuye uniformemente alre-
dedor del circulo o, por el contrario, muestran direccionalidad (test de uniformidad).
También nos puede interesar determinar si una muestra se ajusta a una determinada
distribucién. Para ello aplicaremos los denominados test de bondad del ajuste.

Figura 53. Direccién que toman las 9 tortugas tras emerger de la arena.

Todo test estadistico requiere un nivel de significacién, que proporciona una idea
de cudl es la fortaleza de los datos para contradecir la hipétesis nula que establezca-
mos. Normalmente es predefinido, siendo el mds frecuente a = 0,05. Como norma,
los cientificos también desean conocer el menor nivel de significancia que permite
rechazar la hipétesis nula (H,), el familiar valor de P (o p). Hay que tener cuidado de
no confundir a con P. El valor de a es predeterminado, es decir, es un valor fijado
antes de realizar los experimentos, mientras que P es determinado por la muestra.
En todos los casos la hipétesis nula, Hy, es rechazada si P <a (0 p <a). SiP > a
(0 p > @) concluimos que no existe evidencia de que H, sea falsa.

Llegados a este punto, por tanto, tendremos una muestra a la que habremos esti-
mados sus estadisticos descriptivos y de la que deseamos saber si sigue una direccién
determinada o si se ajusta a cierto tipos de distribucién. Para ello podemos aplicar
los siguientes test, considerando que unos son paramétricos y otros no. Ademads, para
poder aplicarlos debemos considerar si los datos se ajustan a los criterios que exige
el test para poder ser aplicado.

4.2.1. Test de Rayleigh

Datos. Una muestra de n valores angulares ¢, ¢,...4,, que representan direcciones
en un plano, tiempo o un fenémeno ciclico.
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Propésito. Determinar si la poblacién de la que se ha obtenido la muestra se
distribuye uniformemente o, por el contrario, hay direccionalidad en los datos.

Consideraciones sobre los datos:

a) La muestra debe ser unimodal.
b) Si los datos son axiales, deben doblarse.
¢) Silos datos estan agrupados deben corregirse (por la agrupacion).

Ecuaciones. La longitud del vector medio, r, proporciona informacién sobre si la
muestra se distribuye uniformemente o, si por el contrario, no lo hace. Si r es muy
pequefio los datos estan poco concentrados, eso significa que estan distribuidos uni-
formemente. Por el contrario, si r es muy elevado los datos estan concentrados con
lo cual hay direccionalidad.

Los estadisticos utilizados son: la R de Rayleigh denotada por R o R:
R=n-r
y z, que es utilizado para testar la hipdtesis nula:
z=R/n o z=mn-r
Hipétesis nula:

H,: Los datos estan uniformemente distribuidos.

Que los datos se distribuyan de forma uniforme implica que no existe una “direc-
cién media”. Algunos autores (Zar, 1996), para reflejar que no existe direcciéon media,
utilizan otra notacién:

Hy: p =0 (es decir, la muestra estd uniformemente distribuida alrededor del circulo).
Ha: p = 0 (es decir, la muestra no estd uniformemente distribuida alrededor del
circulo).

Regla de decision:

Si el valor critico de z obtenido en la tabla A (Anexo I) es menor que el nivel de
significancia elegido, a (P < a) la hipétesis nula se rechaza. En este caso la longitud
del vector medio difiere significativamente de 0. Si P > « los datos se distribuyen
uniformemente.

Ejercicio 10 (tomado de Zar, 1996). Se han observado ocho arboles inclinados en
las siguientes direcciones: 45° 55° 81°, 96° 110° 117° 132° y 154°. Queremos testar
la siguiente hipétesis:

Hy: p = 0 (las inclinaciones de los arboles se distribuyen uniformemente a lo largo
del circulo).

Hy: p = 0 (las inclinaciones de los arboles NO se distribuyen uniformemente a lo
largo del circulo).
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Primero podemos hacer una representacion grafica para tener una primera apro-
ximacion de la distribuciéon que siguen los datos (Fig. 54).

Figura 54. Representacién de los datos del ejercicio 10. Parece que hay cierta direccionalidad.

Ahora podemos proceder a realizar los calculos para obtener los estadisticos:

Angulo Coseno Seno
45° 0,7071 0,7071
55° 0,5736 0,8192
81° 0,1564 0,9877
96° -0,1045 0,9945
110° -0,3420 0,9397
117° -0,4540 0,8910
132° -0,6691 0,7431
154° -0,8988 0,4384

Suma 11,0313 6,5207

Ahora estimamos las medias:

— ]?COS ; —
SO0 L0313
n 8

_ "sen ) 527
yzz’ 6527 g151
n

A partir de aqui obtenemos r:

r=yx +y =0,82522

Por lo que:

R=n-r=8-0,82522 = 6,60176
z =R?/n = (6,60176)?/8 = 5,448
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Comprobamos ahora que para un nivel de significacién de a = 0,05 y n = 8: zg 55 =
2,899 (tabla A). Al ser z0; < z rechazamos H,, es decir, la muestra no se distribuye
uniformemente a lo largo del circulo, por tanto hay cierta direccionalidad.

4.2.2. Test de Hodges-Ajne
Datos. Una muestra de n valores angulares ¢, ¢-...¢,, que representan direcciones
en un plano, tiempo o un fenémeno ciclico.

Propésito. Determinar si la poblacién de la que se ha obtenido la muestra se
distribuye uniformemente o, por el contrario, hay direccionalidad en los datos.

Consideraciones sobre los datos:

a) La muestra puede ser unimodal, bimodal o multimodal. No tiene las limitaciones
del test de Rayleigh en cuanto a que la muestra tiene que ser unimodal.

Ecuaciones. El procedimiento consiste en encontrar el menor nimero de datos
en un rango de 180°. Para ello debemos dibujar una linea que pase por el centro de
la circunferencia y “moverla” hasta encontrar una posicién en la que a un lado de la
linea quede el menor nimero posible de observaciones.

El estadistico m, que representa el menor nimero de observaciones a un lado de
la linea, tiene una probabilidad de:

P:21'”(n—2m)(:l)

siendo 7 es el tamafio muestral.
Regla de decisién:

Si el valor critico de m obtenido es mayor que el nivel de significancia elegido en
la tabla B (Anexo I) deberemos aceptar H,-.

Ejercicio 11 (tomado de Zar, 1996). Disponemos de una serie de datos distribuidos
segln se muestra en la figura 55 y queremos testar la siguiente hipétesis:

H,: Los datos estan uniformemente distribuidos.
H,: Los datos no estdn uniformemente distribuidos.
La linea marcada nos deja 3 observaciones a la derecha, por tanto m = 3. En la ta-

bla B (Anexo II) obtenemos que 114054 = 4, por tanto rechazamos H,. La probabilidad
exacta es:

|
=21 (24-2.3) (24) —o® _al =0,00024
3 31(24 - 3)!

P=2""(n-2m)|"
m
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Figura 55. Representacion de los datos del ejercicio 11. La linea de puntos deja
a su derecha 3 valores.

4.2.3. TestV

Datos. Una muestra de n valores angulares ¢, ¢,...4,, que representan direcciones
en un plano, tiempo o un fenémeno ciclico. Ademads, se proporciona una direccién
tedrica determinada por el angulo 6.

Propésito. Determinar si las direcciones observadas tienen tendencia a concen-
trarse alrededor del angulo 6, ademas de determinar si la distribuciéon de dngulos
difiere de la uniformidad.

Consideraciones sobre los datos:

a) La muestra debe ser unimodal.
b) Si los datos son axiales, deben doblarse.
¢) Silos datos estan agrupados deben corregirse.

Ecuaciones. En algunas ocasiones nos puede interesar determinar si los datos
se agrupan entorno a un valor dado. Si conocemos la longitud del vector medio, 7,
y el dngulo medio, ¢ de una serie de datos y ademés contamos con el dngulo que
determina una direccién hipotética, 8,, entonces:

v=r~cos($—90)

Si los angulos observados, ¢; no difieren mucho de 6, entonces v estara préximo a 1.

El estadistico utilizado es:

u=(2-n)"-v
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Hipétesis nula:

H,: Los datos estan uniformemente distribuidos y se concentran alrededor de
algin punto.

H,: Los datos no estan uniformemente distribuidos y no se concentran alrededor
de algiin punto.

Regla de decision:

Siu > u(e) (tabla C, Anexo I) H, se rechaza, en este caso la longitud del vector
medio difiere de cero y, por tanto, los datos se distribuyen alrededor de la direccion
hipotética.

El test de Rayleigh testa la hipdtesis nula de uniformidad frente a una alternativa
no conocida, mientras que el test V testa la hipétesis nula de uniformidad frente
a una alternativa conocida (el que marca la direccién hipotética). Batschelet (1981)
considera que este test es mas potente que el de Rayleigh si las direcciones tienden
a concentrarse frente a una direccién hipotética dada.

Ejercicio 12 (tomado de Batschelet, 1989). En un experimento con palomas se
queria determinar si las palomas volvian a la zona donde habfan sido criadas tras
ser liberadas a varios kilémetros de distancia. Tras la liberacién se comprobé que las
palomas habian tomado las siguientes direcciones: 0°, 175°, 195°, 225°, 240°, 240°, 260°,
295°, 330°, 340° y 345°. La direccion hipotética hacia la que debian dirigirse era 279°.
Deseamos comprobar si hay diferencias entre la direccion hipotética y la seguida por
el grupo de palomas.

Procedemos, en primer lugar a hacer una representacion de los datos (Fig. 56):

Figura 56. Representacion de los datos del ejercicio 12. En rojo el angulo medio.
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Realizando los calculos obtenemos que:
r = 0,5104; ¢ = 274°

Ahora calculamos v:

v=r-cos(@—6,)=0,5104-cos(274° - 279°) = 0,508

u=(2-n)"-v=(2-11)".0,508 =2,38

En la tabla C comprobamos que 4y, g0.5= 1,6479. Como u = g, 005 rechazamos H,. Por
tanto los datos no se distribuyen uniformemente y se concentran alrededor de 279°.

4.2.4. Test de Rao (Test del espaciado de Rao)
Datos. Una muestra de n valores angulares ¢, ¢....¢,, que representan direcciones
en un plano, tiempo o un fenémeno ciclico.

Propésito. Determinar si la distribucién de angulos difiere de la uniformidad. Se
puede aplicar a distribuciones bimodales o multimodales.

Consideraciones sobre los datos:
a) Los datos no deben estar agrupados.

Ecuaciones. Se supone que en una distribuciéon uniforme los datos deben estar
situados equidistantemente. Si esto es asi, el arco entre dos puntos adyacentes debe
tener una longitud de 360°/n, de modo que pequefias desviaciones pueden ser atri-
buidas al azar, pero grandes desviaciones indican que la distribucién no es uniforme.

Partimos de una serie de angulos ordenados de forma creciente:

1< P < Ps... <Py

La longitud de n arcos (T) entre puntos consecutivos sera:

T1 = ¢2 - ¢1
Tz = ¢3 - ¢2
an = ¢n - ¢n71

T, = 360° + ¢, — ¢,

Sabemos que:
'\ T, =360°
La desviacion de T; de su valor esperado es:

|T: - 360°/n)|, siendoi=1, 2, 3...n
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El estadistico empleado es:

uzluiM—@mwm
i=1

U=Y|T —(360°/n)
donde solo se contabilizan los valores positivos.

Hipétesis nula:

H,: Los datos estan uniformemente distribuidos.
H,: Los datos no estan uniformemente distribuidos.

Regla de decision:

Si U excede el valor critico U(a) (tabla D, Anexo I) H, se rechaza, los datos no se
distribuyen uniformemente.

Ejercicio 13 (tomado de Batschelet, 1989). Disponemos de las direcciones que
tomaron una serie de aves al ser liberadas en un mismo punto (n = 13): 20°, 135°,
145° 165°, 170°, 200 °, 300° 325°, 335° 350° 350° 350° y 355°. Deseamos saber si las
aves se dispersaron de forma uniforme o, por el contrario, tomaron una determinada
direccién.

Si observamos la figura 57, en la que hemos representado la direccién que toman
las aves, parece muestran una distribucién bimodal, pero ;puede esto excluir la uni-
formidad? Para determinarlo aplicaremos el test de Rao.

Figura 57. Representacion de los datos del ejercicio 9. En rojo el dngulo medio.
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Calcularemos, en primer lugar las diferencias, en valores absolutos de a, — a,.i,
recordando que el dltimo valor se calcula:

T, = 360° + ¢ — ¢, = 360° + 20° — 355° = 25°

i T =la, —a. T - (360°/13)

20° 115° 87,3°
135° 10° -17,7°
145° 20° -7,7°
165° 5° -22,7°
170° 30° 2,3°
200° 100° 72,3°
300° 25° -2,7°
325° 10° -17,7°
335° 15° -12,7°
350° 0° -27,7°
350° 0° -27,7°
350° 5° -22,7°
355° 25° -2,7°

Ahora sumamos los valores positivos y negativos por separado:

Desviaciones negativas ~ Desviaciones positivas

17,7° 87,3°

7,7° 2,3°
22,7° 72,3°

2,7° Suma = 161,9°
17,7°

12,7°

27,7°

27,7°

22,7°

2,7°

Suma = 162°

Obviamente ambos valores deben coincidir o ser muy préximos. El valor del estadistico
lo podemos calcular a través de:

U=Y|T —(360°/13)=161,9°

En la tabla D (Anexo I) comprobamos que Ugps = 167,8°. Como U < Uy s no podemos
rechazar H,, por tanto la distribucién es uniforme, aunque de manera bimodal.
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4.2.5. Test de Kuiper

Datos. Una muestra de n valores angulares ¢, ¢....¢,, que representan direcciones
en un plano, tiempo o un fenémeno ciclico. Ademas, debe considerarse que los datos
se ajustan a una distribucién circular determinada (uniforme, de von Mises).

Propésito. Determinar si los datos se ajustan a una distribucién determinada.
El procedimiento consiste en graficar la funcion tedrica y la funcién derivada de los
datos y compararlas. Asi obtendremos un valor maximo de desviacién de la funcién
de los datos por encima de la funcién teérica (D*) y un valor minimo por debajo de
la funcién tedrica (D-). Si obtenemos:

V.=D*+D-
V,, D* y D~ oscilan entre 0 y 1. Un valor bajo de Vn implicaria un buen ajuste.
Consideraciones sobre los datos:
a) Los datos no deben estar agrupados.

Ecuaciones. De acuerdo con Mardia y Jupp (2000) el estadistico que emplearemos
es:

0,155 0,24
+

N

*

V

n

=n""V -(1+ )

Hipétesis nula:

H,: La distribucién de los datos coincide con la distribucién dada.

H,: La distribucion de los datos no coincide con la distribucion dada.
Regla de decision:

H, se rechaza si el valor critico obtenido en las tabla E (Anexo I) es menor que el
valor obtenido en el test.

Ejercicio 14 (tomado de Mardia y Jupp, 2000). Queremos determinar si una serie
de aves (i) se distribuyen uniformemente a partir de su liberacién en un punto dado.
Los angulos de dispersién fueron: 55° 60° 65° 90° 100° 110°, 260°, 275°, 285° y 290°.

Hacemos, en primer lugar una representacién de los datos (Fig. 58).

Para estimar las desviaciones primero debemos calcular:

_

Y
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Figura 58. Representacion de los datos del ejercicio 14. En rojo el angulo medio.

De modo que obtenemos la siguiente tabla:

Vemos, por tanto, que D* = 0,063 y D~ =

De modo que:

n

V=0V -1+

Jost Luis PEREZ BOTE

i 0; U, i/n U —-i/n
1 55° 0,153 0,1 0,053
2 60° 0,167 0,2 -0,033
3 65° 0,181 0,3 -0,119
4 95° 0,264 04 -0,136
5 100° 0,278 0,5 -0,222
6 110° 0,306 0,6 -0,294
7 260° 0,722 0,7 0,022
8 275° 0,764 0,8 -0,036
9 285° 0,792 0,9 -0,108
10 295° 0,819 1 -0,181

-0,294. Entonces:

V,=D"+ D-=0,053 + 0,294 + 0,1" = 0,447

0, 155 0, 24

VR

0 155 0, 24

BN

Como V4, =1,625 (tabla E, Anexo V) aceptamos H,, los datos se distribuyen de

forma uniforme.

*  Ajuste propuesto por Mardia y Jupp (2000).
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4.2.6. Test de la chi-cuadrado

Datos. Una muestra de n valores angulares ¢, ¢....¢,, que representan direcciones
en un plano, tiempo o un fenémeno ciclico. Ademas, debe considerarse una distri-
bucién circular (uniforme, von Mises).

Propésito. Determinar si los datos se ajustan a una distribucién determinada.
El fundamento de este test es dividir el circulo en una serie de arcos, establecer el
numero de datos que hay en cada arco y calcular las frecuencias esperadas en cada
arco segun la distribucién circular establecida. Los datos se ajustaran a la distribucion
dada si las frecuencias esperadas no difieren mucho de las frecuencias observadas.
El test de chi-cuadrado también es un test de uniformidad si la distribucién dada es
la uniforme. En este sentido el test de la chi-cuadrado es til para distribuciones bi
y multimodales.

Consideraciones sobre los datos:

a) Los datos deben estar agrupados.
b) Los intervalos deben ser equidistantes.

¢) Las frecuencias esperadas en cada intervalo deben ser, como minimo, iguales o
mayores a 4. Para cumplir este requisito normalmente son necesarios tamafos
muestrales muy grandes, como minimo del orden de cinco veces k (ver mas
adelante).

Ecuaciones. Partimos de una serie de datos divididos en k grupos, siendo n; y e;
las frecuencias observadas y esperadas del grupo i. Entonces, el estadistico a apli-
car es:

L (n—e,)
%2 :2 i z)
i=1 e;

Hipétesis nula:

Hy: La distribucién de los datos coincide con la distribucién dada.

H,: La distribucién de los datos no coincide con la distribucion dada.
Regla de decision:

H, se rechaza si el valor critico determinado en la tabla F (Anexo I) es menor que
el valor obtenido en el test.

Ejercicio 15 (tomado de Zar, 1996). Un grupo de hormigas (n = 105) fueron some-
tidas a un estimulo sonoro y se observé la direccién que tomaron (k = 12). Queremos
testar la hipdtesis nula de que las hormigas se dispersaron de forma uniforme.

En primer lugar calculamos las frecuencias esperadas para todas las categorias:

ei=E=@=8,75
k12
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Ahora podemos calcular el estadistico, una vez que tenemos las dos frecuencias:

Direccién Frecuencia Frecuencia
observada (n)  esperada (e)
0°-30° 0 8,75
30°-60° 6 8,75
60°-90° 9 8,75
90°-120° 13 8,75
120°-150° 15 8,75
150°-180° 22 8,75
180°-210° 17 8,75
210°-240° 12 8,75
240°-270° 8 8,75
270°-300° 3 8,75
300°-330° 0 8,75
330°-360° 0 8,75
Suma = 105

k )2 _ 2 _ 2 _ 2
%zzz(nl.ee,,) _(0-875 (6-875°  (0-875)
i=1 i

=66,543
i 8,75 8,75 8,75

Ahora debemos consultar en las tablas de chi-cuadrado (Anexo F) el valor critico
para a = 0,05 y k-1 grados de libertad, obteniendo y3.,, = 19,675. Como 19,675
< 66,543 rechazamos Hy, por lo que concluimos que el sonido afecta la orientacion
de las hormigas. Si observamos la figura 59 podemos comprobar que hay cierta
direccionalidad.

Figura 59. Datos del ejercicio 15.
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4.2.7. Test U2 de Watson

Datos. Una muestra de n valores angulares ¢, ¢....¢,, que representan direcciones
en un plano, tiempo o un fenémeno ciclico. Ademas, debe considerarse una distri-
bucién circular (uniforme, von Mises).

Propésito. Determinar si los datos se ajustan a una distribucion determinada. En el
test de Kuiper vimos que obteniamos unas desviaciones maxima (D*) y minimas (D-)
respecto a la distribucién tedrica. Aqui el procedimiento es el mismo, salvo porque
se utilizan los cuadrados de las desviaciones para realizar el test. Se puede aplicar
tanto a distribuciones unimodales como multimodales y es muy potente cuando los
tamafios muestrales son pequefios.

Consideraciones sobre los datos:
a) Los datos deben estar ordenados en forma ascendente.

Ecuaciones. Para cada dato (i) debemos calcular:

Zuf; 2171/11,;
Y a partir de aqui:
(2,“)2 2 - n
W=Yuw-“="_="Niy+n+l)-ut+—
Z’ n nz i+ ) 12
Hipétesis nula:

H,: La distribucidén de los datos coincide con la distribucién dada.

H,: La distribucion de los datos no coincide con la distribucion dada.
Regla de decision:

H, se rechaza si el valor obtenido en el test es menor que el obtenido en las tablas
de la U2 de Watson (tabla G, Anexo I).

Ejercicio 16 (tomado de Zar, 1996). Deseamos saber si un grupo de arboles orien-
tados en las siguientes direcciones: 45° 55° 81°, 96° 110°, 117°, 132° y 154° (Fig. 60)
se distribuyen uniformemente.
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Figura 60. Representacion grafica de los datos del ejercicio 16.

En la siguiente tabla se recogen los célculos sefialados anteriormente:

i 0, U; u.2 U 1
1 45° 0,1250 0,0156 0,1250
2 55° 0,1528 0,0233 0,3056
3 81° 0,2250 0,0506 0,6750
4 96° 0,2667 0,0711 1,0667
5 110° 0,3056 0,0934 1,5278
6 117° 0,3250 0,1056 1,9500
7 132° 0,3667 0,1344 2,5667
8 154° 0,4278 0,1830 3,4222
Suma: 2,1944 0,6771 11,6389

A partir de aqui calculamos el estadistico U*

. Q) 2

n

UZZZu

n

Zi~ui+(n+1)~ﬁ+£:
12

0,6771 — (2,1944)2/8 — 2/8 (11,6389) + 9 (2,1944/8) + 8/12 = 0,2989

En la tabla G (Anexo VII) obtenemos que: U?5,7 = 0,1986, por tanto rechazamos H,,

los arboles no se distribuyen uniformemente.

4.2.8. Test de Hotellling para una muestra

Datos. Sabemos que a una muestra de n valores angulares ¢, ¢....¢,, le podemos
calcular su angulo medio (¢) y su vector medio asociado, . Imaginemos que tenemos

ahora k grupos de n valores angulares.

Propésito. Determinar si existen diferencias en los angulos medios.
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Ecuaciones. Sabemos que cuando tenemos una muestra con k angulos medios
podemos calcular:

_ . _
Z r,-cos @, X 1 sen ¢,

X = ;Y=
k k
A partir de aqui obtenemos:
@X)"
(ZY)

2y =Y -
X3,

Zx'ysz]’Yj_ ]k

Entonces obtenemos el estadistico F:

F_k.(k_2) YZZyZ—ZY-YZX-y+Y2zxZ

2 YNy - xey)

con 2 y k-2 grados de libertad.

Consideraciones sobre los datos:
a) Los datos deben ser normales (von Mises).
Hipétesis nula:

H,: No hay una direccién poblacional media, por tanto hay una distribucién uni-
forme de los datos.

H,: Hay una direccién poblacional media, por tanto no hay una distribucién
uniforme de los datos.

Regla de decision:

Si el valor critico en la tabla H (Anexo I) es menor que el nivel de significancia
elegido la hipdtesis nula se rechaza.

Ejercicio 17. Retomamos los cédlculos del ejercicio 5 donde vimos que:

Poblacion (j) & i Xi=r-cos¢ Y,=1"sen ¢

1 160° 0,8954 -0,8414 0,3062
2 169° 0,7747 -0,7605 0,1478
3 117° 0,4696 -0,2132 0,4184
4 140° 0,8794 -0,6737 0,5653
5 186° 0,3922 -0,3901 -0,0410
6 134° 0,6952 -0,4829 0,5001
7 171° 0,3338 -0,3297 0,0522

Suma = -3,6914 1,9491
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Entonces:

X rcos ¢, —3,6914

X = =-0,5273
7
_ Y. r-sen¢, 1,9491
Y =" L=~ =0,2784
7
Con estos datos podemos calcular:
Poblacién (j) & i Xj=r1;cos ¢ Y, =1;5en ¢ X2 Y2 XY,
1 160° 0,8954 -0,8414 0,3062 0,7080 0,0938  -0,2577
2 169° 0,7747 -0,7605 0,1478 0,5783 0,0219 -0,1124
3 117° 0,4696 -0,2132 0,4184 0,0455 0,1751 -0,0892
4 140° 0,8794 -0,6737 0,5653 0,4538 0,3195 -0,3808
5 186° 0,3922 -0,3901 -0,0410 0,1521 0,0017 0,0160
6 134° 0,6952 -0,4829 0,5001 0,2332 0,2501 -0,2415
7 171° 0,3338 -0,3297 0,0522 0,1087 0,0027 -0,0172
Suma = -3,6914 1,9491 2,2796 0,8647  -1,0828
Por tanto tenemos que:
k=17 X=-0,5273;; Y =0,2784;

Y X, =-3,6914; Y X:=2,27%; Y x*=0,3329
DY, =1,9490; > Y =0,8647; Dy’ =0,3220;

X.Y. =-1,0828, x -y =-0,0550
2 XY, XY

Finalmente:

F=

7-(7-2)|(-0,5273)" -(0,3220) -2 -(=0,5273) -(0,2784)-(=0,0550) + (0,2784)° -(0,3329) | _ | ¢
2 (0,3329)(0,3220) — (=0,0550)° '

Como Fys5,5 = 5,79 rechazamos H,, por tanto hay una direccién poblacional media
(Fig. 61).
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Figura 61. Representacion grafica de los datos del ejercicio 17. Se comprueba que hay una
direccién poblacional media.

4.29. Test de Moore para una muestra

Datos. k grupos de n valores angulares.

Propésito. Determinar si la poblaciéon de la que se han obtenido los angulos
medios se distribuye uniformemente. A diferencia del test de Hotelling este test es
no paramétrico.

Ecuaciones. Debemos calcular los siguientes estadisticos:

X=2f:1i.cos 9, Y=2f:1i.sen(_]>i.

k k ’

R < X2 +Y?
k

Donde i son los rangos asignados.
Consideraciones sobre los datos:

a) La poblacién no es normal (Von Mises).
Hipétesis nula:

H,: La poblacién de la que se han obtenido los angulos medios se distribuye
uniformemente.

H,: La poblacién de la que se han obtenido los angulos medios no se distribuye
uniformemente.
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Regla de decision:

Si el valor critico obtenido en la tabla I (Anexo I) es menor que el obtenido en
el test la hipdtesis nula se rechaza. En este caso la longitud del vector medio difiere
significativamente de 0. Si P > a los datos se distribuyen aleatoriamente.

Ejercicio 18 (tomado de Zar, 1996). Tenemos k = 7 muestras formadas por 10
medidas cada una de las que conocemos su angulo medio y su vector longitud segiin
se muestra en la tabla siguiente. Nos preguntamos si la poblacién de la que proceden
las muestras esta distribuida uniformemente a lo largo del circulo.

Rango (i) T D, cos P; i+ cos @ seno ; i seno @i
1 0,3338 171° -0,9877 -0,9877 0,1564 0,1564
2 0,3922 186° -0,9945 -1,9890 -0,1045 -0,2091
3 0,4649 117° -0,4540 -1,3620 0,8910 2,6730
4 0,6962 134° -0,6947 -2,7786 0,7193 2,8774
5 0,7747 169° -0,9816 -4,9081 0,1908 0,9540
6 0,8794 140° -0,7660 -4,5963 0,6428 3,8567
7 0,8954 160° -0,9397 -6,5778 0,3420 2,3941

Suma: -23,1996 12,7027

Partiendo de estos datos podemos calcular:

Xk i-cos ¢, 23,196

X =-3,3142
k 7
. _
y = iﬂzksen 0, =12’7027=1,8146
_ 2 2
R’=\/( 3,3142) 7+(1,8143) _1 08

Como R'ye57; = 1,061 rechazamos Hy; es decir la poblacion de la que proceden las
muestras no se distribuye uniformemente a lo largo del circulo.

4.2.10. Bootstrapping

El uso de ordenadores nos permite analizar grandes cantidades de datos en poco
tiempo. El bootstrap es la técnica mds versatil y conocida de los llamados métodos
de remuestreo. El fundamento de esta técnica es la repeticién, ya que consiste en ge-
nerar un elevado nimero de muestras como base para estudiar el comportamiento
de determinados estadisticos, como los intervalos de confianza para la media, por
ejemplo. La técnica de bootstrap solo puede realizarse en un ordenador.
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En el caso de la estimacién de parametros, las técnicas bootstrap implican basi-
camente desarrollar un proceso en diferentes pasos (Flores et al., 2007):

1. A partir de la muestra original, se extrae una nueva muestra, por medio de
muestreo con reposicién. Es decir, tras la extraccion de un primer elemento, este
se repone en la muestra original de tal forma que podria ser elegido de nuevo
como segundo elemento de la muestra extraida. De este modo, cada observacién
individual tiene una probabilidad 1/n de ser elegida cada vez, como si el mues-
treo se realizara sin reposicién en un universo infinitamente grande construido
a partir de la informacién que provee la muestra.

2. Para la muestra obtenida se calcula el valor de un determinado estadistico A que
se utiliza como estimador del parametro poblacional A, en cuyo estudio estamos
interesados.

3. Repetimos los dos pasos anteriores, hasta obtener un elevado nimero de esti-
maciones A.

4. Se construye una distribucién empirica del estadistico A, que representa una buena
aproximacién a la verdadera distribucién de probabilidad para ese estadistico. Es
decir, se determina de este modo la distribucién muestral de un estadistico sin
haber hecho suposiciones sobre la distribucion tedrica a la que esta se ajusta y
sin manejar férmulas analiticas para determinar los correspondientes parametros
de esa distribucion.

De acuerdo con la idea central en que se basa el método bootstrap, el procedimiento
supone utilizar la muestra considerando que en si misma contiene la informacién basica
sobre la poblacién. Por tanto, la adecuacion de este método serd tanto mayor cuanta
mads informacion aporte la muestra sobre la poblacién. Una consecuencia directa es
que a medida que aumenta el tamafio de la muestra mejor serd la estimacién que
podemos hacer sobre la distribucién muestral de un estadistico. No obstante, incluso
con muestras pequefas, entre 10 y 20 casos, el método bootstrap puede ofrecer re-
sultados correctos.

Ejemplo 19. Con los datos del ejercicio 5 y con el programa PAST obtenemos los
siguientes resultados para el intervalo de confianza para la media:

Media circular: 98,988
Bootstrapped 95%: (73,67, 123,7)

Que no son muy diferentes de los obtenidos en el ejercicio 5: (76° 132°)

4.3. DOS O MAS MUESTRAS

Cuando se analizan dos muestras debemos asegurarnos:

1. Que las muestras son elegidas aleatoriamente de la misma poblacién y
2. Que las muestras son independientes una de la otra.
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4.3.1. Test de Watson-Williams

Datos. Dos muestras 1, y #n, con valores angulares ¢:, ¢,...¢, Y 71, y2...yn que re-
presentan direcciones en un plano, tiempo o un fenémeno ciclico.

Propésito. Determinar si los dangulos medios de las dos muestras difieren signi-
ficativamente uno del otro.

Ecuaciones. Para cada muestra calculamos el vector medio:
Xi = COS @y, Vi = seng;
Si denominamos ¥ e i/ a la media de x; e y; respectivamente se cumplira que:

_ _Sreoss,

X1
n

o Z;’SGHQ
Yyi=———

! n

n
—  Y'cosy.
x2= 1 ’J/l
n

- _Xjseny,
2= n
Con estas coordenadas se obtiene la longitud del vector medio,

— —
h=yXty,, L=ty

Ahora debemos realizar los mismos calculos pero considerando las dos muestras
combinadas, de modo que:

n=n; +n,
Para los datos combinados los componentes del vector resultante son:
x=@+x)m y=(y,+y,)/n
—2 —2
r=4x +y

Consideraciones sobre los datos:

a) Las dos muestras deben proceder de una poblacion que se ajusta a la distribucion
de von Mises (normal).
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b) El parametro de concentracién debe ser igual en las dos poblaciones:
K1 =Ky = Ky
¢) El parametro de concentracién debe ser suficientemente grande:
K>2

Hipétesis nula:

Si 6,y 6, son los angulos medios de las dos muestras:

Hy: 6, = 0,; por consiguiente Hy: 61 = 0.

Estadistico:

-

n—(rn+n)

Para calcular la constante ¢ debemos estimar:

- T+
r= 1 2
n
y
- n,+n
n= 1 2
2

Conocido 7y 71 empleando la tabla K podemos calcular el valor de . Entonces:

3
:1+—~
& 8k

Regla de decision:

Si el estadistico F es mayor que Fj,_, rechazamos la hipétesis nula, por tanto con-
cluimos que las direcciones medias de las dos muestras se desvian significativamente
una de la otra.

También existe una version de este test para k muestras. En este caso:

-k (X1 -7)
Fzo 7/ ‘i 7
SU-1)-(n-3r)

Para calcular g usaremos las ecuaciones:

y procederemos como en el caso anterior.
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Ejercicio 20 (tomado de Batschelet, 1981). Disponemos de 20 hormigas entrenadas
para volver a sus nidos bajo diferentes condiciones. Se pide si existen diferencias en
las rutas de que siguieron las hormigas control y las experimentales. Los datos se
exponen a continuacion:

Desviacién respecto a Frecuencias observadas
la direccion verdadera Experimental Control

-20° 1 0

-10° 7 3

0° 2 3

10° 0 3

20° 0 1
n =10 n=10

En primer lugar debemos transformar los angulos negativos en positivos (-20° = 340%
-10° = 350°) y crear la tabla de frecuencias, para luego poder calcular los cosenos y
senos de los dos grupos:

Experimental Coseno Seno Control Seno Coseno
340° 0,940 -0,342 350° -0,174 0,985
350° 0,985 -0,174 350° -0,174 0,985
350° 0,985 -0,174 350° -0,174 0,985
350° 0,985 -0,174 0° 0,000 1,000
350° 0,985 -0,174 0° 0,000 1,000
350° 0,985 -0,174 0° 0,000 1,000
350° 0,985 -0,174 10° 0,174 0,985
350° 0,985 -0,174 10° 0,174 0,985

0° 1,000 0,000 10° 0,174 0,985
0° 1,000 0,000 20° 0,342 0,940
Suma = 9,833 -1,558 0,342 9,849

A partir de aqui obtenemos:
r = 9,956; r, = 9,854 r=19,719
Por otro lado:

r + 1, = 19,810; r+ 1, —r=20,091; n— (r + 1) = 0,190;

r=020 0,991
n
n=02"%_qg
2
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Con 7= 0,991 y 7 = 10 vamos a la tabla L, donde obtenemos que £ = 9,70. Ahora
podemos calcular g:

g:1+i~:1+0,03:1,003
8K

Por tanto:

LA Sl 1,003-18% —8,6469

F= -2
gl )n—(rl+r2) 0,

Con un valor de a = 0,01 en la tabla H comprobamos que F; ;s = 8,29. Como F > F; 4
rechazamos H,: hay diferencias en la ruta que siguieron ambos grupos de hormigas.

Zar (1996) propone una modificacién para es test. El estadistico a utilizar es:

(N-2)-(R, +R, ~R)
N-R, -R,

F=K

Donde N = n; + n,, R es la R de Rayleigh de las dos muestras en conjunto; R; y R,
son la R de Rayleigh de cada una de las dos muestras y K es un factor de correccién
que se estima en la tabla K (Anexo I). El valor critico para este test es Fo, -2

Ejercicio 21 (tomado de Zar, 1996). Partimos de dos muestras y deseamos saber
si las medias angulares son iguales (Hp: i = ).

Muestra 1 Muestra 2

a; seno o; coseno a; o seno o; coseno a;
94° 0,9976 -0,0698 77 ° 0,9744 0,2250
65° 0,9063 0,4226 70 ° 0,9397 0,3420
45° 0,7071 0,7071 61 ° 0,8746 0,4848
52° 0,7880 0,6157 45 ° 0,7071 0,7071
38° 0,6157 0,7880 50 ° 0,7660 0,6428
47° 0,7314 0,6820 35° 0,5736 0,8192
73° 0,9563 0,2924 48 ° 0,7431 0,6691
82° 0,9903 0,1392 65 ° 0,9063 0,4226
90° 1,0000 0,0000 36 ° 0,5878 0,8090
40° 0,6428 0,7660
87° 0,9986 0,0523

Suma: 9,3340 4,3956 7,0726 5,1216

Ahora debemos calcular los valores medios:

19,3340 _4,39560

Y; =0,8485, X =0,3996
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Ahora calculamos 7;:

= \/0,84852 +0,3996” =0,9379

A continuacién procedemos a la estima del dngulo medio para la muestra 1:

0'8482 =64,78° = 65°

o = arctan

7

Y el seno y coseno de este dngulo:
sen a1 =0,9047;  cos o =0,42605

Finalmente calculamos R;:
R1 =N 1= 11 - 0,9379 = 10,317

Repetimos los calculos para la muestra 2, obteniendo los siguientes resultados:

—  7,07265

Y, =0,7858; X

= 5'19216 =0,5690

r,=0,97026; o =54°
sen o =0,8099,  cos o> =0,5865
R,=mn,-r,=9-0,97026 =8,7323
Ahora procedemos a realizar los calculos para las dos muestras combinadas:
N=11+9=20
Y sena, =9,334+7,0726 = 16,4066
Y cosa, =4,3956+5,1216 =9,5171

Por tanto:

16,4066
20

19,5171

Y =0,82033;, X =0,4758

r= \/0,820332 +0,4758” =0,9483

R =20 -0,9843 = 18,967

‘ PORTADA INDICE »



INTRODUCCION A LA ESTADISTICA CIRCULAR 105

Para calcular K necesitamos estimar 7,

_nrtn,r, R +R,
v N N

En este caso:

. _R.+R, _10,317+8,732
“ N 20

=0,952

Con este valor, en la tabla K (Anexo I), obtenemos K = 1,0351. Por consiguiente:

F=K

(N-2)-(R,+R,~R) _ 1 0351 20=2)-(10,317 +8,7323 - 18,967)

=1,61
N-R, -R, 20-10,317-8,7323

En la tabla H (Anexo I) comprobamos que Fyosa,11s = 4,41, por tanto no rechazamos
H,, concluyendo que las medias de las dos muestras son iguales (Fig. 62).

Finalmente podemos calcular el angulo medio para las dos poblaciones:

sen &=X=O,86500; cos a=X/r=0,50177
r

Por tanto

o = arcos 0,50177 = 59,88°

Figura 62. Representacion grafica de los datos del ejercicio 21 (a la izquierda muestra 2,
a la derecha muestra 1). Se puede apreciar como las direcciones medias son casi iguales.

El test de Watson-Williams puede generalizarse para muestras multiples (Zar,
1996). En este caso el estadistico que se aplica es:

F:K(N—k)-(ZleR]—R)
(k-1)-(N-%_R))

‘ PORTADA INDICE »



106 Jost Luis PErez BOTE

Donde k es el nimero de muestras, R es la R de Rayleigh para todas las muestras
combinadas y N es la suma de los tamafios muestrales de cada una de las mues-
tras analizadas. El valor critico en este caso es Fyuyiin.

Ejercicio 22 (tomado de Zar, 1996). Disponemos de tres muestras angulares
(Fig. 63) y deseamos saber si las medias angulares son iguales (Ho: i = po = ).

Figura 63. Representacion de los datos del ejercicio 22.

Muestra 1 Muestra 2 Muestra 3

o seno o; €0seno a; 0 seno o; €0seno o; o seno o; coseno a;

135° 0,7071 -0,7071  150° 0,5000 -0,8660  140° 0,6428 -0,7660
145° 0,5736 -0,8192  130° 0,7660 -0,6428  165° 0,2588 -0,9659
125° 0,8192 -0,5736  175° 0,0872 -0,9962  185°  -0,0872 -0,9962
140° 0,6428 -0,7660  190° -0,1736 -0,9848  180° 0,0000 -1,0000
165° 0,2588 -0,9659  180° 0,0000 -1,0000  125° 0,8192 -0,5736
170° 0,1736 -0,9848  220° -0,6428 -0,7660  175° 0,0872 -0,9962

140° 0,6428 -0,7660

Suma: 3,1751 -4,8166 0,5368 -5,2559 2,3635 -6,0640

Procediendo como en el ejemplo anterior obtenemos:
a, = 147 r = 0,9615; R, = 5,7689
a, = 174% r, =0,8805 R, =5,2832

a; = 159%; r; = 0,9297 R; = 6,5083
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Para todos los datos combinados tendremos que:
k=3
N=6+6+7=19

De modo que:

ZSe‘n o, =3,1751+0,5368 +2,3635 = 6,0754

Zcos o, =-4,8162-5,2558 - 6,064 = 16,1364
Por tanto:

_6,0754 _ —16,1364

19

Y =0,31976, X =-0,8492

r=4J0,31976 +(-0,8492)* =0,9075

R =19 - 09075 = 17,2425

Calculamos ahora el valor de 7,:

. R,+R,+R, 5,7689+5,2832+6,5083

w =0,924
N 19
Comprobamos en la tabla K (Anexo I) que para r, = 0,924, K = 1,0546. Ahora:

_K(N—k)-(2§:]Rj—R)_
U (k-1)-(N-Y_R)

(19— 3)-(5,7689 +5,2832 + 6,5083 — 17,2423)
(3-1)—(19-5,7689+5,2832 — 6,5083)

F=1,0546 =1,86

El valor critico es Fygsa26 = 3,63 (tabla H, Anexo I), por tanto no rechazamos H,
concluyendo que las tres muestras poseen la misma media, que podemos estimar a
partir de:

=0,3523; cos o =—=-0,9358

- Y X
sen o = — —
4 r

Por tanto:
a = arcos (-0,9358) = 159,35°

Como se ha dicho anteriormente este test es paramétrico, por tanto se supone que las
muestras proceden de una poblacién que se ajusta a una distribucién de von Mises.
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Afortunadamente este test es muy robusto, pero si las condiciones de normalidad son
severamente violadas es aconsejable utilizar un test no paramétrico.

4.3.2. Test de Mardia-Watson-Wheeler

Datos. Dos muestras de n; y n, con valores angulares ¢, ¢....¢, ¥ 71, 2...7n que
representan direcciones en un plano, tiempo o un fenémeno ciclico.

Propésito. Determinar si las dos muestras difieren significativamente una de la
otra. Las diferencias pueden ser en el d&ngulo medio, en la varianza angular o en los
dos pardmetros. Se trata de un test no paramétrico en el que lo importante es el orden
en el que se disponen los angulos. El proceso implica alterar la separacion existente
entre los angulos para situarlos equidistantemente. Para calcular la separacién entre
angulos recalculamos:

5= 360
n, +n,

Ecuaciones. Una vez tengamos los datos de la muestra combinada equidistan-
temente separados les asignamos un rango (1, 2, 3, 4...n) a partir de una direccién
arbitraria. Si ¢, C,...c, son los rangos de la primera muestra los angulos correspon-
dientes a cada punto de esta muestra son:

ﬁ;zci'é

El vector medio de la primera muestra tiene los siguientes componentes:

X, = 27 cos ¢1; Y= 27 sen q>i

Con estas coordenadas se obtiene la longitud del vector medio,

[ 2 2
n=NX Y

Para la segunda muestra se procederia del mismo modo hasta obtener 7.
Consideraciones sobre los datos:

a) No debe haber datos empatados (valores que se repitan en las dos muestras).
Hipétesis nula:

H,: Las dos muestras proceden de la misma poblacién.

H,: Las dos muestras no proceden de la misma poblacién.
Estadistico:
B=r

Debe cumplirse que r; =1, = 1.
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Regla de decision:

Debemos consultar en una tabla los valores de B(a) (tabla J, Anexo I) cuando n =
8,9...17. Si n > 17 calculamos P en la tabla de chi-cuadrado. Si B > B(a) rechazamos
la hipétesis nula y concluimos que las dos muestras difieren significativamente.

Ejercicio 23 (tomado de Batschelet, 1981). Disponemos dos muestras y queremos
saber si difieren o no.

Muestra 1 Muestra 2
20° 125°
40° 190°
80° 230°
95° 275°

140°
155°

Ahora:
n=m+n=6+4=10
Por tanto:
5= 360 :360 _ 360
n+n, 10

Ahora asignamos rangos y vemos que la muestra 1 tiene rangos 1, 2, 3, 4, 8 y 9 (Fig. 64):

Figura 64. Datos de la muestra 1 (azul) y 2 (rojo) en la imagen de la izquierda. A la
derecha los rangos asignados a cada punto de la muestra.
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Ahora calculamos los angulos para cada punto empleando la expresion:
ﬁ,‘ =C - 0
Y tenemos que:

Bi=1-36°=36° f=2-36°=72% P, =3-36°=108° B, = 4 - 36° = 144°,
Bs=8-36°=288% B =9 - 36° = 324°

Con estos nuevos dngulos calculamos la longitud del vector medio, :

En primer lugar obtenemos la siguiente tabla:

Muestra 1 Coseno Seno
36° 0,8090 0,5878
72° 0,3090 0,9511
108° -0,3090 0,9511
144° -0,8090 0,5878
288° 0,3090 -0,9511
324° 0,8090 -0,5878

Suma: x; =1,1180 y; = 1,5388

Ahora calculamos

r=Jx2+y? =1,25+2,3680 = /3,618 = 1,9021
Ya podemos calcular el estadistico para la muestra 1:
B=r] =(1,9021)" = 3,6180

La segunda muestra tiene rangos 5, 6 7 y 10. Por lo que sus angulos son:
Pr=5-36°=180° fs = 6 - 36° = 216° fo = 7 - 36° = 252°, frs = 10 - 36° = 360°

Por tanto tendriamos:

Muestra 2 Coseno Seno
180° -1 1,2E-16
216° -0,8090 -0,5878
252° -0,3090 -0,9511
360° 1 -2,5E-16
Suma: X =-1,1180 vy, = -1,5388
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Y obtenemos que 1, = 1,9021. Por tanto:
B= rf =1,9021% = 3,6180

Vemos que r} = r3. De las tablas obtenemos que B (0,05) = 9,47. Como B < B (0,05)
aceptamos la hipotesis nula.

Zar (1996) recoge la modificacion del test de test de Wheeler-Watson realizada
por Mardia (que aqui hemos llamado Test de Mardia-Whatson-Wheeler), que implica
asignar rangos a cada uno de los a dngulos de la muestra, de modo que podemos
calcular el rango circular (d):

_360°-(rango de &)

d
N
Entonces:
C = ZCOS d;
j=1
y
S, = Zsen d,
j=1

El estadistico a utilizar es:

W=2.[cf+sf+c§+s§}

my n,

que debe ser comparado con una chi-cuadrado de 2 grados de libertad.

Este test es aplicable si los tamafios muestrales son como minimo de 10 valores y
si no hay datos repetidos en las dos muestras. Si esto ocurre es recomendable utilizar
el Test U? de Watson.

Ejemplo 24 (tomado de Zar, 1996). Tenemos dos series de datos (Fig. 65) listados
en la tabla que se detalla a continuacion y deseamos determinar:

Hy: Las dos muestras proceden de la misma poblacion o tienen la misma direccién.

H,: Las dos muestras no proceden de la misma poblacién o no tienen la misma
direccion.

‘ PORTADA (X] INDICE »



112

Figura 65. Representacién de los datos del ejercicio 24.

Aplicando las férmulas anteriores calculamos d, C; y S::

Jost Luis PEREZ BOTE

Muestra 1 Muestra 2
Direccion ~ Rango Rango G S Direccion ~ Rango Rango (@ S,
Circular Circular

35° 1 17,14° 0,96 0,29

45° 2 34,29° 0,83 0,56

50° 3 51,43° 0,62 0,78

55° 4 68,57° 0,37 0,93

60° 5 85,71° 0,07 1

70° 6 102,86°  -0,22 0,97
75° 7 120° -0,50 0,87
80° 8 137,14°  -0,73 0,68

85° 9 154,29°  -0,90 0,43
90° 10 171,43°  -0,99 0,15

95° 11 188,57°  -0,99 -0,15
100° 12 205,71°  -0,90 -0,43

105° 13 222,86° -0,73 -0,68
110° 14 240° -0,50 -0,87

120° 15 257,14°  -0,22 -0,97
130° 16 274,29° 0,07 -1
135° 17 291,43° 0,37 -0,93
140° 18 308,57° 0,62 -0,78
150° 19 325,71° 0,83 -0,56
160° 20 342,86° 0,96 -0,29
165° 21 360° 1 0

Suma: -0,2225 3,1727 0,2225 -3,1727
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Con estos datos podemos calcular W-

WZZ.{ﬂ+@}

n, n,

N 2 2 2, 2
sz-[ 0,2225133,1717 , 0,2225 :1 3,1727}3,862

Como x3 s, = 5,991, aceptamos H.

También existe una version de este test para mas de dos muestras. En este caso
el estadistico es:

2 2
w2y &S

-1 1

i

que debe ser comparado con una chi-cuadrado de 2 (k-1) grados de libertad. Tiene
las mismas restricciones que para el caso de dos muestras.

4.3.3. Test U2 de Watson

Datos. Dos muestras de m y n con valores angulares ¢, ¢...¢, y y1, ¥2...0n que
representan direcciones en un plano, tiempo o un fenémeno ciclico.

Propésito. Determinar si las dos muestras difieren significativamente una de la
otra en el angulo medio, en la varianza angular u otro parametro.

Ecuaciones. Este test también ser basa en las diferencias entre las dos funcio-
nes para cada par de datos de cada una de las distribuciones. El estadistico em-
pleado es:

. N 1 (& 2
ur =212 dz——( d)
S -1 8

Donde n y m son los tamafos muestrales de los dos grupos de datos que se quieres
comparar, N = n + m y d son las diferencias entre las dos funciones para cada uno
de los N puntos considerados.

Consideraciones sobre los datos:

a) Los datos deben estar ordenados de forma ascendente. Es un test no paramétrico,
por lo tanto debe emplearse cuando una de las muestras no es unimodal o no se
cumple cualquier otro de los criterios que implican normalidad.

b) Se puede emplear con datos agrupados siempre y cuando la agrupacién no sea
mayor de 5°.
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Hipétesis nula:

H,: Las dos muestras proceden de la misma poblacién o de dos poblaciones que
tienen la misma direccion.

H,: Las dos muestras no proceden de la misma poblacién o de dos poblaciones
que tienen distinta direccion.

Regla de decision:

H, se rechaza si el valor obtenido en las tablas U?,,,. es menor que el arrojado
por el estadistico.

Ejercicio 25 (modificado de Zar, 1996). Tenemos dos poblaciones de aves que se
han dispersado segin los datos presentados en la siguiente tabla, y queremos saber
si lo han hecho en la misma direccién.

i(m=10) o; i/m jm=11) o, j/n dy=1i/m—j/n ag@
1 35° 01 0 01 0,01
2 45° 0,2 0 0,2 0,04
3 50° 0,3 0 0,3 0,09
4 55° 04 0 0,4 0,16
5 60° 0,5 0 0,5 0,25
6 70° 0,6 0 0,6 0,36
0.6 1 75° 0,0909 0,5091 0,2592
0,6 2 80° 0,1818 0,4182 0,1749
7 85° 0,7 0,1818 0,5182 0,2685
0,7 3 90° 0,2727 0,4273 0,1826
8 95° 0,8 0,2727 0,5273 0,2780
0,8 4 100° 0,3636 0,4364 0,1904
9 105° 0,9 0,3636 0,5364 0,2877
0,9 5 110° 0,4545 0,4455 0,1984
10 120° 1 0,4545 0,5455 0,2976
1 6 130° 0,5455 0,4545 0,2066
1 7 135° 0,6364 0,3636 0,1322
1 8 140° 0,7273 0,2727 0,0744
1 9 150° 0,8182 0,1818 0,0331
1 10 155° 0,9091 0,0909 0,0083
1 11 165° 1 0 0
Suma: 7,8274 3,5019

Sabemos que N = m + n = 10 + 11 = 21. Por tanto:

. N 2
U :T;]_T[de (Zd )} s 10[3 5019——(7 8274)} 0,1558
k=1
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Como U354, = 0,1856, aceptamos Hy: los dos grupos de aves siguen la misma
direccion (Fig. 66).

Figura 66. Representacion grafica de los datos del ejercicio 25 (en rojo datos de la

muestra 1, en verde datos de la muestra 2).

4.3.4. Test de la chi-cuadrado

Datos. Dos muestras independientes de observaciones circulares con datos agru-
pados.

Propésito. Determinar si existen diferencias entre las dos muestras. No se especifica
qué tipo de diferencias. Es un test muy poderoso para tamafos muestrales grandes.

Ecuaciones. Partimos de los siguientes datos:

Muestra Categorias (k) Total
S1 Ny, Ny Ny;3 Ny M,
S2 Ny Ny, No3 Ny MZ
Total N, N, N, Ny N
Las frecuencias esperadas seran:
N.-M,
e. = /
! N
Coni=12...yj=12...k
El estadistico de la chi-cuadrado es:
2
p% :2(”5 —¢y)
if ij
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Consideraciones sobre los datos:
a) Las frecuencias esperadas deben ser, como minimo, 5.
Hipétesis nula:

H,: La muestras son iguales o proceden de la misma poblacion.

H,: La muestras son no iguales o no proceden de la misma poblacién.
Regla de decision:

Si el valor critico de P obtenido en las tablas es menor que el nivel de significancia
elegido, a y con n-1 grados de libertada, la hipétesis nula se rechaza.

Ejercicio 26 (tomado de Batschelet, 1989). Se tienen las direcciones que toman dos
poblaciones de tortugas y se desea saber si se orientan de igual forma.

Interoalos Frecuencia Total Frecuencia Fr. obs - Fr. esp (Fr. obs - Fr. esp)*/
observada esperada Fr. esp
S1 S2 S1 S2 S1 S2 S1 S2
0°-45° 0 0 0 0 0 0 0
45°-90° 4 15 19 10,2 8,8 -6,2 6,2 3,8 4,3
90°-135° 0 27 27 14,5 12,5 -14,5 14,5 14,5 16,7
135°-180° 17 21 38 20,4 17,6 -3,4 3,4 0,6 0,6
180°-225° 28 5 33 17,7 15,3 10,3 -10,3 6,0 6,9
225°-271° 11 0 11 59 51 51 -5,1 4,4 51
270°-315° 15 0 15 8,0 7,0 7,0 -7,0 6,0 7,0
315°-360° 7 3 10 54 4,6 1,6 -1,6 0,5 0,6
Total 82 71 153 82,0 71,0 0,0 0,0 35,7 41,3
Por tanto:

x> =357+414 =773

Como 35, = 14,45 rechazamos Hy: las orientaciones son diferentes.

4.3.5. Test de Hotellling para dos muestras apareadas

Datos. Dos muestras de datos apareados.
Propésito. Determinar si existen diferencias entre las dos muestras.

Ecuaciones. Se emplean los mismos procedimientos que en el test de Hotelling
visto con anterioridad, ya que podemos obtener una sola muestra al poder calcular
las diferencias entre datos apareados. Si a; es el angulo i del dato j, entonces ay; y ay
son datos apareados, entonces podemos obtener las coordenadas rectangulares de
estos datos del siguiente modo:
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X; = c0s a; — COS 0

Y; = sen oy — sen oy

Ya podemos obtener el estadistico F:

k=) [ X Yy -2X Y Y xy+Y 3 a

2 2x22y2_(2x'y)2

Consideraciones sobre los datos:

F

a) Los datos deben estar apareados.
Hipétesis nula:

H,: No hay diferencias entre las dos muestras.

H,: Hay diferencias entre las dos muestras.
Regla de decision:

Si el valor critico obtenido en las tablas es menor que el nivel de significancia
elegido la hipétesis nula se rechaza.

Ejercicio 27 (tomado de Zar, 1996). Deseamos sabe si existen diferencias en la
zona donde descansan un grupo de aves por la mafiana y por la tarde.

Hacemos los calculos:

Maiiana Tarde Diferencia
Ave (j) Dl?ii;lon sen oy oS oy Dzr(iczjc)zon sen ay C0S 0y Y; X;
1 105° 0,9659 -0,2588 205° -0,4226  -0,9063  -1,3885  -0,6475
2 120° 0,8660 -0,5000 210° -0,5000 -0,8660 -1,3660  -0,3660
3 135° 0,7071 -0,7071 235° -0,8192  -0,5736  -1,5263 0,1335
4 95° 0,9962 -0,0872 245° -0,9063  -0,4226  -1,9025 -0,3355
5 155° 0,4226 -0,9063 260° -0,9848  -0,1736  -1,4074 0,7327
6 170° 0,1736 -0,9848 255° -0,9659  -0,2588  -1,1396 0,7260
7 160° 0,3420 -0,9397 240° -0,8660  -0,5000  -1,2080 0,4397
8 155° 0,4226 -0,9063 245° -0,9063  -0,4226  -1,3289 0,4837
9 120° 0,8660 -0,5000 210° -0,5000 -0,8660 -1,3660  -0,3660
10 115° 0,9063 -0,4226 200° -0,3420  -0,9397  -1,2483  -0,5171

Tenemos que:

k = 10; X =0,0284; Y=-1,3981;
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Con esos datos y siguiendo el mismo procedimiento que en test de Hotelling pata
una muestra llegamos a que:

F =217 y como Fygs,5 = 4,46 rechazamos H,. Hay diferencias en las zonas de
descanso.

4.3.6. Test de Moore para dos muestras

Datos. Dos muestras de n; y n, valores angulares ¢, ¢,...¢,, que representan
direcciones en un plano, tiempo o un fenémeno ciclico. Cada valor se ha medido
sobre el mismo individuo.

Propésito. Determinar si existen diferencias entre ambas muestras. Se trata de
un test no paramétrico.

Ecuaciones. Si tenemos dos muestras apareadas, por tanto con k pares, calculamos
para cada dato su seno y su coseno para obtener las coordenadas rectangulares. Asi
las coordenadas rectangulares del par j seran:

X; = cos ay; — C0s oy
Y; = sen oy — sen oy

A continuacién para cada diferencia calculamos:

_ 2 2
r; —JXj +Xj

X, Y,
cos o, =—; sen o, =—
] ) r

T i

Seguidamente asignamos rangos (i) a r;, desde 1 hasta n y calculamos:

X = kL i-cos o
k
v o ¥ i-sen o
k
y
Rz X*+Y?
k

Consideraciones sobre los datos:

a) Los datos deben estar apareados.
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Hipétesis nula:

Hy: Los angulos son iguales.

Hy: Los dngulos son diferentes.

Regla de decision:

119

Si el valor critico es menor que el nivel de significancia elegido la hip6tesis nula

se rechaza.

Ejercicio 28 (tomado de Zar, 1996). Se marcaron una serie de aves y se deter-
mino la orientacién a que descansaban por la mafiana y por la tarde. Se pretende
determinar si hay diferencias entre la mafiana y la tarde a la hora de elegir la zona

de descanso.

Ave Maiiana Tarde
1 105° 205°
2 120° 210°
3 135° 235°
4 95° 245°
5 155° 260°
6 170° 255°
7 160° 240°
8 155° 245°
9 120° 210°
10 115° 200°

En la figura 67 se representan los datos correspondientes a los dos momentos del dia.

Figura 67. Datos del ejercicio 28. En azul posiciones ocupadas por las aves durante la

mafiana. En verde posiciones ocupadas durante la tarde.
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En primer lugar calculamos las coordenadas rectangulares de cada par:

Mafiana Tarde Diferencia
Ave (j) Dl?ii;lon sen oy oS i Dzr(fxczjc)lon sen ay C0S 0ty Y; X
1 105° 0,9659 -0,2588 205° -0,4226  -0,9063 -1,3885  -0,6475
2 120° 0,8660 -0,5000 210° -0,5000  -0,8660 -1,3660  -0,3660
3 135° 0,7071 -0,7071 235° -0,8192  -0,5736  -1,5263 0,1335
4 95° 0,9962 -0,0872 245° -0,9063  -0,4226  -1,9025 -0,3355
5 155° 0,4226 -0,9063 260° -0,9848  -0,1736  -1,4074 0,7327
6 170° 0,1736 -0,9848 255° -0,9659  -0,2588  -1,1396 0,7260
7 160° 0,3420 -0,9397 240° -0,8660  -0,5000  -1,2080 0,4397
8 155° 0,4226 -0,9063 245° -0,9063  -0,4226  -1,3289 0,4837
9 120° 0,8660 -0,5000 210° -0,5000  -0,8660 -1,3660  -0,3660
10 115° 0,9063 -0,4226 200° -0,3420  -0,9397 -1,2483 -0,5171

Continuando con los calculos obtenemos:

Y2, X2 Y2, + X2 r sen g cos g rango (i)  coso; - i sen ;-1
1,9281 04192  2,3473 1,5321  -0,9063  -0,4226 7,5 -3,170 -6,797
1,8660  0,1340  2,0000  1,4142  -0,9659 -0,2588 4,5 -1,165 -4,347

2,3295  0,0178  2,3473 1,5321  -0,9962  0,0872 7,5 0,654 -7,471
3,6195  0,1125  3,7321 1,9319 -0,9848 -0,1736 10,0 -1,736 -9,848

1,9808 05368 25176  1,5867 -0,8870  0,4617 9,0 4,156 -7,983
1,2986  0,5271 1,8257 11,3512 -0,8434  0,5373 2,0 1,075 -1,687
1,4594  0,1933  1,6527  1,2856  -0,9397  0,3420 1,0 0,342 -0,940
1,7660  0,2340  2,0000  1,4142 -0,9397  0,3420 6,0 2,052 -5,638
1,8660  0,1340  2,0000 11,4142 -0,9659 -0,2588 4,5 -1,165 -4,347
1,5583 02674  1,8257  1,3512  -0,9239 -0,3827 3 -1,148 -2,772

Asi pues tendremos que:

Licos i 0,106
k 10

X =

—-0,011

Y i-sen i  -51,83
k 10

Y =

=-5,183

Por tanto:

VX2+Y? J(=0,011)° +(-5,183)
koo 10
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Como R’y510 = 1,144 rechazamos H,, por tanto concluimos que la direccion en la que
descansan las aves durante la mafiana y durante la tarde es diferente.

4.3.7. Test no paramétrico de Wallraff

Este test basado en Wallraff (1979) permite testar la homocedasticidad entre dos
muestras, es decir, si las muestras tienen la misma concentracién (o dispersién). El
procedimiento consiste en calcular la direccién media de cada muestra y las distancias
angulares entre los datos de cada muestra y su direccién media. A continuacion se
asignan rangos a los resultados y se aplica el test de Mann-Whitney (dos muestras)
o el test de Kruskal-Wallis (mas de dos muestras).

Ejercicio 29 (tomado de Zar, 1996). En la siguiente tabla se presentan datos relativos
a la hora de nacimiento de nifios y nifilas durante un determinado dia. También se
ha calculado el angulo medio: nifios, a; = 7:55 AM; nifias, a;, = 8:15 AM. Con estos
datos la hipétesis que se plantea es la siguiente:

H,: las horas de nacimientos de los nifios son tan variables como las de las nifias.

H,: las horas de nacimiento de los nifios no son tan variables como las de las nifias.

Para cada muestra calculamos la distancia angular y asignamos rango a cada uno
de los valores.

Niiios Nifias
Hora Distancia angular Rango Hora Distancia angular Rango

5:10:00 2:45:00 11 8:15:00 0:00:00 1
6:30:00 1:25:00 4 10:20:00 2:05:00 8,5
9:40:00 1:45:00 6 9:45:00 1:30:00 5
10:20:00 2:25:00 10 6:10:00 2:05:00 8,5
4:20:00 3:35:00 13 4:05:00 4:10:00 14
11:15:00 3:20:00 12 7:50:00 0:25:00 2

9:00:00 0:45:00 3

10:10:00 1:55:00 7

De modo que tenemos: n; = 6, R; = 56, n, = 8, R, = 49, con lo que podemos aplicar
el test de Mann-Whitney:

n(n, +1) +6(6+1)

U=n,n,+ R, =68 -56=13

Con este resultado P = 0,17, por tanto no rechazamos H,.
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4.4. ANOVA CIRCULAR

Una ANOVA Circular es un andlisis de la varianza de una via que permite testar
la igualdad de direcciones medias en una investigacioén con datos circulares. Para que
pueda realizarse una ANOVA circular es necesario que las n-muestras independientes
objeto de andlisis se ajusten a una distribucién de von Mises y que posean medias
direccionales y pardmetros de concentracion iguales (Tasdan y Yenisay, 2014). En caso
de que alguno o todos estos condicionantes no se cumplan nos veremos obligados a
utilizar test no paramétricos para poder testar la igualdad de medias.

Vamos a construir la tabla para la ANOVA circular siguiendo el ejemplo pro-
puesto por Firdu y Bagpinar (2017). Esta tabla es similar a la utilizada en el caso de
la ANOVA lineal. Como sabemos para poder aplicar una ANOVA lineal la muestra
debe ajustarse a la distribucién uniforme. En el caso de la ANOVA circular hemos
sefialado que la muestra debe ajustarse a una distribucién de von Mises. Ya vimos
como podemos comprobar si nuestras muestras se ajustan a una distribuciéon de
von Mises.

Firdu y Baspinar (2017) estudian la incidencia mensual de la fiebre hemorra-
gica Crimea-Congo en el periodo 2008-2014 en Turquia. Los datos aportados, por
tanto, son frecuencias mensuales (de enero a diciembre) medidos en una escala
circular.

La tabla de ANOVA que utilizaremos para la realizaciéon de los calculos es la
siguiente:

Fuente de variacion Grados de libertad Suma de los cuadrados Media cuadrdtica
Entre muestras p-1 SSB MSB
Dentro de muestras Yn—p SSW MSW
Total Yn-1 SST

Siendo p el namero total de muestras o grupos y n los tamafios muestrales de cada
grupo. Para calcular el estadistico debemos obtener previamente los siguientes re-
sultados:

df=p-1
4 _
SSB=Y (R, -R)
i=1
, 3
MSB — i:l(Ri R)
p-1
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P _
SSW =Y (n,-R)
i=1
SST=n-R

zf:l (ni — Ri)

MSW =
Zni -p

El valor de F se calcula de acuerdo a la siguiente expresion:

_ LR =R/ (p-i)
- 2?:1("1‘ _Ri)/zni -p

Los datos que aportan Firdu y Baspinar (2017) son los siguientes:

W W R T e
2008 1273 2,7329 0,8567 0,3325 0,6675 0,9780
2009 1277 2,8633 0,8402 0,3265 0,6734 0,9859
2010 835 2,6477 0,8476 0,2488 0,7511 1,0992
2011 1053 2,9268 0,8447 0,2903 0,7097 1,0336
2012 777 2,7217 0,8206 0,2287 0,7713 1,1320
2013 863 2,6789 0,8305 0,2493 0,7507 1,0985
2014 931 2,1658 0,8001 0,2530 0,7469 1,0926
2015 684 2,9139 0,8285 0,2099 0,7900 1,1640

Siendo R = 0,580445 y n total igual a 7693. Utilizando una tabla de Excel podemos
hacer los calculos facilmente:

Aiio ; R R R, -R n—-R n - R, n-p
2008 1273 0,8567 0,580445 0,2762 1272,42 1272,1433 1272
2009 1277 0,8402 0,580445 0,2597 1276,42 1276,1598 1275
2010 835 0,8476 0,580445 0,2671 834,42 834,1524 832
2011 1053 0,8447 0,580445 0,2642 1052,42 1052,1553 1049
2012 777 0,8206 0,580445 0,2401 776,42 776,1794 772
2013 863 0,8305 0,580445 0,2500 862,42 862,1695 857
2014 931 0,8001 0,580445 0,2196 930,42 930,1999 924
2015 684 0,8285 0,580445 0,24805 683,42 683,1715 676
Total: 7693 2,02534 7688,36 7686,3311 7657
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A partir de estos datos podemos calcular parametros de la ANOVA circular:

Pueﬁte. ,de Grados de libertad Suma de los cuadrados Media cuadritica
variacion
, =

SSB=Y' (R, —R MsB = 2,-=1(R,-1 o
;EnILtZEtras p-1=8-1=7 LR ’

=2,02534 _ 2,02354 =0,289334

7
P _
_ Mow = 2=l =R _

Dentrode Yn-p=7693-8 SSW=2% (n,-R)= X, —p
muestras = 7685 _

= 7688,36 _ 7688,36 =1,00038

7657
Total Yn-1=7693-1 SST=n-R=7693 -
= 7692 0,580445 = 7692,42
Finalmente:
» (R,=R)/(p—i) 0,289334
_ 2R -R)/pi) O, =0,2882

T30, —R)/Tn—p 1,00038

Utilizando Excel (=DISTR.F(valor de F obtenido; p-1; n-1))podemos calcular el valor
tedrico para Foass770: = 0, 9588. Como 0,9588 > 0,2882 concluimos que no existen
diferencias en la incidencia de la enfermedad en los diferentes afios estudiados.

L _
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CAPITULO 5
CORRELACION

5.1. INTRODUCCION

En este capitulo se analizan las relaciones entre dos variable circulares aleatorias
y entre una variable circular aleatoria y una lineal. Por ejemplo nos podria interesar
estudiar si existe alguna relacién entre la direccién del viento (circular) y las direc-
ciones que toman las ramas de un arbol (circular) expuesto al citado viento. Otro
caso interesante resultaria de investigar la relacién que existe entre la direccién del
viento (circular) y la cantidad de lluvia caida (lineal).

5.2. CORRELACION CIRCULAR-CIRCULAR

Partimos de dos variables circulares donde denotaremos a cada par i de datos
como a; y b, donde a y, b son angulos. Entonces, el coeficiente de correlacion es:

Ly sen(a, —a,)sen(b, = b,)
r o= i=1 j=i+l i j i j
“ \/ :’;11 ;’l:HI sen’ (ai - a]')zr-lil 27-1 sen’ (b, - b])

i=1 j=i+l

Para determinar si r,, es significativo se estima n - r,, adicionales, eliminando cada
vez uno de los n pares de a y b, técnica conocida como jackknife. A continuacion se
calcula la media y la varianza de estos r,, para estimar los limites de confianza para
Paes qUE SON:

SZ

rﬂ

H

L=nr,—(n- Y aa — Zyo)

(S)

S

)
H

L=nr,—(n- Y aa — Z oo
n

Si el intervalo de confianza, es decir, el intervalo entre L; y L, no incluye al cero,
entonces Hy = p,, = 0 es rechazada en favor de H, = p,, = 0.

Ejercicio 30 (tomado de Zar, 1996). Deseamos saber la relacién entre la orientacion
de los insectos y la direccién de la luz, segin la siguiente tabla:
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i Insecto a; luz b;
1 145° 120°
2 190° 180°
3 310° 330°
4 210° 225°
5 80° 55°

Cuya representacion grafica se presenta en la figura 68:

Jost Luis PEREZ BOTE

Figura 68. Direccién que toman los insectos (izquierda) y de la luz (derecha).

Por tanto: Hy = p, = 0y Ha = pa # 0.

El procedimiento a seguir es el siguiente:

i j ar-a; b-b; sen (a-a) sen (b-b)  sen (ara) - sen (b-b) sen2 (aray sen2 (b-b)
1 2 -45 -60 -0,7071 -0,8660 0,6124 0,5000 0,7500
1 3 -165 -210 -0,2588 0,5000 -0,1294 0,0670 0,2500
1 4 -65 -105 -0,9063 -0,9659 0,8754 0,8214 0,9330
1 5 65 65 0,9063 0,9063 0,8214 0,8214 0,8214
2 3 -120 -150 -0,8660 -0,5000 0,4330 0,7500 0,2500
2 4 -20 -45 -0,3420 -0,7071 0,2418 0,1170 0,5000
2 5 110 125 0,9397 0,8192 0,7698 0,8830 0,6710
3 4 100 105 0,9848 0,9659 0,9513 0,9698 0,9330
3 5 230 275 -0,7660 -0,9962 0,7631 0,5868 0,9924
4 4 130 170 0,7660 0,1736 0,1330 0,5868 0,0302

Suma: 5,4718 6,1033 6,1310
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Las diferencias a;-a; para el primer par (1,2) se calcularfa:
145° — 190° = -45°

Para el caso bi-b; del primer par (1,2) se calcularfa:
120° - 180° = -60°

y asi sucesivamente.

Podemos calcular r,,:

;o= iy 2;:141 sen(a; — a; )sen(b, — bj) B 5,4718
Y JEL YL sen’(a,—a )X 20 sen’ (b~ b)) /6,1033:6,1310

=0,8945

Como se ha sefialado el procedimiento continua eliminando cada uno de los i
pares y calculando de nuevo r,,. Repetimos los calculos eliminando i = 1 y tenemos:

i j ara; b-b; sen (a-a) sen (b-b)  sen (a-a) - sen (b-b)  sen? (a-ay  sen? (b-b)
2 3 -120 -150 -0,8660 -0,5000 0,4330 0,7500 0,2500
2 4 -20 -45 -0,3420 -0,7071 0,2418 0,1170 0,5000
2 5 110 125 0,9397 0,8192 0,7698 0,8830 0,6710
3 4 100 105 0,9848 0,9659 0,9513 0,9698 0,9330
3 5 230 275 -0,7660 -0,9962 0,7631 0,5868 0,9924
4 4 130 170 0,7660 0,1736 0,1330 0,5868 0,0302

Suma: 3,2920 3,8935 3,3766

Entonces:
3,2920
r = ————=oo=o"=0,9079

“3,8935-3,3766

Si eliminamos i = 2, tenemos que 7, = 0,87419. De modo que:

i eliminado 1 2 3 4 5
Taa 0,908 0,874 0,929 0,891 0,874

Ahora calculamos la media y la varianza para determinar los intervalos de confianza:
fa=0,8951; 5% =0,0005552

nor, —(n—1)fu =5-0,8941—(5—1)-0,8951 = 0,8917

Zo,05(2>\/% =1, 961 ,@ =0,0206
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Por tanto:
L, = 0,8917 - 0,0206 = 0,8711 y L, = 0,8917 + 0,0206 = 0,9123.

Como el intervalo de confianza no incluye al cero rechazamos Hy: hay correlacion.

5.3. CORRELACION CIRCULAR-LINEAL

En muchos casos es necesario poder correlacionar variables lineales y circulares,
por ejemplo entre la direccion y la distancia a la que se desplazan algunos animales.
El coeficiente de correlacion circular-lineal es el siguiente:

al

2 2
— rxc"'rxs_z'rxc‘rxs'rcs
1-15

El coeficiente de correlacién oscila entre 0 y 1, por tanto no existen correlacio-
nes negativas. Si n es grande el nivel de significaciéon puede obtenerse comparando

.2 2
n - r3 con una y>,.

Ejercicio 31 (tomado de Zar, 1996). Deseamos saber si existe correlacién entre la
direccién tomada por 7 aves y la distancia viajada. En este caso:

Hy=pa=0yHy=paz0, cona=0,05.

Distancia  Direccion

(km) x (@) seno coseno sen’ cos? x? X+ cos X - sen sen - cos

48 190°  -0,1736 -0,9848 0,0302 0,9699 2304 -47,2709 -8,3347 0,1710

55 160°  0,3420 -0,9397 0,1170 10,8830 3025 -51,6830 18,8111 -0,3214

26 210°  -0,5000 -0,8660 0,2500 0,7500 676 -22,5168 -13,0000 0,4330

23 225°  -0,7071 -0,7071 0,5000 0,5000 529 -16,2635 -16,2635 00,5000

22 220° -0,6428 -0,7660 0,4132 0,5868 484 -16,8529 -14,1414 0,4924

62 140°  0,6428 -0,7660 0,4132 0,5868 3844 -47,4945 39,8530 -0,4924

64 120°  0,8660 -0,5000 0,7500 0,2500 4096 -32,0000 55,4259 -0,4330
Suma = 300 -0,1727 -5,52972 2,4735 4,5265 14958 -234,0815 62,3504 0,3496

Por tanto disponemos de los siguientes resultados:
Y x,=300km; Y xf =14952km*; Y senor=-0,1727°;
Y sen*a=2,4735°; Y cosax=-5,52972° Y cos’cr =4,5265°;

Para la suma de los cuadrados aplicamos la siguiente ecuacién:

2 _ 2_(295)2
Tr=ye- &
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De modo que:

300%
Suma de los cuadrados de x =14952 —

=2100,86

(-0,1727)

Suma de los cuadrados de seno o =2,4735— =2,4692

(=5,5297)

Suma de los cuadrados de coseno o =4,5265— =0,1582

Suma de los productos de x por cos a = 48 - (-=0,98481) + 55 - (=0,96969) + ...... + 64
- (=0,5) — 300 - (-5,52972)/7 = 2,908

Suma de los productos de x por sen a = 48 - (-0,17364) + 55 - (0,34202) + ...... + 64
- (0,86603) — 300 - (-0,1727)/7 = 67,90

Suma de los productos cos a por sen a = (-0,98481) - (-0,17364) + (—=0,96969) - (0,34202)
+ el + (=0,5) - (0,86603) — (-5,52972) (-0,1727) / 7 = 0,2139

Ya podemos obtener los coeficientes de correlacion, aplicando la siguiente féormula:

Xy
DN

r=

De modo que:

2
Ty = 908 =0,1594, portanto: 7, =0,02543
e {2100,86-0,1582 .
Ty o = 69,70 =0,9677, portanto:r’  =0,9366
' \/2100,86-2,4692 '
Tt ot = __021% 0,3421,  portanto: 2, .. =0,1170
’ \2,4692-0,1582 "
De aqui obtenemos aplicando la siguiente ecuacién, que:
er,COsll + rX2,5[’71(X B 2 i r:'f,COSOC : rX,S(’”(X i 1’;‘05(1,56?’0{
Tal = 1 2
- r[osa,smwt
2. . 77 -
- \/0,2543+0,9366 2-0,1594-0,9677-0,3421 —0,9854

1-0,1170
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Ahora calculamos:

nern=7-09854 = 6,8978

Como y3 s, = 5,991 no rechazamos Hy. No hay correlacién entre la direccién tomada
y la distancia en las aves estudiadas.
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Tabla A. Valores criticos para la z de Rayleigh (tomado de Zar, 1996)

o= o= a = a= a= o=
0,05 0,02 0,01 0,005 0,002 0,001
6 0,734 1,639 2,274 2,865 3,576 4,058 4,491 4,985 5,297
7 0,727 1,634 2,278 2,885 3,627 4,143 4,617 5,181 5,556
8 0,723 1,631 2,281 2,899 3,665 4,205 4,710 5,322 5,743
9 0,719 1,628 2,283 2,910 3,694 4,252 4,780 5,430 5,885
10 0,717 1,626 2,285 2,919 3,716 4,289 4,835 5,514 5,996
11 0,715 1,625 2,287 2,926 3,735 4,319 4,879 5,582 6,085
12 0,713 1,623 2,288 2,932 3,750 4,344 4,916 5,638 6,158
13 0,711 1,622 2,289 2,937 3,763 4,365 4,947 5,685 6,219
14 0,710 1,621 2,290 2,941 3,774 4,383 4,973 5,725 6,271
15 0,709 1,620 2,291 2,945 3,784 4,398 4,996 5,759 6,316
16 0,708 1,620 2,292 2,948 3,792 4,412 5,015 5,789 6,354
17 0,707 1,619 2,292 2,951 3,799 4,423 5,033 5,815 6,388
18 0,706 1,619 2,293 2,954 3,806 4,434 5,048 5,838 6,418
19 0,705 1,618 2,293 2,956 3,811 4,443 5,061 5,858 6,445
20 0,705 1,618 2,294 2,958 3,816 4,451 5,074 5,877 6,466
21 0,704 1,617 2,294 2,960 3,821 4,459 5,085 5,893 6,491
22 0,704 1,617 2,295 2,961 3,825 4,466 5,095 5,908 6,510
23 0,703 1,616 2,295 2,963 3,829 4,472 5,104 5,922 6,528
24 0,703 1,616 2,295 2,964 3,833 4,478 5,112 5,935 6,544
25 0,702 1,616 2,296 2,966 3,836 4,483 5,120 5,946 6,559
26 0,702 1,616 2,296 2,967 3,839 4,448 5,127 5,957 6,573
27 0,702 1,615 2,296 2,968 3,842 4,492 5,133 5,966 6,586
28 0,701 1,615 2,296 2,969 3,844 4,496 5,139 5,975 6,598
29 0,701 1,615 2,297 2,970 3,847 4,500 5,145 5,948 6,609
30 0,701 1,615 2,297 2,971 3,849 4,504 5,150 5,992 6,619
32 0,700 1,614 2,297 2,972 3,853 4,510 5,159 6,006 6,637
34 0,700 1,614 2,297 2,974 3,856 4,516 5,168 6,018 6,654
36 0,700 1,614 2,298 2,975 3,859 4,521 5,175 6,030 6,668
38 0,699 1,614 2,298 2,976 3,862 4,525 5,182 6,039 6,681
40 0,699 1,613 2,298 2,977 3,865 4,529 5,188 6,048 6,692
42 0,699 1,613 2,298 2,978 3,867 4,533 5,193 6,056 6,703
44 0,698 1,613 2,299 2,979 3,869 4,536 5,198 6,064 6,712
46 0,698 1,613 2,299 2,979 3,871 4,539 5,202 6,070 6,721
48 0,698 1,613 2,299 2,980 3,873 4,542 5,206 6,076 6,729
50 0,698 1,613 2,299 2,981 3,874 4,545 5,210 6,082 6,736
55 0,697 1,612 2,299 2,982 3,878 4,550 5,218 6,094 6,752
60 0,697 1,612 2,300 2,983 3,881 4,555 5,225 6,104 6,765
65 0,697 1,612 2,300 2,984 3,883 4,559 5,231 6,113 6,776
70 0,696 1,612 2,300 2,985 3,885 4,562 5,235 6,120 6,786
75 0,696 1,612 2,300 2,986 3,887 4,565 5,240 6,127 6,794
80 0,696 1,611 2,300 2,986 3,889 4,567 5,243 6,132 6,801
90 0,696 1,611 2,301 2,987 3,891 4,572 5,249 6,141 6,813
100 0,695 1,611 2,301 2,988 3,893 4,575 5,254 6,149 6,822
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Tabla B. Valores criticos para la m del test de Hodges-Ajne (tomado de Zar, 1996)

a = o= o= o= o= a =
" =05 a=02 a=01 4 0,02 0,01 0,005 0,002 0,001
4 0

5 0

6 0 0

7 0 0

8 1 0 0

9 1 0 0 0

10 1 1 0 0 0

11 2 1 1 0 0

12 2 1 1 0 0 0

13 3 2 1 1 0 0 0

14 3 2 1 1 0 0 0 0

15 3 2 2 1 1 0 0 0 0
16 4 3 2 2 1 1 0 0 0
17 4 3 2 2 1 1 1 0 0
18 4 3 3 2 2 1 1 0 0
19 5 4 3 3 2 2 1 1 0
20 5 4 3 3 2 2 1 1 1
21 6 4 4 3 3 2 2 1 1
22 6 5 4 4 3 2 2 2 1
23 6 5 4 4 3 3 2 2 1
24 7 6 5 4 3 3 3 2 2
25 7 6 5 5 4 3 3 2 2
26 8 6 6 5 4 4 3 3 2
27 8 7 6 5 4 4 4 3 3
28 8 7 6 6 5 4 4 3 3
29 9 7 7 6 5 5 4 4 3
30 9 8 7 6 6 5 4 4 3
31 10 8 7 7 6 5 5 4 4
32 10 9 8 7 6 6 5 4 4
33 11 9 8 7 7 6 5 5 4
34 11 9 9 8 7 6 6 5 5
35 11 10 9 8 7 7 6 5 5
36 12 10 9 9 8 7 6 6 5
37 12 11 10 9 8 7 7 6 6
38 13 11 10 9 8 8 7 6 6
39 13 11 10 10 9 8 7 7 6
40 13 12 11 10 9 8 8 7 7
41 14 12 11 10 9 9 8 7 7
42 14 13 12 11 10 9 9 8 7
43 15 13 12 11 10 9 9 8 8
44 15 13 12 12 11 10 9 8 8
45 16 14 13 12 11 10 10 9 8
46 16 14 13 12 11 11 10 9 9
47 16 15 14 13 12 11 10 10 9
48 17 15 14 13 12 11 11 10 9
49 17 15 14 13 12 12 11 10 10
50 18 16 15 14 13 12 11 11 10

\ 4
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Tabla C. Valores criticos para la u del test de laV (tomado de Bastchelet, 1981)

n a=01 a = 0,05 o= 0,01 o = 0,005 a = 0,001 a = 0,0001
5 1,3051 1,6524 2,2505 2,4459 2,7938 3,0825
6 1,3009 1,6509 2,2640 2,4695 2,8502 3,2114
7 1,2980 1,6499 2,2734 2,4858 2,8886 3,2970
8 1,2958 1,6492 2,2803 2,4978 2,9164 3,3358
9 1,2942 1,6484 2,2856 2,5070 2,9375 3,4034
10 1,2929 1,6482 2,2899 2,5143 2,9540 3,4387
11 1,2918 1,6479 2,2933 2,5201 2,9672 3,4669
12 1,2909 1,6476 2,2961 2,5250 2,9782 3,4899
13 1,2902 1,6474 2,2985 2,5290 2,9873 3,5091
14 1,2895 1,6472 2,3006 2,5325 2,9950 3,5253
15 1,2890 1,6470 2,3023 2,5355 3,0017 3,5392
16 1,2885 1,6469 2,3039 2,5381 3,0075 3,5512
17 1,2881 1,6467 2,3052 2,5404 3,0126 3,5617
18 1,2877 1,6466 2,3064 2,5424 3,0171 3,5710
19 1,2874 1,6465 2,3075 2,5442 3,0211 3,5792
20 1,2871 1,6464 2,3085 2,5458 3,0247 3,5866
21 1,2868 1,6464 2,3093 2,5473 3,0279 3,5932
22 1,2866 1,6463 2,3101 2,5486 3,0308 3,5992
23 1,2864 1,6462 2,3108 2,5498 3,0335 3,6047
24 1,2862 1,6462 2,3115 2,5509 3,0359 3,6096
25 1,2860 1,6461 2,3121 2,5519 3,0382 3,6142
26 1,2858 1,6461 2,3127 2,5529 3,0402 3,6118
27 1,2856 1,6460 2,3132 2,5538 3,0421 3,6293
28 1,2855 1,6460 2,3136 2,5546 3,0439 3,6258
29 1,2853 1,6459 2,3141 2,5553 3,0455 6,6292
30 1,2852 1,6459 2,3145 2,5560 3,0471 3,6323
40 1,2843 1,6456 2,3175 2,5610 3,0580 3,6545
50 1,2837 1,6455 2,3193 2,5640 3,0646 3,6677
60 1,2834 1,6454 2,3205 2,5660 3,0689 3,6764
70 1,2831 1,6453 2,3213 2,5674 3,0720 3,6826
100 1,2826 1,6452 2,3228 2,5699 3,0775 3,6936
500 1,2818 1,6449 2,3256 2,5747 3,0877 3,7140
1000 1,2817 1,6449 2,3260 2,5772 3,0890 3,7165
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Tabla D. Valores criticos para la U del test de Rao (tomado de

Batschelet, 1981)

n a = 0,01 a = 0,05 a=01
4 221,0 186,5 171,7
5 212,0 183,6 168,8
6 206,0 180,7 166,3
7 202,7 177,8 164,9
8 198,4 175,7 163,4
9 195,1 173,5 162,4
10 192,2 172,1 161,3
11 189,7 170,3 160,2
12 187,6 169,2 159,2
13 185,5 167,8 158,4
14 184,0 166,7 157,7
15 182,2 165,6 157,0
16 180,7 164,9 156,6
17 179,6 164,2 155,9
18 178,2 163,1 155,2
19 177,1 162,4 154,8
20 176,0 161,6 154,4
25 171,9 158,9 152,7
30 168,8 156,7 151,4
35 166,4 155,0 150,3
40 164,4 153,6 149,5
45 162,7 152,4 148,7
50 161,2 151,4 148,1
100 152,8 146,8 143,7
200 146,8 142,6 140,4
PORTADA INDICE
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Tabla E. Valores criticos para la K del test de Kuiper (tomado de Batschelet, 1981)

o =

o =

o=

o =

o=

o =

" =05 =02 a=01 ;4 0,02 0,01 0,005 0002 0,001
5 1,102 1,330 1,458 1,565 1,682 1,763 1,838 1,920 1,970
6 1,109 1,341 1471 1582 1,711 1,793 1,867 1,957 2,020
7 1,116 1,350 1,483 1,598 1,727 1,814 1,894 1,987 2,051
8 1,122 1,357 1,493 1608 1,741 1,830 1,911 2,009 2,077
9 1,127 1364 1500 1618 1,752 1,843 1,926 2,027 2,097
10 1,131 1,370 1507 1625 1,761 1,854 1,938 2,041 2,113
11 1,134 1374 1513 1631 1,769 1,862 1,948 2,053 2,126
12 1,138 1,378 1517 1637 1,776 1,876 1,957 2,062 2,137
13 1,141 1,382 1522 1642 1,782 1,870 1,964 2,071 2,146
14 1,143 1,38 1525 1646 1,787 1,882 1,970 2,078 2,154
15 1,146 1,388 1529 1650 1,791 1,887 1,976 2,085 2,161
16 1,148 1,391 1532 1653 1,795 1,892 1,981 2,090 2,168
17 1,150 1,393 1,534 1657 1,799 1,89 1,986 2,096 2,173
18 1,152 1,396 1,537 1659 1,802 1,899 1,990 2,100 2,178
19 1,154 1,398 1539 1662 1,805 1903 1,993 2,104 2,183
20 1,155 1,400 1,541 1664 1,808 1,906 1,997 2,108 2,187
21 1,157 1,401 1543 1667 1,810 1,908 2,000 2,112 2,191
22 1,158 1,403 1545 1669 1,813 1911 2,003 2,115 2,194
23 1,159 1,405 1547 1670 1,815 1,913 2,005 2,118 2,198
24 1,161 1,406 1549 1672 1,817 1916 2,008 2,121 2,201
25 1,162 1,407 1550 1674 1,819 1918 2010 2,123 2,203
30 1,167 1413 155 1681 1,826 1926 2,019 2,134 2215
35 1,171 1417 1561 1686 1,832 1933 2,026 2,141 27223
40 1,174 1421 1565 1690 1,837 1938 2,032 2,148 2723
45 1,177 1424 1568 1694 1,841 1942 2,036 2,152 27235
50 1,179 1427 1571 1697 1,844 1,946 2,040 2,157 2,239
100 | 1,191 1,442 1,588 1,714 1,862 1965 2,060 2,178 = 2,262
200 | 1,200 1,453 1,600 1,726 1,876 1979 2,075 2,194 2,279
500 | 1,208 1,462 1610 1,737 1,887 1990 2,087 2,207 2,292
oo 1216 1472 1,620 1,747 1,898 2,001 2,098 2,218 2,303
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Tabla F. Valores criticos para la chi-cuadrado
u o =020 0,10 0,05 0,025 0,02 0,01 0,005 0,001
1 1,642 2,706 3,841 5,024 5,412 6,635 7,879 10,828
2 3,219 4,605 5,991 7,378 7,824 9,210 10,597 13,816
3 4,642 6,251 7,815 9,348 9,837 11,345 12,838 16,266
4 5,989 7,779 9,488 11,143 11,668 13,277 14,860 18,467
5 7,289 9,236 11,070 12,833 13,388 15,086 16,750 20,515
6 8,558 10,645 12,592 14,449 15,033 16,812 18,548 22,458
7 9,803 12,017 14,067 16,013 16,622 18,475 20,278 24,322
8 11,030 13,362 15,507 17,535 18,168 20,090 21,955 26,124
9 12,242 14,684 16,919 19,023 19,679 21,666 23,589 27,877
10 13,442 15,987 18,307 20,483 21,161 23,209 25,188 29,588
11 14,631 17,275 19,675 21,920 22,618 24,725 26,757 31,264
12 15,812 18,549 21,026 23,337 24,054 26,217 28,300 32,909
13 16,985 19,812 22,362 24,736 25,472 27,688 29,819 34,528
14 18,151 21,064 23,685 26,119 26,873 29,141 31,319 36,123
15 19,311 22,307 24,996 27,488 28,259 30,578 32,801 37,697
16 20,465 23,542 26,296 28,845 29,633 32,000 34,267 39,252
17 21,615 24,769 27,587 30,191 30,995 33,409 35,718 40,790
18 22,760 25,989 28,869 31,526 32,346 34,805 37,156 42,312
19 23,900 27,204 30,144 32,852 33,687 36,191 38,582 43,820
20 25,038 28,412 31,410 34,170 35,020 37,566 39,997 45,315
21 26,171 29,615 32,671 35,479 36,343 38,932 41,401 46,797
22 27,301 30,813 33,924 36,781 37,659 40,289 42,796 48,268
23 28,429 32,007 35,172 38,076 38,968 41,638 44,181 49,728
24 29,553 33,196 36,415 39,364 40,270 42,980 45,559 51,179
25 30,675 34,382 37,652 40,646 41,566 44,314 46,928 52,620
26 31,795 35,563 38,885 41,923 42,856 45,642 48,290 54,052
27 32,912 36,741 40,113 43,195 44,140 46,963 49,645 55,476
28 34,027 37,916 41,337 44,461 45,419 48,278 50,993 56,892
29 35,139 39,087 42,557 45,722 46,693 49,588 52,336 58,301
30 36,250 40,256 43,773 46,979 47,962 50,892 53,672 59,70
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Tabla G. Valores criticos para la U2 del test de Watson (tomado de Zar, 1996)
a=05 a=02 a=01 a=005 a=002 a=001 a=0005a=0002a=0001

3
3
S

01172 01875 X%k % % % 3% 3% %k % 3% 3 % 3% % % % 3% % % 3% % % % 3%
7 7

é 0,0815 0,203’7 0,2037 B ko NN Bk H NN Bk
6 | 0,0875 0,1333 0,2167 02167  *¥¥%  eeex eeek ek s
71 00844 0,1299 1,1688 02273  ¥rEr eeer e s ks
8 | 0,0903 0,1319 0,1362 0,2631  *¥¥*  eeEx mkk eebk Exx
9 | 0,0855 0,1282 0,1752 0,2436 0,2436 %% wmkx eeer kwxx
10 | 0,0804 0,1232 0,1571 0,2018 0,2500  **#*% e ek wxsx
11| 0,0828 0,1253 0,1556 0,1949 0,2556  **#% ek ek wssx
12| 0,0781 10,1302 0,1563 0,2031 0,2604 0,2604  ***%  wxek o wssx
13| 0,0792 0,1244 0,1538 0,1855 02647 02647  ****  wxex  wxsx
14 | 0,0780 10,1227 0,1534 0,1931 0,2298 0,2685  ****  wxxx  wwsx
15| 0,0789 0,1228 0,1561 0,1807 0,2298 02719 0,2719  *x**  sxxx
16 | 0,0781 0,1250 0,1531 0,1836 0,2281 02750 0,2750  ****  wxxx
17 | 0,0775 0,1223 0,1531 0,1839 0,2330 02778 0,2778  *¥**  sxxx
18 | 0,0764 0,1212 0,1490 0,1818 0,2197 02481 0,2803  *¥**  sxxx
19 | 0,0755 0,1213 0,1533 0,1796 0,2220 02517 0,2826  ****  sxxx
20| 00764 0,1201 0,1535 0,1842 0,2264 02451 0,2847  *##x  xxxx
21| 0,0752 0,1200 0,1514 0,1819 0,2143 02486 02867 0,2867  ****
221 0,0756 0,1211 0,1508 0,1823 0,2185 02517 10,2885 0,2885  ****
23| 0,0751 0,1194 0,1508 0,1814 02177 02394 02636 0,2901  ****
24 | 0,0755 0,1202 0,1499 0,1797 0,2184 02411 02660 0,2917  ****
0,0752 0,1200 0,1497 10,1814 02152 0,2441 0,2600 0,2931  ****
26| 0,0752 0,1191 0,148 0,1816 02175 02396 02624 0,2494  *x**
27 1 0,0753 0,1139 0,1505 0,1786 0,2151 0,2360 02646 0,2957 0,2957
28 | 0,0748 10,1203 0,1496 0,1775 02165 0,2388 02667 0,2969 0,2969
29 | 0,0749 0,1198 0,1491 0,1794 02165 02369 02557 0,2980 0,2980
30 | 0,0745 0,1196 0,1493 0,1797 0,2140 0,2395 02578 0,2990  0,2990
5 10,0890 0,1610 0,2250 0,2250  *¥¥¥  weER kbR etk ks
6 | 0,0848 10,1333 0,1818 0,2424  *#¥%  eeex  eeek ek s
71 00846 01284 0,1712 0,1998 0,2569  ****  wwwxwwmmx s
8 | 0,0855 10,1308 0,1654 02154 0,2692  **#%  wwxx ek kwxx
9 | 00798 01242 0,1591 0,1909 0,2798 0,2798  ****  weer  wwsx
10 | 0,0836 0,1236 0,1609 0,1956 0,2409 0,2889 0,2889  *¥**  xxxx
11| 0,0810 0,1241 0,1560 0,1901 0,2287 0,2969 0,2969  ****  xxxx
12| 0,0784 10,1235 0,1549 0,1863 0,2255 0,2608 0,3039  *¥**  sxxx
13| 0,0777 0,1256 0,1563 0,1837 0,2298 0,2692 0,3102  *¥**  sxxx
14 | 0,0782 10,1218 10,1534 0,1820 0,2211 02571 02767 0,3158  ****
15| 0,0782 10,1235 0,1515 0,1835 02248 02515 0,2835 0,3208  ****
16 | 0,7660 0,1206 0,1552 0,1825 0,2230 02552 0,2897 0,3254  ****
17 | 0,0761 0,1199 0,1520 0,1820 0,2205 0,2472 0,2782 0,3295  0,3295
18 | 0,0763 0,1208 0,1536 0,1797 02164 02464 0,2715 0,3338 0,3338
19| 0,0754 0,1201 0,1517 0,1824 02193 02526 0,2745 0,3052 0,3368
20 | 0,0760 0,1216 0,1520 0,1824 0,2200 02416 02664 0,3096 0,3400

Q1 U1 U1 Q1 U1 U1 Q1 O1 U1 Q1 U1 O1 Q1 U1 O Q1 o= = = = b b o b b s b b s e e s b o e s e s
N
Q1

)
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Tabla G. Valores criticos para la U2 del test de Watson (tomado de Zar, 1996) (cont.)

n n | a=05 a=02 a=01 a=005 a=002 a=001 a=0005a=0002 a=20001
5 2100755 0,1195 0,1510 0,1810 0,2206 0,2448 0,2712 0,2990 0,3429
5 22| 00756 0,1201 0,1524 0,1820 0,2191 0,2426 0,2689 0,3033 0,3457
5 23| 0,0755 0,1196 0,1513 0,1811 0,2178 0,2451 0,2737 0,2963 0,3209
5 24| 00747 0,1195 0,1511 0,1810 0,2190 0,2437 0,2736 0,2993 0,3241
5 25| 00754 0,1197 0,1517 0,1810 0,2166 0,2461 0,2674 0,3021 0,3272
5 26| 00749 0,1186 0,1514 0,1806 0,2189 0,2447 0,2675 0,2943 0,3176
5 27| 0,0748 0,1193 0,1508 0,1804 0,2165 0,2443 0,2674 0,2975 0,3207
5 28| 00746 0,1188 0,1512 0,1802 0,2170 0,2417 0,2694 0,2937 0,3136
5 29| 0,0743 0,1189 0,1510 0,1802 0,2171 0,2443 0,2666 0,2790 0,3153
5 30| 00743 0,1189 0,1512 0,1802 0,2160 0,2419 0,2678 0,2979 0,3181
6 6 | 0,0880 0,1319 0,1713 0,2060 0,2639 AR xAEE AR xREA

6 7 | 0,0806 0,1209 0,1538 0,1941 0,2821 0,2821 xRAX A xRAX

6 8] 00833 01265 0,1607 0,1964 0,2455 0,2976 0,2976 HER xRRE

6 9 | 0,0815 0,1259 0,1556 0,1926 0,2321 0,2617 0,3111 FAAx kA

6 10| 0,0771 0,1260 0,1563 0,1896 0,2313 0,2479 0,3229 00,3229 xRk

6 11| 00784 0,1212 0,1569 0,1872 0,2246 0,2620 0,2888 0,3333 xoRxA

6 12| 0,0802 0,1242 0,1551 0,1829 0,2261 0,2593 0,2747 0,3426 0,3426
6 13| 0,0769 0,1215 0,1538 0,1849 0,2213 0,2497 0,2780 0,3509 0,3509
6 14| 0,0768 0,1220 0,1536 0,1839 0,2250 0,2506 0,2821 0,3196 0,3583
6 15| 00762 0,1217 0,1524 0,1852 0,2201 0,2487 0,2730 0,3058 0,3651
6 16| 0,0758 0,1212 0,1534 0,1823 0,2235 0,2500 0,2789 0,3073 0,3357
6 17| 00750 0,1211 0,1526 0,1833 0,2199 0,2472 0,2745 0,3129 0,3427
6 18| 0,0760 0,1211 0,1535 0,1840 0,2199 0,2461 0,2739 0,2998 0,3298
6 19| 0,0751 0,1200 0,1523 0,1832 0,2204 0,2498 0,2744 0,3060 0,3298
6 20| 00747 0,1196 0,1526 0,1824 0,2196 0,2490 0,2734 0,3077 0,3333
6 21| 00758 0,1205 0,1523 0,1834 0,2205 0,2475 0,2734 0,3057 0,3369
6 221 00749 0,1204 0,1518 0,1824 0,2202 0,2473 0,2752 0,3036 0,3260
6 23] 00745 0,1194 0,1514 0,1824 0,2194 0,2469 0,2729 0,3073 0,3273
6 241 00743 0,1194 0,1519 0,1826 0,2206 0,2484 0,2715 0,3056 0,3289
6 25| 00744 0,1191 0,1514 0,1819 0,2202 0,2473 0,2731 0,3015 0,3277
6 26| 00739 0,1188 0,1510 0,1815 0,2198 0,2464 0,2710 0,3047 0,3265
6 271 00741 0,1193 0,1515 0,1822 0,2200 0,2469 0,2731 0,3053 0,3281
6 28] 00737 0,1190 0,1507 0,1821 0,2201 0,2467 0,2731 0,3039 0,3270
6 291 00736 0,1189 0,1511 0,1816 0,2200 0,2473 0,2719 0,3038 0,3258
6 30| 00736 0,1193 0,1509 0,1823 0,2194 0,2471 0,2725 0,3045 0,3262
7 7 100791 0,1345 0,1578 0,1986 0,2511 0,3036 0,3036 AR xREA

7 800794 0,1198 0,1556 0,1817 0,2246 0,2722 0,3222  **** ko

7 910078 01223 0,1560 0,1818 0,2215 0,2552 0,2909 0,3385 xAREE

7 10| 0,0773 0,1227 0,1546 00,1866 0,2269 0,2622 0,2773 0,3529 0,3529
7 111 0,0771 0,1219 0,1551 0,1839 0,2214 0,2532 0,2806 0,3225 0,3657
7 12| 0,0764 0,1216 0,1541 0,1855 00,2256 0,2519 0,2757 0,3083 0,3772
7 13| 0,0765 0,1216 0,1545 0,1842 0,2227 0,2523 0,2776 0,3150 0,3479
7 14| 0,0761 0,1228 0,1568 0,1840 0,2248 0,2530 0,2744 0,3210 0,3337
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Tabla G. Valores criticos para la U2 del test de Watson (tomado de Zar, 1996) (cont.)
n,|a=05 a=02 a=01 a=005 a=002 a=001 a=0005a=0002a=0001

15| 0,0754 0,1213 0,1525 0,1845 0,2235 00,2503 0,2780 0,3118 0,3378
16 | 0,0753 0,1203 0,1530 0,1848 0,2236 0,2508 0,2772 0,3113  0,3432
17 | 0,0749 0,1204 0,1526 0,1827 0,2227 0,2500 0,2752 0,3109 0,3340
18 0,0749 0,1200 0,1524 0,1841 0,2235 0,2502 0,2768 0,3117 0,3346
20 | 0,0743 0,1198 0,1526 00,1832 0,2219 0,2499 0,2780 0,3081 0,3330
21| 0,0751 0,1203 00,1534 0,1840 10,2240 0,249 0,2782 0,3123 0,3336
221 00743 0,1196 0,1518 0,1832 0,2221 0,2512 00,2763 0,3090 0,3341
231 00739 0,1194 0,1522 0,1832 0,2226 0,2499 0,2780 0,3103 0,3327
8 | 0,0781 0,1250 0,1563 0,1836 00,2256 0,2500 0,2959  0,3438 ks

9100784 01225 0,1552 0,1863 0,2255 00,2582 0,2827 0,3627 0,3627
10| 0,0775 0,1220 0,1546 0,182 0,2220 0,2491 0,2796 0,3359 0,3796
11| 0,0766 0,1220 0,1543 0,1842 0,2249 0,2524 0,2799 0,3194 0,3529
121 0,0766 0,1208 0,1557 0,184 0,2229 0,2521 0,2807 0,3167 0,3396
13| 0,0754 0,1212 0,1532 0,183 0,2237 0,2531 0,2778 0,3135 0,3446
14 | 0,0751 0,1205 0,1530 0,1655 0,2224 0,2516 0,2796 0,3137 0,3381
15| 0,0746 0,1210 0,1536 0,1855 00,2232 (,2507 10,2783 0,3130 0,3341
16| 00761 0,1220 0,1542 0,184 0,2222 0,2531 0,2795 0,3156 0,3414
17| 0,0747 0,1200 0,1529 0,1841 0,2241 0,2524 0,2782 0,3124 0,3388
18| 0,0748 0,1190 0,1528 0,1840 0,2244 0,2513 0,2813 0,3152 00,3397
19 | 0,0742 0,1196 0,1527 0,1839 0,2243 0,2526 0,2799 0,3143 0,3384
20| 0,0741 0,1196 0,1527 0,1839 0,2239 0,2527 0,2795 0,3134 0,3393
9100770 0,1250 0,1152 0,1867 0,2251 0,2663 0,2855 00,3404 00,3843
10| 0,0760 0,1216 0,1544 0,180 0,2257 0,2538 0,2865 0,3205 10,3614
11| 00764 0,1208 0,1542 0,1845 0,2249 0,2552 0,2814 0,3168 0,3410
12| 0,0767 0,1217 0,1543 0,182 0,2257 0,2540 0,2804 0,3157 10,3395
13| 0,0755 0,1205 10,1532 0,180 0,2247 0,2526 0,2798 0,3187 0,3389
14 | 0,0752 0,1201 0,1532 0,1853 0,2243 0,2526 0,2809 0,3168 0,3409
15| 0,0757 0,1201 0,1535 0,1850 0,2245 0,2541 0,2831 0,3152 0,3393
16 | 0,0744 0,1200 0,1533 0,1850 0,2244 0,2539 0,2822 0,3172 0,3439

=

O O O O O O O WO 0 0 00 0 0 0O 0 00 00 0 O 00 0 N N N N NN N394

10 10| 0,0750 0,1225 0,1545 0,180 0,2250 0,2545 0,2825 0,3170 0,3450
10 11| 00756 0,1215 0,1544 0,186 0,2237 0,2548 0,2791 0,3172 0,3405
10 12 0,0758 0,1212 0,1534 0,1848 0,2246 0,2545 0,2818 0,3155 0,3409
10 13| 0,0749 0,1204 0,1532 (,1853 0,2254 0,2542 0,2816 0,3184 0,3452
10 14| 0,0749 0,1201 0,1535 0,1847 0,2252 0,2550 0,2823 0,3181 0,3439
10 151 0,0747 0,1211 0,1536 0,1856 0,2256 0,2549 0,2837 0,3189 0,3440
11 11| 0,0760 0,1211 0,1541 0,1857 0,2232 0,2540 0,2826 0,3194 0,3442
11 12| 00751 0,1206 0,1535 0,181 0,2253 0,2543 0,2839 0,3182 0,3439
11 13| 00746 0,1206 0,1532 0,183 0,2255 0,2546 0,2838 00,3193 (,3461
12 12| 0,0752 0,1215 00,1528 0,183 0,2266 0,2558 0,2844 00,3192 (,3438
14 14| 0,0700 0,1170 0,1510 0,1830 0,2260 0,2580 0,2890 0,3300 0,3610
16 16| 0,0700 0,1170 0,1510 0,1840 0,2270 0,2590 0,2910 0,3320 0,3640
18 18| 0,0700 0,1170 0,1510 0,1840 0,2280 0,2600 0,2920 0,3340 0,3660
20 20| 0,0590 0,1170 0,1510 0,180 0,2280 0,2610 0,2930 0,3350 0,3670

)
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Tabla G. Valores criticos para la U2 del test de Watson (tomado de Zar, 1996) (cont.)

n n, | a=05 a=02 a=01 a=005 a=002 a=001 a=0005a=0002 a=20001
25 251 0,060 0,1170 0,1520 0,1850 0,2290 0,2620 0,2950 0,3380 0,3700
30 30| 0,060 0,1170 0,1520 0,1860 0,2300 0,2630 0,2960 0,3390 0,3720
35 35| 0,060 0,1170 0,1520 0,1860 0,2310 0,2640 0,2970 0,3400 0,3730
40 40| 0,0690 10,1170 0,1520 0,1860 0,2310 0,2640 0,2980 0,3410 0,3740
50 50| 0,0690 0,1170 0,1520 0,1870 0,2310 0,2650 0,2990 0,3430 0,3760
60 60| 00690 0,1170 0,1520 0,1870 0,2320 0,2660 0,2990 0,3430 0,3770
80 80| 0,060 0,1170 0,1520 0,1870 0,2320 0,2660 0,3000 0,3440 0,3780
100 100| 0,0690 0,1170 0,1520 0,1870 0,2330 0,2670 0,3000 0,3450 0,3780
o o | 00710 0,1167 0,1518 0,1869 0,2333 0,2684 0,3035 0,3500 0,3851
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Tabla I. Valores criticos para la R’ del Test de Moore (tomado de Zar 1996)

n oa=05 a=01 a = 0,05 o= 0,025 o =001 a = 0,005 a = 0,001
2 0,791 1,049 1,058 1,060 1,061 1,061 1,061
3 0,693 1,039 1,095 1,124 1,143 1,149 1,154
4 0,620 1,008 1,090 1,146 1,192 1,212 1,238
5 0,588 0,988 1,084 1,152 1,216 1,250 1,298
6 0,568 0,972 1,074 1,152 1,230 1,275 1,345
7 0,556 0,959 1,066 1,150 1,238 1,291 1,373
8 0,546 0,949 1,059 1,148 1,242 1,300 1,397
9 0,538 0,940 1,053 1,146 1,245 1,307 1,416
10 0,532 0,934 1,048 1,144 1,248 1,313 1,432
12 0,523 0,926 1,042 1,140 1,252 1,322 1,456
14 0,518 0,920 1,037 1,136 1,252 1,325 1,470
16 0,514 0,914 1,031 1,132 1,250 1,327 1,480
18 0,510 0,910 1,027 1,129 1,248 1,328 1,487
20 0,507 0,906 1,024 1,127 1,247 1,329 1,492
22 0,505 0,903 1,022 1,126 1,246 1,330 1,496
24 0,503 0,901 1,021 1,125 1,246 1,331 1,499
26 0,502 0,899 1,019 1,124 1,246 1,332 1,501
28 0,500 0,897 1,018 1,124 1,246 1,333 1,502
30 0,499 0,896 1,016 1,123 1,245 1,334 1,502
40 0,494 0,891 1,012 1,119 1,243 1,332 1,504
60 0,489 0,887 1,007 1,115 1,241 1,329 1,506
80 0,487 0,883 1,005 1,113 1,240 1,329 1,508
100 0,485 0,881 1,004 1,112 1,240 1,329 1,509
) 0,481 0,876 0,999 1,109 1,239 1,329 1,517
‘ PORTADA INDICE »
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Tabla J. Valores criticos para B del test de Mardia-Watson-Wheeler
(tomado de Batschelet 1981)

2 1, o = 0,001 a = 0,01 a = 0,05 a=01
8 4 6,83
9 3 6,41
9 4 8,29 4,88
10 3 6,85
10 4 9,47 6,24
10 5 10,47 6,85
11 3 7,20 5,23
11 4 10,42 7,43
11 5 12,34 8,74 6,6
12 3 7,46 5,73
12 4 11,20 8,46 7,46
12 5 13,93 10,46 7,46
12 6 14,93 11,20 7,46
13 3 7,68 6,15
13 4 11,83 9,35 7,03
13 5 15,26 10,15 7,39
13 6 17,31 10,42 8,04
14 3 7,85 6,49
14 4 12,34 9,30 7,6
14 5 16,39 10,30 7,85
14 6 19,20 15,59 12,21 7,94
14 7 20,20 16,39 11,65 8,85
15 3 7,99 6,78
15 4 12,78 8,74 7,91
15 5 17,35 14,52 10,36 7,91
15 6 20,92 17,48 11,61 9,12
15 7 22,88 16,14 11,57 9,06
16 3 8,11 5,83
16 4 13,14 9,44 7,38
16 5 18,16 15,55 10,44 9,03
16 6 22,43 16,98 11,54 9,11
16 7 25,57 18,16 12,66 9,78
17 3 8,21 7,23 6,14
17 4 13,44 11,76 9,74 7,64
17 5 18,86 16,44 11,03 8,76
17 6 23,73 17,76 12,21 9,41
17 7 27,40 17,98 12,63 10,11
17 8 29,37 19,11 13,36 10,15
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Tabla K. Factor de correccion (K) para el test de Watson-Williams
(tomado de Zar, 1996)

r 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 188,4989 94,7472 63,5015 47,8749 38,4992 32,2498 27,7851 24,4367 21,8335
0,01{19,7489 18,0444 16,6239 15,4219 14,3916 13,4986 12,7173 12,0278 11,4150 10,8667
0,02{10,3731 9,9266 9,5206 9,1500 §8,8103 8,4976 82091 7,9419 7,6338 7,4628
0,03| 7,2472  7,0455 6,8564 6,6787 6,5115 6,3539 6,2050 6,0641 5,9306 5,8040
0,04| 56837 55693 5,4603 5,3564 5,2572 5,1625 5,7180 4,9850 4,9017 4,8219
0,05| 4,7453 4,6717 4,6009 4,5328 4,4672 4,4039 4,3430 4,2841 4,2273 4,1724
0,06| 41194 4,0680 4,0184 3,9703 3,9237 3,8785 3,8347 13,7922 3,7510 3,7109
0,07| 3,6720 3,6342 3,5974 3,5616 3,5268 3,4930 3,4600 3,4278 3,3965 3,3660
0,08( 3,3362 13,3072 3,2789 3,2512 3,2243 3,1979 3,1722 3,1470 3,1224 3,0984
0,091 3,0749 3,0519 3,0294 3,0074 2,9858 2,9668 29441 2,9239 29041 2,8846
0,10f 2,8656 2,8469 2,8286 2,8107 2,7931 12,7758 2,7589 2,7423 2,7259 2,7099
0,11] 2,6942 2,6787 2,6636 12,6487 2,6340 2,6196 2,6055 25915 25779 2,5644
0,12] 2,5512 12,5382 12,5254 12,5128 12,5004 2,4882 2,4762 24644 12,4528 2,4413
0,13] 2,4301 2,4189 2,4080 2,3912 12,3866 2,3792 2,3658 2,3557 12,3457 2,3358
0,14 2,3261 2,3165 2,3070 2,2977 2,2885 2,2794 2,2705 2,2616 2,2529 2,2443
0,15( 2,2358 12,2275 12,2192 22110 2,2030 2,1950 2,1872 2,1794 2,1718 2,1642
0,16f 2,1567 2,1494 2,1421 2,1349 2,1278 2,1208 2,1138 2,1070 2,1002 2,0945
0,17 2,0868 2,0803 2,0738 2,0674 2,0611 2,0549 2,0487 12,0426 2,0365 2,0305
0,18] 2,0246 12,0188 2,0230 2,0072 2,0016 1,9960 1,9904 1,9849 1,9795 1,9741
0,19] 1,9668 1,9635 1,9583 11,9532 11,9481 1,9430 1,9380 1,9331 1,9282 1,9233
0,20| 1,9158 1,9137 1,9090 1,9043 1,8997 1,8951 1,8906 1,8661 1,8817 1,8772
0,21} 1,8729 11,8685 1,8643 1,8600 1,8558 1,8516 1,8475 1,8434 1,8393 1,8353
0,22( 1,8313 1,8274 11,8234 1,8195 1,8157 1,8119 1,8081 1,8043 1,8006 1,7969
0,23 1,7933 11,7896 11,7860 1,7825 11,7789 1,7754 11,7719 1,7685 1,7651 1,7617
0,24| 1,7583 11,7550 1,7516 11,7484 1,7451 11,7419 1,7386 11,7355 11,7323 11,7292
0,25| 1,7261 11,7230 1,7199 11,7169 1,7138 1,7108 1,7079 1,7049 1,7020 1,6991
0,26] 1,6962 1,6933 1,6905 1,6877 1,6849 1,6821 1,6793 1,6766 1,6739 1,6712
0,27| 1,6685 1,6658 1,6632 1,6606 1,6579 1,6554 1,6528 1,6502 1,6477 1,6452
0,28( 1,6427 1,6402 1,6377 1,6353 1,6328 1,6304 1,6280 1,6256 1,6233 1,6209
0,29] 1,6186 1,6162 1,6139 1,6116 1,6094 1,6071 1,6048 1,6026 1,6004 1,5982
0,30] 1,5960 1,5938 1,5916 11,5895 1,5873 11,5852 1,5831 1,5810 1,5789 1,5768
0,31| 1,5748 1,5727 1,5707 1,5687 1,5667 1,5647 1,5627 1,5607 1,5587 1,5568
0,32] 1,5548 1,5529 11,5510 11,5491 1,5472 11,5453 11,5434 1,5419 1,5397 1,5369
0,33]| 1,5360 1,5342 1,5324 11,5306 1,5282 11,5270 1,5253 1,5235 1,5217 1,5200
0,34 1,5183 1,5165 1,5148 1,5131 1,5114 1,5097 1,5081 1,5064 1,5047 1,5031
0,35( 1,5014 1,4998 11,4988 1,4966 1,4954 1,4934 1,4918 1,4902 1,4886 1,4871
0,36( 1,4855 11,4839 1,4824 1,4809 1,4793 1,4778 1,4763 1,4748 1,4733 1,4718
0,37| 1,4703 1,4689 1,4674 11,4659 14645 1,4630 14616 14602 1,4587 1,4573
0,38| 1,4559 11,4545 11,4531 11,4517 1,4503 11,4490 1,4476 1,4462 1,4419 1,4435
0,39| 1,4422 11,4408 1,4395 11,4382 1,4368 1,4355 1,4343 14329 1,4316 1,4303
040 1,4290 1,4277 11,4265 1,4252 11,4239 1,4227 11,4214 1,4202 1,4189 1,4177
041| 1,4165 1,4152 1,4140 1,4128 1,4116 1,4104 1,4092 1,4080 1,4068 1,4056
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Tabla K. Factor de correccion (K) para el test de Watson-Williams
(tomado de Zar, 1996) (cont.)
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0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

0,42
0,43
0,44
0,45
0,46
0,47
0,48
0,49
0,50
0,51
0,52
0,53
0,54
0,55
0,56
0,57
0,58
0,59
0,60
0,61
0,62
0,63
0,64
0,65
0,66
0,67
0,68
0,69
0,70
0,71
0,72
0,73
0,74
0,75
0,76
0,77
0,78
0,79
0,80
0,81
0,82
0,83

L _

1,4044
1,3929
1,3818
1,3712
1,3610
1,3510
1,3416
1,3324
1,3235
1,3148
1,3065
1,2984
1,2905
1,2829
1,2754
1,2682
1,2611
1,2542
1,2474
1,2408
1,2343
1,2280
1,2217
1,2156
1,2096
1,2036
1,1797
1,1920
1,1862
1,1806
1,7449
1,1694
1,1638
1,1583
1,1528
1,1472
1,1417
1,1362
1,1306
1,1250
4,1193
1,1136

1,4033
1,3918
1,3808
1,3702
1,3600
1,3501
1,3406
1,3315
1,3226
1,3140
1,3057
1,2976
1,2897
1,2821
1,2747
1,2674
1,2604
1,2535
1,2467
1,2401
1,2337
1,2273
1,2211
1,2150
1,2090
1,2030
1,1972
1,1914
1,1857
1,1800
1,1744
1,1688
1,1633
1,1577
1,1522
1,1467
1,1412
1,1356
1,1300
1,1244
1,1188
1,1130

1,4021
1,3907
1,3797
1,3691
1,3590
1,3492
1,3397
1,3306
1,3217
1,3132
1,3049
1,2968
1,2890
1,2814
1,2740
1,2627
1,2597
1,2598
1,2461
1,2395
1,2330
1,2267
1,2205
1,2144
1,2084
1,2024
1,1966
1,1908
1,1851
1,1794
1,1738
1,1682
1,1627
1,1572
1,1517
1,1461
1,1406
1,1351
1,1295
1,1239
1,1182
1,1124

PORTADA

1,4009
1,3895
1,3786
1,3681
1,3580
1,3482
1,3388
1,3297
1,3209
1,3123
1,3040
1,2960
1,2882
1,2806
1,2732
1,2660
1,2590
1,2521
1,2454
1,2388
1,2324
1,2261
1,2199
1,2138
1,2078
1,2018
1,1960
1,1902
1,1845
1,1789
1,1733
1,1677
1,1621
1,1566
1,1511
1,1456
1,1401
1,1345
1,1289
1,1233
1,1176
1,1119

1,3998
1,3884
1,3775
1,3671
1,357
1,3472
1,3378
1,3288
1,3200
1,3115
1,3032
1,2952
1,2874
1,2799
1,2725
1,2653
1,2582
1,2514
1,2447
1,2382
1,2318
1,2254
1,2192
1,2132
1,2072
1,2013
1,1954
1,1897
1,1840
1,1783
1,1727
1,1671
1,1616
1,1561
1,1505
1,1450
1,1395
1,1340
1,1284
1,1227
1,1170
1,1113

1,3986
1,3873
1,3765
1,3660
1,3560
1,3463
1,3369
1,3279
1,3191
1,3106
1,3024
1,2994
1,2867
1,2791
1,2718
1,2646
1,2576
1,2508
1,2441
1,2375
1,2311
1,2248
1,2186
1,2126
1,2066
1,2007
1,1948
1,1891
1,1834
1,1777
1,1721
1,1666
1,1610
1,1555
1,1500
1,1445
1,1389
1,1334
1,1278
1,1222
1,1165
1,1107

1,3975
1,3682
1,3754
1,3650
1,3550
1,3453
1,3360
1,3270
1,3183
1,3098
1,3016
1,2936
1,2859
1,2784
1,2710
1,2639
1,2569
1,2501
1,2434
1,2369
1,2305
1,2242
1,2180
1,2120
1,2060
1,2001
1,1943
1,1885
1,1828
1,1772
1,1716
1,1660
1,16,5
1,1550
1,1494
1,1439
1,1384
1,1328
1,1272
1,1216
1,1559
1,1101

1,3963
1,3851
1,3744
1,3640
1,3540
1,3444
1,3551
1,3261
1,3174
1,3090
1,3008
1,2929
1,2851
1,2776
1,2703
1,2632
1,2562
1,2494
1,2428
1,2362
1,2298
1,2236
1,2174
1,2114
1,2054
1,1995
1,1937
1,1879
1,1823
1,1766
1,1710
1,1665
1,1599
1,1544
1,1489
1,1434
1,1378
1,1323
1,1267
1,1210
1,1153
1,0950

INDICE

1,3952
1,3840
1,3733
1,3630
1,3530
1,3434
1,3342
1,3252
1,3166
1,3081
1,3000
1,2921
1,2844
1,2769
1,2696
1,2625
1,2555
1,2487
1,2421
1,2356
1,2292
1,2230
1,2168
1,2108
1,2048
1,1989
1,1931
1,1874
1,1817
1,1761
1,1705
1,1649
1,1594
1,1539
1,1483
1,1428
1,1373
1,1317
1,1261
1,1205
1,1147
1,1090

1,3940
1,3829
1,3723
1,3620
1,3521
1,3425
1,3333
1,3243
1,3157
1,3073
1,2992
1,2913
1,2836
1,2762
1,2689
1,2618
1,2548
1,2841
1,2414
1,2350
1,2286
1,2223
1,2162
1,2102
1,2042
1,1983
1,1925
1,1868
1,1811
1,1755
1,1699
1,1644
1,1588
1,1533
1,1478
1,1423
1,1367
1,1312
1,1256
1,1199
1,1142
1,1084
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Tabla K. Factor de correccion (K) para el test de Watson-Williams

(tomado de Zar, 1996) (cont.)

Jost Luis PEREZ BOTE

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

0,84
0,85
0,86
0,87
0,88
0,89
0,90
0,91
0,92
0,93
0,94
0,95
0,96
0,97
0,98
0,99

1,1078
1,1019
1,0959
1,0898
1,0835
1,0772
1,0707
1,0641
1,0573
1,0505
1,0436
1,0365
1,0294
1,0222
1,0418
1,0075

1,1072
1,1013
1,0953
1,0892
1,0829
1,0765
1,0700
1,0634
1,0567
1,0498
1,0429
1,0358
1,0287
1,0214
1,0141
1,0067

1,1066
1,1007
1,0947
1,0885
1,0823
1,0759
1,0694
1,0627
1,0560
1,0491
1,0422
1,0351
1,0279
1,0207
1,0134
1,0060

1,1060
1,1001
1,0941
1,0879
1,0816
1,0752
1,0687
1,0621
1,0553
1,0848
1,0414
1,0344
1,0272
1,0200
1,0126
1,0052

1,1054
1,0995
1,0935
1,0873
1,0810
1,0746
1,0681
1,0614
1,0546
1,0477
1,0407
1,0337
1,0265
1,0192
1,0119
1,0045

1,1049
1,0989
1,0928
1,0867
1,0804
1,0740
1,0674
1,0607
1,0539
1,0470
1,0400
1,0330
1,0258
1,0185
1,0112
1,0037

1,1043
1,0983
1,0922
1,0861
1,0797
1,0733
1,0667
1,0601
1,0533
1,0463
1,0393
1,0322
1,0251
1,0178
1,0104
1,0030

1,1037
1,0977
1,0916
1,0854
1,0791
1,0727
1,0661
1,0594
1,0526
1,0456
1,0386
1,0315
1,0243
1,0170
1,0097
1,0022

1,1031
1,0971
1,0910
1,0848
1,0785
1,0720
1,0654
1,0587
1,0519
1,0449
1,0379
1,0308
1,0236
1,0163
1,0890
1,0000

1,1025
1,0965
1,0904
1,0842
1,0778
1,0713
1,0647
1,0580
1,0512
1,0443
1,0372
1,0301
1,0229
1,0156
1,0082
1,0000
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