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Ventura Reyes Prosper nace en Castuera (Badajoz) el 31 de mayo de 1863 y
muere en Toledo el 27 de noviembre de 1922, licenciado y doctor en Ciencias
Naturales, publica diversos trabajos en este campo, pero es por sus publicaciones
matematicas, —ciencia en la que, posiblemente, fue autodidacta— por lo que
diversos autores le reconocen un lugar destacado como cientifico del siglo XIX.

En un viaje! que realiza a Alemania acompanando a su hermano Eduardo
(1860-1921) (Catedratico de Botanica de la Universidad Complutense) en
1887 trabd amistad con Félix Klein (1849-1925), Ferdinand Lindemann (1852-
1939) y otros revolucionarios gedmetras que se dedicaban al poco productivo

Jjuego de las geometrias no-euclideas, asi como a la logica.

Aunque nuestro autor escribié también sobre Logica®, en estas notas
vamos a relacionarlo con las Geometrias no-Euclideas, para lo cual, previa-
mente, vamos a situarnos en el contexto en que debi6é moverse.

Los Elementos de Euclides (hacia 365-300 a.C.)? constituyen, como es sabi-
do, el primer tratado de geometria racional, que expone sistematicamente el
trabajo realizado por los ge6metras griegos durante tres siglos.

(1) Recientemente, PEREZ GONZALEZ y COBO, han publicado excelentes Biografias de nuestro per.
sonaje. El primer autor lo hace muy sucintamente, mientras que el segundo profundiza mas en €1.

(2) REYES PROSPER como investigador en Logica Matematica estd estudiado en dos buenos trabajos
de VAL.

(3) in ENRIQUES pp. 5-6.
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Una interpretacién de estos postulados* seria: El primer postulado convier-
te ala recta en distancia entre dos puntos; el segundo introduce el “demonio
del infinito” y permite sumar segmentos rectilineos; el tercero establece la exis-
tencia del circulo; el cuarto parece superfluo después de haber definido al
angulo recto como el igual a su adyacente, pero hay que ver en tal postulado,
ademas, la admision de la libre movilidad de las figuras, lo que equivale a pedir
que el espacio no ejerce accion deformante sobre ellas, v, por tanto, todos los
angulos rectos son iguales aunque presenten escorzos cuando estan colocados
en cierta posicién respecto del observador que los mira con ojos griegos.

El quinto se enuncia: Por un punto se puede trazar una paralela y una sola
a cualquier recta dada. (Asi lo conoceremos y a él nos referiremos, al hablar
del Quinto Postulado).

Es conocido®, que desde tiempos remotos, se han realizado intentos de
demostrar el Quinto Postulado, “Postulado de Euclides”, a partir de los otros
cuatro. Todos los Comentaristas, cuyas informaciones poseemos, del Libro I
de los Elementos de Euclides llegaron a la conclusién de que el Quinto Postula-
do no era lo bastante evidente como para aceptarlo sin demostracién. De los
primeros intentos, de demostracion, destaquemos los referentes a sustituir la
definicién euclidea de las paralelas de forma gramatical negativa, con otras
definiciones que no presentasen dicha forma, supuesta defectuosa.

Proclo Diadoco (Comentarista, 410-485), en su Comentario al Libro I de
EuclidesS, transmite noticias acerca de la primeras tentativas a este respecto.
Asi, Posidonio (133-41 a.C.) habia propuesto que se llamasen rectas paralelas a
dos rectas coplanarias y equidistantes. Ahora bien esta definicién y la euclidea
corresponde a dos hechos que pueden presentarse por separado v Proclo
tomando como base un tratado de Gemino (siglo I a.C.), toma los ejemplos de
la hipérbola y de la concoide y su posicién respecto a sus asintotas, para

(4) Debido a que los postulados se enuncian en “lenguaje” griego, se puede ver una interpretacion de
ellos, mas exhaustiva, in VERA, Breve Historia de la Matemdlica.

(5) Son numerosos los autores que han tratado a lo largo de la Historia el Quinto Postulado. De los
que se han utilizado en este trabajo se destacan, BOYER, COLLETTE, VERA, BONOLA, WUSSING,
COXETER YROUCHE.

(6) Esta informacion aparece en la Historia gracias al libro de FRIEDLEN, G. Procli Diadochi in primum
Euclidis elementorum librum commentarii. Teubner. Leipzig. 1873, in BONOLA, p. 8.
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aunque la suma de los angulos internos de un mismo lado sea menor que dos
angulos rectos.

El error principal de la argumentacion estriba en la utilizacién del infini-
to. El autor de la paradoja emplea el mismo principio, con el que Zenén (495-
435 a.C.) pretendia demostrar que Aquiles no alcanzaria a la tortuga, atin
moviéndose con una velocidad doble de la velocidad de esta Gltima.

Esto fue observado, bajo otro aspecto, por Proclo, asegurando que lo que
asi se demuestra es que, con el susodicho proceso, no se puede alcanzar el
punto de encuentro (determinar: optlew), no que éste no exista.

Proclo observo ademas que teniendo en cuenta que Euclides (Proposicién
XVII) afirma que la suma de dos angulos de un tridngulo es menor que dos angu-
los rectos, entonces, existen rectas que, cortadas por una tercera, se encuentran hacia el
lado en que la suma de los angulos internos es menor que dos angulos rectos; asi, a quien afir-
me que para una diferencia cualgquiera entre dicha suma y dos angulos rectos las dos rectas no
se encuentran, se puede responder que para diferencias menores las rectas se encuentran.

Pero st para algiin par de rectas formando con una tercera dngulos internos de un
mismo lado, cuya suma es menor que dos dngulos rectos, existe un punto de encuentro,
falta por ver si esto ocurre para todos los pares. Puesto que alguien pudiera observar que
acaso hubiese una cierta diferencia [a dos dngulos rectos], para la cual aquellas [las rec-
tas] no se encuentren, encontrandose en cambio todas las demds para las cuales tal dife-
rencia fuese distinta.

Otra demostracién bastante antigua del Quinto Postulado, aparece en el
Comentario arabe de Tabit ibn Qurra’? (hacia 826-901), que nos ha llegado a
través de la traduccion latina de Gerardo de Cremona (siglo XII, de la Escuela
de Traductores de Toledo)®. Esta demostracién se le atribuye a Aganis (hay
que observar que Curtze y Heiberg identifican a Aganis con Gemino, en cam-
bio P. Tannery, rechaza tal identificacién)®.

(7) ABU-L-HASAN TABIT IBN QURRA IBN MARWAN AL-HARRANI.

(8) in VERA, La Matemdtica en el Occidente Latio-Medieval, hace un tratamiento exhaustivo sobre los
matemadticos de la Escuela de Traductores de Toledo.

(9) TANNERY, P., deshace el equivoco que se habia mantenido algiin tiempo cuando publica, “Le
philosophe Aganis est-il identique & Geminus?, Biblioteca Math. (3). T. II. pp. 9-11. 1901, in BONOLA,
p-13.
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En este comentario, cuando hace referencias a definiciones, postulados y
axiomas continuamente aparece el nombre de Sambelichius, que se identifica
con Simplicius (siglo V1), el célebre comentarista de Aristoteles (384-322 a.C.).
Simplicius escribe una Introduccién al libro I de Euclides, expresando en ellas
ideas similares a las de Gemino y Posidonio, afirmando que el Quinto Postula-
do no es evidente y reproduce la demostracion de Aganis.

Esta demostracion esta fundada en la hipétesis de que existen rectas
equidistantes, que, anilogamente a como hace Aganis y Posidonio, llama
paralelas. De tal hipotesis deduce que la minima distancia entre dos parale-
las es un segmento perpendicular a las dos rectas; que dos rectas perpendi-
culares a una tercera son paralelas entre si; que dos paralelas cortadas por
una tercera recta forman angulos internos de un mismo lado suplementa-
rios, y reciprocamente.

Los arabes, como es suficientemente conocido, suceden a los griegos en la
supremacia de las Matematicas, y como estos, también se ocuparon del Quinto
Postulado. Algunos, como el citado Tabit ibn Qurra, no aportan nada sino que
recogen lo hecho hasta su momento. Otros, sin embargo, aportaron originali-
dad a la cuestion. Destaquemos por la influencia que ejercieron en investiga-
dores posteriores a ‘Umar Jayyam!? (hacia 1050-hacia 1122) y a Nasir al-Din al-
Tasi (1201-1274).

‘Umar Jayyam es a la vez que un gran poeta irani, un gran algebrista y el
reformador del antiguo calendario persa. Critica las tentativas de otros autores
arabes en sus intentos de demostrar el Quinto Postulado, puesto que conte-
nian la idea de movimiento que habia sido rechazada por Aristoteles. En sus
Comentarios sobre las dificultades de los postulados de Euclides, empieza su
argumentacién con un cuadrilatero que tiene dos lados semejantes y perpen-
diculares a la base —este tipo de cuadrilatero en la literatura Matematica reci-
be el nombre de cuadrilatero de Saccheri, autor que veremos mas adelante—.

Nasir al-Din al-Tasi, aunque sus contribuciones fueron fundamentalmente
en Trigonometria y Astronomia, continué los esfuerzos de ‘Umar jJayyam para
demostrar el Quinto Postulado, y a pesar de que lo demuestra adaptindose al
criterio seguido por Aganis, merece ser nombrado por la idea original de

(10) ABU-L-FATH “UMAR IBN IBRAHI AL JAYYAMI GIYAT AL-DIN
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anteponer explicitamente el teorema sobre la suma de los angulos de un trian-
gulo y por la forma acabada de su razonamiento.

Tanto las primeras versiones de los Elementos, hechas en los siglos XII'y XIII
sobre los textos drabes, como las sucesivas, redactadas sobre los textos griegos a
finales del siglo XV y en la primera mitad del siglo XVI, no llevan en general,
ninguna observacion critica al Quinto Postulado. La critica renace después de
1550, debido a que aparece impreso el Comentario de Proclo (el texto original
¢n Basilea en 1533, después en Padua en 1560 aparece una traduccion latina).

Repasamos brevemente los trabajos de los gedmetras mas representativos
de los siglos XV1 y XVII.

F. Commadino (1509-1575) afiade, sin justificacion, a la definicion eucli-
dea de las paralelas el concepto de equidistancia; respecto al Quinto Postula-
do, repite el juicio y la demostracién de Proclo.

C. Clavio (1537-1612), en su traduccion latina del texto euclideo, expone
v critica la demostracion de Proclo. Presenta una nueva demostracién de la
hipdtesis euclidea basandose en el teorema: La linea equidistante de una recta
cs una recta. [.a demostracion de Clavio tiene mucho de Nasir al-Din.

P. A. Cataldi (1552-1626), es el primer gebmetra moderno que publica un
trabajo exclusivamente dedicado a la cuestion de las paralelas. Parte del con-
cepto de rectas equidistantes y no equidistantes; pero para probar la existen-
cia efectiva de rectas equidistantes recurre a la hipétesis de que rectas no
equidistantes son convergentes en una regién, v en la otra divergentes (sigue
a Nasir al-Din).

G. A. Borelli (1608-1679) admite, tratando de justificarlo, el siguiente axio-
ma: Si una linea recta [segmento rectilineo] transportada lateralmente en el
mismo plano sobre otra linea recta la toca siempre con su punto extremo, y €n
todo su curso es perpendicular a aquélla, su otro punto extremo describird en
su movimiento una linea recta.

Giordano Vitale (1633-1711), vuelve al concepto de equidistancia formula-
do por Posidonio, admite como Proclo la necesidad de rechazar que las para-
lelas de Euclides puedan comportarse de un modo asintotico. Con este fin
define las paralelas como dos rectas equidistantes, y trata de probar que el
lugar de los puntos equidistantes de una recta es una recta.
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por otro que admite la existencia de un tridngulo semejante a uno dado y de
magnitud arbitraria —basindose en la nocién comiin: De toda figura existe
una semejante de magnitud arbitraria—, que no es, desde luego, mas evidente
que el Postulado de Euclides, puesto que envuelve la idea un poco complicada
de forma independiente de la extension, pero tiene interés historico porque
el desarrollo ulterior de las Geometrias no-Euclideas establece la equivalencia
de las proposiciones de Wallis y de Euclides al demostrarse que la magnitud de
una figura esta intimamente relacionada a la de sus dngulos. [Forma de la
figura intimamente relacionada con la magnitud de sus angulos].

Después de Wallis transcurre casi un siglo sin que se aporte ninguna con-
tribucion importante al estado de la cuestion, hasta que Saccheri (1667-1733),
da un nuevo impulso.

El jesuita italiano Saccheri estuvo muy cerca de fundar una geometria no-
Euclidea con su intento de demostrar que el Quinto Postulado es indepen-
diente de los otros.

La obra de Saccheri, publicada poco antes de morir, Kuclides ab omni
naevo vindicatus: sive conatus geometricus quo stabiliuntur prima ipsa universae
Geometriae Principia (Milan, 1733) estd dedicada en su mayor parte a la
demostracion del Quinto Postulado. La idea central de las investigaciones
geométricas de Saccheri se encuentran en su Logica demonstrativa (Turin,
1697), aunque el razonamiento no es original pues ya fue utilizado por
Euclides (libro IX, proposicion XII). Este razonamiento es una sutil variedad
de reduccién al absurdo, consistente en suponer falsa la proposicion que se
quiere demostrar para llegar, tomando aquella hipdtesis como punto de par-
tida, a una conclusion que es falsa.

Teniendo en cuenta esta idea, Saccheri toma como datos las veintiséis pri-
meras proposiciones de Euclides, y, supuesta como hipétesis la falsedad del
Quinto Postulado, busca, entre las consecuencias de esta hipétesis, una con-
tradiccion cualquiera que le autorice a afirmar la verdad del postulado
mismo.

Parece que conocia bien la historia de las diversas tentativas realizadas
desde Ptolomeo. Decidié aplicar el método de reduccion al absurdo para
intentar demostrar que Euclides tenia razén al enunciar su postulado de las
paralelas en lugar de hacer de él un teorema.
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Comienza su demostracion sirviéndose de un cuadrilatero birrectangular,
“cuadrilatero de Saccheri”, en el que los lados AC y BD son iguales y perpendi-
culares a la base AB!”. Teniendo en cuenta los cuatro primeros postulados,
demuestra que los angulos ACD y BDC son iguales, y distingue para estos
angulos tres posibilidades: son rectos, obtusos o agudos. Demuestra entonces
que el Quinto Postulado es una consecuencia de que los dngulos sean rectos.
No le faltaba a Saccheri mas que demostrar la incoherencia de las otras dos
hipétesis. Tomando como cierto que una recta es infinitamente larga, demos-
tré6 que la hipétesis de los dngulos obtusos es contradictoria. Finalmente,
demostrando un teorema tras otro, no consigue demostrar que la hipotesis de
los angulos agudos es contradictoria. Rechazé intuitivamente esta Gltima hipé-
tesis, con el pretexto de que repugnaba a la naturaleza de la linea recta, pero
ésta, como se vera un siglo después, era la via nueva, la via de las geometrias
no-Euclideas, que Saccheri no lleg6 a vislumbrar, pues estaba probablemente
demasiado convencido de que Ja geometria euclidea era la inica.

No es facil precisar la influencia que ejercié la obra de Saccheri sobre los
geometras del siglo XVIII; pero es probable que el suizo Juan Enrique Lambert
(1728-1777) la conociese, puesto que en su Theorie der Parallellinien (1766) cita
una disertacion de G.S. Klugel (1739-1812), donde se analiza la obra de Saccheri.

La Theorie der Parallellinien, publicada, en 1786, después de la muerte del
autor, estd dividida en tres partes. En la primera, de naturaleza critica y
filoséfica, expone los dos puntos de vista que ha tenido el tratamiento del
Quinto Postulado, es decir, si puede demostrarse con solo la ayuda de los ante-
riores, o si, por el contrario, se exige el empleo de alguna otra hipétesis.

En la segunda parte expone varias tentativas, en las que el postulado eucli-
deo se reduce a proposiciones sencillas, las cuales, sin embargo, tienen que ser
demostradas. La tercera parte, la mas importante, contiene una serie de inves-
tigaciones analogas a las de Saccheri.

Lambert, consciente de no haber demostrado el Quinto Postulado, dejé la
cuestion en suspenso; ahora bien, el no haber publicado sus investigaciones
hace sospechar que habia vislumbrado algin horizonte nuevo.

(17) El enunciado original de la proposicion es: Si duae aequales rectae AC, BD, perpendiculariter insistant
cutvis rectae AB: Dico functam CD aequalem fore, aut minorem, aut majorem ipsa AB, prout anguli ad eadem (D,
Juesint aut recli, aut obtsi, aut acuti, in SACCHERI'S p. 20.
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En fecha reciente se ha encontrado un manuscrito!® en el Archivo Cate-
dralicio de Badajoz, que figura a nombre de Santistevan —autor hasta ahora
desconocido— datado en 1743 y titulado Tratado de Geometria Especulativa. Pues
bien, en este manuscrito, el Quinto Postulado no figura de ninguna forma ni
como postulado ni como axioma (nociones comunes). Esto nos permite plan-
tear la “conjetura”, de que nuestro autor conocia la dificultad de tal postulado
y optd por no incluirlo.

Otro ilustre extremeno, Juan Justo Garcia (1752-1830)'9, tampoco incluye
el Quinto Postulado, en ninguna de las dos ediciones que conocemos de su
obra de Geometria.

Hacia la mitad del siglo XVIII, ante la evidente falta de respuesta a la cues-
tién planteada, comienza a tomar cuerpo la conviccién de que fuese necesario
admitir sin demostracion el Quinto Postulado o su sustitucién por otro postu-
lado equivalente.

Es en Alemania, donde este planteamiento habia adoptado una forma
precisa. Se encuentra en A.G. Kaestner (1719-1800), gran cultivador de las
investigaciones sobre las paralelas, y en su discipulo G.S. Klugel, ya citado,
autor de una apreciable critica sobre las mas célebres tentativas de la demos-
tracién del Quinto Postulado. En este trabajo, Kliigel, observa la insuficien-
cia de las demostraciones propuestas, admitiendo la posibilidad de que rec-
tas que no se encuentran sean divergentes, y anade que el aparente
contrasentido que esto presenta no es el resultado de una prueba rigurosa ni
una consecuencia de los determinados conceptos de las lineas rectas o cur-
vas, sino mds bien algo que se deduce de la experiencia y del juicio de nues-
tros sentidos.

La gran importancia de aventurarse en este tiltimo campo, sin la preocu-
pacién Saccheriana de descubrir en él contradicciones, constituye, en la histo-
ria, el paso decisivo para conquistar la indemostrabilidad del Quinto Postula-
do y descubrir las Geometrias no-Euclideas.

(18) Actualmente nos encontramos haciendo un estudio mas exhaustivo de este manuscrito.

(19) in GARCIA, JUAN JUSTO, 22 ed., solo define, rectas paralelas (p. 224) y la forma de trazar una
paralela desde un punto a una recta dada (p. 227), donde al final dice “sera la paralela que se busca”, y
no dice que sea la tnica.
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dimensiones del universo, de modo que la sencillez de las leyes naturales no per-
mite al observador mas que conocer relaciones. Refiriéndose a esta concepcién
astronomica del espacio, anade en una nota: “Las lentativas de los geomelras para
demostrar el postulado de Euclides sobre las paralelas han sido hasta ahora iniitiles. Sin
embargo, nadie pone en duda este postulado y los teoremas que Euclides deduce. La percep-
cion del espacio encierra, pues, una propiedad especial, evidente por si misma, sin la cual
no se puede rigurosamente establecer las propiedades de las paralelas. La idea de la exten-
sion limitada, por ejemplo, del circulo, no contiene nada que dependa de su magnitud
absoluta. Pero si nosotros disminuimos con el pensamiento su radio, nos vemos {levados
invenciblemente a disminuir en la misma relacion su circunferencia y los lados de todas las
figuras inscnitas. Esta proporcionalidad me parece ser un postulado mds natural que el de
Euclides, y es notable volver a encontrarlo en los resultados de la gravitacion universal”.

Junto a los anteriores gedmetras, se suele nombrar también a J.B. Fourier
(1768-1830), por una discusion sobre la linea recta mantenida con Monge
(1746-1818).

Fourier, considerando como primitivo el concepto de distancia entre dos
puntos, propone definir primero la esfera; luego, el plano, como lugar de los
puntos equidistantes de dos puntos dados (esta definicién fue dada un siglo
antes por Leibnitz (1646-1716)); después, la recta, como lugar de los puntos
equidistantes de tres puntos dados. Este modo de presentar el problema de
los fundamentos de la Geometria lo recogen posteriormente otros geéme-
tras (W. Bolyai, N. Lobachefski, De Tilly). Esta discusién entre Fourier y
Monge tiene su puesto entre los primeros documentos que se refieren a la
Geometria no-Euclidea. (Hay que anadir que investigaciones posteriores
demostraron que tampoco la definicion de Fourier permite crear la teoria
euclidea de las paralelas sin el auxilio del Quinto Postulado o de cualquier
otro equivalente).

Adriano Maria Legendre (1752-1833), intent6 cambiar el postulado por
un teorema, cuyas investigaciones, esparcidas en las diferentes ediciones de sus
Eléments de Géométrie (1794-1823), estan resumidas en las Réfléxions sur différentes
maniéres de démostrer la théorie des paralléles ou le théoreme sur la somme des trots
angles du triangle (Mémoires Academie Sciences, Paris, T. XIII, 1833).

El teorema central de sus investigaciones lo enuncia:

“Existe un tridngulo en el cual la suma de los angulos es igual a dos reclos”.
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El Algebra pura se apoya en el axioma de continuidad de Poncelet, la Geo-
metria descriptiva de Monge se ensancha con la nueva Geometria proyectiva, las
relaciones geométricas van mas alla de la intuicion y las formulas abstractas coin-
ciden con las representaciones concretas, hasta que aparece Agustin-Louis
Cauchy (1789-1857), que desconfia de la evidencia intuitiva, y, con su concepto
de continuidad, independiza de ésta el de funcién y proclama la autonomia del
Analisis matematico. Todas las ramas de la Matematica le deben algo a Cauchy.

Coetaneo suyo es Karl Frederik Gauss, el genio, del cual se hablara mas
adelante.

Otros ilustres analistas o algebristas que influyeron en el devenir de las
nuevas geometrias son: Jacobi (1804-1851), Abel (1802-1829), Galois (1811-
1832), Cayley (1821-1899), Sturm (1803-1855), Hamilton (1805-1865), Dirich-
let (1805-1859), Dedekind (1831-1859).

En Geometria se dibujan en el siglo XIX cuatro direcciones perfectamen-
te definidas: la de los puristas que, por oposicion a Descartes (1596-1650),
preconizan la vuelta a los métodos antiguos; la de los que, por el contrario,
amplian las bases del pensamiento cartesiano utilizando los recursos del Calcu-
lo infinitesimal; la de los que se apartan de estas dos tendencias, y, finalmente
los que adoptan el punto de vista critico.

Los representantes de la primera direccién son Miquel Chasles (1793-
1880) y Jacobo Steiner (1796-1863). La segunda tendencia geométrica viene
representada por Gabriel Lamé (1795-1870) y Julio Plicker (1801-1868).

Entre las dos direcciones Chasles-Steiner y Lamé-Pliicker, estin los epigo-
nos de Poncelet, que separan las propiedades graficas de las métricas y siste-
matizan la Geometria proyectiva de aquél, y, por tltimo, la posicién critica de
otros matematicos, da origen a las Geometrias no-Euclideas.

Llegado a este punto, cabe preguntarse que ocurria en Espana:

Pues bien, siguiendo a Vera?, las luchas politicas del siglo XIX, empezan-
do por la guerra de la Independencia, que di6 al traste con el renacimiento
cientifico iniciado en la época de Carlos 111, y terminando con las agitaciones

{21) in VERA, Historia de la Ciencia.
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de la restauracion borbonica, [tuvieron como consecuencia que| nuestro pais
vivi6 un periodo —pronunciamientos, guerras carlistas, sangria de Ultramar—
nada adecuado a la serena meditaciéon que exige la mas abstracta de las cien-
cias: la Matematica, que solo vive en la region del pensamiento puro.

Sin embargo, podemos citar algunos nombres, cuya labor fundamental —que
no es poca— consistio en divulgar e introducir la Matematica de su momento.
Entre ellos* destaquemos:

José Chaix (1766-1811). En 1801 publica Instituciones de Cdlculo diferencial e
Integral con sus aplicaciones principales a las Matemdticas (hace una discusion de las
teorias de Newton, Leibniz y D’Alembert). En 1807 da a la imprenta una Memoria
sobre un nuevo método general para transformar en series las funciones transcendentes, frre-
cedido de otro método particular para las funciones logaritmicas y exponenciales. (Dedica-
da al “Principe de la Paz”, Manuel Godoy).

José Mariano Vallejo (1779-1846). En 1806 publica Adiciones a la Geometria
de D. Benito Bails. En 1807, La Memoria sobre la curvatura de las lineas. El Tratado
elemental de Matematicas (1813)*, en cinco tomos, abarca: aritmética, dlgebra,
geometria, secciones conicas, trigonometria rectilinea y esférica, aplicaciones
del algebra a la geometria, teoria general de ecuaciones, funciones, series, cal-
culo diferencial e integral, mecanica de solidos y fluidos. La ultima obra que
publica en 1819 lleva por titulo Compendio de Matemdticas, esta compuesta,
segn propia declaracion, con el fin de formar matematicos y es una recopila-
cién de todos sus textos anteriores.

Eduardo Torroja Caballé (1847-1918). En 1893 ingresa en la Real Acade-
mia de Ciencias con un discurso titulado Resenia de los medios empleados por la
Geometria pura actual para alcanzar el grado de generalidad y de simplificacion que la
distingue de la antigua. Entre sus primeras publicaciones destaca el articulo,
“Demostraciones de las relaciones mas importantes entre los elementos de un

(22) Para un estudio mas completo sobre estos autores puede verse a LOPEZ PINERO y otros, Dicciona-
rio de la Ciencia Moderna.

(23) Respecto al Quinto Postulado dice: “Si una recta forma con otras dos, dos dngulos internos d un mismo
lado, tales que su suma sea menor que dos rectos, estas lineas, prolongadas suficientemente, se llegaran d encontrar
hdcia aquel parage por donde los dngulos juntos son menores que dos rectos”, y aniade, esta proposicion estd muy
distante de ser un axioma; y ast es que desde el tiempo de Proclo se ha estado tratando de demostrar sin dexar nin-
gun huero que le equivalga, y aun no sabemos si se habrd conseguido. in VALLEJO p. 45.
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tridangulo esférico” (1876). En 1879 publicd, Axenometria o perspectiva axonomé-
trica. En 1880, Resumen de algunas lecciones de Geometria descriptiva. En 1888,
introduce en Espana la geometria proyectiva de Christian von Staudt con el
Programa y resumen de las lecciones de Geometria descriptiva. Por esta €poca publica
en El Progreso Matemdtico algunos articulos como, “Nota relativa a la perpendi-
cularidad de rectas y planos”. En 1894 aparece otro articulo, de gran interés,
“Curvatura de las lineas en sus puntos del infinito”. En 1904 publicé la Teoria
geométrica de las lineas alabeadas y superficies desarrollables. Su Tratado de Geometria
de la posicion y sus aplicaciones a la Geometria de la medida (1899), fue la primera
obra que incluyé la geometria métrica dentro de la geometria proyectiva, lo
que hizo con ayuda de Miguel Vegas. Los ultimos trabajos de Torroja fueron
una comunicacién en 1908, al Congreso de la Asociacion Espanola para el
Progreso de la Ciencia, sobre la “Aplicacion de la homografiay la correlacion
al estudio de las superficies” y unos articulos sobre “Superficies helicoidales”,
publicados en la Revista de la Sociedad Matematica Espariola en 1912y 1913.

José Echegaray y Eizaguirre (1832-1916). En 1858 publica el Cdlculo
de Variaciones. En 1865 publicé dos colecciones de problemas, Problemas de
Geometria Plana y Problemas de Geometria Analitica. En 1866, su discurso de
ingreso a la Academia de Ciencias Exactas, Fisica y Naturales: *Historia
de las matematicas puras en nuestra Espana”, origind varias protestas e
incluso respuestas muy duras®. En 1867 publicé Introduccion a la Geome-
tria Superior, donde se resume, especialmente, la geometria de Michel
Chasles. Este mismo ano publica las Teorias modernas de la Fisica. En 1868,
Memoria sobre la teoria de determinantes y publicé también un Tratado elemen-
tal de Termodindmica.

Zoel Garcia de Galdeano (1846-1924). Fue el primer autor espanol que
escribio sobre la teoria de funciones de variable compleja de Agustin-Louis
Cauchy, de grupos de sustitucién y de la Geometria n-dimensional. Publicé,
Tratado de Algebra con arreglo a las teorias modernas (dos volimenes) en 1866;

(24) En la edicion de SANCHEZ RON, Jusé Echegaray, se publica como apéndice la conferencia dada
por VERA, F. en el Ateneo de Madrid el 15 de Febrero de 1935, publicada en la Biblioteca Espanola de
Divulgacion Cientifica, titulada: “Los historiadores de la matematica espariola”, donde rebate a ECHE-
GARAY Ia afirmacion de que en Espana no habia habido matemdticos ni Matemitica en los siglos XII
y XIIL

También puede verse un andlisis de esta cuestion en el trabajo, del cual soy autor, “Un matemitico
Extremeno: Francisco Vera Fernandes de Cordoba”, apud Revista de Extremadura.
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Critica y Sintesis del Algebra en 1888. Tratado de Andlisis Matemdtico (cinco voli-
menes), entre 1905 y 1906. Fundé, sin medios, el periédico matematico El Pro-
greso Matemdtico en 1891, que lleg a lanzar 92 nimeros, y que sirvio como
vehiculo de propagacion de la Matematica de su momento.

Otros autores que merecen ser destacados son: José Maria Rey Heredia
(1818-1861)% y Eulogio Martinez (1834-1884).

Y desde luego, Ventura Reyes Prosper, que ademas de divulgar las nuevas
teorias en Geometria, publica trabajos en las prestigiosas revistas: Mathematis-
chen Annalen (Alemana), uno en 1897y otro al ano siguiente. También publica
un trabajo en la revista de la Universidad de Kasan (Rusia), Bulletin de la Societé
physico-mathematique de Kasan y otro en la revista inglesa The Educational Time
(hasta el momento no nos ha sido posible hacernos de él). Ademas de publicar
en los periddicos matematicos El Progreso Matemdtico de Zaragoza y en los Archi-
vos de matemdticas puras y aplicadas de Valencia.

Aungque algunos autores han expresado que fue Garcia de Galdeano el intro-
ductor de las Geometrias no-Euclideas en Espana, nosotros nos inclinamos por la
opinién de San Juan®, el cual afirma que fue Reyes Prosper tal introductor.

Retomando de nuevo el tema, deciamos que la tendencia critica da lugar
a las Geometrias no-Euclideas. Para seguir su evolucién nos vamos a basar en
un trabajo publicado por Ventura Reyes Prosper en 1894 en El Progreso Matemd-
tico, periodico matematico dirigido en Zaragoza por el profesor Garcia de Gal-
deano. Este trabajo lleva por titulo:

“Breve resena historica de la geometria no-Euclidea, especialmente de dos
y tres dimensiones”.

En este trabajo, siendo fiel al titulo, hace un repaso de todos los intentos
contemporaneos de demostrar el Quinto Postulado. Asi destaca a los siguientes

(25) D. Felipe Monlau publica su obra postuma, Teoria trascendental de las cantidades imaginarias {1865),
precedida de un prélogo biografico.

(26) Esta opinion también se basa en que GARCIA DE GALDEANO publica en 1896 el trabajo “Las
modernas generalizaciones expresadas en el Algebra simbélica, las geometrias no-euclideas y el con-
cepto de hiperespacio”, segiin se deduce del trabajo M. HORMIGON apud E! Basilisco, mientras que
REYES PROSPER publica en 1894 el trabajo “Breve resefia histérica de la geometria no-Euclidea espe-
ciatmente de dos y tres dimensiones”, apud El Progreso Malemdtico.

110



investigadores: Matias Meternich (Vollstindige Theorie des Parallellinien, Mainz,
1815), Schwab (Commentatio in primum Euclidis Elementorum librum, Stuttgart,
1814), Schumacher (Briefwechsel zwischen Gauss und Schumacher, herausgegeben
von Peters, Altona, 1860-1865), Bertran de Ginebra (Developpement nouveau de la
partie élémentaire des mathématiques, Genéve, 1774) v, como el mas ilustre, Legen-
dre, ya citado.

Quizis, el que puso las cosas en su sitio fue Gauss (1777-1855), pues debid
comprender que el postulado en cuestion ni puede demostrarse ni podria
serlo nunca, esta afirmacién queda avalada porque, aunque nunca publicé
nada sobre esto, lo que si se ha conservado en sus obras (Werke, Band IV, Got-
tingen, 1877), y en su correspondencia ( Briefuchsel zwischen Gauss und Schuma-
cher) son las acertadas criticas de muchas de las pretendidas demostraciones,
probando que los autores, al querer resolver una dificultad, la sustituian por
otra equivalente, aunque de forma distinta.

Ademais el genio entre los genios debid ser de los primeros en extraer la
conclusion de que dicho Postulado deberia ser independiente de los otros
cuatro y que, por consiguiente, deberia ser posible construir una Geometria
completamente distinta. Sin embargo, Gauss, tuvo reparos (¢miedo?) de publi-
carlo (;temor a los beocianos?), tal vez a la vista del predominio fuertemente
arraigado de la filosofia kantiana, en cuyo sistema, la geometria de Euclides
era considerada como absolutamente imprescindible desde el punto de vista
conceptual. De cualquier forma su postura ante este tema la deja clara en el
analisis que hace sobre los trabajos de J. Bolyai, que mas adelante se vera.

En estos afios, 1826, Lobachefski (1792-1856)%7, profesor de la Universi-
dad Imperial de Kasan, imparte unas conferencias en su Facultad, exponiendo
sus ideas al respecto. Segin el matematico eslavo, tanto los trabajos de Legen-
dre como todos los que perseguian la demostracién del Quinto Postulado
Euclideo iban tras un fantasma, puesto que no pudiéndose demostrar tal pro-
posicion, habria que ponerse en la hip6tesis de que fuera falsa, o mejor ain,
con independencia de cualquier opinion, situarse en un caso general que
pudiera abarcar ambas como casos particulares. Esto es lo que hizo Lobachefs-
ki, en lo que denominé Pangeometria, Geometria imaginaria y que posterior-
mente recibiria los nombres de Geometria astral y Geometria no-Euclidea.

{27) En 1893, REYES PROSPER, en Kl Progreso Matematico, le dedica una resenia biografica-bibliografica.
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Esta misiva debid sentar bastante mal a J. Bolyai, puesto que no volvié a
publicar nada mas.

Transcurren algunos anos en los que permanecen en el olvido tales inves-
tigaciones, pero Bernhard Riemann (1826-1866), profesor de Gottingen, y
gran discipulo de Gauss, publica en 1854 una Memoria ( Ueber die Hypothesen
welche der geometrie zu grunde liegen. Gotting. Abh. 1854, Sur les espaces de courbure
constante. Milan, 1868), —es el fundamento de la direccién métrico-diferen-
cial— en la que descubre una nueva fase de la cuestién y sostiene que los axio-
mas y postulados de Euclides no son una necesidad l6gica. Este trabajo coinci-
de en parte con otro del fisico Hermann Helmholtz (1821-1894) (lleber die
Thatsache welche der geometrie zu grunde liegen. Gotting. Nacchr. 1868), publicado
casi simultaneamente. Aunque los dos trabajos son s6lo para iniciados (Reyes
Présper, dice que sdlo para sabios), Helmholtz continu6 el camino, logrando
introducir la geometria no-Euclidea en Alemania (segiin Reyes Prosper,
haciéndola popular(?)).

Pero, realmente, lo que da el triunfo a esta nueva vision de la Geometria
es quizas el haber demostrado el gedmetra Beltrami (1835-1900) (Saggio di
interpretazione della geometria Non-Euclidea. Napoli, 1868), que aun dentro de las
ideas antiguas cabe dar una interpretacién de la Geometria Lobachefskiana y
que sus teoremas son aplicables a las superficies de curvatura constante negati-
va —demuestra realmente que el quinto postulado es independiente de los
otros cuatro, puesto que en el caso de superficies de curvatura constante nega-
tiva se verifican los cuatro primeros postulados y no el quinto, mientras que si
nos movemos en Ja Geometria de Lobachefski, sus resultados son aplicables a
este tipo de superficies—, de modo que este estudio no es nunca estéril.

Félix Klein, publica en los Mahematische Annalen de Leipzig unas Memorias
(“Ueber die Sogennante Nicht-Euklidische Geometrie”. Math. Ann. Ban IVy
ss.), donde, apoydndose en los trabajos de Cayley sobre propiedades proyecti-
vas, llega a establecer, haciendo un exhaustivo estudio, las tres clases de geo-
metrias posibles con respecto al postulado Euclideo: Geometria parabélica o
Euclidea (la suma de los angulos de un triangulo es igual a dos rectos, o por
un punto se puede trazar una recta paralela a la dada y solo una); Geometria
hiperbolica o Lobachefskiana (la suma de los angulos de un triangulo es
menor que dos rectos, o por un punto se pueden trazar a una recta dos parale-
las) —aqui encajarian también los Bolyai— y Geometria eliptica o de Riemann
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“Sur les propiétés graphiques des figures centriques”.
(Extrait d’'une lettre adressée a Mr. Pasch).

La mejor critica de este trabajo es contar que esta extraido de una carta
que envio a Mr. Pasch, el cual se preocupé de extractarla para su publicacién,
ademas de dedicarle un apéndice, donde dice que le parece la demostracion
mas sencilla. Aadiendo®: Las consideraciones mediante las cuales he intro-
ducido las rectas y planos impropios en mi libro “Vorlesungen iiber neure Geome-
trie” (de la segunda edicion se hizo una traduccién castellana en 1913 por
J.G. Alvarez Ude y Rey Pastor con el titulo Lecciones de Geometria Moderna), se
simplifican notablemente cuando se introduce previamente su demostracién
[se refiere al resultado de Reyes Prosper].

El problema que resuelve lo vuelve a publicar en 1892 en El Progreso Male-
mdlicoy es el siguiente:

Asi como toda la geometria proyectiva del plano se deduce de la proposi-
cion (y propiedades) referente a diez rectas, conocida vulgarmente por Teore-
ma de Desargues, del mismo modo la de las figuras radiadas es consecuencia
del Teorema correspondiente al anterior y relativo a diez planos que desde un
punto comin proyectan el mencionado sistemas de rectas.

Realmente demuestra el Teorema de Desargues, para figuras radiadas, a
partir de las propiedades elementales de la incidencia en el espacio, a pesar de
que es conocido que en el plano el mencionado Teorema no es consecuencia
de las propiedades elementales de la incidencia en el plano. (Si un plano se
puede “meter” en un espacio de dimension 3, entonces ya si vale el Teorema
de Desargues).

Se puede considerar que es uno de los investigadores, si no el primero, en
inaugurar dos apartados de la Revista Mathematical Reviews (American Mathe-
matical Society), Planos Arguesianos y no-Arguesianos.

Este trabajo es también importante para los fundamentos de la Geome-
tria, al demostrar, sin necesidad de utilizar elementos ideales, el teorema de
Desargues de los triedros perspectivos. Segtin San Juan, sin la demostracion de
este teorema Schur no hubiera podido desarrollar su teoria de los elementos

(29) Quiero testimoniar mi consideracién al Profesor DIAZ BEJARANO, por su ayuda.
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ideales, ademads de cerrar definitivamente la fundamentacién de la geometria
proyectiva, iniciada por Klein y trabajosamente desarrollada por Pasch.

Entre 1892 y 1919 publica diez trabajos del tema que nos ocupa, de los
cuales cinco estan en El Progreso Matematico, dos en Archivos de Matemdticas, uno
en Bulletin de la Societé physico-mathematique de Kasan, otro en la revista The Edu-
cacional Time, y el ultimo en la Revista Matemdtica Hispano-Americana.

Después de haber comentado el publicado en 1894 en El Progreso Matemdti-
co sobre historia de la geometria no-Euclidea, otros trabajos publicados en el
mismo medio son:

“Nota acerca de la Geometria proyectiva sobre la superficie esférica”

En este trabajo reproduce la demostracién que da en 1888 de un resulta-
do que resume asi:

La esfera, superficie que tiene en campo finito sus puntos, no exige consi-
deraciones de puntos en el infinito para establecer su geometria proyectiva,
tampoco exige relaciones métricas y, por tltimo, no hace falta para ello mas que
echar mano de las mas elementales proposiciones referentes a rectas y planos.

“Resolucion de un problema propuesto por Jacobo Steiner”

Resuelve un problema que, segiin él, aparece en la colecciéon de las obras
completas de Jacobo Steiner (1796-1863), publicadas bajo los auspicios de la
Academia de Ciencias de Berlin, en el afio 1881.

Dice Reyes Prosper que se refiere a un lindo teorema correspondiente a la
circunferencia y atribuido universalmente a Robert Simson (1687-1768), pro-
fesor de Matematicas en la Universidad de Glasgow y que fallecié en dicha ciu-
dad el ano 1768. Este teorema es:

Si desde un punto w, situado sobre una circunferencia se trazan perpendi-
culares a los tres lados de un tridngulo inscrito en ella, los tres pies de dichas
perpendiculares estan en linea recta.

Conocido este teorema, el problema que plantea Steiner y que resuelve
nuestro autor es:
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Dados una circunferencia y un tridngulo inscrito en la misma, hallar sobre
la circunferencia un punto tal que los tres pies de las perpendiculares trazadas
a los tres lados del triangulo, estin sobre una recta paralela a otra recta dada
de antemano.

“Dodgson-Curiosa Mathematica. Parte 1. A new theory of parallels.
London 1890. Tercera edicion”.

Después de asegurar que es un librito sumamente curioso, y exponer
que su principal mérito estriba en hacer ver la mutua dependencia existente
entre el Postulado Euclideo referente a las paralelas y ciertas proposiciones
sobre areas. Reyes Prosper muestra que ofrecen las mismas dificultades para
ser admitidas.

Supone, Dodgson (1832-1898), como base de su trabajo que: En todo cir-
culo, el tetrigono regular inscrito tiene area mayor que la de cualquier seg-
mento de los del circulo, que cae fuera de él.

Esta proposicion es comprobable, sigue diciendo Reyes Prosper, experi-
mentalmente y de un modo sencillisimo para los circulos que en la practica
se nos presentan. Pero prolongando indefinidamente el radio del circulo
trazando siempre circulos concéntricos; entonces, bajo el punto de vista no-
Euclideo, los dngulos de los tetragonos regulares irian sucesivamente dismi-
nuyendo a medida que sus lados aumentasen. La relacion del area del tetra-
gono a la de su segmento iria disminuyendo indefinidamente también.
Llegaria un momento en que el area del tetragono seria menor que la del
segmento.

“Algunas propiedades referentes a los sistemas de circulos, demosiradas sin
el auxilio de relaciones métricas ni del postulado Euclideo”.

Siguiendo la linea marcada por Poncelet, Monge y Hankel de simultanear
el estudio de la Geometria del espacio con el de la Geometria del plano, en
este trabajo establece algunas propiedades vulgares referentes al circulo, con
independencia de medidas y paralelismo.

Previamente demuestra el
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Lema: “Suponiendo dos rectas ao ao’ que se cortan en el punto comtin a,
si levantamos a dichas dos rectas en el plano que las contiene a ambas y en los
puntos o y o’ respectivamente, las perpendiculares correspondientes, digo que
sera siempre posible hallar un 4ngulo 0ao’ tal, que conservando ao y a0’ sus
longitudes, se corten las dos perpendiculares en un punto w”.

Es claro que en la Geometria Euclidea esta proposicion es obvia. Este lema
le permite demostrar la siguiente proposicion, conocida desde hacia mucho
tiempo, pero demostrada siempre dentro de la Geometria Euclidea y de las
relaciones métricas. Reyes Prosper la demuestra independientemente de rela-
ciones de medida y de paralelismo.

Dados dos circulos en un plano, existe sobre la recta que une sus centros
un punto tal que levantando en él una perpendicular a la linea de los centros,
goza dicha perpendicular de la propiedad de que trazando desde cualquiera
de sus puntos las dos tangentes a los dos circulos, estas tangentes son iguales
para cada punto.

Esta recta perpendicular es la que se ha llamado recta de potencia igual
(segln Jacob Steiner) o eje radical (segin Gaulthier de Tours).

En la demostracién distingue dos casos:
1.— Las dos circunferencias se cortan en dos puntos;

2.— Las dos circunferencias no se cortan.

“Nueva demostracion de las formulas trigonométricas de un angulo igual ala
suma o diferencia de dos dados™.

En una corta nota (tres paginas), deduce por medio de consideraciones
estereométricas (parte de la geometria que trata de la medida de los solidos),
las férmulas que expresan el valor del seno (sen) y coseno (cos) de o + 3. Jus-
tifica este trabajo por su intento de buscar un cierto enlace entre la Geometria
planay la del espacio.

Se basa en lo que el gedmetra aleman Christian von Staudt (1798-1867),
denomina seno de un triedro de caras a, 8., v; que es la raiz cuadrada del
determinante de tercer orden
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1 Cos o cos B
Cos o 1 cos vy

cos B cos vy 1

cuyo valor es susceptible de tomar todos los valores comprendidos entre —1'y
+1.

A partir de esta expresion es facil dar el volumen de un tetraedro que
resulta de tomar, a partir del vértice del triedro y sobre cada una de sus aristas,
una longitud igual a la unidad.

Supone que vy = a £ . Entonces, en este caso las tres aristas que forman el
triedro vienen a colocarse en un plano y el seno del triedro debe valer cero,
pues el volumen que entonces se obtiene es nulo.

Después de un desarrollo matematico muy simple, obtiene
cos(a £ B) =cosa cos B tsen a sen

De esta expresion, de forma inmediata, se obtiene que
sen(a ) =sen a cos B £ cos a sen B

“Nota sobre un punto de Geometria no-Euclidea”

En esta breve nota plantea el problema, por otro lado resuelto en la Geo-
metria Euclidea, de la longitud de un arco de curva, cuando se enfoca desde
el punto de vista de la Geometria no-Euclidea.

Era, y es conocido, que el problema en la Geometria elemental, de la lon-
gitud de un arco de curva se resuelve como el limite comin hacia el que tien-
den los perimetros poligonales inscritos y circunscritos a este arco, a medida
que sus lados tienden a cero. En esencia el procedimiento consiste en aproxi-
mar un arco de curva por medio de la hipotenusa de un tridngulo rectangulo,
que al tender los lados a cero, la hipotenusa tiende a la longitud del arco
(siempre desde el punto de vista infinitesimal).

Cuando esta técnica quiere aplicarse a la Geometria no-Euclidea, colocan-
dose en el punto de vista de Lobachefski, hay que hacer imprescindiblemente
algunas modificaciones. Como en la Geometria de Lobatchefski no existen
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Asi Vieta, en su Apollonius Gallus, trat6 de adivinar la obra de Apolonio de
Perga sobre los Contactos y Viviani se ocup6 de restituir el tratado del mismo
Apolonio sobre los Lugares solidos, asunto en el que se dice trabaj6 durante
cuarenta anos.

Michel Chasles y Robert Simson intentaron rehacer el tratado de los Poris-
mas de Euclides, y consiguieron, cuando menos, dotar a la Ciencia matematica
de dos obras de mérito indiscutible®'.

Desgraciadamente otras obras de Euclides se han perdido, con pocas espe-
ranzas de restitucion, como sucede con la Pseudaria, coleccion de proposicio-
nes falsas, demostradas falsamente, trabajo muy adecuado para adiestrar a
Jovenes estudiantes en buscar el defecto que una demostracién pueda tener.

Perdido también hasta hace muy poco el libro de Euclides sobre la Division
de las figuras, del cual s6lo se sabia la existencia por Proclo, y que trataba de la
division de un area en partes semejantes o no semejantes a ella, que cumplie-
sen con determinadas condiciones y que guardasen entre ellas una razon dada.

El Dr. Raymond Clare Archibald, continia diciendo Reyes Prosper, empren-
dié el trabajo para, basandose principalmente en traducciones del arabe y en
un libro de Leonardo de Pisa, devolvernos esta joya extraviada, y fruto de su
concienzuda labor es la obrita titulada Fuclid’s books on division of figures, with a
restoration based on Woepcke's text and the practica geometriae of Leonardo pisano.

Sobre la valia de Ventura Reyes Prosper destacar dos opiniones de recono-
cida solvencia. L.A. Santal43? (1911), dice:

A finales del siglo XIX y principios del XX existieron en Esparia tres matemdticos
que de manera mds o menos directa influyeron en la formacion de Rey Pastor (1888-
1962), a saber: Zoel Garcia de Galdeano, Ventura Reyes Prosper y Eduardo Torroja.

Y continda, diciendo:

Ventura Reyes Prosper, profesor del Instituto de Segunda Enseiianza de Toledo, era
mds exclusivamente geometra, siendo postblemente el primer matemdtico espatiol que

(31) CHASLES, M. op. cit.; SIMSON, R. op. cit.
(32) in RIOS y otros, Julio Rey Pastor, Selecta.
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publico trabajos en una revista internacional del primer nivel. No hay duda de que este
camino de “publicar afuera” influyo mucho sobre el futuro de Rey Pastor.

Mas expresivas son las palabras que le dedica Rey Pastor en su discurso en
el acto de recepcion como académico del profesor San Juan (1908-1969) en la
Real Academia de Ciencias Exactas, Fisicas y Naturales. El profesor San Juan
fue alumno de Ventura Reyes Prosper en el Instituto de Toledo. Dice el profe-
sor Rey Pastor:

“Porque si bien era nula para todo pdrvulo inscrito en el bachillerato de cualquier
Instituto espatiol la probabilidad de oir de algiin profesor una frase de encomio de la
investigacion o, al menos, una alusion a la posibilidad de que en esta tierra de misticos,
dramaturgos y pintores, un rebelde a esta ley que parecia racial se pusiera a ser creador
matemdtico, esta probabilidad existia estudiando en Toledo, donde tenia cdtedra el vnico
matemdtico espariol de aquella época no comulgante en la filosofia carlyleana, que asig-
naba a pocos semidioses el divino don de la creacion; con la fatalidad de que esos héroes
o semidioses nacian siempre al norte del Pirineo, como si nuestra Peninsula estuviera
dejada de la mano de Dios, a pesar de su religiosidad inveterada.

D. Ventura Reyes y Prosper, hombre de vastisima cultura idiomdtica, naturalista y
arqueologica, conocedor como nadie de su Toledo, casi piedra a piedra, y autor de impor-
tantes investigaciones sobre moluscos, sobre pdjaros y sobre fosiles, que le valieron presti-
gio europeo, no era ciertamente el inico malemdtico espatiol de su tiempo que lenia ideas
originales; pero D. Eduardo Torroja y D. Miguel Vegas las intercalaban en sus textos
impresos; ¥ el mejor de mis maestros, que aqui goza oyéndonos las ocultaba timidamente
entre sus papeles; por el contrario, D. Ventura tenia la inmodestia y el coraje de comuni-
carlas a sabios alemanes y rusos, con quienes correspondia, de viajar para consultarles,
y hasta de publicar algunas en exdticas revistas; porque habia vencido el complejo de
inferioridad que acobardaba a casi todos los esparioles, y porque, ademds, lenia cosas
interesantes que decir en los variados sectores de su sabiduria.

La generosa exuberancia hispanica, disculpable por la pairictica sed que todos
sufrimos de compatriotas famosos, se apresuraron a calificar de genio a este matemdtico
precursor; calificativo que haria sonreir a cualquier profesor ultrapirenaico al medir fria-
mente el valor absoluto de las ingeniosas nolas elementales firmadas por nuestro colega
toledano; pero mal juez serd siempre el que interprete en abstracto los hechos del frio
sumario escrito, sin inleresarse por el caso concrelo del encausado, con todo su entorno de
circunstancias vitales; y asi resulta en este caso: que quien seria friamente calificado
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como profesor corriente y normal, juzgado fuera de aqui, es en verdad genial, precisa-
mente por ser normal afuera y por tanto excepcional aqui dentro; por ser distinto de
todos sus colegas; y por parecerse a los hombres de otro mundo mds que a los del propio”.

En esos términos tan magnificos como clarividentes —han pasado, desde
entonces, algunos anos— hablaba Rey Pastor de Reyes Prosper.

Estos méritos no debieron ser suficientes para llegar a una catedra de Univer-
sidad, e incluso para acceder a Catedratico de Instituto de Madrid, a pesar de su
consideracién en el extranjero, asi sus trabajos y biografia aparecen en el Diccio-
nario de Poggendorff’s |.C.: Biographisch-Literaris-chenschafften, Vieter Bd., Il Abt-
heilung M-Z. Leipzig. Verlag von Johann Ambrosius Barth, 1904, p. 1238, 1 col.

Algunos cientificos extranjeros como Gino Loria, Schur, Burkhardt, Bono-
la, Pasch, etc. hacen referencia a sus trabajos o reproducen demostraciones
suyas. Schroder le cita en el tltimo tomo de sus Vorlesungen. También aparece
citado en el libro de Max Simon, Entwicklung der Elementar Geometrie in XIX Jahr-
hundert, en el Index operum ad geometriam absoltam expectatium de Bonola, en la
bibliografia de C.I. Lewis, en la Formale Logik de Bochenski, etc., siendo en todos
los casos uno de los poquisimos, si no el Gnico, espanol citado.

Relacion de trabajos publicados por Ventura Reyes Prosper
sobre Geometria

“Sur la géométrie non-Euclidienne”, Math. Ann., 1887, T. XXIX, pp. 154-156.

“Sur les propiétés graphiques des figures centriques (Extrait d’une lettre
adressé a Mr. Pasch)”, Math. Ann., 1888, T. XXXII. pp. 157-158.

“Nota acerca de la geometria proyectiva sobre la superficie esférica”. k£l
Progreso Matematico II, 1892, n. 13, pp. 7-10.

“Resolucion de un problema propuesto por Jacobo Steiner”. El Progreso
Matemdtico IT, 1892, n. 17, pp. 147-148.

“Recension de Dodgson [Lewis Carroll]. Curiosa mathematica. Parte 1. A
new Theory of Parallels. London, 1890, tercera edicion”. EI Progreso Matematico
11, 1892, n. 21, pp. 265-266.
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“Breve resena historica de la Geometria no-Euclidea, especialmente de
dosy tres dimensiones”. El Progreso Matemitico IV, 1894, n. 37, pp. 13-16.

“Algunas propiedades referentes a los sistemas de circulos, demostradas
sin el auxilio de relaciones métricas ni del postulado euclideo”. El Progreso
Matematico, segundo semestre, 1895, pp. 205-208.

“Nueva demostracién de las férmulas trigonométricas de un angulo igual
a la suma o diferencia de dos dados”. Archivos de Matemdticas Puras y Aplicadas,
I, 5, 1896, Valencia, 89-91.

“Nota sobre un punto de geometria no-euclidea”. Archivos de Matemdticas
Puras y Aplicadas, II, 3, 1897, Valencia, 44-47

“Note sur le théoréme de Pythagore et la géométrie non-Euclidienne”.
Bull. de la Societé physico-mathematique de Kasan, 1897, Deuxiéme Série, T. I, pp.
67-68.

“Nota con dos demostraciones nuevas de proposiciones trigonométricas”.
The Educacional Times, n. 1, 1910,

“Restitucioén de una de las obras perdidas de Euclides”. Revista Matemadtica
Hispano-Americana, I, 10. 1919. pp. 323-325.

ABSTRACT

The diverse attempts to demonstrate he Fifth Postulate
of Euclid led to the creation of several types of Non-Eucli-
dean Geometry in the XIXth century. In this study, we tra-
vel the historical itinerary of these attempts, from the first
document by the commentator Proctus Diadocus until the
appearance of our distinguished compatriot Ventura Reyes
Prosper in the XIXth century. The last part of this study is
an analysis of Ventura Reyes Présper's publications on
Geometry.
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Apéndice

Facsimil de las obras publicadas por Reyes Présper sobre Geometria en
Revistas extranjeras.

Sur la géométrie non-Euclidienne.
Par

Ventura REves v Présper 4 Madrid.

Christian von Staudt a prouvé le prémier que la géometrie de
position est indépendante de toute idée de mesure et Mr. Félix Klein est
le premier geométre qui ait porté son attention sur ce fait, qu'elle est
aussi indépendante de toute hypothése sur la théorie des paralleles.*)
En effet ce professeur démontre dans ses intéressantes recherches que
la construction du quatrieme point harmonique ne dépend pas que des
trois points fixes donnés, méme lorsque nous n'avons pas fait quelque
supposition sur les points & linfini, le point dont le conjugué est
cherché étant pris en dehors de l'intervalle des deux autres.

Je rappelle en peu de mots son proeédé. Supposons trois points
en ligne droite dans l'ordre a, b, ¢ et formons un quadrilatere, dont
deux cOtés opposés se coupent en a, les deux autres en b, et une
diagonale df passe par ¢, nous avons i prouver, que le point d’inter-
section de ab avec Yautre diagonale eg est le méme pour tous les
quadrilatéres construits avec les mé&mes suppositions, bien que ces
quadrilateres soient dans un méme plan ou bien dans des plans
différents.

Soient dfge et d'f g ¢ deux des quadrilatéres considérés, les-
quels ne sont pas situés dans un méme plan. Alors si deux quelcon-
ques des droites dd’, e€, ff’, g4 se coupent, toutes se devront couper
dans un méme point O, d'oi découle que les droites ab, eg et ¢'g’
doivent se couper dans un méme point.

Mais si les droites dd’, e¢, ff’, gg ne se coupent pas en dedans
de notre espace d’'observation, prenons un autre quadrilatére avec les
mémes suppositions, que les deux premiers, mais ne tombant pas dans

*) t. 4 et 6 des Mathematische Annalen.
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156 Venrvea Reves v Proseer. Sur la géométrie non-Euclidienne.

d’ €' f’, nous aurions pu nous servir des triangles def et f' ¢’ d’ aussi
homologiques et avec un centre d’homologie visible, Car si les droites
dd’ et ff ne se coupent pas dans notre espace, alors par cette raison
méme les droites df’ et fd’ devront se couper et par son point d’inter-
section doivent passer les eg’ et g¢'.

Nous voyons que les deux quadrilatéres peuvent &tre considérés
homologiques de deux maniéres diverses. Donc nous n'avons pas besoin
de recourir d um autre quadrilatére auziliaire.

Dans le cas ot les deux quadrilatéres originaires sont dans un
méme plan, d'aprés la méme méthode nous pouvons nous servir d'un
quadrilatére unique quelconque, situé dans un autre plan.

Madrid, au mois de décembre 1886:

Berichtigungen:
Seite 62 und 63 ist G¢(4) und G;(4) zu vertauschen.
70 und 71 sind die Figurer 45 nnd 46 zu vertauschen.
» 77, Zeile 12 lies @, ¢’ statt a’, c.
w T8, , 6 , 10 statt 9.
w 18, , 8, kL statt k.
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Sur les proprié¢tés graphiques des figures centrigues.
(Extrait d'une lettre adressde a Mr, Pasch.)
Par

Ventrra Reves v Prosrer & Madrid.

Je crois que les propriétés graphiques des figures centriques dont
le centre est un point propre peuvent étre demontrées sans le secours
de la section par un plan et en conséquence sans se servir de la belle
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théorie des points et droites impropres. Il suffit de démontrer pour
ces figures le théoréme qui corresponde & la proposition connue de
Desargues sur les triangles perspectifs dans le plan.

Or, on y parvient comme il suit.

Solent
v - oda,
“/j . Oﬁ,}
oy - oy

trois couples de droites, chaque couple ¢tant situde dans uu méme
plan avec la droite ow. Ou suppose que les droites oa, of, oy, de
méme que les o', np’, 09 ne tombent pas sur un méwme plan.
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Prenons
sur oa le point a,

. .
sur oa’ le point @

d'une telle fagon que la droite aa’ coupe o en o', les points 0, a et
a’ étant arrangés dans l'ordre ao’'a’ (ce que est toujours possible).

Par le point o' menons une droite telle qui coupant of et 08" en
b et ¥ les points o, b, b' soient arrangés dans l'ordre o'dd" (ce que
Ton peut fajre toujours).

Menons enfin par o' une droite telle que coupant oy et 0" en ¢
et ¢ les points o, ¢, ¢ soient arrangés dans I'ordre o'¢’'c (ce que est
de méme toujours possible).

Les droites ao'a’, 0'bb’ et o'cc peuvent étre supposées comme
non situées dans un méme plan.*)

Alors les droites

ab et a'b’ se couperont en C,
be et ¢ se couperont en 4
et ac et a'c se couperont en B.

D’aprés la situation perspective des triangles abc et «'b'c’ (non
situés sur un méme plan) les points A, B, C seront placés sur une
droite et les droites 0.4, 0B, 0C tomberont dans un méme plan. Cela
démontre le théoréme en question. Je suppose que tous les points,
dont je me suis servi pour la démonstration antérieure, sont toujours
des points propres.

Madrid, 1888.

*) Car si les droites ao’a’, 0'bl’ et o'¢'c tombent sor le méme plan, par le
point 0 on mene la droite 0'¢;c qui est & considérer alors au lieu de la droite

o'ce
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Ueber die uneigentlichen Geraden und Ebenen.

(Auszug aus einem Schreiben an Herrn V. Reyes y Prosper).
Von

M. Pascu in Giessen.

Sie beweisen*) auf denkbar einfachste Art den Satz: Wenn die
Strahlen « 8y ¢ 8 y° durch einen eigentlichen Puunkt laufen und die
Ebenen a«’, B, vy’ sich in einer Geraden schneiden, so sind die
Schnittlinien der Ebenen Sy und 'y, ya und »'¢/, «ff und &'f in
einer Ebene enthalten.

Die Betrachtungen, mittels deren ich in meinen ,,Vorlesungen iiber
neuvere Geometrie® die uneigentlichen Geraden und Ebenen eingefiihrt
habe, werden nun erheblich vereinfacht, wenn man Jhren Beweis
vorausschickt.

Nachdem n#mlich in § 6 die uneigentlichen Punkte eingefiihrt sind,
werden in § 7 behufs Einfiilhrung der uneigentlichen Geraden drei
beliebige, zu zwei Ebenen P und @ zugleich gehdrige Punkte 4, B, C
und ein eigentlicher, zn keiner dieser beiden Ebenen gehoriger Punkt
F angenommen. Es soll bewiesen werden, dass die Puokte A BCF
in einer Ebene liegen.

Construirt man Figur 13, wie in dem Buche angegeben, wobei
man ‘jetzt den Punkt K ausserhalb der Ebenen FBy, Fya, Faf
wihlen wird, so liegen auf der Ebene P die Punkte abc und auf der
Ebene @ die Punkte affy derart, dass sich die Geraden aa, b8, ¢y
in dem Punkte K, die Geraden bc und 8y in 4, ce und y« in B,
ab und «f in C begegnen. Betrachtet man also das Biindel der
Strablen Fa, Fb, F¢, Fa, Ff, Fy, so schneiden sich die Ebenen
Faa, FbB, Fcy in der Geraden FXK, die Ebenen Fbe¢ und Fgy
in FA, Fca und Fye in FB, Fab und Fef in FC, und mithin
fallen die Strahlen FA, FB, FC in eine Ebene.

Nachdem hierdurch der Begriff der uneigentlichen Geraden gewonnen
ist, werden behufs Einfithrung der uneigentlichen Ebene in § 8 vier
Punkte BCDE, von denen keine drei in gerader Linie liegen, so
angenommen, dass die Geraden BD und CFE sich in einem Punkte 4

¥) Vergl, die voranstehende Note des Herrn Reyes y Prosper.
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begegnen. Es ist zu beweisen, dass auch die Geraden B und DI
einen Punkt gemein haben.

Zu dem Ende benutze ich irgend eine Ebene P, welche keinen der
Punkte ABCDE enthilt, und einen eigentlichen Punkt K ausserhalb
P; der Fall, wo die Punkte ABCK in einer Ebene liegen, bleibt
ausser Betracht. Die Ebene P trifft die Strahlen K4, KB, KC,
KD, KE bezw. in Punkten a, b, ¢, d, ¢ derart, dass von den Punkten
bede keine drei in gerader Linie liegen, aber die Geraden bd und ce
sich in a begegnen; den Schnittpunkt der Geraden b¢ und de nenne
ich . Ich nehme ferner ausserhalb der Ebenen P, KAB, KAC,
KEBC, KDE irgend einen eigentlichen Punkt I; von dem Falle,
wo die Punkie A BCL einer Ebene angehoren, ist wieder abzusehen.
Den Schnittpunkt der Geraden B C mit der Ebene LDE nepne ich
F und betrachte nunmehr das Biindel der Strahlen, welche L mit 4,
B,C, D, E, F, a, b, ¢, d, e [ verbinden.

Die Ebenen LaA, LbB, LcC gehen durch die Gerade LXK,
ebenso die Ebenen La A, LdD, L¢E. Folglich schneiden sich die
Ebenen Lbe¢ und LBC, Lca und LCA, Lab und LA B iu drei
Strahlen eines Biischels, ebenso die Ebenen Lad (Lab) und LAD
(LAB), Lae(Lac) und LAE(LAC), Lde und LDE. Begegnet
also die Gerade bc der Ebene LBC etwa in g, die Gerade de der
Ebene LDE etwa in h, so schneiden sich die Ebenen Lab (Lbd)
und LAB (LBD) auf der Ebene Lgh, d.h. die Ebenen Lg%, Lbd,
LBD laufen durch eine Gerade. Daraus folgt aber weiter, dass die
Schnitte der Ebenen LbB und LdD, LgB(LBF)und LhD (LDF),
Lgb(Lbf) und Lhd(Ldf), also die Strahlen LK, LF, Lf in eine
Ebene fallen, d. h. dass die Strahlen Kf, L F und mithin die Ebenen
KBC, KDE, LBC, LDE einen Punkt (F) gemein haben. Durch
diesen Punkt laufen die Geraden BC und DE.

Giessen, 4. April 1888,
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Note sur le théoréme de -Pythagore et la Géométrie
Non-Euclidienne.

Je me propose dans cette courte note, de montrer que
dans la géométrie Non-Euclidienne le théoréme de Pythagore
est faux. Et cela par les moyens les plus élémentaires. Car
on peut prouver que si le théoréme: Dans tout triangle rect-
angle la deuxiéme puissance de Uhypothemuse est égale & la
somme des deuzritémes puissances des deux autres cotés, était
vrai, alors cela entrainerait la verité du postulat Euclidien
des parallRles; donc, si ce postulat est faux, alors le théoreme
pythagoricien est faux aussi. On sait qu'on ne peut pas prou-
ver le postulat d’Euclide sans s’appuyer sur un autre postulat
equivalent.

Pour démontrer la dépendence mutuelle entre le théoréme
de Pythagore et le postulat d’Euclide qui j'ai enoncé, je pro-
ctde ainsi.

Soit 4BC un triangle rectangle en A4 et isoctle. Du
point 4 abaissons la perpendiculaire 4D sur BC. Nous aurons:

/L BAC=90°, AB=AC=b.
LBAD=/ DAC=45"—=Y/,/ ABC

BD—DC— % BC.

Si le théoréme de Pvthagore est vrai, nous aurons aussi:

BO'— B+ BC'=2*, BC=bY/3.

IB=FD'+ AD'=| ; BO |+ 2D



9 ,
¥ - . et l'on
5 :

aura: AD=DB.
Le triangle rectangle ABD sera donc isoctle, et l'on

aura:
[ ABD—p= LBAD:,IT u=45",

La somme des angles du triangle ABD vaudra donc:
S=/ABD+ /[ BAD+ / ADB=45"+45°+90°=180".

Or, la somme des angles du triangle .4BD étant 180",
ce sera de méme pour tout autre triangle, ce qui entraine
la verité du postulat d’Euclide. Si donc ce postulat n’est pas
vrai, le théoreme de Pythagore sera faux. 1l y a une dépen-
dence mutuelle entre les deux propositions.

_ Cuenca Dr. Ventura Reyes Prosper.
Novembre. 1896,
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