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Resumen

Este trabajo se centrard, fundamentalmente, en definir y caracterizar los espacios
D’Atri dentro de su correspondiente contexto historico.
En el Capitulo 1 o Preliminares se recogen las definiciones y conceptos basicos esenciales
para la correcta comprension del resto del trabajo. Se demuestran, ademés en el mismo,
algunos teoremas necesarios para la prueba de ciertos resultados del siguiente capitulo.
En el capitulo central de este trabajo se introduce el concepto de espacio D’Atri y se
desarrolla el punto de vista que presentaron D’Atri y H. K. Nickerson en 1969 en [3],
consiguiendo una serie de caracterizaciones, primeramente a raiz de la propia definicion
y, posteriormente, a través de unas ecuaciones algebraicas obtenidas a partir del tensor

curvatura y el concepto de geodésica conocidas como las condiciones de Ledger.
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Abstract

This work will focus, fundamentally, on defining and characterizing the D’Atri spaces
within their corresponding historical context.
In Chapter 1 or Preliminares, the definitions and basic concepts essential for the correct
understanding of the rest of the work are collected. In addition, some theorems necessary
for the proof of certain results in the next chapter are demonstrated.
In the central chapter of this work, the concept of D’Atri space is introduced and the point
of view presented by D’Atri and H. K. Nickerson in 1969 in [3] is developed, achieving a
series of characterizations, firstly through root of the definition itself and, later, through
some algebraic equations obtained from the curvature tensor and the concept of geodesic

known as the Ledger conditions.
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Capitulo 1

Preliminares

Una variedad riemanniana, (M, g), se dice que es D’Atri si la simetria por geodésicas
conserva la forma de volumen, salvo signo.

Con el objetivo de entender esta definicion se desarrolla este trabajo, y para hacerlo au-
tocontenido, en el primer capitulo recordamos los conceptos bésicos necesarios estudiados
en el Grado en Matematicas. Por ello, hemos dividido este capitulo en cuatro apartados
que se centraran en los conceptos de forma de volumen, de variedad riemanniana y de

geodésica.

1.1. Tensores y formas lineales

En este primer apartado recordaremos conceptos algebraicos necesarios para poder
entender la nocién de forma de volumen, siguiendo [12]. En toda esta seccién K denota

un cuerpo totalmente ordenado.

Definicién 1.1.1. Sea E un K-espacio vectorial, se define espacio dual, y se denota como

E*, al espacio vectorial E* := {w : E — K, K-lineal}.

A los vectores de este espacio se les conoce como formas lineales.

11
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Nota 1.1.2. Fijada una base {e;}!' | de E, definimos base dual al siguiente conjunto de
formas lineales {w', ...,w™} que cumple w'(e;) = d;;.
0, sii#j

6@']':
1, sii=j

Definicién 1.1.3. Dado un espacio vectorial F y su espacio dual E*. Se dice que la
aplicacion TW9 : E x .P..E x E* x ..9... x E* — K es un tensor de orden covariante

p y contravariante ¢ si es lineal en todos sus argumentos.

Definicién 1.1.4. Sea E un K-espacio vectorial de dimensién n, sea {ey, ..., €, } una base
de F y {w!,...,w"} su base dual. Entonces el conjunto de los (r, s)-tensores sobre E,
T™*)(E) forman un K-espacio vectorial de dimensién n™+*, donde {v'! ® ... @ W' ® e;; @
e ® €js 1 U1y ey ipy J1s -y Js = 1, ...,n} es una base del espacio. Es decir, todo tensor T €
TT*)(E) se puede expresar como T'= Y"1 . . il e L @uT ®ejn ®... e,
con t7 € K.

Nota 1.1.5. En este contexto y a lo largo del trabajo, utilizaremos el convenio de nota-
cion de Einstein, el cual consiste en abreviar la escritura omitiendo los sumatorios cuyos
indices ocupen todos los posibles valores. En este sentido, si queremos expresar dentro
de un espacio vectorial de dimension n que un vector u se expresa como combinacion

lineal de los vectores de una base {ey,...,e,}, lo denotaremos como u = X' - e; en vez de

u=>y 1 N-e.

Definicién 1.1.6. Centraremos nuestro estudio en los tensores puramente covariantes.

Estos pueden ser de dos tipos:

» Un tensor 7" es simétrico si para todo ey,...,e, vectores de £y o € S, don-

de S, denota las permutaciones de orden ¢ € N, cumple que T'(es1), .-, €) =

T(ey,...,e).

» Un tensor T' es hemisimétrico si cumple que T'(eq,...,e,.) = 0 si y solo si existe

ie{l,...,r} tal que e; = Z#i Ne;j, donde MV € K.

12
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Nota 1.1.7. Si la caracteristica del cuerpo es distinta de dos, la definicion de tensor
hemisimétrico es equivalente a la siguiente afirmacion: Para todo ey, .., e, vectores de E y
o € Sg, donde Sy son las permutaciones de orden q, T'(e,q), .., €xr)) = sig(o)T (€1, ..., ;)

donde sig(o) es el signo de la permutacion o.

Definicién 1.1.8. Sea E un espacio vectorial. Denotaremos A"(F) al subespacio de
TTO(E), donde T (E) es el espacio de los tensores puramente covariantes. Ademds, si

{e1,...,e,} es base de E, entonces {e;1 A.... A€ }iyin=1,..n €S base del subespacio A"(E),

77777

donde z ANy =2y —y® .

Nota 1.1.9. Los espacios de tensores hemisimétricos de orden k tienen dimension (Z),

donde n es la dimension del espacio E.

Como consecuencia de esta nota, sabemos que si n es la dimension del espacio F,
A*(E) = 0 para todo k > n, luego mostraremos especial atencién cuando k = n, en este

caso a las n-formas se las denomina formas de volumen.

Nota 1.1.10. Sea E un K-espacio vectorial de dimension n. Al tener el espacio A™(E)

dimension (Z) =1, para todas w,w’ formas de volimen, existe A € K tal que w = \w'.

Definicién 1.1.11. Sea E un K-espacio vectorial de dimensiéon n y sea w una forma
de volumen no nula. Al par (F,w) se denomina K-espacio vectorial orientado. En este
contexto, dada otra forma de volumen w’, decimos que w’ conserva la orientacién si A > 0,
donde A es el escalar que cumple w = X - w’. Por otro lado, decimos que w’ invierte la

orientacion si A < 0.

Nota 1.1.12. Dados un endomorfismo T € Endy(FE) y {e1,...,en} una base de E tales
que la matriz asociada a T tenga coordenadas (t;;), denominamos determinante de T al

escalar

’T| = 8ig<0’)t10(1) et tng(n)
Definicién 1.1.13. Dados {uy, ..., u, } vectores de E'y {e, ..., e, } base de dicho espacio,
el volumen de {uy, ..., u,} en dicha base es el escalar

(W' A AW™) (V1 s vn) = | A

13
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donde A es la matriz de los vectores {u1, ...,u, } en la base {ey,...,e,} y {w',...,w"} es la

base dual de {eq, ..., e, }.

1.2. Geometria diferencial

Una variedad riemanniana (M, g) consta de dos objetos, M que denominaremos va-
riedad diferenciable, y g que denominaremos métrica. En este apartado analizaremos las
variedades diferenciables y las herramientas sobre las mismas. A partir de [11], dividimos

esta seccion en cuatro apartados.

1.2.1. Variedad diferenciable

Una variedad diferenciable es un objeto que localmente se comporta como un espacio
euclideo. A lo largo de este apartado recordaremos su definicién, asi como su estructura

analitica y topoldgica.

Definicién 1.2.1. Una variedad diferenciable M de dimension n es un conjunto sobre el
que se puede seleccionar una coleccién de subconjuntos de M, {U, }aer, y asociado a cada
uno de ellos una aplicacion inyectiva, ¢, : U, — R", para cada a € I, que cumple las

siguientes propiedades:
1. Para cada «a; ¢,(U,) es un subespacio abierto de R™.
2. Para cada «, f; ¢o (U, NUs) v ¢3(U, N Up) son abiertos de R™.

3. Cada vez que U, N Up sean distintos del vacio, las funciones de transiciéon

®q © ¢El : 95(Ua NUz) — ¢ (U, NUg) son difeomorfismos.

4. M estd recubierta por una cantidad numerable de subconjuntos U,, es decir,

M = UuerU,, con I C N.

5. Cada vez que tomamos p,q € M, p # q, para cada o € I; bien existe algin U, tal

que p, q € U, 6 bien existen conjuntos disjuntos U, y Ug con p € Uy y q € Us.

14
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Nota 1.2.2. A cada par (Uy, ¢o) se le denomina carta coordenada y al conjunto {(Uy, o) tacr,

se denomina atlas de M.

Nota 1.2.3. Por otro lado, si en la definicion de una variedad diferenciable cambiamos en

la propiedad 3 la exigencia de que las funciones de transicion sean difeomorfas obtenemos:
» Variedad topoldégica, si son homeomorfas.
» Variedad C", si son C"-difeomorfas.
» Variedad analitica, si son homeomorfas analiticas reales.
» Variedad compleja, si son homeomorfas holomorfas.
» Variedad orientada, si son difeomorfas que conservan la orientacion.

Para poder dotar a una variedad diferenciable de una estructura topolégica es necesaria

la siguiente proposicion.

Proposicién 1.2.4. Todo atlas sobre un conjunto M define una unica topologia sobre
M que lo convierte en un espacio topologico Hausdorff y 2 AN. Mds ain, sus cartas son
homeomorfismos sobre la imagen y, por tanto, M es localmente un espacio euclideo de

dimension n.
Una vez definido el espacio, procedemos a ver cémo relacionamos estas variedades.

Definicién 1.2.5. Sean M y N dos variedades diferenciables de dimensiones m y n. Una
aplicacion f : M — N se dice diferenciable si, para cada carta ¢ : U — R™ de M
y cada carta ¢ : V. — R" de N, la aplicacién po fo ¢! : p(UN f7HV)) — (V)
es diferenciable. Si, ademas, la aplicacion f es biyectiva y su inversa es diferenciable,

entonces f es difeomorfismo y diremos que M y N son difeomorfas.

Nota 1.2.6. En el caso particular de M = (a,b) C R con el atlas estandar, se conoce a

f con el nombre curva diferenciable.

El hecho de que cada U, esté fuertemente relacionado con un subconjunto abierto de

R™ hace que, si denotamos (u', ..., u™) las coordenadas estandar de R™, entonces definimos

15
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las funciones coordenadas en U, como z' := u’ o ¢,. En este contexto, (U,, ¢,) también
se representa (U,, (2!, ...,2™)) y se denomina sistema coordenado. Por otro lado, al igual
que ocurre en R", viendo las funciones coordenadas z* en U, como variables, podemos

derivar respecto de ellas.

Teorema 1.2.7. Si f : M — R es una funcion, podemos comprobar si es diferenciable

usando coordenadas.

0 O(fo¢t
agilp = %lm» (1.1)

donde ggﬁ- denotan los cambios infinitesimales de una funcién en la direccion x'.

A continuacién, definiremos una herramienta que usaremos posteriormente conocida

como particiones de la unidad.

Definicién 1.2.8. Sea M una variedad diferenciable y {U,}e; un recubrimiento por
abiertos de M. Una particiéon diferenciable de la unidad subordinada al recubrimiento
{Us}aer es una coleccién de funciones diferenciables {¢, : M — R} que cumple las

siguientes propiedades:
1. 0 < ga(p) <1,Vpe M.
2. Sop ¢o C U,.

3. La familia de cerrados {Sop ¢, }acr s localmente finita.

4. 3 er Palp) = 1, para todo p € M.

Para finalizar, introducimos las funciones mesetas, que nos ayudaran a comprobar que
algunos conceptos como el de conexién, Definicion[1.1.8] o el de métrica, Definicién [1.3.26],

estéan bien definidos.

Definicién 1.2.9. Sea M una variedad diferenciable, sea U un abierto de M y sea A un
subconjunto cerrado de M tal que A C U C M. Se dice que una funcion diferenciable

1 : M — R es una funciéon meseta si cumple:

» 0 <Y(p) <1, para todop € M.

16
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» (p) = 1 para todo p € A.

= Sop ¢ CU.

1.2.2. Espacio tangente

Una vez definidas las estructuras con las que vamos a trabajar, un concepto interesante
que se puede profundizar en [11] es el de espacio tangente, el cual surge al estudiar el
comportamiento de la variedad de una forma local. Para ello es necesaria la definiciéon de

derivacion dentro de un espacio de gérmenes.

Definicién 1.2.10. Sea M una variedad diferenciable y p € M, dadas f : U — Ry
g : U — R funciones diferenciables, donde U y U’ son entornos de p; decimos que f
y g son equivalentes si AW C UNU’, con p € W, tal que f|lw = g|lw. A cada clase de
equivalencia de esta relacion lo denominaremos germen. Al conjunto de todos los gérmenes

lo denotaremos como C*°(M) y se le conoce como espacio de gérmenes.

Definicién 1.2.11. Sea M una variedad diferenciable y sea p € M. Una derivaciéon en

p es una aplicacién lineal V' : C*°(M) — R tal que, para todo f,g € C°°(M) cumple
VI(f-9)=[fp)-V(g)+9b)- V()

A través de la ecuacién ([1.1]) vemos que, dado (U, (z',...,2™)) un entorno coordenado

ypeU, {%b, s %]p} son derivaciones en p.

Definicién 1.2.12. Sea M una variedad diferenciable y p € M. Al conjunto de todas
las derivaciones de C*°(M) en p se le denomina espacio tangente de M en p y se denota

T,M.

Proposicién 1.2.13. En un entorno coordenado (U, (x',...,x™)), tal que p estd contenido
0

R

en U, T,M tiene estructura de R-espacio vectorial, donde {32|,, |} es una base.

Con la finalidad de relacionar espacios tangentes entre variedades diferenciables a
partir de aplicaciones diferenciables, surge el concepto de diferencial de una aplicaciéon en

un punto.

17
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Definicién 1.2.14. Sea F' : M — N una aplicacion diferenciable entre variedades
diferenciables, p € M. Entonces, para cada V' € T,M, en un entorno de F(p) la diferencial

de la aplicacion F' en p es

F*p 2TpM — Tf(p)N
V= Fo,(V),
tal que para cada g € C®°(N), F.,(V)(g) o FF =V (go F).

Proposicién 1.2.15. Sean F': M — N y G : N — P dos aplicaciones entre varieda-

des diferenciables y sea p € M.
1. Fyp: T,M — Trp N es R-lineal.
2. (GoF)y=Gipp) o Fiyp.
8. (Idr)sp = Idrynr.
4. F es difeomorfismo local si y solo si F, es isomorfismo y (Fip) ™t = (F71)ap(p).-
Terminamos la seccion analizando el espacio dual del espacio tangente.

Definicién 1.2.16. Sea M una variedad diferenciable y sea p € M. Llamamos espacio

cotangente, y lo denotamos 777 M, al espacio dual de T, M,
oM ={¢: T,M — R, R — lineal}.

Una forma de obtener covectores a través de las funciones C°(M) es utilizando el

operador diferencial exterior en un punto.

Definicién 1.2.17. Sea M una variedad diferenciable y sea p € M. Se define la diferencial

exterior en p como la siguiente derivacion.

dy :C*(M) — T:M

fr=dpf

18
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Donde para cada V € T,M, d,f(V) := V(f).

Nota 1.2.18. Sean M una variedad diferenciable, p € M y (U, (2, ...,2™)) entorno coor-

denado de p. Entonces {d,a?, ..., d,x"} forman una base de Ty M que, ademds, es la base

dual de { x|, ..., 2=1p}-

1.2.3. Fibrado tangente
Tras el estudio de los aspectos basicos del espacio tangente, generalizamos a toda la
variedad estos conceptos, abstrayendo el punto donde nos encontramos.

Definicién 1.2.19. Sea M una variedad diferenciable, definimos el fibrado tangente aso-
ciado a M, y lo denotamos por T'M, como la unién disjunta de los espacios tangentes en
todos los puntos p € M

TM = UpenT,M.

Nota 1.2.20. FEl fibrado tangente viene equipado con una aplicacion que denominamos

proyeccion y denotamos por

7 TM— M

(p, V)= m(p,V) :=p.

Con esta aplicaciéon, podemos dotar a T'M de una estructura topoldgica.

Nota 1.2.21. El fibrado tangente T M posee una topologia natural que lo convierte en va-
riedad diferenciable de dimension 2n, donde n es la dimension de la variedad diferenciable

M en la que la aplicacion 7 es diferenciable.

Dotado T'M de una estructura de variedad diferenciable, podemos definir los campos

de vectores.

Definicién 1.2.22. Sea M variedad diferenciable, denominamos campo de vectores Y

sobre M a la aplicacion diferenciable

Y M —TM

p—Y,eT,M CTM.

19
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Al conjunto de los campos de vectores los denotaremos como T (M).

Nota 1.2.23. En un entorno (U, (z',...,2")) de p € M, podemos escribir Y como com-

o} Y = yip)

binacion lineal de los vectores coordenados {% », donde y' : M — R,

1=1,...,n, son funciones diferenciables.

Lema 1.2.24. Sea M una variedad diferenciable y sea p € M. Entonces, fijado V € T,M,

ezxiste un campo de vectores diferenciables X € T (M) tal que X, = V.

Proposicién 1.2.25. T (M) tiene una estructura de C*°(M)—mdodulo.
Mas ain, este es libre pues {V1,...,V,},Vi € T(M),i = 1,..,n es un sistema de refe-
rencia global de M si, para todo punto p en M, {Vip,...,V,,} es base del espacio T, M.

Por otra parte, diremos que el sistema de coordenadas es local si cumple la condicion

anterior para todo punto p en U, siendo U un abierto de M.

Veamos cémo los campos de vectores actian frente a las funciones C*°(M).

Proposicién 1.2.26. Dados Y € T(M) y [ funcion diferenciable definida sobre M,
definiendo la aplicacion Y (f) de la forma

Y(f):M—R
p = (Y(f)(p) = Y,(f),

se obtiene que, para cada f,g € C®(M), el campo de vectores Y es una derivacion, pues

cumple:

= Y(f+9)=Y(f)+Y(9).

= Y(f-9)=f-Y(9)+g-Y(f)

En este contexto, es necesario introducir una operacion en el espacio de los campos
de vectores denominada Corchete de Lie, que controla la conmutatividad del producto de

campos de vectores.

20
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Definicién 1.2.27. Sea M una variedad diferenciable. Dados V,W € T (M), se define

corchete de Lie, y se denota como [V, W], al siguiente campo de vectores diferenciables.

[V, W]:C%(M) — C*(M)
fr= WV WIS = VW) = WV ()

Proposicién 1.2.28. Sea M una variedad diferenciable. Para todo VW, X € T (M), se

cumple:
1. Bilinealidad, Ya,b € R

w [aV + bW, X] = a[V, X] + b[W, X].

s [V,aW +bX] = alV, X] + b[W, X].
9. Antisimetria, [V, W] = —[W, V].
3. Identidad de Jacobi, [V, [W, X]] + [W,[X, V]| + [X, [V, W]] = 0.
4. Sean f,g € C®(M), entonces, [fV,gW]= f-g[V.W|+ f-V(g)W —g-W(f)V.

Al ser la imagen del Corchete de Lie un campo de vectores, podemos obtener su

expresion en coordenadas.

Nota 1.2.29. Sea M una variedad diferencz'able y V.W € T(M), sea (U, (z',...,2™)) un
abierto coordenado de M en el que V = V-2 s Yy W= Wlaxj

i 8V o ; j
(ZV ort 83;]) ol (V(W)—W(V )) 5

1.2.4. Campo de tensores

Siguiendo con la dindmica de generalizaciéon de conceptos, sea M una variedad dife-
renciable y sea un punto p € M. Teniendo en cuenta que 7, M es un R-espacio vectorial,
podemos considerar T*)(T,,M) el espacio de los tensores r-covariantes y s-contravariantes

en p y denotarlo como TIST’S)M :

21
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De manera andloga al fibrado tangente, podemos introducir el fibrado de los (7, s)-

tensores sobre M de la siguiente manera.
TCM = Upen T M. (1.2)

El fibrado de los (r, s)-tensores sobre M tiene una topologia natural y una estructura

diferenciable que lo convierte en una variedad diferenciable de dimensién n + n"*%.

Definicién 1.2.30. Sea M variedad diferenciable, denominamos campo de (r, s)-tensores

sobre M a la aplicacion diferenciable

7" M — T M

p= T € TIM C TU9 M.

Al conjunto de los campos de (r, s)-tensores lo denotaremos como T ") (M).

Nota 1.2.31. En un entorno (U, (z,...,2")) de M, para cada p € U podemos escribir
T\ como combinacion lineal de los tensores coordenados, T, = ol (p)dyat @ . ®
dpyz's ® a%ﬂp ®...Q® %]p, donde cada tfllfr M — R, iy, ety g1y Js = 1, oo, sSON

funciones diferenciables.

Sea M una variedad diferenciable y sea p un punto de M. Denotando 7)) M al espacio
de los tensores puramente covariantes de orden r en p, veamos cémo podemos relacionar

estos tipos de espacios a través del concepto de pullback.

Definicién 1.2.32. Dada F' : M — N diferenciable entre variedades diferenciables y
sea p € M. Para cada r > 0, se define el pullback de F' para campos de tensores Tg(p)N

como la aplicacién

Tr) = I (Tr))-

Donde, dados { X1y, ..., Xpp} € Ty M, F*(T,))(Xip, -y Xip) 1= T (Fap(Xap), ooy Fip(Xip))-

22
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Proposicion 1.2.33. Sean F: M — N y G : N — P aplicaciones diferenciables entre

variedades diferenciables, sea p € M y sean Slli(p) € Tlﬂi(p)N y Tfp(p) € Tfp(p)N.

1. F*: Tk

F(p)N — T;“M es R lineal.

2. F*(Sk) ® Thyy) = F*(Sky) ® F*(Th).
3. (GoF) = F* oG : Th i, P — TFM.
4. (Idy)*S = S.

Una vez vistas estas propiedades que nos resultaran tutiles, podemos generalizar ain

mas el concepto de pullback, si abstraemos el punto.

Definicién 1.2.34. Dada F' : M — N diferenciable entre variedades diferenciables y
sea T € T"(N), definimos un r-campo de tensores en M, F*T denominado pullback de
T por F.

F*T:M—T"'M
p = (F'T)p = F*(Th,),
donde F* (TI’;(p)) es la imagen de la aplicacién que acabamos de estudiar.

Asi, al igual que en la Proposicion [1.2.32] veamos las propiedades del pullback de

tensores puramente covariantes.

Proposicién 1.2.35. Sean F': M — N y G : N — P aplicaciones diferenciables entre

variedades diferenciables y sean S € TH(N) y T € TY(N),
1. F*(S®T) = F*(S) ® F*(T).
2. F*(S) € TH(M).
3. F*: TF(N) — T*(M) es R-lineal.
4. (Go F)* = F* o G*.
5. (Idy)*(S) = S.
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Nota 1.2.36. Dado F : M — N aplicacion diferenciable entre variedades diferenciables,
si F es difeomorfismo, podemos relacionar los tensores T € T"9)(M) con los tensores de
N.

Denotando F, : T (M) — TO)(N) y F* : TC(N) = T (M) los isomorfismos,
dado S € T"*)(M).

FoS(X1, ooy X0 s 0) 1= S((FDu(X1)s ooy (F7DL(X), FRw', oo, Frw®),

para X1,..., X, € TN yw!,...,ws € T*N.

Asi, este operador de existir, cumple las mismas propiedades descritas en la Proposicion
12,39l
Una vez vistas las propiedades importantes del pullback, pasamos a particularizar la

teoria de campo de tensores, cuando estos son hemisimétricos.

Definicién 1.2.37. Sea M una variedad diferenciable de dimension n y sea p € M.
Consideramos el espacio de los tensores hemisimétricos sobre el R-espacio vectorial T, M,

AT (T, M).

Al ser A"T),M subespacio vectorial por la Definicién|1.1.8] y al igual que en la Definicién

1.2.19] denotamos a
A'M = Upen Ay M.

Nota 1.2.38. De forma andloga a los otros fibrados, sea M wuna variedad diferenciable
de dimension n, A" M tiene una topologia natural y una estructura diferenciable que lo
convierte en una variedad diferenciable de dimension n+ (:f) En este caso, dado un punto

p € M y un entorno coordenado (U, (x',...,2™)), una base de este espacio es {d,x™* A ... \

i
dp$ T}i1<...<ir§n-

Denotando como Q"(M) al espacio de las r-formas donde, en este contexto, una r-
forma es un campo de tensores hemisimétrico de orden r, podemos obtener un resultado

importante observando el comportamiento del pullback de una aplicacién diferenciable.

Lema 1.2.39. Si F: M — N es una aplicacion diferenciable entre variedades diferen-

ciables.
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1. F*: Q" (N) — Q"M es C°°(M)—lineal.
2. F*(wAv) = F*(w)AF*(v), conw € Q" (N) yv € Q¥N).
3. Sea (V,(y',...,y")) una carta coordenada de N,
F O S wnadi ' AcAdy™) = 3w 0F)d(y o F)A.Ad(y" oF).
1<i1 <. <ip<n 1<i1 <., <ip<n
(1.3)

Proposicién 1.2.40. Sea F' : M — N una aplicacion diferenciable entre variedades

1

diferenciables de dimension n, sean (U, (z',...,z™)) y (V, (v, ...,y™)) entornos coordenados

de M y N. Si g € C>(V), entonces, en UN F~Y(V) se cumple la siguiente igualdad.
F*(g-dy' A ... Ndy™) = (g o F)(detF,)(dz" A ... A dz™). (1.4)

La derivada exterior tiene las siguientes propiedades.

Teorema 1.2.41. Para cada M variedad diferenciable, existe una unica aplicacion lineal
d”: A"(M) — A" (M) definida para cada entero v > 0, que denominaremos derivada

exterior, y que cumple las siguientes propiedades.

1. Si la funcion f € C(M), entonces df es la diferencial definida de f, es decir,
df (X) = X(f),VX € T(M).

2. Siwe A"(M) yve A¥(M), entonces dw Av) =dwAv+ (—1)"wAdv.
3. dod=0.

Ahora, fijando una carta coordenada (U, (z*,...,z")) yw € A"(M), tenemos las siguientes

propiedades.

dz A ... A\ dx'T).

2. 5% G: M — N es una aplicacion diferenciable entre variedades diferenciables,
entonces el pullback G* : A"(N) — A" (M) conmuta con d, es decir, Yw € A"(N),
G (d'w) = d"(G*(w)).
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Acabamos este apartado con la nocién de orientacion en variedades diferenciables.

Definicién 1.2.42. Decimos que una variedad diferenciable M es orientable si es posible

definir una n-forma diferenciable w € A™(M) sobre M que no se anule en ningin punto

de M.

De este modo, podemos apreciar que esta definicién coincide con la dada en la Nota

23

Definicién 1.2.43. Sea M una variedad diferenciable y w una forma de volumen que
cumple las condiciones de la definicién anterior, fijando w, denominaremos variedad dife-

renciable orientada al par (M,w).

Usando las propiedades de los espacios vectoriales orientados podemos obtener los
siguientes resultados.

Nota 1.2.44. Sean M una variedad diferenciable, w yw' dos formas de volumen, entonces

/

existe una funcion f € C*(M) tal que para todo punto p de M, w, = f(p) - w,,.
A partir de esta nota obtenemos la siguiente proposicién.

Proposicién 1.2.45. Sea (M,w) una variedad orientada. Dada W' otra forma de volumen
de M, decimos que w' conserva la orientacion si para todo punto p de M, w, = f(p) - w,,

tal que f(p) > 0. Por otro lado, decimos que invierte la orientacion si f(p) < 0 para todo

pe M.
Analizando las aplicaciones diferenciables obtenemos la siguiente nota.

Nota 1.2.46. Sea F : (M,w) — (N,w') un difeomorfismo local. Decimos que F' conserva
la orientacion si F*(w') = A -w, donde X es una funcion C*°(M) tal que para todo punto
p € M, X(p) > 0. Por otro lado, decimos que F' invierte la orientacion si A(p) < 0 para

todo punto p en M.

1.3. Geometria riemanniana

Aqui desarrollaremos la geometria riemanniana que necesitaremos para poder entender
qué es una curva geodésica, qué es un entorno normal y el propio concepto de variedad

riemanniana. Para ello seguiremos |[1].
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1.3.1. Conexiones

El objetivo fundamental de introducir este concepto es la idea de que para derivar

necesitamos la direccién hacia dénde derivamos y qué derivamos.

Definicién 1.3.1. Sea M una variedad diferenciable, una conexién lineal es una aplicacion

Y T(M) x T(M) —s T(M) .
(X,Y) — VyY, '

que cumple las siguientes propiedades.

1. Es C*°(M)-lineal en la primera coordenada,

2. Es R-lineal en la segunda coordenada,

Vx(aY +bZ) =aVyY +bVxZ abeR, X,Y,Z € T(M).

3. V satisface la regla del producto o de Leibniz,

Vx(fY) =X(NY + f(VxY) feC>M), XY eT(M)

Utilizando funciones meseta en esta definicién, a partir de la Definicién [1.2.9] se puede
apreciar que es una aplicacion local. Sin embargo, se puede extender a toda la variedad a
través de las particiones de la unidad, usando la Definicion [1.2.8|

Podemos generalizar el concepto de conexién para campos de tensores de cualquier

orden.

Definicion 1.3.2. Sean M variedad diferenciable. Se define una conexién lineal sobre cada

(r, s)-fibrado tensorial, 7*) (M), y lo denotaremos como V, a la siguiente aplicacién.

V T(M) x TO(M) — TO9(M)
(X,T) — VT,

que cumple:
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1. Sobre C*°(M), V estd definida por la derivada de funciones,
Vxf:=X(f), para todo X € T(M), f € C*(M).

2. Sobre T (M), V coincide con la definida previamente.

3. Cumple la regla de Leibniz con respecto al producto tensorial, es decir, para todo

T e T(T’S)(M), = T(T,78/)<M), X e T(M)

Vx(T'T)=VxTT' +T® (VxT).

4. V conmuta con las contracciones C7, es decir

Vx(C!IT) = C¥(VxT), para todo X € T(M), T € T"9)(M).

Definicién 1.3.3. Sean M una variedad diferenciable, V una conexién lineal, X € T (M)
y T € T")(M), denotaremos V4T con n € N a la derivada covariante n-ésima, que

consiste en fijar la primera coordenada X e ir derivando sucesivamente la imagen de

VxT.

En este contexto, podemos obtener una generalizacién de la regla del producto o de

Leibniz para la n—ésima derivada covariante.

Proposicién 1.3.4. Sean M variedad diferenciable, V una conexion, X € T(M), T €
TE)(M) yT' € T (M) entonces
n n . .
VYT T = VYT @ Vi T
wrer) =Y (1) vrTe vy

=1

Donde V4T =T.

Demostracion. Podemos demostrar este resultado por induccion, pues para el cason =1

es la propia definicién de la regla de Leibniz, luego suponemos cierto hasta n y veamos
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hasta n + 1.

n / - n—i i / - n n—i 7 /
VAT @T) =Vy (Z( )v T®V T) :Z;VX((Z_)VX T®VXT>

=1

=> ( (Vi T @ VT + VT @ VT
1=0

n

< )Vn z+1T®Vz T/+Z ( )Vn 1T®vz+lT/
i=0
Ahora, haciendo un cambio de indices y aplicando las propiedades de la combinatoria,

concluimos la demostracion, pues

n+1

Vi (TeT)=> (7;) Vit T VT +) (Z " 1) VT @ VT
=0 =1

(g) VT @ VT + Z ( )vn R VT

i=1

+ ( N 1) Vn z+1T ® Vz T/ (n) Vg(T ® V;L(JrlT/

n+1\, n+1\ o1 ;
:( . v“T@vg}TurZ( )v“ T®ViT

1
+ (TL+ )V0T®Vn+lT/
n+1

_l’_
Z ( )v"“ T e VLT
=0

Como consecuencia de estas propiedades, obtenemos una forma de expresar la derivada
de un tensor como la diferencia entre la derivada de una funcion y la suma de las imagenes

de dicho tensor aplicados a distintos vectores y formas.
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Proposicién 1.3.5. Sea M wvariedad diferenciable y V una conexion lineal, dados T €
TE(M), X, Y, € T(M),i=1,...,r yw? € T*(M), j=1,...,s, se cumple que
(VxT) (Y1, ... Y, wh . wf) =

= Vp(T(Dy, ... Dpw', ) = Y T(Vh, ... VxYi, . Yy w! o w)

— ZT(Y}, Y wh o Vixw? wh).
j=1

Si para conocer una derivada necesitamos la direccién y el objeto, abstrayendo estos

conceptos, obtenemos la definicién de derivada total.

Definicién 1.3.6. Sean M variedad diferenciable, V conexién lineal y T € T ™) (M),
entonces la aplicacién VT : T(M)™™! x T*(M)$ — C>°(M), definida por

VT(X;Yy, .., Y wh o w®) = (VxT) (Y7, .., Y Wl wf)

se denomina derivada covariante total de 7.

1.3.2. Geodésica, aplicaciéon exponencial, bola exponencial

Intuitivamente, entendemos el concepto de geodésica como la curva que minimiza la
distancia entre dos puntos. Como sabemos, en el espacio euclideo estas son lineas rectas,
pero esto no siempre se cumple en general en una variedad. El objetivo de este apartado

es definir estas curvas de forma precisa.

Definicién 1.3.7. Sean M una variedad diferenciable, I un subintervalo de R y una
curva diferenciable v : I — M. Un campo de vectores a lo largo de 7 es una aplicacién
diferenciable V' : I — T'M, tal que V; € T M, para todo t € I. Al espacio de los

campos de vectores a lo largo de una curva lo denotamos por 7 (7).

Nota 1.3.8. Dada V' € T(7), se dice que es extensible si existe V. € T (M) tal que
V) = Vi, Vt € 1.
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Para poder ver que la conexion solo depende de una curva y del valor del campo de

vectores en un punto, es necesario definir las curvas integrales.

Definicién 1.3.9. Sea M una variedad diferenciable y sea V' € T (M). Decimos que una
curva diferenciable vy : J — M es curva integral de V' si 7/(t) = V), Vt € J C R.

Podemos apreciar que estd bien definida gracias a este teorema.

Teorema 1.3.10. Sean M una variedad diferenciable, V- € T(M) y (U, (z',...,z")) un
abierto de M. De existir una curva v : I — M integral de V', tendria la siguiente

expresion en coordenadas ' (t) = Vi

70 = O B b

0

= Vyl(t)%‘w(t)'

Y la existencia de esta curva se reduce a la resolucion del siguiente sistema de ecuaciones

diferenciales.

(YY) = V() 7 (8))

(V) (@) = V(3 (B), " (1)

Ademds, anadiendo la condicién inicial (v'(0),...,4™(0)) = (p',...,p") para algin punto
p=(p',....p") € U, tenemos garantizada la existencia y unicidad de la curva integral, al

menos, en un entorno del punto p.

Nota 1.3.11. Sea M wuna variedad diferenciable, sea V € T (M), sea J C R abierto y
seay:J — M la curva integral de V. Sea a € R y consideramos J +a = {t+a:t € J}.

Entonces, la curva

B:J+a— M

te B(t) ==t~ a)
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es curva integral.

Una vez hecho un breve analisis de las curvas integrales, estamos en disposicion del

siguiente Lema.

Lema 1.3.12. Sea M wvariedad diferenciable, V una conexion lineal y sea p € M.
Dados X,Y € T(M), (VxY), solo depende de p y del valor de Y a lo largo de una

curva integral de X que pasa por p.

A través del Lema anterior, vemos que tiene sentido definir la conexién a lo largo de

una curva.

Definicién 1.3.13. Sea M una variedad diferenciable, V una conexion lineal, para cada
v : I — M curva diferenciable, se define la conexiéon a lo largo de esa curva como el

tinico operador 9Y : T (v) — T (M) que cumple las siguientes propiedades.
= OY (aV' + V") = adY (V') + b3y (V") para todo V', V" € T(v), a,b € R.
= OY(f- V) =0Y(f)V'+ fOY (V') para todo f € C®, V' € T (7).

» Sea V' € T () extensible, entonces cualquiera de sus extensiones V' € T (M) cumple

OV Nt = (VyyV)rto)-

Definicién 1.3.14. Sea M variedad diferenciable y V una conexion lineal. Una curva

diferenciable v : I — M es una curva geodésica si cumple 9y (v'(¢)) = 0.

Nota 1.3.15. Dadas una variedad diferenciable M, una conexion lineal V y~ : I — M
curva geodésica, dependiendo de como sea el intervalo I, obtenemos los siguientes casos

particulares de curva geodésica:

= Llamamos geodésica maximal a aquella curva que no puede extenderse a una geodési-

ca definida en un intervalo J que contenga estrictamente al intervalo I.

» Una geodésica se denomina completa st I = R.

Gracias a herramientas estudiadas de ecuaciones diferenciales sabemos que, dados

pe M,V eT,Myt,c R, existe un intervalo abierto I C R tal que ¢y, € I y una curva
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geodésicay : [ — M tal que y(to) = py 7' (to) = V. Ademads, dos geodésicas de este tipo
coinciden en su dominio. En este caso, se suele denotar a la curva geodésica que cumple

estas condiciones puntuales como v,y 6 Vv .

Nota 1.3.16. Que una curva diferenciable sea geodésica depende de la conexion lineal V
y de la parametrizacion. Fijada ¥V, toda parametrizacion que hace a vy una geodésica estd

determinada, salvo transformaciones afines.

t—at+0:a#0,0eR.

Con esta propiedad llegamos a uno de los resultados fundamentales de curvas geodési-

cas. El denominado Lema de Homogeneidad.

Lema 1.3.17. Sean M wvariedad diferenciable, s,t € R, V una conexion lineal, p € M,
v € T,M y 7y, Vs dos curvas geodésicas tales que v,(0) = p y v,(0) = v; 15,(0) =p y
7, (0) = sv. Entonces, v, (t) = vu(st) cada vez que ambos lados de la igualdad estén bien

definidos.

A continuacion, veremos un resultado que serd clave para garantizar la existencia de

la aplicacion exponencial, concepto que definiremos posteriormente.

Teorema 1.3.18. En la variedad diferenciable M con una conexion lineal definida so-
bre ella ¥V existe un campo G € T (T M) cuyas curvas integrales son levantamientos de
geodésicas de M, es decir, si B(t) es la curva integral de G, entonces B(t) = (vy(t),7' (1)),

donde ¥(t) es una curva geodésica en M.

A este campo se le conoce con el nombre de campo geodésico y de él surge el siguiente

corolario.

Corolario 1.3.19. Sea M wvariedad diferenciable y V una conexion lineal, la existencia
de un campo geodésico G € T (T M) implica la ezxistencia de un campo X € T (M) tal que
VxX =0.

Con este corolario damos paso a la definicién de aplicaciéon exponencial.
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Definicién 1.3.20. Sea E un subespacio de T'M definido por E = {(p,v) € TM :

Y(p,v) €sta definida en un intervalo abierto que contiene al intervalo [0, 1]}.
A dicho subespacio lo denominaremos dominio de la aplicaciéon exponencial.

Definicién 1.3.21. Se llama aplicaciéon exponencial a la aplicacién diferenciable

exp K — M

(p,v) = exp(p,v) = Ypuw)(1).

Ademés, fijado p en M, la aplicacién exponencial restringida a p, exp,, es la aplicacion
exp restringida al conjunto E, := E N ({p} x T,M). Con ello, E tiene la propiedad de
ser un subespacio abierto y estrellado en T'M que contiene al origen. Ademads, podemos
definir, para cada punto (p,v) € T'M, la geodésica . (t) := expy(tv).

Acabamos esta seccion viendo las definiciones de entornos y coordenadas normales.

Teorema 1.3.22. Para cualquier punto p € M, existe un entorno V' del origen del T,M

y un entorno U de la variedad tal que exp, : V — U es difeomorfismo.
Este teorema nos garantiza la existencia de entornos normales.

Definicién 1.3.23. Sea M una variedad diferenciable, un entorno U se denomina entorno

normal de p si es difeomorfo a un entorno abierto y estrellado V de 0 € T, M.

Ademas, por ser exp, difeomorfismo en U y sabiendo que 7,,M es isomorfo a R", pode-
mos construir una carta ¢ = E~'oexp™!, donde F : R" — T, M es el isomorfismo entre
ambos espacios que mantiene el valor de las coordenadas, E((a!,...,a")) = o'E;, donde
{E;} es una base de R™. Conociendo la existencia de esta carta, estamos en disposicién

de definir las denominadas coordenadas normales.

Definicién 1.3.24. Sea U un entorno normal de un punto p € M. Un sistema de coor-
denadas (u',...,u") sobre U se denomina normal si u’(exp,(t*e;)) = t*, donde {e;} es una

base arbitraria de T,,M.

De esta definicion surgen las siguientes propiedades.
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Proposicién 1.3.25. Sea M variedad diferenciable, V una conexién lineal y sea (u', ..., u™)

una carta coordenada normal centrada en p € M.

1. Para cualquier vector v = vi% € T,M, si vy es una curva geodésica, esta se re-
presenta en coordenadas normales por el segmento radial 7,(t) = tv = (tv', ..., tv"),

mientras que y(t) € U.

2. Las coordenadas de p son (0, ...,0).

1.3.3. Meétrica riemanniana

Una métrica riemanniana es una herramienta de las variedades riemannianas, que
surge al generalizar la nocién de métrica euclidea a otros espacios.
Nos permite conocer conceptos métricos tales como la distancia entre dos puntos o el

volumen de un conjunto de campos de vectores.

Definicién 1.3.26. Sea M una variedad diferenciable, una métrica riemanniana g sobre

M es un campo de tensores de tipo (2,0)

g: T(M) x T(M) —s C=(M) -,
(X,Y) — g(X,Y). '

que cumple las siguientes dos propiedades:
1. Es simétrica, es decir, g(X,Y) = g(Y, X).
2. Es definida positiva, es decir, g(X, X) >0y g(X,X) =0 < X =0.

Con esta nocién de métrica, podemos volver a definir todos los conceptos que conoce-

mos del algebra relacionados con el producto escalar.

Definicién 1.3.27. Dado X, € T,M, diremos que la norma de X, es |X,| = || X,|| =
9p(Xp, Xp).

Definicién 1.3.28. Dados dos vectores Xp, Y, € T,M, definimos su dngulo como el tnico

- Ip(Xp,Yp)
T IXpYRI

valor 0 € [0,27) tal que cos(6)

35



CARLOS CANADA MORENO Trabajo fin de grado

Definicién 1.3.29. Dos vectores X, Y, € T,M son ortogonales si g,(X,,Y,) = 0.

Al igual que ocurria con las conexiones, se comprueba que es un concepto local usando
las funciones mesetas, y se puede globalizar a toda la variedad a través de las particiones de
la unidad, con ello se verifica que toda variedad diferenciable es una variedad riemanniana.
Gracias a esta generalizacién, la teoria del producto escalar antes definida se puede ampliar

a campos de vectores.

Definicién 1.3.30. Sea (M, g) una variedad riemanniana, entonces decimos que una
referencia local {E1, ..., E,,} es ortonormal si g(E;, E;)(p) = g,((Ei)p, (E;)p) = d;j, para
todo p en U, siendo U un abierto de M donde F; estén definidos, i =1, .., n.

Nota 1.3.31. Para probar la existencia de la referencia local ortonormal definida en un

punto p, basta con utilizar el método de ortonormalizacion de Gram-Schmidt.

Una vez conocida la teoria del producto escalar para campos de vectores, definimos

las aplicaciones que relacionan las variedades riemannianas.

Definicién 1.3.32. Sean (M, g), (IV,h) dos variedades riemannianas. Una aplicacién

¢:(M,g9) — (N, h) es una aplicacién isométrica si

gp<Xp= Y%)) = he(p) (¢*p (Xp)a ¢*p<Y;))) )

paratodo X,Y € T (M) y todop € M. Ademas, si la aplicacién es difeomorfismo, entonces

se le denomina isometria.
De esta definicion surgen los siguientes conceptos.

Nota 1.3.33. Denotando I(M) al conjunto de isometrias que valoran en M, podemos

notar que forman un grupo con la aplicacion composicion "o".

Definicién 1.3.34. Sea (M, g) una variedad Riemanniana, decimos que M es homogénea

si I(M) como grupo es transitiva, es decir, si para todos p,q € M, existe una isometria v

tal que ¥(p) = ¢.
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Si {Ey,...,E,} denota un sistema de referencia en M, al ser la métrica un tensor
(2,0), sobre esta aplicacion se le puede asociar una matriz G cuyas coordenadas definimos
gij = g(E;, E;). Esta matriz la podemos relacionar con las formas de volimenes a partir
de su determinante.

Proposicién 1.3.35. Sea (M,g) una variedad riemanniana y sea (U, (z',....,z")) un

abierto coordenado de M. Sea w una n-forma de volumen que viene expresada por la
igualdad w = wy,_p,dz' A...Adz", donde {dx',..,dz"} denota la base dual de {%, o 8%}.
Entonces, tenemos que wy, _, = /|G|, donde |G| denota el determinante de la matriz

asociada a la métrica g.

Demostracién. Para demostrar esta proposicion probaremos que w(32r, ..., 32 ) = v/|G|.

Sea {F1, ..., E\,,} base ortonormal orientada positiva en U y A la matriz cambio de base

de -2, ..., 5% a {Ey, ..., E,}. Por la Definicién [1.1.13| tenemos que w(:2r, ..., 22 ) = |A|.

Por otro lado, sabemos que si G es la matriz de la métrica g en la base %, e B%,

entonces G = (A'-Id- A), ya que {F1, ..., E,} es base ortonormal. Relacionando estas dos
igualdades obtenemos |G| = |A|* y concluimos que w(zr, ..., 532:) = /|Gl. "

Antes de dar paso a relacionar las conexiones con las métricas, presentamos el siguiente

operador.

Definicién 1.3.36. Sea M variedad diferenciable y V una conexion lineal. Se define el

operador torsion asociado a V como la aplicacién

Tory T (M) x T(M) — T (M)
(X,Y) — Torg(X,Y) = VxY — Vy X — [X,Y].

Nota 1.3.37. Se dice que V es simétrico cuando Tory = 0.

Una vez definido este operador, damos paso a relacionar el concepto de conexiéon con

el de métrica riemanniana.

Definicién 1.3.38. Una conexién V sobre una variedad riemanniana (M, g) se dice com-

patible con g si cumple

Vx(g(Y,Z2)) =g(VxY,Z)+g(Y,VxZ),
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para todo campo de vectores diferenciables X,Y, Z.

Nota 1.3.39. Sea (M, g) variedad riemanniana, y V una conexion lineal. Es trivial com-

probar que V es compatible con g si y solo si Vg = 0.
Con ello, podemos enunciar el teorema fundamental de la geometria riemanniana.

Teorema 1.3.40. Sea (M, g) una variedad riemanniana. Entonces, existe una unica co-
nexion V sobre M que es compatible con g y es simétrica. A esta conezion se le denomina

conexion de Levi-Civita.

Nota 1.3.41. A partir de ahora supondremos que estamos trabajando con la conexion de

Levi-Civita.

Proposicién 1.3.42. Toda isometria ¢ : (M, g) — (M’,q") aplica la conexion de Levi-

Clivita V asociada a g en la conexion de Levi-Civita V' asociada a ¢', es decir:
$(VxY) = Vi (x)0:(Y).
Mas ain, si~y es una curva de M y'V € T(v), entonces se cumple
0 (OFV) =0 (61,

Con ello pasamos a las tltimas definiciones de este apartado, en el que aplicaremos la

teoria riemanniana en entornos normales.

Definicién 1.3.43. Si vy es una curva diferenciable en una variedad riemanniana, se define
velocidad de 7y en el tiempo ¢ € I como la longitud del vector velocidad en dicho instante ¢,
|7/ (t)]. Si |7/ (t)| no depende de ¢, decimos que v es de velocidad constante y si |/ (t)] = 1,

es de velocidad unitaria.
Lema 1.3.44. Todas las geodésicas son curvas de velocidad constante.

Proposicién 1.3.45. Sea ¢ : (M, g) — (M’, ') una isometria entre variedades diferen-
ciables, entonces ¢ aplica geodésicas en geodésicas. Es decir, siy es geodésica en (M, g)
con punto inicial p € M y velocidad inicial v € T,M, entonces la composicion ¢ oy es

una geodésica de M’ con punto inicial ¢(p) € M’ y velocidad inicial ¢, (v) € TyqyM'.
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Y ahora, aplicando la proposicion a la aplicacién exponencial, obtenemos el siguiente

resultado.

Proposicién 1.3.46. Sea ¢ : (M, g) — (M, ¢') una isometria. Entonces, para cualquier

m € M, se cumple

Plexpp(tv)) = expy(p)(Pup(tV)).

Una vez que sabemos como se comporta la exponencial frente a isometrias, pasamos

a definir el concepto de bola geodésica.

Definicién 1.3.47. Sea (M, g) una variedad riemanniana. Si € > 0 es tal que

B.(0) = {v € T,M : [|ol = \/g,(v,v) < c}.

Entonces, a exp,(Bg(0)) se le denomina bola geodésica en M. Ademds, si B.(0) estd
contenida en V' abierto, donde exp, es difeomorfismo, entonces exp,(B.(0)) se llama bola

geodésica cerrada y exp,(0B.(0)) es una esfera geodésica.

Seguidamente, nos centraremos en dar una nocién de distancia dentro de M, definien-

do, de esa manera, el concepto de distancia radial.

Definicién 1.3.48. Sea (M, ¢g) una variedad riemanniana. En cada entorno coordenado

normal (U, (u,...,u™)) centrado en p € M, se define la funcién distancia radial como

r:U\{p} —R

u'(q)

y el campo de vectores radiales %]p(q) = »» bara todo q en U \ {p}.

r(q) Out

Con esta definicion, extendemos las propiedades de la Proposicion [1.3.25

Proposicién 1.3.49. Sea (M, g) una variedad riemanniana y sea (U, (u',...,u™)) una

carta coordenada normal centrada en p, se verifican las siguientes propiedades:

1. Las coordenadas o componentes de la métrica en el punto p son g;; = g(u', u?) = &;;.
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2. Cualquier bola euclidea {q : r(q) < €} es una bola geodésica.

3. En cada punto ¢ € U\{p}, L|,(q) es el vector velocidad de la geodésica de velocidad

unitaria que une p con (.

Para finalizar esta seccion, veremos como podemos definir la distancia en una variedad
riemanniana y de qué manera se puede relacionar con las curvas geodésicas. Para ello,

introducimos el concepto de longitud de una curva diferenciable.

Definicién 1.3.50. Si v : [a,b] — M es un segmento de una curva diferenciable C*, se

define su longitud como la siguiente integral.

L) = [ @l

Si v/(t) # 0, para todo t € (a,b), y debido a que en una variedad riemanniana una
curva diferenciable suele estar en varios entornos coordenados, nos resultarda mas facil

trabajar con el siguiente tipo de curvas.

Definicién 1.3.51. Una aplicacién continua 7 : [a,b] — M se denomina segmento de

curva regular a trozos si existe una subdivision finita a = ag < ... < a; = b tal que |(4,_, a;)
sea segmento de una curva regular, para todo ¢ = 1, ..., k. Para abreviar, consideraremos a
este tipo de curvas como curvas admisibles y, por conveniencia, supondremos que la curva

trivial constante vy : {a} — M, tal que v(a) = p, es también curva admisible.

Teniendo en cuenta esta definicién, adaptamos la longitud de curva para curvas admi-

sibles.

Definicién 1.3.52. Si vy : [a,b] — M es una curva admisible y a = ag < ... < ap = b es

una subdivision de las anteriormente definidas, se define la longitud de v como la suma

de las longitudes de los segmentos |, ,.q;, Para todo 1 =1, ... k

b k a;
o) = [ el =3 [ vl

Definicién 1.3.53. Sea 7y : [a,b] — M una curva admisible, una aplicacién continua

V :la,b] — TM tal V; € T, )M, para todo t € [a,b], se denomina campo de vectores
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diferenciable a trozos de 7y si existe una subdivisién de [a, b] (posiblemente mas fina que
la subdivisién de la curva admisible v) tal que V,,) = 7/(t;) para cada t; dentro de cada

subintervalo definido en la subdivision.
De esta forma podemos dotar a la variedad riemanniana de la siguiente métrica.

Definicién 1.3.54. Sea (M, g) una variedad riemanniana conexa. Para cualquier p, g € M
se define la distancia riemanniana dy(p, ¢) como el infimo de las longitudes de todas las

curvas admisibles que unen p con gq.

Proposicion 1.3.55. La funcion distancia riemanniana estd bien definida pues, dados
p,q € M, existe, al menos, una curva admisible que une ambos puntos, por ser M una

variedad diferenciable coneza.

Con el siguiente Lema, vemos cémo la topologia que genera la distancia que hemos

definido coincide con la topologia que proporcionaban las cartas coordenadas.

Lema 1.3.56. Con la funcion distancia riemanniana dy definida anteriormente, cual-
quier variedad riemanniana conera es un espacio métrico cuya topologia inducida por la

distancia dg es la misma que la topologia dada en la variedad.

Por ultimo, para ver cémo podemos relacionar estos conceptos con la distancia radial,

serd necesario enunciar el Lema de Gauss.

Teorema 1.3.57. Sea (M, g) una variedad riemanniana y sea U una bola geodésica cen-

trada en p € M. Entonces, el campo de vectores radial unitario % es g-ortogonal a las

esferas geodésicas en U.

Una aplicacion de este teorema la obtenemos en el Corolario [1.3.60} para ello necesi-

tamos conocer la nocion de gradiente.

Definicién 1.3.58. Sea f € C°°(M). Se define el gradiente de f, y se denota grad(f),

como el inico campo de vectores que cumple:

g(grad(f),Y) =Y (f),

para todo Y € T (M).
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Proposicion 1.3.59. Se cumplen las siguientes propiedades.
1. grad(f + g) = grad(f) + grad(g).

2. grad(f -g) = f-grad(g) + g - grad(f).

Demostracion. Usando la unicidad del gradiente y que todo campo de vectores Y € T (M)

es una derivacién, probamos que para todo Y campo de vectores, f,g € C>®(M),

glgrad(f +9),Y)=Y(f+g) =
=Y (f) +Y(g9) = g(grad(f),Y) + g(grad(g),Y).

Y para probar la segunda propiedad,

glgrad(f-9),Y)=Y(f-9)=g-Y(f)+f-Y(9)
=g-9(grad(f),Y) + f - g(grad(g),Y).

Corolario 1.3.60. Sea (M, g) una variedad riemanniana y sea {u'} un sistema de coor-
denadas normales sobre una bola geodésica U centrada en un punto p € M. Sir denota

la funcion distancia radial, entonces

grad(r) = d% (1.8)

Concluimos este apartado con el siguiente resultado.

Corolario 1.3.61. En toda bola geodésica U alrededor del punto p € M, la funcion

distancia radial v(q), para ¢ € U\ {p}, es igual a la funcion riemanniana de p a q, d(p, q).
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Capitulo 2

Espacios D’Atri. Definicion y

caracterizaciones

J. D’Atri realiza 27 publicaciones dedicadas al estudio de la geometria, compartiendo
trabajo en numerosas ocasiones con coautores como H. K. Nickerson, D. Miatello, J.
Dorfmeister o W. Ziller. Es con este ultimo con quien comparte el articulo [5] sobre
métricas en grupos de Lie compactos, el cual se considera una de sus publicaciones mas
relevantes. En este contexto, aparece también el articulo [3] que vertebra este trabajo
denominado “Simetrias geodésicas que preservan la divergencia” que tiene como coautor a
H.K. Nickerson. Fue publicado en 1969 y desde entonces ha sido referenciado en numerosas
ocasiones.

A lo largo de este capitulo nos sumergiremos en el concepto de espacios D’Atri y
analizaremos sus caracterizaciones mas importantes, como las que surgen a partir del
estudio de funciones pares. Para ello, estudiaremos la geometria de un espacio topolégico
desde el punto de vista de Riemann a través de las geodésicas.

Como ejemplo de aplicacién de este concepto en el campo de la fisica, en [7] aprecia-
mos como la Teoria de la Relatividad considera el universo espacio-temporal como una
variedad pseudoriemanniana de signatura (1, 3), donde la luz sigue trayectorias geodésicas
y relaciona la gravedad con la curvatura del espacio-tiempo. Otras aplicaciones de este
tipo de espacios las podemos encontrar en la navegacion y en la fisica tedrica.

En matematicas también han surgido numerosos estudios a raiz de este concepto. En
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1996 se edita 6], un libro en su honor donde se recogen resultados obtenidos por distintos
autores a partir de la definicién de espacio D’Atri. Cabe mencionar al propio D’Atri, que
continué su labor de investigacién en [4], demostrando que toda variedad naturalmente
reductiva es D’Atri. Autores como Oldrich Kowalski, Friedbert Priifer y Lieven Vanhecke,
en el apartado |10] agruparon una gran cantidad de resultados: caracterizaciones nuevas
a partir de la traza de la inversa de la métrica g y de la curvatura escalar entre otros.
Ademas presentaron ejemplos de espacios D’Atri, entre ellos se encuentran los espacios
conmutativos.

Tomando como referencia [3] se ha divido este capitulo en tres secciones. En la primera
seccién introducimos conceptos esenciales de Geometria Riemanniana que no han sido
estudiados en el Grado en Mateméticas. Para ello seguimos [8], donde el lector interesado
puede ampliar informacion sobre los mismos. La segunda seccién se centra en la obtencién
de caracterizaciones geométricas del concepto de espacio D’Atri a partir de su propia
definicion. Por ultimo, la tercera seccién tiene como objetivo caracterizar el concepto de
espacio D’Atri mediante herramientas algebraicas. Para ello son esenciales los conceptos

de conexion, tensor de curvatura y campo geodésico.

2.1. Derivada de Lie

Si la derivada covariante es una forma de conocer las variaciones de los campos de
tensores en una variedad, otra forma de estudiar estos cambios es mediante la derivada
de Lie, nocién que surge al relacionar el corchete de Lie con los flujos, objetos que estu-
diaremos en este apartado, y que se puede profundizar en [§]. A partir de la derivada de
Lie se pueden obtener conceptos como la divergencia, que es importante para definir los

espacios D’Atri.

Definicién 2.1.1. Sea M una variedad diferenciable, dado X € T (M), la derivada de

Lie Lx de campos diferenciables es
Y= Lx(Y):=[X,Y].
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Para poder realizar un analisis geométrico del corchete de Lie, es necesario el concepto
de flujo que surge del estudio de las curvas integrales y que estudiamos en la Definicion

L.o.9l

Teorema 2.1.2. Sean M wuna variedad diferenciable y V € T(M). Fijado p € M, exis-
ten un entorno de p, U C M, un numero real positivo 6 > 0 y una unica aplicacion

diferenciable.

0:(=0,0)xU— M

(t,q) = 0(t, q),

donde 0(t, q), para todo t € (=6,0), es la curva integral de V' pasando por ¢ = 6(0,q).

Definicién 2.1.3. Sean M una variedad diferenciable, V' € T (M) y U un abierto de M.

Denominaremos flujo local de V' en M a la siguiente aplicacién diferenciable.

9t:U—>M

q+— 0:(q) == 0(t, q).

Donde 6(t, q) denota un flujo.

Proposicién 2.1.4. Sean M una variedad diferenciable, V- € T (M) y 6; el flujo aso-
ciado a V. Fijado un punto p € M, a partir de la Nota |1.5.11] obtenemos las siguientes

propiedades:

= Oo(p) = p-

= 00 ‘93(]9) = 9t+s(P)-
En particular, como consecuencia de esta proposicién vemos que 6, ' (p) = 6_,(p).

Teorema 2.1.5. Sean M una variedad diferenciable y V, V' € T (M), denotemos por 0y, 6,
el flujo de V y V', respectivamente. Sean p € M y (U, {z',...,x"}) un entorno coordenado

de p . Para cada funcién componente z*,i € {1,....,n}.

V.V() = lim = (@' (04(0:(p))) — 2 (6:(04(p))))-

st—01s

45



CARLOS CANADA MORENO Trabajo fin de grado

Una vez analizados los conceptos de flujo e interpretacién geométrica de Corchete de

Lie, construimos la derivada de Lie empezando por las funciones f € C*°(M).

Definicién 2.1.6. Sea M una variedad diferenciable, X € T(M), f € C>®(M) y sea 6,
un flujo local de X tal que 0(¢,p) es la curva integral de X que pasa por p, 6(0,p) = p.

Definimos la derivada de Lie en f como

X(f) = hfmm

t—0 t

donde, para cada m € M,

X(f)(m) = lim

t—0

f(0i(m)) — f(m)
t

Por el Teorema |2.1.2} tenemos estrechamente relacionados los flujos locales con los cam-

pos de vectores, y viendo la expresion de la derivada de Lie, notamos que lim;_,q w =

£L(f 0 6,(m))|i=0 que cumple las propiedades de derivacién de la Proposicién [1.2.26| Por
ello concluimos que esta bien definido.

De igual manera, podemos definir la derivada de Lie para campo de Tensores.

Definicién 2.1.7. Sean M una variedad diferenciable, p un punto de M, T € T ™) (M)
un campo de tensores y X € T (M) un campo de vectores. Definimos la derivada de Lie

de T" en p como el siguiente limite.

(GZ‘T);» — Tp

Donde 6; denota el pullback de 6,.

Esta expresion estd bien definida pues, si la inversa de un flujo local es otro flujo y
estas aplicaciones son diferenciables, entonces 6; es difeomorfismo y 6;(7) es un campo
de tensores.

Con ello, podemos enunciar las siguientes propiedades.
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Proposicién 2.1.8. Sean M una variedad diferenciable, X € T(M), f € C>*(M),
T eTr) (M), T e TN (M) y Ci una contraccidn, se cumple:

1. Lx(T+T') = LxT + LxT".
2. Lx(TRT)=LxT®T +T & (LxT").
3. Lx(CIT) = CY(T).

Demostracion. Sean T € T (M) y T' € TV (M) dos tensores y sea X € T (M),
entonces:

1) Teniendo en cuenta que #; es isomorfismo, podemos demostrar de manera trivial
esta igualdad a partir de la definicién de derivada de Lie.

2) Usando que el producto tensorial es bilineal, en particular es continuo y conmuta

con el limite, obtenemos

O, (TRT —T®T O+ (T)R0;(T)—-TT

Lx(T®T') =lim = lim
t—0 t t—0
i O (TR0} (T)-TRT' +TR0;T —T 6T
o tl—r>% t
0T @ =T o7 — 1T’
2T g T im T e S
t—0 t—

=LxTRT +T® LxT'.

3) Al ser la contraccién una aplicacién lineal y, por lo tanto continua, podemos concluir

de la siguiente manera.

, (I — Y (T — .
Ly (CIT) = lim 0;(CiT) — T _ lim C/ <9tTTT) = O/ (LxT).

t—0 t t—0

Al poder expresar el producto exterior como combinaciones lineales de productos ten-

soriales, los siguientes corolarios son resultados inmediatos de la proposiciéon anterior.

Corolario 2.1.9. Sean M una variedad diferenciable, X € T(M), f € C*(M), T €

47



CARLOS CANADA MORENO Trabajo fin de grado

TE(M) y T € TC)(M). Se cumple

Lx(TAT) = LxT AT +T A (LxT").

Corolario 2.1.10. Sea M wuna variedad diferenciable, X € T(M), f € C*(M), T €
TE)(M), {e1,...,e,} y {w!,...,w*}, entonces

Lx(T)(eq, ..., ep, W', ..., w")

Demostracién. Para ello, sea T € T (M), {X1, ..., X,} € T(M), {w?!,...,w*} € T*(M).

Entonces, aplicamos la contraccién C' de la siguiente forma
T(X1, . Xpw', W) =CTRX1®..0 X, 9w ® ... ®w*)
Asi,

Lx(T(Xy,. .. X' ) =Lx(CTRX;®..0 X, w'® ... ®w*))
=C (Lx(T)®X1®..0X, 00 ®..0w +TR®Lx(X;®...0X, 9w ®...0w"))
=C (Lx(T)®X1®..0X, 0w ®..0w")+C(T®Lx(X1®..0 X, dw' ® ... ®w"))
=C (Lx(T)®X1®..0X,0w' ®..0w") + C(T®Lx(X,® .0 X,) ®w' ® ... ®w®)

+C(TOX1®..0X, @ Ly(w' ®... @w*)).
Con ello, veamos que los tres sumandos se corresponden con el resultado.

CLx(M®X1®..0X, 9w @...0w*) = Lx(T)(X1, ..., Xr,w', ..., w").

48



Trabajo fin de grado CARLOS CANADA MORENO

El segundo sumando:

r

CTOLx(X1®.0X,)0w ®..0w') = ZC(T@X1 RLx(X) @ X, ®w' ®.. 0w
=1

=Y T(Xy,... Lx(X), ... Xp 0!, w?).

i=1

Operando de manera anéloga, el tercer sumando nos da el resto de la ecuacién a comprobar

y damos por demostrado el corolario. [

Nota 2.1.11. Con este resultado, podemos ver que las dos definiciones de derivada de

Lie para campos vectoriales son equivalentes.
 [(X)Y](f)= (X oY =Y oX)(f).
= LxY(f) = Lx(Y(f)) = Y(Lx f) = X(Y(f)) = Y (X(f)).
Finalizamos esta secciéon enunciando y demostrando el siguiente corolario.

Corolario 2.1.12. Sean M wuna variedad diferenciable y X € T(M). Dada una funcion
feC®(M), se cumple que: Lx(df) = d(X(f)).

Demostracion. Dado un campo de vectores Y, aplicando el corolario anterior a 1-formas,

podemos calcular el siguiente resultado.

Lx(df)(Y) = X(df(Y)) — df (Lx(Y)) = X(Y(f)) — [X, Y](f)
= X(Y(f)) = (X oY =Y oX)(f) = XY (f)) - X(Y(f) +Y(X(f))
= Y/(X(f)) = d(X(/)Y),
con lo que quedaria demostrado. [

2.2. Caracterizaciones rapidas a raiz de la definicion

En esta seccién elaboraremos un estudio basandonos en [3], donde relacionaremos el

concepto de funcién par de algunas aplicaciones ya estudiadas con la definicién de espacio

D’Atri.
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Definicién 2.2.1. Sea (M, g) una variedad riemanniana de dimensién n, se dice que M
es espacio D’Atri si toda simetria por geodésica conserva localmente el volumen salvo
signo. Es decir, dados p € M y ¢ € exp,(B.(0)) si denotamos F(q) = F(exp,(tX)) =
exp,(—tX) =: —q como la simetria del punto ¢ por p, entonces, M es un espacio D’Atri

si, Vw € Q" (M), wy(vy, ..., v,) = Fw_g(Fi(v1), ..., Fi(vy,)), donde vy, ..., v, € T, M.

Una forma de relacionar el volumen es a través de la divergencia que veremos en el

Lema [2.2.6 1o que hace que sea necesario realizar un breve estudio de este concepto.

Definicién 2.2.2. Sea (M, g) una variedad riemanniana. Entonces, dados un campo de
vectores X € T (M) y una forma de volumen w € Q"(M), tal que w = \/|G|dz' A ...dx",

definimos div(X) como la tnica funcién C*°(M) que cumple la siguiente ecuacion

div(X)w := Lx(w). (2.1)

De [9], obtenemos como relacionar el concepto de divergencia con el de la traza de una

aplicacion.

Proposicién 2.2.3. Sea (M, g) una variedad riemanniana y V su conexion de Levi-

Civita. Entonces, para todo campo de vectores X € T M, tenemos que

(divX), = traza del endomorfismo V — Vy X,V € T,M.

Demostracion. Para ello definimos Ay := Lx — Vx. Sea Xy, ..., X,, base de T,,M.

Por un lado al tener la conexién de Levi-Civita, en particular usando Vg =0, Vxw =
0, donde w = /|[G]dx" A ... A dx™. Por otra parte Ax anula a toda funcién f € C<(M),
pues Ax(f) = Lx(f) = Vx(f) = X(f) = X(f) = 0y Ax(Y) = Lx(Y) = Vx(Y) =
XY - (Vy X+ [X,Y]) = -VyX.
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Viendo que div(X) = —traza (Ax) habriamos acabado,

(Low) (X1, .., X0) = (Axw) (X1, ..., X)) + Vyw(X1, .o, X,,)
= (Axw)(X1, ... X)) = Ax (X1, ., X)) = Y w(Xy, o Ax Xy, 0, Xo)

= —Z Xl,...,zaﬁx X)) == w(X, 4 X X

Jj=1 i

—(traza (Ax))w(Xq, ..., Xp).

Por tanto, tenemos que div(X) = —traza (Ax). =

Proposicién 2.2.4. Sea (M, g) una variedad riemanniana tal que G es la matriz que

representa la métrica, {x'} un sistema coordenado, X = XZ = un campo de vectores, w

una n-forma. Entonces podemos expresar la divergencia de X como
div(X Z 0 — (/]G] - X*"). (2.2)
\ /|G Ok

Demostracion. Para ello, usando la definicién de la n-forma de volumen asociada al siste-

ma coordenado {z'}, w = /|G|dz' A ... A dz™. En primer lugar, probamos Lx (dx' A ... A
n n  9X? n

da™) =30 Srdat AL A da

Lx(dz' A ... Nd2™) =

= dz' A A Lx(da) A Ada” =) dat A Ad(Lx(a) A A da”
=1 i=1
Es trivial que d(Lx(z')) = d(X*). Por otro lado esta 1-forma se puede expresar como

combinacién lineal de la base d(X?) = 8dex T+ +g§n

dx". Luego, usando las propiedades

de la derivada exterior y la definicion de tensor hemisimétrico, tenemos

A AA(Lx () A o Ada™ = _dz' A ... A da”.
> dat A Ad(Lx(x') A Ada ; ot A N da

i=1
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Y con ello probado, obtenemos la proposicion.

Lyw = Lx(\/|G| Adz" A ... A dz™)
= Lx(\VI|G)) Adz' A ... Ada™ 4+ /|G| A Lx(dz' A ... A dz™)

Xz'
= X(/|G)dx' A ... Nda"™ + +/ \Gl%dml A ... ANdz"

_(XW/G) | ox
=\ U@ )Wd A .. Ada"

_(X/[6] | ox: )
=\ “Ua )Wd A .. Ada"

= \/\/__ %%ﬁg)\/ﬁd A Adx"

:< 8 G| X! >\/|?dx A Ada™ —<L~%(\/@X"))w

Nz VGl

Ejemplo 2.2.5. Aplicando esta igualdad al caso de R", tenemos la definiciéon de diver-
gencia que estamos habituados a usar, pues en la base usual, que es ortonormal e igual
para todos los puntos, 1/|G| =1y, al ser constante, X (1/|G|) = 0.

Por lo tanto, sustituyendo en la Ecuacién ([2.2)), vemos el caso particular.

Una vez estudiadas estas caracterizaciones de la divergencia comenzamos relacionando

el volumen con el de divergencia con el siguiente lema.

Lema 2.2.6. Un difeomorfismo local conserva la divergencia si y solo si conserva el

volumen por un valor constante.

Demostracién. Sean daz' A---Adx™y dz' A---AdT™ bases de Q*(M) y Q"(N), denotemos
|G| v |G| los determinantes de las matrices asociadas a las métricas g y g de M y N. Por
lo visto en la Proposicién tenemos que, dadas w € Q"(M) y w € Q"(N) formas de
volimenes tales que w = \/@ det Ao ANdax"y @ = \/@ Azt A - Adz™.

Asi, sea F': M — N un difeomorfismo local, luego F* : Q"(N) — Q"(M) es isomor-
fismo y, por tener dim(Q"(M)) = dim(Q"(M)) = () = 1, existe una funcién escalar

h: M — R tal que F*(w') = hw. Uniendo las dos igualdades anteriores y, por definicién
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de pullback de F', obtenemos lo siguiente. F*(@)

hy/]G] dat A -+ -

- 1 0 -
;(ﬁw

0 j
5 (FYP) +

9 J
5 (YD) +

div(F.Y)o F

(F.Y)!

0
5 (FYP)

A dz™. Entonces, dado Y € T(M

(VIGlo F) d(# o F) A

) vy fijado p € M tenemos

ANd(Z"o F) =

IGI(F*Y)j)) oF

m ai( |G\>) oF

o)
R

4 J o o S o
(aﬂ(y F)> F+<mﬂy<\/@)> F

Para ver que (div(F,Y)) o F = div(Y'), estd claro que necesitamos que el valor Y (h)

o dicho de otra forma, que h sea un valor constante.

:07

Nota 2.2.7. Si suponemos que N = M, definiendo F' como una simetria local por geodési-

ca y, por lo tanto, w=w y h = (—1)".

Usando las propiedades del pullback, dados v, vy, ...,

—vysi F*(w) (v, ..., 0,) = w(Fi(vy),. ..

93

JFo(vn)) = w(=vy,. ..,

v, campos de vectores de M, si F,(v) =

—v,) = (=1)"w(v1, ..., vp).



CARLOS CANADA MORENO Trabajo fin de grado

Por tanto, se concluye que nuestra constante toma el valor (—1)".

Nota 2.2.8. Podemos reescribir el lema anterior a partir de la distancia radial entre dos
puntos dentro de un abierto coordenado de la siguiente forma.

Dado un puntoq € U C M, entorno normal de p y dado X campo de vectores unitarios
tal que la curva geodésica de velocidad unitaria que une p con q sea su curva integral, sea
r(q) = r la distancia definida de q a p. En coordenadas normales este campo de vectores

i

5 = Td%, y su divergencia Seria

se puede definir como rX = x

div(rX) = %(xj) + rX(\/m)\/% =n+rX(log(\/]G])). (2.3)

Nota 2.2.9. Definimos Q(q) = § como la funcion distancia a p. Veamos que cumple
grad(Q) =rX.

Demostracion. Para ello, nos basaremos en el Corolario [1.3.60| y las propiedades del gra-

diente

i) = Lgrad(ra) = Lrgrad(r) + rgrad(r)) = r-2
grad() = ggrad(r.r) = S(rgrad(r) + rgrad(r)) = r—.

Una vez probado este resultado, introducimos la definicién de laplaciano.

Definicién 2.2.10. Sea (M, g) una variedad diferenciable y f € C*°(M). Se define el

laplaciano de f como la funcion:

Af = div(grad(f)). (2.4)

Podemos relacionarlo con la expresion de divergencia antes obtenida y llegamos a la

siguiente igualdad.

div(rX) = div(grad(§2)) = ASQ. (2.5)

Definicién 2.2.11. Dado el campo de vectores definido previamente X y dado un campo

de vectores Y, definimos A como sigue

A(Y) = VyrX. (2.6)
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Gracias a la Proposicién sabemos que div(rX) = traza(A).

De esta manera, podemos tener las primeras caracterizaciones de los espacios D’Atri.

Teorema 2.2.12. Sean (M, g) una variedad riemanniana, p € M un punto perteneciente
a ella, U un entorno normal de p, X un campo de vectores unitario y q un punto de
U tal que r sea la distancia radial de p a q. Entonces, las siguientes afirmaciones son

equivalentes:
1. La simetria local por geodésica conserva la divergencia.
2. La aplicacion g es par, es decir, g = g—q.
3. La aplicacion div(rX) es par, en el sentido que div(rX)(q) = div(rX)(—q).
4. La aplicacion AS) es par.
5. La aplicacion traza (A) es par.

Demostracion. 1. <= 2.
Sea F' una simetria por geodésica que conserva la divergencia, usando la Nota tene-
mos que F*(w) = (—1)"w para toda forma de volumen w, luego por un lado tenemos que
F*(dz' A...Ada™) = (—=1)"dz' A... Adz™. Por otro lado si w = +/|G|dz' A... Adz", entonces
Frw = (=1)"(\/|G]o F)dz' A...Ada", luego /|G|o F = /]G], luego como en coordenadas
normales [ traslada q a —q, \/@ tiene que ser par, luego g tiene que ser par. Para la otra
implicacion, si g es par, \/@ es par, usando la Proposicién para cualquier simetria
por geodésica F*(w) = (\/|G[oF)|F*|(dz' A...Adz™) )"y/|Gldzt A Adz™ = (—1)"w
y por la Nota concluimos.

2. < 3.
Usando la Nota[2.2.8] esta equivalencia se hace trivial, pues div(rX) = n+rX (log(~1/|G])),
|G| es la tnica funcién donde g valora, luego div(rX) serd par si y solo si |G| lo es.

3. < 4,5.

Al ser el mismo concepto, estas demostraciones son inmediatas. [
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2.3. Condiciones de la curvatura

Una vez conocidas las caracterizaciones rapidas, podemos entender mejor los espacios
D’Atri si enfocamos el analisis desde una perspectiva algebraica a través del tensor de
curvatura. De ello surgen las condiciones de Ledger, una serie de igualdades que seran la
herramienta principal para el estudio en articulos como [13|, donde particularizando la
condicién de estas igualdades, se obtiene que la variedad es analitica real, o en |2] donde

se clasifican los espacios D’Atri homogéneos de dimension 4.

Definicién 2.3.1. Sean (M, g) variedad riemanniana y V una conexién lineal. Se define

el operador curvatura asociado a V.

RT(M) x T(M) x T(M) —s T (M) .
(X.Y,Z) — R(X,Y,Z) = VxVy(Z) — VyVx(Z) — Vixa(2). '

Nota 2.3.2. Adaptando la formula de la curvatura con la aplicacion lineal previamente

definida, tenemos la siquiente expresion.
RY,rX)rX =VyV,x(rX) = V,xVy(rX) — Viy,x)(rX).

Derivando A con respecto a rX, usando el Corolario y que V es de torsion

nula, podemos calcular la curvatura de la siguiente forma.

Vyvrx(TX) — ervy(TX) -+ Vvyrx<T’X) — Vv7,XY<T’X)
= —ervyO"X) + erxy(TX) — Vvyrx<T'X).

Por tanto, obtenemos la siguiente expresion de la curvatura.

—Vex (M) +A(Y) = AA(Y)). (2.8)

Nota 2.3.3. Sir < 0, el campo que deriwariamos seria —rX, quedando la siguiente
ETPTesion.

—V_x (M) (Y) + A(Y) = AA(Y)).
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Ahora, definiendo la siguiente transformacién lineal
rPHY) = -R(Y,rX)(rX) = —R(Y, —rX)(—rX). (2.9)

Sustituyendo esta expresién en la ecuacion ([2.8]) y si abstraemos para cualquier campo de

vectores Y, queda la siguiente igualdad.
rVxA=A—AoA+ 7L (2.10)

Del resultado obtenido, generalizamos el punto ¢ y estudiamos que sucede cuando q = p,
o dicho de otra forma, cuando r = 0. Al = Ao A|y En este caso, se plantean dos opciones:

6 Ao =006 Al = Id, elegimos A|g = Id, pues si Ay = 0 habriamos acabado el analisis.
Alo=Id,r = 0. (2.11)

De la ecuacién (2.10]), derivando en ambas igualdades, obtenemos una expresion para la

segunda derivada covariante de A.

Vx(rVxA)
=rV%(A) + X (r)VxA
=Vx(A) = Vx(AoA)+ Vx(r*1)
=Vx(A) = Vx(A) o A — Ao Vx(A) + 27T + 2V x (IT).

Nota 2.3.4. Si observamos qué ocurre cuando q = p, podemos obtener que V x(A)|p =0,

pues de la conclusion anterior tenemos

0V%(A) + X(0)VxA = Vx(A) = Vx(A) o A — Ao Vx(A) 4 2 0l 4 0>V x (II)
:Vx(A) @) A|0 == —A O V)((A)|0
=Vx(A)]o = =Vx(A)lo.
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Calculando la n-ésima derivada en la expresion ([2.10)), llegamos a
V() = (VY (rVx(A) = VR (4) + Vi (Ao ).

A través de la Proposicion y teniendo en cuenta que Vx(r) = ZT = 1, analizamos

primero la expresion de la izquierda de la igualdad y posteriormente, la parte derecha.
1L V2 = S0, (MVE " (r2) Vi (D) = 12V (D) 420V L (D) +n(n—1) V% 2(I1).

2. a) Vg?) (TVX(A)) — VE?)(A) _ ZZ:O (Z)Vﬁfh(’l”)v}}((/\) _ Vg?)(/\)
=V A) + (n = D)VE(A).

b) V(Ao A) =300 (1) V(M) o Vi (A).

Uniendo los dos términos y particularizando para r = 0, la igualdad nos queda de la

siguiente forma.
n—2 n n—h
n(n— DV (I)[p = (n+ 1)V% \0—1—2( ) o V" (A)lo. (2.12)

Una vez obtenida esta férmula, tratamos de expresar V% (A)|y en términos de V% (I1)|,.

Ejemplo 2.3.5. Para n = 2, tenemos el siguiente caso I|y = 2V%(A)|o o despejando

2
V% (A)]o tenemos la igualdad Vi Aly = 2V II]o.

Y para n > 2, por induccion, obtenemos los siguientes valores despejando de la ecua-

cién ([2-12).

[\

(14 DVEWl = nn = DV - 3 () V) 0 TE W
:V}(A)b:—n(nn v - Y () TR vl

i1 ik
g . szXo...oVXh).

Donde la iltima igualdad la obtenemos por la siguiente induccion.
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Teorema 2.3.6. Usando la notacion antes descrita, obtenemos
(5]
ViAlp=>_Cp , Villo.. o V*I] (2.13)
k=0

Donde i1, ...,ix = n — 2k, [5] denota la parte entera de la fraccion 5 y las constantes se

obtienen de la siguiente manera.

n __ (/mn _ n(n=1)
- Ci1 - CH*Q  n+1

n _ 1 k n\ n—q;
. B1yeenll _n_+1 Zj:l (hj)C’LljZJ ’ Cij+1.]...ik'
Donde hj =2j + (i1 + ... +1j) =n — 2k +2j — (ij41 + ... +ig).

Demostracion. Para ver que se cumple la igualdad, necesitaremos encontrar un valor k y
unos indices {iy, ..., it } que cumplan n = i +... 4+, +2k. Vemos que, si n = 2, corresponde

con el Ejemplo [2.3.5] Podemos asumir que se cumple para todo h < n. Determinamos

n—2

Il - Y (1) TE @) 0 T Wl

n(n —1)
n—i—lh:2

n 1
Vi)l ="

El caso € = C]}_, es trivial. Para el resto de sumas tenemos que, al ser i < n, podemos
aplicar la hipétesis de induccién sobre S1—2 (M V% (A) o V" (A)]o, por lo que sabemos
que existen unos indices {41, ...,%;} tal que iy +... +4; +2j = h, y {ij11, ..., ij45} tales que
tj41 + ... + %45 + 25 = n — h. De esta forma definimos el valor k como k = j + sy, por

tanto, por induccién de la expresién ZZ;% (M V5% (A) o V¥ "(A)]o v reestructurando las
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sumas, obtenemos
(252

( ) A0 TE W)l -

Z b VRITo oVl | o | Y- Ot Vi ITo .o VI

Ujp1eeTjts
s=2

<Z> Z i1.dj Z+1 lkv?{ﬂomOVEHOVT.)?IHO...OV?;H’O)

I
> 3
S S
N
> 3
~__

n—2 [ ]+[n h] j+s
(Z) Z Z 1.9 Oy n VT%HO OVEHOV;J{HHO Ov§+sl—[|0

L1 dyts

h=2 jts=1 =
En conclusién, definimos k = j + s y en el caso par, es decir cuando [2] + [22] = [2],
definimos C}! ;= Z] (e, CZ’:?% si (2] + [%52] = [2], y obtenemos la siguiente

igualdad.
n=n—h+h=t+..+5+i0+...+ips+2(s+7) =01 +...+i +2k.

En el caso impar o dicho de otra forma, si [2] 4 [25%] + 1 = [2], el sumatorio de Cilooin

llegaria hasta k + 1 y obtenemos esta otra igualdad.

n:n—h+h221++ZJ+ZJ+1++Z]+s+1+2(8+j+1)221+—|—Zk+1—|—2(k’—|—1)

Si traza (A) tiene que ser una funcién par con respecto r a lo largo de la geodésica

entonces la igualdad

o — (traza (A)) = traza (VKA)

debe anularse en r = 0 para todos los valores impares. Con ello, y denominando P" a los

coeficientes anteriores, reescribimos la férmula

[n/2]
Z _____ W ViIlo.. o VEIL (2.14)
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Al depender solo de la geodésica elegida y de la curvatura, por la definicién del operador

II, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.3.7. Sea (M, g) una variedad riemanniana. Entonces, si toda simetria por

geodésica conserva el volumen, se cumple que para n = 3,5,7, ..., traza (P™) = 0.

Teorema 2.3.8. Si la superficie es analitica real, la condicion del teorema anterior es

suficiente.

Demostracion. En este caso, traza (A) tiene una expansién de potencias de r a lo largo
de cualquier geodésica a través de p. Por lo tanto, si las potencias impares son nulas y

solo quedan las potencias pares, la funcién traza (A) es par, luego el espacio es D’Atri. m

Proposiciéon 2.3.9. Otra forma de trabajar es a través de la curvatura, obteniendo su

expresion a raiz de Il en la ecuacion y de las deriwadas covariantes.
(VRID(Y) = (VXR) (Y, X)X = (V'R)(YV, X; X, ..., X)X. (2.15)

Demostracion. Podemos probarlo por induccion. Para n = 0, es trivial, ya que es cierto

por la expresién . Suponiendo que es cierto para n — 1,
(VXID(Y) = (Vx (V' XI)(Y) = Vx (V" XII(Y)) — Vi TIV.(Y).

Observamos que [IVx(Y) = —IIVx(Y) = 0. Pues de ser cierto, habrfamos terminado, ya
que Vx (VP IXTI(Y)) = VX (VX R)(Y, X)X = (V' XR)(Y, X)X = (V'R)(Y, X; X, ..., X)X.

Utilizando que VxX = 0, concluimos la demostracion.

NIV (Y) = R(VxY, X)X = (Ve,yVxX — Vo, VeorX — VigyyxX)
= Vv Vvyv X + VivovxiX = Vy,v Vx X = Vg v x1 X + Vivvxy X =0.

Asi, por la Proposicién|2.3.6), sustituyendo V%II por V2 R(Y, X; X, ...., X)X, tendrfamos

las condiciones de Ledger en funcién de la curvatura.
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