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Capitulo 1

Introduccion

1.1. La ecuacion del medio poroso

Se denomina ecuacién del medio poroso (EMP) a la siguiente ecuacién en
derivadas parciales:
up=A@W™) m>1
donde u es una funcién del espacio y el tiempo, y A representa el operador lapla-
ciano solamente en las variables espaciales. Esta ecuacion aparece de una forma
natural en algunas aplicaciones fisicas para describir procesos en los que intervie-
nen difusién o transmisién de calor.

La EMP es un ejemplo de ecuacién de evolucién no lineal, formalmente de tipo
parabdlico [14]. En cierto sentido, es la versién no lineal més sencilla posible de la
ecuacién del calor. Escrita en forma de divergencia

up = div(D(u)Vu)

se ve que el coeficiente de difusion D(u) es igual a mu™!. Queda claro entonces
que la ecuacién es parabdlica solamente en aquellos puntos en los que u > 0, y
es degenerada cuando u = 0, porque D se anula. Por este motivo se dice que la
EMP es una ecuacién parabdlica degenerada. La aplicacién fisica mas conocida
donde aparece este modelo tan sencillo sea tal vez la descripcion del flujo de un
gas isentropico a través de un medio poroso.

A pesar de la simplicidad de la ecuacién y de sus aplicaciones, y debido a
su caracter no lineal y degenerado, la teoria matemdtica para la EMP ha sido
desarrollada muy recientemente.

1.2. Base fisica de la EMP

Tomaremos como ejemplo el flujo de un gas ideal a través de un medio poroso.
Segun explican Muskat [25] y Vazquez [42], este fendmeno se puede describir en
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términos de las variables densidad, que representamos por u, presion representada
por v y velocidad representado por V', que son funciones del espacio x y del tiempo
t.

Estas magnitudes estan relacionadas mediante las siguientes leyes:
(1) Balance de masas.

put + div(uV) =0 (1.1)

(2) Ley de Darcy [12], una ley empirica que describe la dindmica de un flujo a
través de un medio poroso.

uV = —kVu (1.2)
(3) Ecuacion de estado, que para un gas ideal establece que
v =vou’ (1.3)

donde el exponente v es 1 para procesos isotérmicos y mayor que 1 para procesos
adiabaticos.
Estas consideraciones fisicas conducen a la restriccién v > 0.

Los pardmetros p (la porosidad), u (la viscosidad), k (la permeabilidad) y v
(la presion de referencia) se supone que son positivos y constantes.

Después de algunos célculos, se reduce (1.1)—(1.3) a
ug = cA(u'™)

donde m =14+ y ¢ es una constante que puede ser omitida mediante un cambio
de variable, de donde finalmente se obtiene la EMP.

En lo que sigue, supondremos que u = u(z,t), es decir, u depende de una tinica
coordenada espacial x y del tiempo t.

1.3. Otra forma para la EMP

Las dos ecuaciones siguientes son equivalentes:
up = A(wP) = p(uPluy)y p>1 (1.4)
zt=(29%), q¢>0 (1.5)
Se ve facilmente: si u(x,t) es solucién de (1.4) entonces z(x,t) = ku(x,t) es solucién
de (1.5) parag=p—1y k= pp%l =(q¢+ 1)% Esto nos permite utilizar la forma

(1.5), también habitual en la literatura, en lugar de la forma (1.4). Asi pues,
retomando las variables u y m, escribiremos la EMP asi:

up = (u™ug)y m >0

Esta serd la forma que utilizaremos a lo largo de esta memoria.
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1.4. Soluciones de la EMP

Un ejemplo primero y fundamental de solucion para la EMP fue obtenido
alrededor de 1950 por Zel’dovich y Kompaneets [45] y Barenblatt [4], quienes
analizaron la llamada solucién source-type. Tiene ese nombre porque toma como
datos iniciales una masa de Dirac: Cuando t tiende a cero, u(z,t) tiende a M (x),
donde M depende de m y de la constante C.

1 1 2 -
u(z,t) = (m+1)mt mez [C — k:n?t*mfz]’:

donde [s]+ = max{s,0}, k = 5 y C' > 0 es una constante.

m
mt2)(m+1)
Esta solucién fue encontrada posteriormente por Pattle [37], pero en la litera-
tura se le llama la solucion de Barenblatt.

Posiblemente la observacién mas importante de la solucién source-type es que
tiene soporte compacto con respecto a x para cada tiempo ¢, o dicho en sentido
fisico, la perturbacién se propaga con velocidad finita. Esto contrasta fuertemente
con una de las propiedades méas contestadas de la ecuacién clasica del calor, la
velocidad infinita de propagacién (una solucién no negativa de la ecuacién del
calor es automdticamente positiva en todo su dominio de definicién). En cierto
sentido, la propiedad de propagacién finita hace que la ecuacién sea adecuada,
desde un punto de vista fisico, para modelar procesos de difusién o de propagacion
del calor. La aparicién de este fenémeno es una consecuencia de la degeneracion
de la ecuacion, esto es, del hecho de que el coeficiente D se anula cuando u = 0.

El fenémeno de propagacién finita implica la aparicién de una frontera libre
que separa las regiones donde la solucién es positiva (esto es, donde hay gas o
fluido) de la “regién vacia”, donde u = 0.

En el caso de la solucion source-type, la frontera libre g tiene la forma

mit) =/ Si7 (16)

Esta frontera libre o frente de propagacién es una materia importante de la inves-
tigacién matematica.

Una segunda observacion es que la solucién source-type es continua en su do-
minio pero no es diferenciable en la frontera libre, de nuevo como consecuencia de
la pérdida del cardcter parabdlico de la ecuacién cuando u se anula.

La teorfa sistematica de la EMP fue iniciada por Oleinik [35] y sus colaborado-
res alrededor de 1958, quienes introdujeron un concepto apropiado de soluciones
generalizadas o débiles.

Desde entonces, muchos matematicos de distintos paises han considerado la
EMP, cuyas aplicaciones son muy variadas: el problema de la radiacién del calor
en un plasma, biologia matemaética, infiltracion de agua, lubricacion, teoria de capa
limite y otros campos. Para una monografia, véase [20, 8].
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Un caso particular

Algunos fenémenos como el envenenamiento (o dopaje) de un semiconductor
[22, 24, 43], y otros que citaremos a continuacién, se pueden describir bastante
bien mediante la siguiente ecuacion y condiciones iniciales y de frontera:

up = (uug)y (x,t) € S =(0,00) x (0,00) (m >0) (1.7)
u(0,t) =1 para t > 0
u(z,0) =0 parax >0

Para diferentes problemas fisicos el valor del parametro m puede variar. En las
aplicaciones a la produccién de semiconductores el problema (1.7)—(1.9) se utiliza
con m = 1 para modelar la difusién de arsénico y boro en silicio; m = 2 para
fosforo en silicio; m = 2, 2,5 o 3 para cinc en arseniuro de galio [24, 43].

Si m = 1 entonces el problema (1.7)-(1.9) describe también la infiltracién
unidimensional de una impureza en un pozo cuyo nivel de agua es constante [39].
Para m = 3, las ecuaciones (1.7)—(1.9) pueden modelar muy bien un fluido viscoso
vertiéndose lentamente de un depdsito a través de una canerfa [44].

También hay algunos modelos en los que la ecuacién (1.7) se considera con
m € (0, 1), por ejemplo, la propagacién de explosiones violentas [3, 5, 7, 21].

En todos los problemas anteriores, la cuestion de interés es el alcance de los
fluidos que se propagan, por lo que con respecto a las aplicaciones, es importante
encontrar algin método analitico o numérico que nos permita calcular con sufi-
ciente exactitud el valor de w.

Este problema (1.7)—(1.9) tiene una unica solucién [18] llamada solucién débil
o generalizada u = u(z,t). La funcién u es no negativa, acotada y continua en
S, y satisface una identidad integral apropiada en lugar de (1.7). Sin embargo u
es la solucién clasica para aquellos puntos (z,t) € S en los que u(x,t) > 0. Se
puede demostrar [16, 18] que en el caso (1.7)—(1.9) la solucién débil tiene la forma
llamada solucién de similaridad:

w(, t) = L st <o (1.10)
’ 0 sin>mno

donde n = z/ t3 v 1o, que depende de m, denota la frontera libre del problema, es
decir, si se define n(t) = sup{z € (0,00) : u(x,t) > 0} entonces n(t) = not*/%. La
curva = = not'/? se llama el interface o la frontera libre de (1.7)~(1.9).

El casom=0

Si en la ecuacién anterior tomamos m = 0, entonces la ecuacién se convierte
en la ecuacién del calor clasica, que es lineal, y la solucion del problema esta dada
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[10] por la férmula
x
u(x,t) = erfc | ——
) =i (37)

erfe(z) =1 — erf(x)

para xz >0yt > 0, donde

y erf es la funcién error

2 xr
erf(z) = ﬁ/o e 5 ds

de donde se sigue ademads que u(z,t) > 0 para todo x > 0, ¢t > 0.

1.5. Existencia y unicidad de soluciones débiles

Consideraremos un problema un poco més general, a saber:

up = (uW"ug)y en Sp=(0,400) x (0,7] T>0 m>0
u(z,0) = up(x) para = € (0,400) (1.11)
w(0,t) = uq(t) para t € (0,7

con las siguientes hipotesis:
ug € L>(0,00), essinfug >0
up € L*°(0,T), essinfu; >0
y o bien ug = 0 c.s. en (0,00) o bien {y = ess sup 2y < oo, siendo
Qo ={x € (0,00) : ug(x) >0} y m(Q) > 0.

donde m(A) representa la medida del conjunto A.

Denotaremos este problema por P [ug, u1]. Este problema es, a su vez, un caso
particular del planteado por Goncerzewicz en [18], a saber:

U = (P(u)xr + b(:r)cp(u)m

En nuestro caso estamos utilizando

um+1
pu) = m—+1
y
b(x) =0

Teniendo esto en cuenta, en nuestro caso particular, definimos:
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Definicion. Una funcién u definida en St se dice que es una solucién débil del
problema P [ug, u1] si:

(i) u es no negativa, acotada y continua en St

(ii) u satisface la identidad

um-i—l
+ ———&pz | dadt
/ﬂTP& m+1§]x

00 1 T
0)dx + ——— )™, (0,t)dt = 0
+ [T w0+ — [Turieo.
para toda & € C2’I(S_T) no negativa que se anule parat =T, z = 0 y x suficien-

temente grande; donde C’2’1(§T) denota las funciones dos veces diferenciables con
continuidad respecto de x y una vez respecto de t en dicho conjunto.
Teorema. El problema P [ug, u1] tiene una tnica solucién débil.

Para la solucion débil u del problema, se denota:

Q) ={r € (0,00) : u(x,t) >0} para0<t<T

y se define
_JsupQ(t) siQt) #£ D
()= {0 si Q(t) = @ (1.12)
para0<t<T, y
- Co si m(Qo) >0
¢(0) = {0 S m(Q) = 0 (1.13)

Se puede demostrar lo siguiente:
Teorema. Si ((0) =0y ess inf{t € (0,7] : u1(t) > 0} = 0 entonces

¢ e C(lo,T) nC((0, 7))
Pero en nuestro caso, nos interesa ademas lo siguiente:

uo(x,0) =0
u1(0,t) = C (constante)

Basandonos de nuevo en el trabajo de Goncerzewic [18], se demuestra que si u
es la solucién débil de P[0, C| entonces

u(z,t) = f <\2> para (z,t) € St (1.14)
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es decir, u es la llamada solucién de similaridad de (1.11), donde f = f(n) tiene
las siguientes propiedades:

i) f(0)=0C, f(n) >0 paraO0<n<noy f(n) =0 parany <n < oo, donde
7o es una constante positiva que depende de C.

ii) f es una solucién clasica de la ecuacién diferencial ordinaria
m e/\/ 1 /
("0 + gnf =0 en (0,m)

iii) 7 (n)f € C1[0,00)

iv) f'(n) <0 para 0 <n <mn

Definicidon. Si u es una solucién débil del problema considerado, denotaremos
su soporte de esta forma:

Qu] = {(x,t) € St : u(z,t) > 0}

Corolario. Sea u la solucién débil de P[0, C] mencionada en el Teorema de
existencia y unicidad (véase pagina anterior) y sea ¢ la funcién definida por (1.12)
y (1.13). Entonces su soporte es precisamente el siguiente:

Qu] = {(z,t) : 0 <z < C(t),t € (0,T)} (1.15)

donde ¢(t) = (ot'/? y ¢y depende de m y C.

En lo que sigue supondremos C = 1. Utilizaremos los resultados arriba presen-
tados para continuar con nuestro objetivo de determinar soluciones suficientemente
exactas de P[0,1] y el valor de np.
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Capitulo 2

Una solucion en serie de
potencias

2.1. Introduccion

En este capitulo consideraremos una serie de potencias relacionada con nuestro
problema no lineal:

ct = ("eg)y (z,t) € S =(0,00) x (0,00) (m >0) (2.1)
c(0,t) =1 parat >0
c(x,0) =0 para z > 0

Este problema ha sido considerado numéricamente para m = 1,2,3 en [43]. Se
ha presentado algunos métodos de aproximacion en [1], [13] y [26].

Un enfoque mas general para obtener soluciones aproximadas ha sido estudiado
por King en [22, 23]. El ha considerado la solucién de similaridad:

c™(n) sin<mno
u(n) = { :
0 sin > no

donde n = % y n =1 denota la frontera libre del problema.

En este caso, (2.1)—(2.2) se reduce a:

2

1
——nqu’ = uu” + EU/ (n € 10,m0])

2
u(0) =1
Ademsds deben satisfacerse las siguientes condiciones de frontera libre:
m

um) =0 lim /(n) = -y
n—"y

9
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Poniendo
n=mn(l-s) (s€l0,1])

u(n) = mmu(s)

el problema anterior (y sus condiciones) se convierte en:

1
mov” + (V') = 5(1 —s)v (s €0,1])

1

— 1/ / = —

v(0) =0, Jim, o (s) 5

La frontera libre viene dada por:
1

e — 2.4
n mu(1) 24)

King ha considerado la expansién en serie de potencias de la solucién v al problema
anterior.

Suponiendo que

v(s) = Zan(m)s" (2.5)

para |s| < pg(m), donde p,(m) es el radio de convergencia, se obtiene a partir de
lo anterior la siguiente relacién de recurrencia:

1 1 n—1
§(n + 1)(1 +nm)ap+1(m) = —§nan(m) - (p+1)
p=1
x (n+1+pm—1))apn—pri(m)apyi1(m) paran=2,3,4,..., (2.6)
a(m) =3 o(m) = ~ s (27)

La férmula (2.4) indica la importancia del valor v(1). Para calcular este valor,
debemos saber que p,(m) > 1, pero King no da ninguna prueba de convergencia
para esta expansién. En [32] se demuestra que la diferencia entre los tres primeros
términos de la serie de potencias y v(s) es menor que 0.33 % para m = 1 y tiende
a cero muy rapidamente cuando m tiende a infinito.

En este capitulo veremos que p,(m) > 1sim > mg = % (esta demostracién
puede encontrarse tambien en [33]). Esto nos permitira (en tales casos) calcular g
con cualquier precision.
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2.2. Una prueba de convergencia

Resultado principal. Si m > 1 entonces la serie de potencias (2.5) con coe-
ficientes dados por (2.6)—(2.7) tiene un radio de convergencia mayor que 2.46.

Comentario. De acuerdo con el resultado principal sabemos que la serie v(s)
con coeficientes dados por la relacién de recurrencia anterior es la tinica solucién
a nuestra ecuacién diferencial.

A partir de (2.6) y (2.7) se obtiene

(m) = o
= 0@m + D) (m+ 1)2°
m(m + 3)
= . 2.
1) = BEm T D) Em + i £ 1) (28)
La relacién de recurrencia (2.6) se puede escribir asi:
1 2n + m(n? — 3n + 2 =
i(n + 1)(mn + 1)ap+1(m) = 4((m Y )an(m) - p:2(p +1)
X (n+1+p(m—1))apn—pri1(m)apy1(m) paran=4,5,6,... (2.9)

Utilizando (2.7), (2.8), y (2.9), probaremos el resultado principal de este capitu-
lo.
Algunos resultados numéricos

De acuerdo con el resultado principal se puede utilizar las sumas > ;_; ax(m)
para calcular un valor aproximado de v(1). Con respecto a (2.4) obtenemos:

no ~ 1,6161254468
no ~ 1,0903200288
1o ~ 0,9627664316
no ~ 0,8705707561.

3333
I

Il
W NN
ot

En cada uno de los casos anteriores, el valor de 79 ha sido redondeado, es decir, el
error es menor que 0,5 - 10710,
Una serie de potencias auxiliar

Consideraremos una nueva serie de potencias con coeficientes positivos d,(m)
(n=1,2,3,...;m > 0) definida como sigue:

dn(m) = n?la,(m)] n=1,234 (2.10)
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(n+1)(2n +m(n? — 3n + 2))

d = d
n1(m) St )m Dz ™
n—2
2(n+1) = n+1+pm—1)
dp— d =4,5,6,...
mn+1 z; (n_p+1>2(p+1) n p+1(m) p+1(m) para n 5 Iy Uy
(2.11)
Para m > 0, se definen los siguientes niimeros:
1)(2 2_3n+2
Ky(mn) = MFVC@nEmn? =3n+2) g, o (2.12)
2(mn +1)(m + 1)n?
(n+1)x= n+1+pim—1)
K = =4,5,6,... 2.13
Q(WQa ﬂ@n'%]jég 71 p_+_1 I)+'1) n s Yy Yy ( )
Lema 1.
ap+b B A n B 4 C
(n—p+1?p+1) n—p+1l (n—p+1)2 p+1
donde
_ —a+b _an+1)+0 O —a+b
 (n+2)? o on+2 -~ (n+2)2

Demostracion. Se comprueba facilmente, es la descomposicién en fracciones sim-
ples. ]

Lema 2. Para todo m > 0,

sup K1(m,n) < oo (2.14)
n>3

Y
sup Ka(m,n) < oo (2.15)
n>4

Demostracion. Para la primera parte, calculamos el limite directamente:

1
lim Kj(m,n) = m =
n—o0 2(m+1)m  2(m+1)

de donde se deduce (2.14).

Para la segunda parte, usamos el Lema 1 y escribimos Ky(m,n) como sigue:

n—1 n—1

2(n+1) [,n—m+2 1 3 m(n+1) 1 5
K = 2 N - _Z
2(m, n) mn + 1 (n+2)2 pz:lp 2 (n+2) z;p 4
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Como .
1 1 1
nglogq—kl; lim E:O y 2—2:%
1P e p=1P
entonces )
. s )
lim Ko(m,n) = 373
Por lo tanto (2.15) es cierto. O
Sea
Ki(m) = sup K1(m,n) (2.16)
n>3
y
Ko(m) = sup Ko(m,n) (2.17)
n>4
Teorema 3. Sea R(m) la raiz positiva de
Ky(m)ds(m)R* + Ky(m)R—1=0 (2.18)
Si
c(m) = ds(m)R3(m). (2.19)
entonces (m)
c(m
d < 2.20
) < s (220)

para todo k > 3.

Demostracion. Por (2.19) se obtiene (2.20) para k = 3. Como
dq(m) = Ki(m, 3)d3(m)

y (2.20) es cierto para k = 3, entonces

c(m A(m
R:E(W)L) + Kao(m) (m)

ds(m) < K1(m)

Por (2.18) y (2.19) se ve facilmente que el miembro derecho de la desigualdad
anterior es igual a c(m)/R*(m). De aqui, (2.20) es verdadero para k = 4.

Ahora usamos el mecanismo de induccién. Supongamos que (2.20) es cierto
para k = 3,...,n. A partir de (2.11), (2.16) y (2.17) obtenemos

c*(m)
Rn+2 (m)

c(m)
R (m)

dn+1(m) < Kl(m) + KQ(’ITL) (2.21)

Por (2.18) y (2.19) se puede calcular ficilmente que el miembro derecho de
(2.21) es igual a c¢(m)/R""(m). Por lo tanto (2.20) es cierto para todo k > 3. [
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Corolario 4. Sea pg(m) el radio de convergencia de la serie de potencias con
coeficientes dados por (2.10)—(2.11). De acuerdo con el Teorema 2 obtenemos que

pa(m) > R(m).

Lema 5. Si
V1T -1
mo =
8

entonces

K1 (mo) == K1 (mo, 3) == 0,499158 e (222)
Yy

Kg(mo) = Kg(mo, 16) =1,499021... (2.23)

Demostracion. Para demostrar (2.22) tenemos que
Ki(mg,n) < K1(mp,3) para 3 <n < 16.
Entonces, tenemos que demostrar que

(n+1)(2n + mo(n? — 3n + 2)) - 4(6 4 2my)

> 17 (2.24
20mon + 1)(mo + 2 = 18(3mo + V)(mo +1) o™= (2:24)

Pero (2.24) se puede demostrar con la siguiente cadena de desigualdades:

1 2 2 _ 2
9 <1 + ) ( +mon3f+> (3mg + 1)
n n n
<o(1+2) (2 +mo) Bmo+1) < 8mo(mo +3)
>~ 17 17 mo mo mo\mo
1
§8<mo+n> (mp+3) paran>17.

Con lo que finaliza la demostracién de (2.22).

Para demostrar (2.23) tenemos que
Ks(mg,n) < Ka(mg,16) para 4 <n <45

Si m < 1 podemos escribir

4 1 72 5)
< — D= )4+ =—-=.
Ka(m,n) m(n +2) <log(n 1) 2) 5 5

Para ver que se satisface (2.23) sélo nos hace falta que

log(n1)§<m0< 5 m

—— 1 Ky(mg,16) + - — > para n > 46. (2.25)

2 3

El miembro derecho de (2.25) es igual a 0,0692... Como el miembro izquierdo de
(2.25) es decreciente para n > 46 y en n = 46 es igual a 0,0688... entonces se
obtiene (2.25). Esto acaba la demostracion de (2.23). O
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Teorema 6. 57

V1T—1

mo = g entonces pg(mo) > 1,45.

Demostracion. Utilizando el Teorema 3 y el Lema 5 obtenemos que
R(mo) > 1,45

Por el Corolario 4, el Teorema queda probado. O

Comentario 7. Se puede demostrar que

1 15
para m > —

Ki(m) = lim Kj(m,n) = 19"

n—oco 2(m+1)

Como en el Lema 5, se puede calcular exactamente que

K(1) = K»(1,20)
K(2) = K»(2,33)
K2(2,5) = K»(2,5,43)
K5(3) = K5(3,55).

De acuerdo con el Teorema 3, Comentario 7 y los resultados arriba indicados,
obtenemos:

R(1) > 2,46
R(2) > 3,67
R(2,5) > 4,27
R(3) > 4,87.

Demostracion del resultado principal

Consideramos la serie de potencias con coeficientes

bp(m) = lap,(m)| n=1,2,3,4 (2.26)
y
1 2n + m(n? — 3n + 2)
i(n + 1)(nm + 1)bp41(m) = m T 1) bp(m)
n—2
+ Z(p +1)(n+1+p(m—1))bp—pr1(m)bpr1(m) paran=4,5,... (2.27)
p=2

Comentario 8. Sea py(m) el radio de convergencia de la serie de potencias con
coeficientes by (m). Como dp(m) = nby(m) entonces py(m) = pg(m).
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Lema 9. Simg <m <m' entonces
by (m') < by(m) (2.28)
para todo n > 3.

Demostracion. Sea m > 0. La férmula (2.27) se puede reescribir como sigue:

n—2
bn+1(m) = fl (m7 n)bn(m) + Z f2(m7 nvp)bn—p-‘rl(m)bp-i-l (m) para n = 47 5) S

p=2
(2.29)
donde o+ (2 3n 1 2)
hm,n) = S D m T D+ 1)
y
famonp) — 22 D+ Lt plm — 1)

(mn+1)(n+1)

Si m" > m > 0 entonces fi(m,n) > fi(m',n) (n € N)y fao(m,n,p) >
fam';n,p) (n € N,2 < p < n—2). Como la funcién b3(m) es creciente para
m € [mg,00) entonces by(m) = f1(m,3)bs(m) es también creciente en el mismo
dominio. Por (2.29) y el argumento de induccién se obtiene (2.28). O

Corolario 10. Si m' > m > mg entonces py(m’) > pp(m).

Demostracién del resultado principal. Comparando (2.7)-(2.9) y (2.26)-
(2.27) se puede ver facilmente que

|an(m)] < bn(m).

Esto quiere decir que pg(m) > py(m). Si m > mg entonces por el Corolario 10
tenemos que pp(m) > pp(mg). Como por el Comentario 8

po(m) = pa(m)

entonces por el Teorema 6 se obtiene py(mg) > 1,45. Esto implica que pg(m) > 1,45
para m > my.

Comentario 11. Utilizando razonamientos andlogos se puede demostrar que pq(m) >

2,46 para m > 1.



Capitulo 3

Comportamiento de la serie de
potencias

3.1. Motivacion

En el capitulo anterior habiamos llegado a una serie de potencias con coeficien-
tes definidos por esta sucesion recurrente:

ai(m) = 5 as(m) = 12(2m 4 1)(m 4 1)?
- 1 B m(m + 3)
wm) =y 4 GEm e )m 1)
y para n > 4:

2n +m(n? — 3n + 2)
m+1)(n+1)(mn+1)
9 n—2

"t Dmn 1) ,;(p T+ L4 pm = 1)aper (m)an—p41(m)

an(m)

An+1 (m) = 2(

También se demostré la convergencia de esta serie de potencias para algunos
valores de m, lo que nos da una cota inferior de su radio de convergencia, pero no
sabemos si la cota es buena o mala. En este capitulo vamos a intentar estimar el
radio de convergencia de la serie de potencias por métodos experimentales.

Hemos calculado muchos términos de a,(m) para distintos valores de m, y he-
mos buscado posibles modelos de comportamiento realizando ajustes de minimos
cuadrados. Uno de los métodos clasicos para realizar ajustes de este tipo es el
llamado método de Levenberg-Marquardt. La explicaciéon que sigue estéd esencial-
mente tomada de las paginas 682 y siguientes del libro “Numerical Recipes in C”
[38].

17
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3.2. Modelos no lineales

Supongamos que disponemos de una serie de datos experimentales (z;, y;) para
i = 1,..., N, que creemos que obedecen al modelo y = y(z;a) donde a es un
vector de M coordenadas aq,...,aps, es decir, nuestra funcién modelo y depende
de varios parametros.

Pretendemos determinar qué parametros a son los que hacen que mejor se
ajuste el modelo a los datos experimentales que tenemos. Para ello, lo usual es
utilizar una funcién de mérito x2, que depende de a, de tal forma que elegiremos
aquellos pardmetros a que hagan minimo x?2.

Cuando el modelo y(x;a) depende linealmente de a, encontrar el minimo es
bastante facil, pero en general no es el caso.

Sin embargo, este problema no se considera muy distinto del caso lineal, al
menos superficialmente. Se espera que, suficientemente cerca del minimo, la funcién
x? se aproxime bien mediante una forma cuadratica, que se puede escribir como

1
XQ(a)mfy—d‘a—i-ia-D‘a

donde d es un vector de M coordenadas y D es una matriz de M x M. Si la apro-
ximacién es buena, sabemos cémo saltar desde los parametros de prueba actuales
Gact & los pardmetros con los que se consigue el minimo ap;, en un sélo paso,
concretamente

Qmin = Qact + Dil ’ [_VX2(a’act)]

Por otro lado, la aproximacién mediante una forma cuadratica de x? podria ser
una aproximacién local bastante pobre de la forma de la funcién que estamos
intentando minimizar en a,t. En tal caso, todo lo que podemos hacer es bajar en
la direccién del gradiente, como en el método del descenso méas pronunciado. En
otras palabras:

Gsiguiente = Gact — constante X VXQ(aact)

donde la constante es suficientemente pequena como para no agotar la direccién
descendente.

Para utilizar cualquiera de las dos ecuaciones anteriores, debemos ser capaces
de calcular el gradiente de la funcién x? en cualquier conjunto de pardmetros a.
Para usar la primera de estas dos, necesitamos también la matriz D, que es la
matriz de segundas derivadas (matriz hessiana) de la funcién de mérito x2, en
cualquier a.

Si no tuviéramos la facultad de calcular directamente la matriz hessiana, sino
solamente la funcién que se va a minimizar y posiblemente el gradiente, entonces
recurrir a métodos iterativos es casi obligado, no sélo porque la funcién sea no
lineal, sino también para conseguir asi informacién acerca de la matriz hessiana.
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Sin embargo aqui es mas sencillo, porque conocemos exactamente la forma de
la funcién x?, dado que estd basada en una funcién modelo que hemos especificado
nosotros mismos. Por lo tanto conocemos la matriz hessiana. Asi que somos libres
de utilizar la primera de estas ecuaciones cuando nos parezca. La tinica razén para
utilizar la otra ecuacion serd la incapacidad de la primera para mejorar el ajuste,
como sintoma de que la aproximacién alrededor del minimo dada por la primera
férmula no es una buena aproximacion local.

3.3. Calculo del gradiente y del hessiano

El modelo que se va a ajustar es
y =y(z;a)

y la funcién de mérito 2, es:

i=1

Los o; son pesos que dependen del error cometido al realizar las mediciones, y se
suponen conocidos. El gradiente de x? con respecto a los pardmetros a, que valdra
cero en el minimo de x?, tiene las siguientes componentes:

Oay,

0> Ny — y(wi; 0)) Dy(zi; )
——QZ; 2 P k=1,2,....M

Tomando una derivada parcial adicional tenemos:

2
o*
=1 1

022 N1 [0y(aisa) Oy(xi; a) 9%y(x;; a)
8ak8al N Z o2 |: 8ak 80,[ B [yz B y<x“a)] 8ak8al

Es habitual hacer desaparecer el niimero 2 definiendo

_ 1oy
=5 oy
1 82X2

g = —
M 28ak8al

haciendo que el vector [a] sea %D en la primera ecuacién (en la que se halla amp;i, a
partir de aact ), en cuyos términos se puede reescribir esa ecuacién como el conjunto
de ecuaciones lineales:

M
> anda; = By
=1
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Este conjunto de ecuaciones se resuelve para los incrementos da; que, anadidos
a la aproximacién actual, dan la siguiente aproximaciéon. En el contexto de los
minimos cuadrados, la matriz [«], igual a la mitad de la matriz hessiana, se llama
habitualmente la matriz de curvatura.

La ecuacién siguiente, la formula del descenso mas pronunciado, se convierte
en
da; = constante x [

Nétese que las componentes ay; de la matriz hessiana dependen tanto de las prime-
ras derivadas como de las segundas derivadas de las funciones base con respecto a
sus parametros. Algunos tratamientos simplemente descartan la segunda derivada
sin mas comentario. Nosotros tampoco la tendremos en cuenta, pero solamente
después de algunos comentarios.

La segunda derivada aparece porque el gradiente ya depende de dy/day, asi que
la siguiente derivada debe contener términos con 9%y/da;0ay. El término con la
segunda derivada puede descartarse cuando es cero (como sucede en el caso lineal),
o cuando es suficientemente pequenio comparado con el término de la primera
derivada. Tiene también una posibilidad adicional de ser realmente pequeno en
la practica: El término que multiplica la segunda derivada en esa ecuacién es
[yi — y(zi;a)]. Si el modelo es bueno, este término debe ser justamente la medida
de error aleatoria para cada punto. Este error puede tener cualquier signo, y en
general no debe tener correlacién con el modelo. Por lo tanto, los términos con la
segunda derivada tienden a cancelarse cuando se suman todos con respecto a i.

La inclusién del término de la segunda derivada puede de hecho producir ines-
tabilidad si el modelo no se ajusta bien o estd contaminado por puntos extrafos
poco propensos a ser compensados por otros puntos de signo opuesto. De ahora
en adelante, usaremos siempre como definicion de ay; la formula

. ya ZTiQ
an =Y oy | M) S

o2 Oay, daqy

i=1 1
Esta expresion se asemeja mas a su contrapartida lineal. Debe entenderse que
enredar un poco (o incluso mucho) con [a] no tiene absolutamente ningin efecto
sobre qué conjunto final de parametros a se alcanzard, sino que afecta tinicamente
al camino que nos lleva a ese punto. La condicién en el minimo de x?2, que 3 = 0
para todo k, es independiente de cémo se defina [a].

3.4. El método de Levenberg-Marquardt

Marquardt ha puesto en marcha un método elegante, relacionado con una su-
gerencia anterior de Levenberg, para cambiar paulatinamente entre los extremos
del método de la inversa del hessiano y el método del descenso més pronuncia-
do. El segundo método se utiliza lejos del minimo, cambiando de forma continua
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al primer método conforme nos vamos aproximando al minimo. Este método de
Levenberg-Marquardt (también llamado método de Marquardt) funciona bastante
bien en la practica y durante mucho tiempo se ha considerado el estandar de las
rutinas de minimos cuadrados no lineales.

Este método esta basado en dos ideas, elementales pero importantes. Considére-
se la constante de la ecuacién da; = constante x §;. ;Cudl deberia ser, incluso en
orden de magnitud? ;Qué establece su escala? No hay informacién sobre la res-
puesta en el gradiente. Eso indica solamente la pendiente, pero no hasta dénde se
extiende esa pendiente. La primera idea de Marquardt es que las componentes de
la matriz hessiana, incluso si no se pueden utilizar de forma precisa, dan alguna
informacién sobre la escala (en orden de magnitud) del problema.

La cantidad x? es adimensional, es decir, es un ntimero puro, esto es evidente
a partir de su definicién. Por otro lado, fj tiene las dimensiones de 1/ay, que bien
puede tener dimensiones, por ejemplo, puede tener unidades como m~! o kw - h, o
lo que sea (de hecho, cada componente de i puede tener distintas dimensiones).
La constante de proporcionalidad entre (i y dai debe por lo tanto tener las di-
mensiones de a%. Examinando las componentes de [a] veremos que solamente hay
una cantidad obvia con esas dimensiones, que es 1/ag, el inverso del elemento de
la diagonal. Asi que eso debe establecer la escala de la constante. Pero la escala
propiamente dicha podria ser demasiado grande. Asi que dividamos la constante
por algin factor ficticio (adimensional) A, con la posibilidad de establecer A mucho
mayor que uno para reducir el salto. En otras palabras, sustituimos la ecuacién
da; = constante X (3; por

1
(5al = 751 o bien )\au&al = Bl
Aoy

Es necesario que todos los ¢y sean positivos, pero esto esta garantizado por defi-
nicién (otra razén mas para adoptar la tltima definicién considerada de ay;).

La segunda idea de Marquardt es que la ecuacion anterior y el sistema de
ecuaciones lineales se pueden combinar si se define una nueva matriz o/ mediante
la siguiente receta:

Oé;-j = ajj(l + )\)
ag =a (J#EK)

y entonces las dos ecuaciones se pueden sustituir por una sola:

M

/
Z akl5al = B
=1

Cuando ) es muy grande, la matriz o’ estd obligada a ser diagonal-dominante, de
forma que esta nueva ecuacién es casi idéntica que la ecuacién de la constante.
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Por otro lado, conforme A se aproxima a cero, la ecuacién nos lleva al sistema de
ecuaciones lineales.

Dada una estimacion inicial del conjunto de parametros que se han de ajustar,
a, la receta recomendada de Marquardt es como sigue:

= Calcular x?(a).
= Escoger un valor modesto para A\, digamos A = 0,001.
= (*) Resolver el sistema de ecuaciones lineales para da y evaluar x2(a + da).

» Six%(a+da) > x%(a), aumentar X en un factor de 10 (o cualquier otro factor
sustancial) y volver a (*).

» Si x%(a+da) < x%(a), disminuir A en un factor de 10, actualizar la solucién
de prueba a < a + da, y volver a (*).

También es necesaria una condicién de paro. Iterar hasta alcanzar la conver-
gencia (hasta la exactitud de la maquina o el limite de redondeo) es generalmente
un derroche innecesario dado que el minimo es, en el mejor de los casos, solamente
una estimacion estadistica de los pardmetros a. Un cambio en los parametros que
haga cambiar x? en una cantidad mucho menor que uno nunca es estadisticamente
significativa.

Ademads, no es infrecuente encontrar que los parametros bailen alrededor del
minimo en un valle plano de topologia complicada. La razon es que el método de
Marquardt generaliza el método de las ecuaciones normales, de aqui que tenga el
mismo problema que ese método con respecto a la casi-degeneracion del minimo.
Un fallo completo a causa de un pivote nulo es posible, pero poco probable. Mas a
menudo, un pivote pequeno provoca una gran correcciéon que es entonces rechazada,
incrementdandose entonces del valor de A. Para A suficientemente grande, la matriz
[@/] es definido positiva y puede no tener ningtin pivote pequeno. De esta forma
el método tiende a mantenerse alejado de los pivotes nulos, pero a costa de una
tendencia a bailar mediante el descenso mdas pronunciado en valles degenerados
con muy poca pendiente.

Estas consideraciones sugieren que, en la practica, uno deberia también dejar
de iterar a la primera o segunda ocasién en que x? desciende en una cantidad
despreciable, digamos menos que 0.01 en términos absolutos o (en caso de que el
redondeo impida que eso se alcance) alguna cantidad fraccionaria como 10~3. No
se debe parar después de un paso en el que x? aumenta. Eso solamente demuestra
que A no se ha ajustado éptimamente.
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3.5. En la practica

Es raro tener que implementar este método a mano, pues hay muchos progra-
mas que ya se encargan de ello. Por ejemplo, la mayoria de los ajustes individuales
que presentaremos en las siguientes secciones han sido realizados con la funcién
fit del programa gnuplot (para Unix).

La cosa cambia cuando queremos hacer cien, doscientos, o mil ajustes de forma
automatica, o peor todavia, como veremos en la seccién 3.7, cuando el método de
ajuste que queremos aplicar no es exactamente el método de Marquardt sino una
variante del mismo.

3.6. Algunas estimaciones

A simple vista, la sucesién a,(m) contiene términos positivos y negativos, pero
cada vez méas pequenos. Lo primero que llama nuestra atencién es que log |a,(m)]
depende de n casi de forma lineal. En las figuras 3.1 y 3.2 tenemos representaciones
de log |a,,(m)| contra n para m =1 y m = 0,1 respectivamente.

-100 - .
-200 .
-300 |- . ]
-400 |- . _
-500 |- \ N T
-600 - ~ ,

-700 |- ~

_800 | | | | | | | | |
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Figura 3.1: log |an(m)| para m =1
Tenemos entonces que la aproximacion:
log |an(m)| = ki(m)n + ka(m)
es bastante buena, incluso cuando n no es muy grande. De aqui se obtiene, natu-

ralmente, que

IR
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50 b ,
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-350 - ™ .
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Figura 3.2: log |an(m)| para m = 0,1

ki(m)

con lo que el radio de convergencia aproximado de a,(m) serfa e~ . Con esto

tenemos una primera forma de estimar el radio de convergencia.
Veamos cémo se comportan ki(m) y ka(m) con respecto a m.

A tal fin, se han generado valores de m desde 0.01 hasta 10 igualmente espa-
ciados en sentido logaritmico (empleando 64 subdivisiones por cada factor de 10).
Para cada uno de esos valores, se han calculado 200 términos de la serie, a los
que se les ha efectuado el logaritmo del valor absoluto, y a los datos que de aqui
resultan, la recta de regresiéon de minimos cuadrados, obteniendo asi la pendiente
y la ordenada en el origen.

Tenemos asi un conjunto finito de valores de kj(m) y ka(m). Veamos ahora
cémo puede obtenerse una estimacion de estas funciones.

Para empezar notemos que cuando se representa ko(m) contra log m se obtiene
la nube de puntos que se muestra en la figura 3.3, que ajustada a una recta, nos
da como resultado que:

ka(m) ~ q1logm + qo
donde q; = 0,873536 y qp = —4,24425. Por las irregularidades de la nube, la suma
de cuadrados no es muy buena: 1,2 para un total de 192 puntos.

La figura 3.4 representa k1(m) contra log m, el otro término que nos queda. Esto

puede aproximarse muy bien con una funcién de la forma f(z) = —1/(r1 + roe"3%)
donde r; = 0,151661, ro = 0,502076 y r3 = 0,556134, con lo que podemos escribir:
—1
ki(m) ~

~ r{ 4 roe™ "3 logm

En este caso la suma de cuadrados es bastante buena, 4,2-1072 para 192 puntos.
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Figura 3.3: ka(m) contra logm

Ahora lo 16gico es preguntarse qué ocurrira si de la sucesién a,(m) elimina-
mos la componente exponencial que acabamos de aproximar, es decir: ;Como se
comporta e~ k1 (mIn=k2(m) g (1m)?

Bien, los datos obtenidos ponen de manifiesto que cuando el pardmetro m es
pequefio, los dos primeros términos a;(m) y as(m) valen (en el limite) 2 y —1
respectivamente. Su orden de magnitud, pues, difiere enormemente del resto de los
términos. Por ejemplo ag(m) y los términos que le siguen tienen el mismo orden de
magnitud que m. Por ello, es mejor no tener en cuenta estos dos primeros términos
en lo que sigue.

La figura 3.5 muestra, para m = 0,1, el aspecto de los primeros términos de
e~ Fitmn=k2(m)g(m) a partir de n = 3:

Cualquiera que sea el valor de m, se obtiene una onda senoidal (de mayor o
menor periodo). Esto sugiere inmediatamente la siguiente aproximacién:

ay, =~ ef1nthe sen(ksn + kyq)

donde los pardmetros ki, ko, k3, k4 dependen de m.

Aunque en la grafica anterior ya puede apreciarse, mas adelante veremos que
esta aproximacion es algo imperfecta, porque habiendo descontado supuestamente
va el “efecto exponencial”, la amplitud de las ondas es cada vez més grande.

Lo que nos interesa ahora mismo es: jqué valores deben tener los parametros k;
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Figura 3.4: k1(m) contra logm

para que esta aproximacién concuerde lo méas posible con los datos experimentales?
Para ello, deberemos hacer un ajuste de minimos cuadrados. Pero antes, ;qué
debemos entender por “concordar”, en la frase anterior? ;Hallamos simplemente
la diferencia entre a,, y e*17tk2 sen(ksn + kq), elevamos al cuadrado, y sumamos?
No, porque entonces los primeros términos tendrian mucho méas “peso” en el ajuste
que los tdltimos. Para este problema en particular, pensamos que es mucho maés
razonable considerar la siguiente funciéon de mérito:

n

2 (k) = Z (ane*kl”*}€2 —sen(ksn + k4)>2

n=n;

De esta forma, conseguimos que el peso de cada punto en el ajuste, después de la
correccion exponencial, sea siempre el mismo.

Esta funcién de mérito especial nos impide aplicar el método de Marquardt
tal cual, pues tendriamos un modelo y = y(;a) y una funcién de mérito y? en la
que no se contempla que y; esté multiplicado por nada que dependa del vector de
parametros a.

Bien es cierto que una posible solucién a este problema hubiera sido utilizar
el método de Marquardt dando valores distintos de 1 a los pesos ¢;. Pero buscar
unos pesos adecuados, habria que tomarlos de la primera estimacion de ki y ko, y
entonces esos pesos podrian diferir de los resultados finales para ki y ko dados por
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el ajuste.

Asi que hay que inventarse otro método de ajuste ligeramente distinto para la
funcién de mérito que hemos escogido, que afortunadamente consiste en una mera
generalizacion del método de Marquardt. Esto se vera con detalle en la siguiente
seccion.

3.7. Un método de Marquardt generalizado

FEn nuestro caso particular, el modelo y la funcién de mérito pueden escribirse
de la siguiente forma:

ey - Ti50)
y = y(x;;a) 5(a)

i=1

Por lo tanto el método de Marquardt explicado en la seccién 3.4 no se puede aplicar
directamente, pues alli la funcién de mérito era distinta. Pero si podemos aplicar
a este nuevo caso los razonamientos exactos del caso anterior para llegar a una
resultado completamente andlogo.
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Para simplificar la notacién, definimos:
f(@i,yiza) = r(xisa) — s(a)y;
con lo cual podemos decir que las coordenadas del gradiente de x? con respecto a

los parametros a son:
0 _ N 8@y — r(ai )] 0f (xi,yisa)
2

Oay, N : o; day,
i=1 ?

N

k=1,2,...,M

Y tomando una derivada parcial adicional tenemos que:

&zk@al

= — [s(a)ys — y(xs;a)]
=1 ?

daday o2 Oay, o
y por el mismo motivo por el que entonces desprecidbamos las segundas derivadas,
al aparecer entonces multiplicadas por y; —y(z;, a) y sumadas para todo valor de ¢,

podemos ahora despreciarlas también, al estar multiplicadas por s(a)y; — y(x;; a).

En consecuencia, podemos definir:
N

G=3" [s(@)yi — r(zi; )] 9f (i, yi; @)

2
o; day,

=1

N : . L.
Al = Z i l:af(ngyz,a) 8f(x27yl7a)

- 02 8ak 6al
i=1 "t

y el resto del método de Marquardt es exactamente igual.

3.8. El primer modelo

Llamando k al vector de pardmetros (en lugar de a), los primeros ajustes se
han realizado con funciones de la forma:

y(ai k) = ehiziths sen(ksx; + kq)

—k1z;

es decir, si r(z;; k) = sen(ksz; + kyq) y si s(k) =e —k2 tenemos lo siguiente:

f(xia Yis k) = SEH(ngLL“i —+ ]{;4) _ yie*klibi*kz

Las derivadas parciales de esta funcién son las siguientes:

of
87]?1(%“ Yis k) = YiT;€

of Cape ) — g p—k1Ti—k2

ks ($za Yis k) = yi€

0

6153(% yis k) = cos(kzx; + ka)z;
0

al;i(ivz', Yyis k) = cos(kzx; + ka)

—kix;—ko
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Como las ondas no tienen todas la misma amplitud, vamos a hacer varios ajustes,
uno por cada onda, entendiendo por tal a un nimero de términos consecutivos de
la sucesién a,; digamos ap,api1,...,aq; tales que las siguientes condiciones se
cumplen:

= ap > 0.
= a1 <0sip>3.
» g=nf{n:n>pa, <0,a,41 > 0}.

Para realizar los ajustes necesitamos estimaciones iniciales de los cuatro parame-
tros en cuestiéon. Supongamos que tenemos una onda ay,, ..., an . Entonces:

» Para ki y ko, utilizaremos las funciones obtenidas en la seccién 3.6.

» Para estimar k3, que es la “velocidad angular”, basta considerar que una
estimacién del periodo es ny — n; + 1. Por lo tanto una estimacién de k3 es

2
ng—mn; +1
= Para estimar k4, que es la “fase”, tendremos en cuenta que la onda se en-

. . . n; +n
cuentra en la mitad de su recorrido cuando n es aproximadamente LR

Por lo tanto, una estimacién de k4 es
n; +ny

7T—k‘3 9

En realidad estas estimaciones sélo van a ser necesarias para la primera onda,
pues al no diferir demasiado cada onda de la que le sigue, los parametros finales
de ajuste para una determinada onda nos sirven perfectamente como estimaciones
iniciales para los pardmetros de la onda siguiente.

Efectuados los ajustes, los resultados son buenos, pero hay “algo” que falla. La
siguiente tabla es una muestra de los resultados obtenidos para m = 1:

n; nf k‘l kg kg ]{34 XQ

3 9| -1.9183 0.78 | 0.699824 | 5.4830 | 1.4e-02
10 | 17 | -1.6225 | -1.70 | 0.762163 | 5.2456 | 3.9e-04
18 | 26 | -1.5784 | -2.47 | 0.757687 | 5.3427 | 6.4e-05
27 | 34 | -1.5593 | -2.96 | 0.755587 | 5.4063 | 3.8e-06
35|42 | -1.5485 | -3.33 | 0.755350 | 5.4215 | 1.4e-06
43 | 51 | -1.5416 | -3.62 | 0.755511 | 5.4186 | 2.4e-06
52 | B9 | -1.5368 | -3.87 | 0.755243 | 5.4347 | 4.6e-07
60 | 67 | -1.5332 | -4.08 | 0.755198 | 5.4397 | 1.6e-07
68 | 75 | -1.5304 | -4.26 | 0.755217 | 5.4402 | 2.2e-07
76 | 84 | -1.5283 | -4.43 | 0.755272 | 5.4371 | 3.3e-07
85192 | -1.5265 | -4.58 | 0.755174 | 5.4463 | 4.1e-08
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La siguiente tabla es una muestra de los resultados obtenidos para m = 0,1:

n; n f ]{31 ]{32 ]{3 ]4}4 X2

3 17 | -0.6763 | -2.91 | 0.356975 | 5.8679 | 1.7e-01
18 31 | -0.5354 | -4.98 | 0.434409 | 4.9495 | 1.6e-04
32 46 | -0.5171 | -5.54 | 0.436629 | 4.9003 | 4.4e-05
a7 60 | -0.5093 | -5.90 | 0.436775 | 4.9006 | 5.1e-06
61 75 | -0.5049 | -6.17 | 0.437029 | 4.8896 | 4.3e-06
76 89 | -0.5021 | -6.38 | 0.437031 | 4.8919 | 1.0e-06
90 | 103 | -0.5001 | -6.55 | 0.437077 | 4.8898 | 4.9e-07
104 | 118 | -0.4986 | -6.71 | 0.437139 | 4.8847 | 5.9e-07
119 | 132 | -0.4975 | -6.84 | 0.437129 | 4.8870 | 1.7e-07
133 | 146 | -0.4966 | -6.96 | 0.437144 | 4.8858 | 1.2e-07
147 | 161 | -0.4959 | -7.07 | 0.437171 | 4.8827 | 1.6e-07

Estos ajustes confirman por un lado nuestra hipotesis de utilizar una funcién
senoidal, pues tanto la frecuencia como la fase se mantienen estables de una onda
para otra.

Pero por otro lado los resultados correspondientes al segundo parametro ko
dejan mucho que desear. Este parametro no es estable de una onda para otra, sino
que es cada vez mas negativo.

También hay otro problema: Al calcular los términos de la sucesién a,(m), los
nimeros se hacen demasiado pequenos, con lo que, a los ojos del ordenador, se
convierten en cero muy facilmente (y eso que estamos usando nuimeros de doble
precisién, que pueden ser tan pequefios como 107324). Como resultado, el niimero
maximo de términos de la sucesién que se pueden calcular efectivamente es bastante
limitado, como se puede apreciar en la siguiente tabla:

m | calculables
10 216

3 315

2 366

1 487
0.3 856
0.1 1497
0.03 2833
0.01 5047

Hay varias soluciones para esto:
= Definir una nueva sucesién:

an(m) = r"a,(m) Vn € N
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donde r es una estimacion del radio de convergencia de a,,. No seria necesario
que la estimacién fuera perfecta, siempre que almacenemos el valor de r junto
con los datos a,. Este método nos conduciria a otra relacién de recurrencia
para a,, casi idéntica que la correspondiente a la sucesiéon anterior, a,. El
problema es que estariamos trabajando con dos sucesiones al mismo tiempo,
una la real, y otra la calculada, y tendriamos que estar convirtiendo los
resultados obtenidos con la sucesion calculada a lo que corresponda para la
sucesion real. En un cierto momento hicimos esto que contamos aqui, pero
se trata de una complicacién innecesaria teniendo en cuenta la solucién que
finalmente adoptamos, que es la siguiente.

» Usar doble precisién extendida (en C, el tipo long double), con lo que nos
evitamos los problemas antes mencionados manteniendo la simplicidad del
modelo. El tipo long double no solamente tiene mas precisiéon que el tipo
double, sino que también permite que los niimeros puedan ser mas grandes,
y mas pequenos, que es lo que interesa en este caso. No todos los compila-
dores de C tienen el tipo long double, pero dado que nosotros usamos el
compilador de C de GNU, gcc, que si lo tiene, y no es previsible que deje de
tenerlo, nos parece la mejor solucién.

3.9. El segundo modelo

En la seccién anterior hemos considerado la aproximacion:
an ~ MR sen (kan + ky)

donde los pardmetros ki, ks, k3, k4 dependen de m. Sin embargo, como ya hemos
visto, esta aproximacién no es perfecta, porque el valor de ko dado por los ajustes
de minimos cuadrados decrece con n.

Ahora proponemos una aproximacién mejor:

ek1n+k’2

n ~ — sen(ksn + kq) (3.1)

donde todos los k; dependen de m.

De acuerdo con la notacion introducida en la seccién anterior, pero teniendo
en cuenta que x; se refiere realmente a n y que y; es realmente a,, escribiremos:

f(na Aps k) = Sel’l(k‘gn + k4) — annk56_k1n_k2
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Ahora, las derivadas parciales de esta funcion son las siguientes:

881{1(7% an; k) = napn®e= ke
gl{z(n, an; k) = apnoe iR
5?14{;(”’ an; k) = cos(ksn + k4)n
g};{l(n, an; k) = cos(ksn + ky)

S (i) = —ane g

Como estimaciones iniciales de los parametros, tomaremos las mismas que an-
tes para ki,...,kq, y 0 para ks. De esta forma comenzamos con un vector de
parametros inicial cuya suma de cuadrados es, al menos, tan buena como si sélo
tuviéramos los cuatro primeros parametros.

Veamos qué resultados se consiguen con este modelo.

La tabla siguiente es una muestra de los resultados obtenidos para m = 1:

n; n f ]Cl kQ k3 k4 k‘5 X2

3 9| -1.309258 | 2.641 | 0.80143928 | 4.861404 | 3.1894 | 2.1e-04
10 | 17 | -1.441257 | 2.239 | 0.77074262 | 5.128937 | 2.4630 | 7.1e-05
18 | 26 | -1.507681 | 0.756 | 0.75878528 | 5.318221 | 1.5475 | 9.9e-06
27 | 34 | -1.516667 | 0.140 | 0.75654632 | 5.376818 | 1.2878 | 2.0e-07
35| 42 | -1.507735 | 0.839 | 0.75611616 | 5.391944 | 1.5719 | 5.9e-08
43 | 561 | -1.510376 | 0.543 | 0.75574313 | 5.407592 | 1.4630 | 4.0e-08
52 | 59 | -1.511259 | 0.366 | 0.75554580 | 5.417832 | 1.4067 | 2.7e-09
60 | 67 | -1.509397 | 0.678 | 0.75547033 | 5.422393 | 1.5101 | 2.2e-09
68 | 75 | -1.508431 | 0.908 | 0.75541263 | 5.426223 | 1.5802 | 5.0e-10
76 | 84 | -1.509067 | 0.774 | 0.75535282 | 5.430674 | 1.5381 | 1.2e-09
85 |92 | -1.509112 | 0.776 | 0.755631746 | 5.433630 | 1.5376 | 3.1e-10

Y esta otra tabla corresponde a m = 0,1:
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n; nf kl ]{?2 ]{23 k4 ]{35 XQ

3 17 | -0.368039 0.184 | 0.41541373 | 5.197787 | 2.7885 | 5.1e-02
18 31 | -0.485879 | -2.320 | 0.43659688 | 4.895379 | 1.2145 | 3.6e-06
32 46 | -0.488023 | -2.529 | 0.43716333 | 4.879454 | 1.1341 | 2.2e-08
47 60 | -0.488534 | -2.596 | 0.43719808 | 4.877926 | 1.1103 | 2.3e-10
61 75 | -0.488674 | -2.622 | 0.43720227 | 4.877679 | 1.1020 | 1.1e-11
76 89 | -0.488723 | -2.634 | 0.43720318 | 4.877612 | 1.0984 | 7.3e-13
90 | 103 | -0.488748 | -2.642 | 0.43720340 | 4.877591 | 1.0961 | 1.2e-13
104 | 118 | -0.488759 | -2.646 | 0.43720353 | 4.877578 | 1.0950 | 3.1e-14
119 | 132 | -0.488766 | -2.649 | 0.43720359 | 4.877571 | 1.0942 | 7.1e-15
133 | 146 | -0.488771 | -2.651 | 0.43720361 | 4.877568 | 1.0936 | 2.2e-15
147 | 161 | -0.488773 | -2.653 | 0.43720363 | 4.877565 | 1.0932 | 9.7e-16

Comparando estas tablas con las obtenidas con el primer modelo, salta a la
vista que el pardmetro k1 es més estable que antes (converge més rapidamente), el
pardmetro ko se convierte en estable (antes no lo era), y los pardmetros ks y k4 son
también mas estables, especialmente cuando m es pequeno. La suma de cuadrados
ha mejorado mucho, especialmente también cuando m es pequeno. En cuanto al
quinto pardametro, no solamente parece estable sino que los indicios apuntan a la
siguiente aproximacion, que mereceria un estudio mas detallado:

m
Al

Para reunir una cantidad suficiente de datos, se han tomado 256 valores distintos
de m, desde 0,001 hasta 10, y para cada uno de ellos, se han calculado los tres mil
primeros términos de la sucesién a,(m), después se han hecho ajustes onda por
onda, y nos hemos quedado con el valor de k; correspondiente a la dltima onda.
Representando de nuevo kj(m) contra logm (como ya hicimos en la seccién 3.6),
obtenemos la figura 3.6.

Como entonces, esta grafica se aproxima bastante bien mediante una funcién
de la forma f(x) = —1/(r1 + r2e7"3%), de tal modo que se puede escribir:
-1
1 4 roe~T3logm

k‘l (m) ~

En este caso, los ajustes dan r; = 0,156414, o = 0,507456 y r3 = 0,567237, siendo
la suma de cuadrados igual a 2,7 - 1073, para 256 puntos (mejor que entonces).

De acuerdo con (3.1), el radio de convergencia de a,(m) serfa:
pa(m) = eikl(m)
y de acuerdo con la aproximacién hallada para kj(m), tendriamos que

ki(m)<0 Vm>0 y lim ki(m)—0
m—0+t
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Figura 3.6: k1(m) contra logm (segundo modelo)
lo cual querria decir que
pa(m)>1 Ym >0 y lm pg(m)=1
m—0+

Esto es lo que los datos sugieren, aunque obviamente, nos gustaria poder demos-
trarlo con todo rigor, como se hizo para m > 1 en el capitulo 2.



Capitulo 4

Determinacion de la posicion
del interfase

Volvemos al problema planteado capitulos atras:

et = ("ey)y (z,t) € S =(0,00) x (0,00) (m >0) (4.1)
c(0,t) =1 parat >0
c(xz,0) =0 parax >0

Sabemos que este problema tiene una tnica solucién débil, que ademads tiene la
forma de una solucién de similaridad:

in<
c(aat) = c(n)  sin <, (4.4)
0 s11 > 1o,

donde 1 = x/v/t y = 1o denota el interfase (o frontera libre) del problema.

En este capitulo nos gustaria presentar algunos métodos analiticos y numéricos,
que nos permiten calcular de forma suficientemente exacta el valor de 7y. Estos
resultados se pueden encontrar en [34].

Si consideramos u = ¢ en lugar de ¢, entonces (4.1)-(4.2) se reduce a:

1
—gm’ =i+ —u (5 € [0,m0)) (4.5)
u(0) =1 (4.6)
Ademds deben satisfacerse la siguientes condiciones de frontera:
) m
u(nog) =0, lim u'(n) = 5 (4.7)
="My

Poniendo
n=mn(l—s) (s€l0,1])

35
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u(n) = ngmo(s)

el problema anterior se convierte en:

1
mov” + (V') = 5(1 —s) (4.8)
v(0) =0, lim v'(s) = 1 (4.9)
- s—07F 2 '

La interfase estd dada por:

o =—— (4.10)

Como en [32], se puede demostrar que el problema (4.8)-(4.9) tiene la solucién
tinica v € C([0,1]) N C?((0,1]) que satisface la siguiente desigualdad:

v3(s) < wv(s) < wvs(s)+ M(s) (4.11)
para s € [0, 1], donde

v3(s) = g + as(m)s? + ag(m)s,

m—1
2 [1 m(2Vm™ — D)\ ™ as(m)(m + 3)(vs(1))m s Tm
M(s)==|=1(1 _—
() =3 [2 ( Faa(m) + =T 2m+ 1)(dm + 1)
Y 1
m
= 4.1
(M) = o T D 1) (4.13)
Si denotamos por
1
= — 4.14
n3 Y (4.14)
entonces, usando el lado izquierdo de (4.11), se obtiene:
n3| _ v(l) —ws(1)
1- 2 < L =7 4.15
’ m| = 2vs(1) (4.15)

Por (4.11) y (4.15) se obtiene:
11 (s =)\ as(m)(m + 3) us(1) 5
=3 [2 <1+a2(m)+ 3(m+ 1) )] @m+ D(dm + 1)
(4.16)

=
Mo
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Hemos determinado el valor de 13 para algunos m y hemos utilizado la inecua-
cién anterior para calcular una estimacién F,. del error entre ng y n3. La siguiente

tabla muestra los resultados de estos céalculos.

m | ns E, (%)

1 [1,61808 0,16

2 [1,090609 |3,57-1072
2,51 0,9629128 | 2,00 - 102
3 10,8706533 | 1,22 - 1072
10 | 0,4575805 | 3,59 - 1074

A partir de (4.16) es fécil de ver que el error tiende muy rapidamente a cero
cuando m tiende a infinito. De acuerdo con la tabla presentada y (4.16) podemos
decir que para m > 1 el valor:

S

3(2m+1)
[B(2m +1)2(m+ 1) + m)m

s = 2(m + 1) (4.17)

aproxima a 7y muy exactamente. Sin embargo para m < 1 tenemos que buscar
otros métodos.

En [23] King ha considerado la expansién formal en serie de potencias para la
solucién v de (4.8)—(4.9). Suponiendo que:

(s) = ; + 3 an(m)s” (4.18)
n=2

para |s| < pg(m), donde p,(m) es el radio de convergencia, se obtienen ag(m) y
asz(m) tal y como aparecen en (4.12) y (4.13), respectivamente, y:

B m(m + 3)
(M) = B Bm T D@m + D £ 1) (4.19)
n m n2 — on
(1 Do+ s m) = 2 =SB )
n—2
—2) (p+1)(n+1+p(m —1))aps1(m)an—pr1(m) (4.20)
p=2

Para calcular ny debemos saber que p,(m) > 1, pero necesitdbamos una prueba
de convergencia para la expansién (4.18). Finalmente en [33] se demostré que

pa(m) > 1 para m > mg = ‘/?1,

v(s) — vp(s), donde

pero sin ninguna estimacién de la diferencia

vn(s) = g + Zak(m)
k=2



38 CAPITULO 4. DETERMINACION DE LA POSICION DEL INTERFASE

Se ha encontrado una aproximacién muy buena de a,(m), a saber:

A
an(m) ~ o Gm)nE sen(wn + «) (4.21)

para
3,86911

Jm

donde A, w, @ y E > 0 dependen de m. En el caso m < 1 tenemos:

n > Int |5,45387 +

+1 (4.22)

A<1 (4.23)

Ademss el radio de convergencia se puede aproximar mediante la férmula

1,5649./m 1
)~ (m+1) 1+1+0,1874721] m <3 194
palm) = 1) |2,8375 — 09382 > 1 424
(m+1) 12, T mt0,6202| MZ3

Obviamente pg(m) > 1. Con el ps(m) determinado numéricamente podemos esta-
blecer algunas estimaciones. Sea m < 1.

Por (4.21) y (4.23) se obtiene
|an(m)pg(m)| <1

para n que satisface (4.22), y de aqui

(1) —ua(D)] < Y pa*(m)

k=n+1
lo que da la siguiente estimacién:
1
1) — 1) < -1 4.25
[v(1) —vn(1)] < o m) (pa(m) — 1) (4.25)

Para cualquier m < 1 consideraremos uinicamente n tales que

1
——(pa(m)—1)<2-1077 (4.26)
pi(m) "
Es facil comprobar numéricamente que tales n satisfacen (4.22) y entonces
an(m) se puede sustituir por su aproximacién (4.21). Por el lado izquierdo de

(4.11) se infiere que:
v(1) > 0,25 (4.27)

Por (4.25)—(4.27) se obtiene:

un(1) > 0,2499998 (4.28)
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Si denotamos por

1
e — 4.29
n mup (1) (4.29)
entonces, como en (4.15), se obtiene:
1) — 1
7o 20, (1)
Por (4.28) y (4.30) podemos escribir:
i 1
1— 1 < 4.31
‘ o |~ 0,499996p7 (m)(pa(m) — 1) (431
Consideraremos errores E,. < 4-1075( %)
De acuerdo con (4.31) podemos decir que para
log(E, - 0,004 -1
log pa(m)

el valor de 7, aproxima ng con un error menor que F,.

Como ejemplo presentamos, para algunos m, el valor de 7, que aproxima g
con un error menor que 0,00004 %. La siguiente tabla muestra valores de m y n
determinados por (4.32) y el valor de 7,.

m n | nn

1 10 | 1,6161254468
0,1 33 | 5,9273943901
0,01 | 111 | 19,7626800537

Algunas consideraciones numéricas muestran que el ntimero n no es el méas
pequeno, pero da la informacién acerca de cuantos términos debemos tener en
cuenta para obtener 79 con un error menor que FE,.. Esta estimacién es util para
distintas aplicaciones. El conocimiento de una buena aproximacién de 19 es muy
importante para determinar numéricamente la solucién a (4.1)-(4.3).
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Capitulo 5

Otras soluciones aproximadas

5.1. Introduccion

En el estudio de las soluciones de similaridad de algunos problemas de difusiéon
no lineal tales como la infiltracién de fluidos en pozos, fabricacién de semiconduc-
tores, etc ([23], [30], [39], [44]) aparece la siguiente ecuacién diferencial

(k(wu')" = f(z)d (5.1)
junto con las condiciones
u(0) =0
lim, (u(w))u () = 0 (5.2)

Obviamente u = 0 es la solucién trivial del problema, pero la existencia, uni-
cidad y aproximaciones de soluciones no triviales tienen un interés fisico.

Durante los ultimos anos se han publicado articulos [31], [36], [27], en los que
se presentan algunos teoremas acerca de la existencia y unicidad de soluciones
no triviales a problemas de este tipo. Pero ninguno de estos trabajos menciona-
dos proporciona buenas soluciones aproximadas a (5.1)—(5.2) tan importantes con
respecto a las aplicaciones.

En este capitulo nos gustaria presentar un método que nos permite estimar
muy exactamente la solucién no trivial de (5.1)—(5.2) cuando k estd muy préximo a
u™(m > 0). Este ultimo caso es muy frecuente en las aplicaciones. Estos resultados
se pueden encontrar en [29].

Veamos de qué forma la ecuacién (k(u)u') = f(z)u’ es un caso particular de
¢t = (™cy),. La solucién de similaridad de ¢; = (¢™¢y), es de la forma

(a,t) = u (ﬁ> et 1)

41
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Tenemos entonces que:

Jc(x,t)
ot

1

— u/(xt_l/z) o —— . 373/2

Ct =

Jc(x,t)
Ox

cx(z,t) = = o (w1212

CmQE _ u(xtfl/Q)mu/(xtfl/Z)tfl/Z
(c"er)e =t 2 (u(at™ 2™ (2t 1?))y =
_ t71/2[mu(xtfl/Z)mf1u/(xtfl/Q)tfl/Zu/(xtfl/Z) + u($t71/2)mu//(wtfl/Q)tfl/Z]

Con la notacién n = zt~1/2. la ecuacién ¢; = (¢"c se convierte en:
) t x)x

g ™ = £ ()™l (0)? ()™ ()]

es decir:
1

—5m'(n) = (W™ ()’ (m)’

Podemos considerar, entonces, que si k(u) = u™y f(z) = —3x lo anterior equivale

a (k(uu) = f(z)

5.2. Preliminares.

Ahora haremos suposiciones mas precisas acerca de f y k en el caso general.
Sea I = [0,a] (a > 0) un intervalo. Suponemos que f : I — [0, +00) es una funcién
diferenciable decreciente y continua tal que f’ < O en I. Ademds, k € C([0,+0o0))N
C1((0,400)) es tal que k(0) =0, k'(u) > 0 parau >0y

/ak(u)du<oo (6 >0)
0

u

Estamos interesados en soluciones u del problema (5.1)-(5.2) tales que
u € C(I)NC?0,a] y u(xr) >0 para = > 0.
Sea
K={ueC(I):u>0enl}

Ko={u€ K :u(0) =0,u>0en (0,a]}

Como en [23], [30] podemos demostrar
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Lema 12. La funcién u € Kq es una solucion de (5.1)—~(5.2) si y sdlo si:
u="T(u) en I (5.3)

donde
T(u) = W (Lu), (5.4)

Lu(z) = /0 () = ()@ — )Ju(s)ds (5.5)

y W es la funcion inversa de

Demostracion. Para ver que u = W1(Lu) veremos que W (u(z)) = Lu(z), Si
x = 0 se da la igualdad, veamos que coinciden las derivadas.

Podemos escribir Lu(z) como sigue:

Lu(o) = [ " f(s)uls)ds — @ / " P(syuls) + / "t (s)u(s)ds

Su derivada sera pues la siguiente:
(Lu)(z) = f(z)u(z) — 1 /Ox fl(s)u(s)ds — z(f'(x)u(x)) + 2 f'(z)u()
= f@yute) = [ Fls)uts)ds

Derivando W (u(z)) se obtiene: W (u(z))u'(z) = k(u(x))u'(z) y queremos ver que
eso es igual a lo anterior.

Como antes, veamos que coinciden las derivadas:

(k(u()'(2))" = f(x)u' () = f(2)u(z) + f2)u' (@) - f(2)u'(2)
O

Este ultimo resultado nos permite considerar la ecuacién (5.3) en lugar del
problema original. Se puede demostrar también la siguiente estimacién a priori
(23], [30]).

Lema 13. Siu € Ky es una solucion de (5.3) entonces u es una funcion estric-
tamente creciente que satisface

p(r) < u(z) < () (5.7)

donde
o) = v ([ o) (5.5)
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() = VI (f(0)a) (5.9)
y V=1 denota la funcién inversa de

Vix) = /093 @ds (5.10)

S

Demostracion. Nos basaremos en los siguientes hechos. La ecuacién (5.3) se puede
escribir como

W@@»=Aﬁﬂ$—f@@—@mwm8mem@
Diferenciando se obtiene:
mmww:mwmifﬂm@@

para x > 0.

Dividiendo todo entre u(z) se obtiene que:
k(u(x))u' (x T f(s)u(s
W) _ ey [ I
u(z) o u(x)
La tltima desigualdad se debe a que f/(x) <0 en I y u(z) > 0 para z > 0.

Por lo tanto lo siguiente es cierto:

ﬂwskwwmwwsﬂm—ﬁﬁﬂﬁjﬁw (5.11)

u(z)

Donde la ultima desigualdad es realmente una igualdad.
Como f(x) > 0 para x > 0, lo anterior implica que u'(x) > 0 para z > 0.

Ademads, como u es estrictamente creciente (y f/ < 0), se tiene que:

CE) [T s — o) e (0]
fla) = [ E2EE < f@) = [ s = f@) = @) - 10 = 10

Se tiene por tanto la siguiente cadena de desigualdades:

k(u(z))u' (z)

flz) < < f(0)

Si ahora integramos entre 0 y z sale lo siguiente:

; * K (u(s))u'(s) ! _
/0 f(s)dsg/o u(s)dsg/o f0)dz = f(0)z

y aplicando V! a todo se obtiene (5.7), esto es:

p(r) < uz) < &(x)
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Que sale ¢(x) a la izquierda y ®(x) a la derecha esta bastante claro por la defini-
cién. Para ver que lo que sale en medio es u(x) bastard ver que

[ KO S) 10 o)
0 u(s)

Veamos, derivando sale que:

B @) e ()

luego efectivamente es cierto. O

La estimacién (5.7), en general, es muy pobre. Como veremos mds adelante
con la ayuda de (5.11) podemos obtener mejores estimaciones de w.

Antes de la formulacién del siguiente lema, introducimos el siguiente operador:
Su = Lu — W(u) (5.12)
para u € Ky

Lema 14. Si ¢ y ® estdn dados por (5.8) y (5.9) respectivamente, entonces:

T(p) > ¢ (5.13)

T(®) <P (5.14)
Demostracion. Dado que
T(p) =W (Lp) > ¢ < Lo >W(p)
para probar este lema es suficiente demostrar que

S(p) >0

S(®) <0
lo cual haremos por el siguiente razonamiento:
S(9)(0) = 5(2)(0) =0, S'(¢) 20y 5'(®) < 0.

Veamos:

S()(0) = (Lo = W(p))(0) = Lp(0) = W(p(0)) =0-0=0

y lo mismo pasa con S(®)(0).

Nota: En lo que sigue, se entiende, dado que S es un operador, que S’(¢) es la
funcién derivada de S(¢p).
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Veamos ahora que S'(¢) > 0.
Sp = Le - W(p)
(L) () = /0 “[£(5) = F(9) (@ — 9)lp(s)ds
— [ H()p(s)ds — / F(s)p(s)ds + / " ()p(s)ds

0
por lo tanto:

(Le) () = f(z)p(z) — 1- /0 " P (s)p(s)ds — x - ' (2)p(x) + o f (2) ()

- /O " P(s)p(s)ds

Para derivar la segunda parte se aplica la regla de la cadena y la definicion de W:

Por lo tanto, en definitiva, lo que hay que ver para ver que S’(¢)(z) > 0 es que:

/ £(5)p(s)ds — k(p(x))¢' (z) > 0

La derivada de ¢(z) en realidad se puede calcular: Si

- /0 " f(s)ds

entonces, derivando:

y teniendo en cuenta la definicién de V, resulta que V'(p(x)) = @) y de aqui
o(x
resulta que
f(@)p(x
(p(2))

Resumiendo, para ver que S’(p(z)) > 0 solamente hace falta ver que

/f )ds > 0

lo cual es cierto porque f/ <0y ¢ > 0.

Para ver que S'(®) < 0 hacemos lo mismo que antes y llegamos a que basta
comprobar lo siguiente:

/ £(5)®(s)ds — (®())@(x) < 0
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Para calcular la derivada de ®(x), usamos la regla de la cadena en la relacién
V(®(x)) = f(0)x y se obtiene que:

f(0)®(x)

V(@@)¥(@) = £(0) = ¥'(@) = Tars

Sustituyendo se obtiene que lo que hay que comprobar es que:
xX
f@@) ~ [ F5)B()ds — f0)2() <0
0
y eso es cierto porque es una funcién que vale 0 en el 0, y su derivada vale:

fl@)®(x) + f(2)®'(z) — f'(2)2(x) - £(0)2'(x)

= (f(a) = SO (x) = FHE SR <0
va que f es decreciente, ® >0y k > 0. O
A partir de este lema se obtiene muy facilmente el siguiente:
Corolario 15. Para todo n € N
P <T™p) ST (p) <u<T"H(D) <T"(P) <P (5.15)

Nota previa a la demostracién: Si ui,us € K son tales que u; < ug entonces

Demostracion.
p<u=T(p) <T(u)=u

por otro lado:
¢ <T(p) = T(p) <T(p)

Repitiendo el proceso se obtiene el Lema:
p <T™(p) <T"(p) <u
Del mismo modo se obtiene lo correspondiente para ® a partir de T'(®) < ®. [

Los teoremas presentados en [23], [30] garantizan la existencia y unicidad de
soluciones no triviales de (5.3) y por tanto de (5.1)—(5.2). En este momento debe-
mos hacer notar que en el caso k(u) = u™ (m > 0) también podemos utilizar el
método de la métrica proyectiva de Hilbert [9] para probar la existencia y unicidad
de soluciones no triviales de la ecuacién de operadores (5.3).

Teniendo todo esto en cuenta podemos presentar brevemente la idea de nuestro
método de soluciones aproximadas.
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5.3. La idea de la aproximacion.

Presentamos los pasos principales de nuestra idea de aproximacién de solucio-
nes no triviales de (5.3).

(1) Es facil de comprobar que también S”(¢) > 0 en I (Esto no es cierto para
S(®)).

Demostracion. La tltima vez que lo calculamos obtuvimos que

S'e)e) = = [ £ls)elspds
Su derivada sera por tanto:

S"()(x) = —f'(x)p(x) >0 en T
vaque f'<0y@>0en . -

Por lo tanto en alguna clase de funciones de Ky que contenga a ¢ buscaremos
una funcién ¢ que satisfaga:
S"(p) >0 (5.16)

tal que ¢ < ¢ para x > 0. Por el Corolario 15 obtenemos ¢ < u.

(2) Usando ¢ intentaremos cambiar la estimacién de u anterior para obtener,
tal vez, una mejor. Para este fin, usaremos el lado derecho de (5.11). Sea ® una
nueva estimacién superior de wu.

Denotaremos
P={uecKy:p<u<d}

(3) Suponemos que existe w € Ky tal que
d_

sup — z < 00 (5.17)
(0,a] W

|ul

Si para algin u € C(I) tenemos que sup(q 5, < 0o entonces definimos

|[ullw = sup(g g % Obviamente, si ui,ug € P entonces ||u; — ugl|y < 0o.
(4) Suponemos la propiedad contractiva:

Si ui,ug € P, entonces ||T(u1) — T(u2)||w < 00y
T (ur) = T(u2)lfw < llur — ugllw (5.18)

donde v € (0,1) es una constante fija independiente de w1 y us.

(5) Habiendo satisfecho todos los puntos anteriores, podemos probar el siguien-
te lema:
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Lema 16. Sip € P satisface S(p) >0 y

H p <a<oo
‘P
entonces o
pgugp—i—liw en I (5.19)

Demostracion. Tenemos

[u = pllw = |T(u) = pllw
= [|T(u) = T(p) + T(p) — pllw < IT(w) = T(P)l|w + [|T(P) = pllw

Por (4) obtenemos
[l = plhw < Allu = pllw + [1T(p) = pllw (5.20)

Como

Tp —pl = W H(Lp) = W (W (p))] (5.21)

entonces podemos aplicar el Teorema de los incrementos finitos de Lagrange y se
obtiene:

W= (Lp)(z) = WH W (p)) () = (W1 (c(2))(Lp(z) = W (p(@)))

donde W(p(z)) < ¢(x) < Lp(z). Teniendo en cuenta que W’ = k resulta que

y por lo tanto:
Lp(z) — W(p(z))
k(W=1(c(x)))

Como k y W~ son crecientes y p >  se tiene que:

k(p(2)) < k(p(e)) = k(WH (W (p(2)))) < k(W™ (c(@)))

[ Tp(x) —p(z)| =

asi que de lo anterior resulta:

Lp(z) = W(p(x)) '
k(p(2))

Dividiendo entonces entre w y tomando supremos tenemos que:

HLP

ITp(z) — pla)] < \

i@l s
(¢)

| Tp = pllw < (5.22)
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A partir de (5.20) y (5.22) se obtiene lo siguiente:

lw = pllw <Al = pllw + = (1 =7)[lu—pllo <

y por lo tanto:

o
_ < 5.23
=il < 72 (5.23)
Como S(p) > 0 entonces T'(p) > p y por el Corolario 15, u > p.
Por lo tanto a partir de (5.23) obtenemos:
- w(x) 11—y
para x > 0, de donde sale lo que queriamos demostrar, esto es, que:
e
p<u<p+ 1-Y
Con esto termina la demostracién del lema. O
Corolario 17. Si ponemos p = ¢ entonces
@
p<u<o+——wenl (5.24)

L=y

(6) Sea k1 <k < ko, fi < f < foy fi > f > f} Aplicando el Corolario 17
obtenemos

Qa2
g1§u<cp +

5.25
) 1— v w2, ( )

donde P, Wiy Vis (1 = 1,2) son funciones apropiadas descritas en los puntos
anteriores.

En el siguiente apartado aplicaremos esta idea a un caso més particular del
problema considerado.
5.4. El problema particular.
Consideraremos el problema (5.1)—(5.2) suponiendo adicionalmente que
au™ < k(u) < cqu™

donde 0 < ¢1 < g < o0y m > 0. Esta suposicion es tipica para las aplicaciones
[23], [30], [39], [44]. Podemos escribir la estimacién

fi(@) < f(z) < fo(z), = €[0,d]
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donde

filz) = Ai(a—x)+ f(a)

SR
S

Comentario: De dénde sale que fi(z) < f(z) < fa(x)

Aplicando el Teorema de los incrementos finitos de Lagrange se tiene que si
z € [0,a] entonces f(a) — f(z) = f'(¢)(a — x). Dado que —As < f'(¢) < —A; se
tiene que:

—Az(a—z) < f(a) - f(z) < —Ai(a — 2)

Despejando f(z) se obtiene entonces que:
N(z) = A1(a —x) + fa) < f(z) < As(a — ) + f(a) = fo(x)

Sea k;(u) = c;u™ (i = 1,2). Para los f; y k; definidos, la ecuacién (5.3) toma
la forma
wi(z) = [Cz(m+1)/0 [Asa + fi(a) + Ai(z — 25)}ui(s)ds} z € [0,qa]
(5.26)
Se definen k;(u) = c;u™ para i = 1,2, veamos como queda la ecuacion T'(u) = u
para esos k;, f;, etc.

xm—f—l

m—+1

W;(x) :/0 ki(s)ds :/0 cis"ds = ¢;

La inversa serd pues:

Por otro lado:
Lui(x) = /0 ") — £1(5) (@ — )]us(s)ds = /0 “[Aia—s)+ F(a) + Ailz— 8)]ui(s)ds

Juntandolo todo sale que:

1/(m+1)

o) = (5 [t 10+ Ao~ 29)us(o)s

Ci

Sustituyendo

)" ()
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en lugar de u; (i = 1,2) podemos reducir la ecuacién (5.26) a la siguiente:

@ 1/(m+1)
u(z) = [/0 (142 —2s)u(s)ds z € [0,1] (5.27)

Ahora estudiaremos soluciones aproximadas de (5.27)

5.5. Estimaciones de soluciones no triviales de (5.27)

De acuerdo con el Lema 13 podemos formular:

Corolario 18. Si ug € Ky es la solucion no trivial de (5.27) entonces:

(m ( - ”;))/m < u(z) < (ma)/m (5.28)

para x € [0,1].

Demostracion. Tomando f(z) =1—x y k(z) = 2™ sale lo siguiente:

V)= [ “ds= / s — [S} _@
0

o S m ], m
= V_l(l‘) _ (mx)l/m
@) = VI (F(0)2) = ()

/;f(s)ds:/:(1—s)ds: [3—822}::17—3;2

v ([ )= (o(e-5))

Luego efectivamente se cumple que:

(m (x - f))l/m < u(x) < (ma)!/™

Faltaria ver, para que cuadre todo, que

u(z) = [/095(1 +z— 23)u(s)ds] vy = W (Lu)

J

Veamos:

(Lu)(z)

I
o

1—s—(—

1) = 75) (e — s)luls)ds
( (=1)(z — 9))u(s)ds = /0 (14 2z —2s)u(s)ds

o
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W) = [ hs = [“omas = 2

m+1

m+1

W (Lu) = ((m +1) /Ox(l +z— 2$)u(3)d3> o

O]

Pero esta estimacién es bastante pobre para las aplicaciones. Nos gustaria
encontrar estimaciones mejores. Usando la condicién (5.16) intentaremos encontrar
una estimacién mejor de u a partir de lo anterior. Formulamos el siguiente lema
basado en céalculos sencillos:

Lema 19. Si po(z) = [m(z — d12? + daz®)|Y™  (dy < L,dy > 0) entonces

5" (o) (x) = ¢ ™ (w)z[2di(m +1) - 1
— [2dy(dy(m +2) — 1) + 3da(1 + 2m)]x (5.29)
+ [4d1(2m + 3) — 3]dax® — 9d3x?]

Comentario: Se trata de encontrar una funcién sencilla que verifique la relacién
p(x) < @o(z) < u(x). Dado que p(x)™ es un polinomio de grado 2, es légico buscar
o como raiz m de un polinomio que extienda al anterior.

Demostracion. Calculemos cudnto vale S”(¢p). Como antes, vamos a suponer que
estamos en el caso en el que f(z) = 1 — x, k(x) = 2™, se tiene entonces que
fl(@) = -1.
Dado que
S(po) = Lo — W(go)

vamos a calcular primero L.
Loua) = [ “[F(5) = F(8)(@ — 8)]po(s)ds
= [-s+ - slalds = [ 1+ -29)00(s)ds
0 0

es decir:
Loofa) = (1+2) [ gols)as =2 /O s (s)ds
Por otro lado:
S'(v0)(x) = (Lgo) (z) = W (gpo(z))po(z)

1. /Ox wo(s)ds + (1 + x)po(z) — 22p0(x) — k(po(z))ph(z)
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es decir:
S'eu)(@) = [ uledds + (1= 2)ea(o) ~ k()b (@)
Ya se puede calcular la segunda derivada:
§"(90)(x) = (@) + (~go(@)+(L—2)h(@)~ [K (p0(@))eh(@)? + k(wo(a)) e (@)]
O sea:
§"(0)(@) = (1 )h(@) — (o)) ph(@)? — k(poa)) el (a)

En este caso, k(z) = 2™, por lo que k’(z) = maz™ !. Calculemos primero la
derivada de q:

wo(z) = [m(m —dyz® + d2$3)] Um _ [m - p(x)}l/m

donde p(z) = z — d12? + da2?, por lo que

() = - [mp(a)] 7!

eh(a) = (; - 1) [mp(@)]* mp (@) (2) + [mp(a)] =" p(2)
L1 n

= (1 — m)[mp(x)]7 2 ()2 + [mp(x)] 7~ p (x)

Sustituyendo cada cosa por lo que vale, se obtiene:

" (o) (x) = (1 — &) [mp(a)]7 '/ () — mlmp()] "= [
)

[mp(a)]n ! [(1 = 2)p/(z) — mp ()% = (1= m)p ()% = mp()p(x)] =
[mp()] ! [(1 = 2)p/(2) = p'(2)2 = mp(2)p (2)] =

Ya es hora de sustituir cada cosa por su valor:
p(x) =2 — diz® + doa®
P (z) =1 —2dyz 4 3doa®
p"(z) = —2dy + 6dox

Podemos entonces escribir:

§" (o) () = [mp(a)]='q(x)
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donde
q(z) = (1-2d12+3dpz?) (1—z—(1—2dy 24+3d22?) ) —m(x—d1 22 +dox3) (—2d, +-6dyx)
es decir:

q(z) = (1—2dy 2+ 3dox?) (—2x 4 2d1 2 — 3dox?®) —m(x — dy2° + doa®) (—2dy +6dox) =

— 2+ 2dyx — 3dax® + 2d1x? — 4d32? + 6dydox® — 3doax® + 6dydox® — 9dia?
1 2

+ 2mdiz — 6mdex® — 2md22z? 4+ 6mdidaz® + 2md;doa® — 6mdazt =
1 2

(=14 2dy + 2mdy)x + (—3dy + 2d; — 4d3 — 6mdy — 2md?) x>+
(6d1dy — 3dy + 6d1d 4 6mdydy + 2mdyda)a® 4 (—9d3 — 6md3)z? =
[2dy (m + 1) — 1)z + [2d1 (1 — 2d; — dym) — 3da(1 + 2m)]z>+
[d2(12dy — 3 4 8mdy)]x® 4 [3d3(—3 — 2m)]x* =
[2dy (m + 1) — 1]z 4 [2d1(—dy (m + 2) + 1) — 3da(1 + 2m)|z*+
[d2(4dy (3 + 2m) — 3)]2> + [3d3(—3 — 2m)]2?

En resumen:

S"(po)(x) = @y ™ (@)x[2d1(m + 1) — 1 — [2d1 (di(m + 2) — 1) + 3da(2m + 1)]z
+ [4dy (2m + 3) — 3)dox® — 3d3(2m + 3)z°]

O
Usando el dltimo lema podemos escribir
Lema 20. Sea P la clase de funciones de la forma
2\11/m 1
[m(z — dyz7)] con dy < 7
Si g € P es tal que S" (o) > 0 en [0,1] entonces
1 ) 1/m
< _ - = 5.30
oola) < |m (2= gotna?) | 2@ (5.30)

Demostracion. Haciendo da = 0 en (5.29) se obtiene:
5" (o) (x) = ¢ ™ (@)a[2di(m +1) =1 = (2da(di(m +2) = 1))a] > 0
Dado que @o(x)!~™x > 0 para x > 0, lo anterior se traduce en que:

2dy(m+1) — 1> [2di(dy(m +2) — D]z z € (0,1]
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Cuando = — 0 se obtiene que

1 1
2d 1H)—-1>0=2d H>1=d>———-=—-d —
m+1) - 12 im+1) L= om+1) L="0m+1)
De lo anterior sale:
1
m(x—d1$2)§m<x—2(7n+l)x2>

lo cual implica

1 m
oli) = (e~ a5 < [ (o= 5o )] " = )
con lo que el lema queda demostrado. O

A partir de ahora denotaremos

1

d1 (m) = m

(5.31)

Con la ayuda de los resultados del Lema 20 podemos formular el siguiente:
Lema 21. Sea P la clase de funciones de la forma
[m(z — di(m)a® + dea®)]Y™  con dy > 0,

donde di(m) = m Si g € P es tal que S" (o) > 0 en [0,1] entonces

Pola) < [m <”” — b+ G G 1)3”3)] REECRCY

Demostracion. En el Lema 19, sustituyamos d; por su valor y veamos qué significa
en tal caso que S”(¢p) > 0.

Como antes, podemos descartar el factor go(lfm (z)x ya que no aporta nada. Se
tiene entonces lo siguiente:

1 1 m+ 2
2.m-(m+1)—1— [2.2(m+1) (2(m+1) —1) +3d2(2m+1)]x
+[ Zm _3] dyx® = 3d3(2m + 3)a” > 0

Dado que el término independiente de lo anterior desaparece, se puede extraer de
nuevo un factor z que no aporta nada. Teniendo en cuenta que el resultado es
mayor o igual que cero para x en (0, 1], podemos considerar que también es cierto
cuando x — 0, con lo que se obtiene lo siguiente:

[ 1 < m+ 2 2m + 2
2

m+1\2(m+ 1) _Q(m—l—l)) +3d2(2m+1)} >0
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es decir:

m

— > 3dy(2 1
= 21y 2 okm )

m

ds <
TR 12@m 1)

Lo que queremos ver es que

Pl = [m <x e T T 1)953)} '

es decir, elevando a m y quitando lo que sobra, queremos ver que:

m
2= 6(m+1)2(2m + 1)30
lo cual es inmediatamente cierto a partir de la ultima desigualdad obtenida antes.
O
A partir de aqui denotaremos
da(m) = o (5.33)

6(m+1)2(2m+1)
Corolario 22. De los Lemas 20 y 21 se infiere

(- 2N < 2 et <0t (534

Demostracion. Veamos: La primera desigualdad esta clara porque

L, _ 1,
r— =X r— —F/——mT
27 =7 2(m+1)

La segunda estd clara porque
z —dy(m)a? < x — dy(m)2® + dy(m)a®

O

Tomaremos la funcién ¢ como una nueva estimacién de u por debajo. Ahora
damos una nueva estimacién de u a partir de lo anterior.
Lema 23. Siu € Ky es la solucion no trivial de (5.27) entonces
u(z) < ®(x) para x € [0,1], (5.35)
donde

- 2 21/m 3 v
P(x) = |m | x—di(m)z”+ 3(m+1)(2m+1)l’
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Demostracion. La ecuacion (5. 1) dice
E(u(z))u' (z)

< [ 10

En nuestro caso, k(s) = sy f(s) =1 — s, por lo que lo anterior se convierte en:

m—1 ! —x * U(S) s
um (2! () <1 —i—/o u(az)d € (0,1]

Teniendo en cuenta que u(z) < (mz)'/™ sale que:

W™ ) (z - st— - L xmsl/ms—
@) <1-ot [0 Eds 1o [ msyimas -

1+1 1
1—;1c—i—L ml/mer/m zl—x—i—m/mlxlﬂ/m
u(x) L1 u(z) m+1

Aprovechamos ahora que ¢ (z) < u(z) (lo cual estaba por ver) y obtenemos que
lo anterior es menor o igual que:

mb/m m m x ~m
1-— =1 - (1= -
v 1 o\]Y™m14+m a:+m+1a:( 2(m+1))
MAL = 3D ® ﬂ
Es decir:
) ) m 2 —-1/m
me <1- l=g—= :
u" (x)u (x) < a:+m+1a:< 2(m+1)> (5.36)
Ahora usamos que

1 v\ 2 €1[0,1]

2(m + 1) = T mem et P TED

cosa que demostraremos después. Se tiene entonces que lo anterior es menor o igual
que:

m . 21/m . m 21/m )
R Ry el i Ry g g DT G
Por lo tanto:

, 1 21/m

(@) <1 T DT

mfl(x)u

Ahora integramos esta desigualdad y sale lo siguiente:

T / _um(x) 1 2l/m
/0 w N sl () =~ Sx_2(m+1)$2+3(m+1)(2m+1)m3
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Por lo tanto:

1 21/m E
ulw) < [m (”” "3t T amren T 1)”33>] = ()

Como queriamos demostrar.

Demostremos ahora eso que dejamos pendiente:

1 LA B 2
T e
2(m+1) - m(2m + 1)

Basta ver que la funcién

T Tm 2%
10=(1-75m) 1wy

Dado que f(0) = 0, serd suficiente ver que f’(x) <0 para z € [0,1].
Calculando pues la derivada, queremos ver que:

1

o (1 - 2<m$+1>>m (‘2<m1+ 1)) ~ 1) <°

Multiplicando por m, sera suficiente comprobar que:

1 ol om
1 (= 2
2(m+1) 2(m+1) (2m +1)
Dado que se trata de una funcion creciente, bastara ver que se verifica para x = 1,
es decir:

1 1 ~m 1 9m
ﬂm+¢)0"mm+10 __@m+1)§0

O sea: . )
1 2m+1 (2m+ 1\ m ! 2m
2m+1 2m+2 \2m + 2 2m+1) —
lo cual equivale, multiplicando todo por 2m + 1 a que:
_1
2m+1 m < 2%
2m + 2 -
es decir, elevando a m:
2m + 2 <9
2m+1 —
lo cual es cierto ya que 2m + 2 < 4m + 2. O

Comentario 24. La estimacion u(x) < ®(x) es mejor solamente para m > 1 pero
tiene una forma mds apropiada para nuestras consideraciones posteriores.

A partir de aqui consideraremos P = {u € Ko : ¢ < u < ®} donde ¢ esta
definido por (5.32) y @ por (5.35).
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5.6. La propiedad contractiva del operador 7.

Tal y como se ha indicado en el punto 3 de la idea de la aproximaciéon debemos
tratar de encontrar una funcién w tal que (5.17) se satisface. Teniendo en cuenta
la forma de @ y ¢ intentaremos considerar por ejemplo las siguientes funciones w:

wi(z) =22TY™  (m>0)
wy(x) =™ (m>0)
ws(z) =z (m>1)

Es facil de ver que para estas funciones, (5.17) se satisface, es decir:

Q-0
— < X0

sup
(0a] W
Veamoslo: Dado que se trata de funciones continuas, bastara ver que el limite

cuando z tiende a cero es cero.
Veamos primero que es cierto con wj. Las otras dos pueden deducirse facilmente

una vez que se ha hecho la primera.

Para simplificar la notacién, escribimos:

donde

21/m

3(m + 1)(2m + 1)‘7”2

q(z) =1—=dy(m)x +

Se tiene entonces que

[maq(a)]'/™ — [map(a)]/™

O(x) — p(x)
r2+1/m

lim — = lim
z—0 w1 (SL‘) z—0

Simplificando un poco, eso es igual a:

L [ma(@)]m — ()
z—0 x?

Al ser cero tanto los limites del numerador y del denominador, podemos aplicar la
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regla de L’Hopital:

[ma(@)]'™ — [mp(a)]/™

lim
z—0 x2
_ oy lma@)] 7 (g (2)) — G mp(@)]n ! (mp (@)
z—0 2x
iy [ma@) g @) — ()] ()
z—0 2x

pero volvemos a tener cero como limite de numerador y denominador, ya que
P (0) = ¢'(0) = 0, asi que volvemos a aplicar la regla de L'Hopital y sale 2 en el
denominador, y en el numerador lo siguiente:

(2 1) a2 (0 + a5~

m

1 1_ 1_
(=) BB 02 — )}
Por lo tanto el limite sale igual a

m!/m g (0) — p'(0))

que es finito, como queriamos demostrar.

2+1/m _ p2,.1/m 2

Teniendo en cuenta que wi(z) = x = x“wy(x) se obtiene

inmediatamente que
P(z) — oz
i 2 20
z—0 w2 (.’E)
Por 1ltimo, teniendo en cuenta que cuando x — 0

3 1
p2Hm < g3m e 2 <904 T e 3<2m 41l = 2<2m & 1<m
m m

se obtiene analogo resultado para ws cuando m > 1

Obviamente es posible encontrar otra w pero, en nuestra opinion, la presentadas
anteriormente son las mas naturales con respecto a las ¢ y ® consideradas. Nos
gustaria elegir, si es posible, la mejor w con respecto a nuestras aproximaciones.

Ahora intentaremos comprobar si T tiene la propiedad contractiva con respecto
a las distancias inducidas por las funciones w consideradas. Para ello formulamos
primero el siguiente lema:

Lema 25. Si L estd dado por (5.5) entonces

L(w;)(z) < Xip]*(z)wi(z) parax €[0,1] (i=1,2,3), (5.37)
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donde

1

)\ —

! Im+1
1

Ay = ——— 5.38

2 m—+ 1 ( )
1

A3 = ——— 1

3 m—+ 3 (m>1)

Demostracion. Sabemos, porque lo hemos hecho antes, que
x X
Lw(z) = (1+ x)/ w(s)ds — 2/ sw(s)ds
0 0
Para w (z) = 22t/ sale lo siguiente:
X x
Lwy(z) = (1 + a:)/ s*H/mgs — 2/ sSH/m s

0 0

es decir, queremos ver que:

p3+1/m pAt1/m 1 1 ) )
. _9. < - - +1/m
) ’ (- )]

3+L 4+ L = 3m+1 m+
Dividiendo todo entre z2t1/m y multiplicando por % sale que:
2B3m+1) o 1 9
1 R S e —
) =T ™ =% 3y D)

Restando = de ambos miembros de la igualdad y dividiendo entre x? se obtiene
que:
1 2m +3 <2(3m+1)

1 =
+2(m+1) 2(m+1) = 4m+1

En resumidas cuentas, queremos ver que:

(2m+3)(4m+1) <4(m+1)(3m +1)
— 8m%+14m +3<12m? + 16m + 4
— 4Am’+2m+1>0

Lo cual es cierto.

Repitiendo lo mismo de antes con ws sale que:

1+1/m 2+1/m 1 1
(1+3:)-$ i —9.t — < mle———22)||2/™
1+ 24+ - " m+l1 2(m+1)

m
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m+1

Casi igual que antes, dividiendo todo entre /™ y multiplicando por T sale

que:

2(m+1) 1
2 2< 2
om+1 . =" 2m+1)”

xr—+x° —

lo cual, como antes, equivale a:

14 1 _ 2m+3 S2(m—|—1)
2(m+1) 2(m+1) 2m +1

O sea:
2m+3)2m+1) <4(m+1)* <= 4m*> +8m+3<4m?* +8m+4 < 0<1

Lo cual es cierto.

Por tltimo, tomando ws(z) = z3/™ resulta:

pl+3/m p2+3/m 1 1
1 . _2 . < o 2 3/m

m

m+3

Como de costumbre, dividiendo todo entre 2%/™ y multiplicando por m3 sale

que:

2 1
m+x2—wx2 <g-——" 2°
2m + 3 2(m + 1)
es decir:
L+ 1 _ 2m+3 < 2(m +3)
2(m+1) 2(m+1) 2m + 3
Es decir:

(2m+3)2 < 4(m+1)(m+3) < 4m>+12m+9 < 4m>4+16m+12 <= 4m+3 >0
lo cual es cierto, incluso si m < 1. ]

Ahora podemos formular
Lema 26. Siuj,us € P entonces ||T(u1) — T'(u2)||w;, < oo (i=1,2,3) y

T (u1) = T(ug)|fw; < Aiflur — ug|lu (5.39)

Demostracion. Dado que

se tiene que T'(u) = W (Lu) = [(m + 1) Lu]Y/(m+1),
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Teniendo en cuenta que f(x) =1 — z, como antes, sale que:

|(Lua)(2) — (Lug)(z)| =

/Ox(l + 2 —2s)(u1(s) — ua(s))ds

Como z € [0,1], dentro de la integral tenemos que s < x < 1, por lo tanto
resulta que 1+ x — 2s > 0. Asf pues, la integral anterior es menor o igual que:

.g/(]x(1+x—2s)~!m(S)—u2(s)]ds:/Oz(l+x—25)wi(5)ml(s)_u2(5)’d8

w;(s)
Por la definicién de la norma se tiene que

|ur(s) — ua(s)|

< — )
wl(s) — Hul u2||w7,

asi que la anterior integral sera menor o igual que:
x
/ (1+ 2 = 2s)wi(s)|[ur — uzlfw,ds = |Jur — ualw, (Lw;)(x)
0
De aqui se obtiene que
|(Lu)(x) = (Lug)(@)| < [Jur — v |w, (Lwi)(x) (5.40)

Como veremos mds adelante, T'(u;) > ¢, (j = 1,2), asf que:

|(Lui)(z) — (Lug)(z)|
o1 (2)

T (ur) () = T(uz)(x)] < (5.41)

Explicacién: Aplicando el Teorema de Lagrange, resulta:

T (ur) () = T(uz) ()] = W (Lun) (x) = W (Luz) ()]
= (W1 (c())(Lus(w) — Luz(x))|

donde ¢(x) estd entre Luj(z) y Lua(x).

Por otro lado:

“W(el(z)) = 1 L = ! :
(W) (e(x)) k(W 1(c(2))) < E(W—1(Luy(z))) k(T (u1)(z)) = o (x)

Juntando esto con lo anterior se obtiene (5.41).

Finalmente,

T (1) () — T(o) ()| _ |Lus () — Lua(a)| _ s — | ()

w@ e e
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para x € (0, 1], donde la primera desigualdad es por (5.41), la segunda por (5.40)
y la tercera por (5.37).

Tomando sup se obtiene que:
z€(0,1]

1T (u1) — T(u2)|| < Nil|lur — ual|

como queriamos demostrar.

Veamos ahora lo que dejamos pendiente:
T(uj) 2 ¢, (1=12)

Concretamente, veremos que si u € P = {u € Ky : ¢ < u < @} entonces
T(u) > #,- Dado que por (5.34) tenemos que ¥, < g, bastard ver que ¢ < T(p),
pues entonces:

p<usp <p<T(p) < T(u)

Para ver que ¢ < T'(yp) serd suficiente probar que S(y) > 0, siendo S(p) =
Ly — W (), es decir, queremos ver que:

v ((z))*
/0 (14+x—2s)p(s)ds — Tl >0

Cuando = = 0 se da la igualdad, por lo tanto bastara ver que la derivada es
mayor o igual que cero.

La funcion es
m+1

(1+x) /Oxgo(s)ds -2 /Ow sp(s)ds — ('07(5)_’_1

Su derivada sera:
1 /x p(s)ds + (1 +2)p(z) — 2zp(z) — (@(2))"¢ (2)
0

= [ oyt + (1= 2)p(o) (ol )

Dado que esto también vale 0 cuando x = 0, bastara ver que su derivada es mayor
o igual que cero.

Llegados a este punto haremos uso del Lema 19, en el que tenemos el valor de
S" para funciones con la forma que tiene .

S”(g)(x) = flfm(x)a:[2d1(m +1)—1-1[2di(di(m+2) — 1)+ 3d2(2m + 1)]x
+ [4dy (2m + 3) — 3]doz?® — 3d3(2m + 3)z?)

Bastara con ver qué ocurre si di = dy(m) y dg = da(m).
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Concentrandonos en lo que hay dentro de los corchetes, el término indepen-
diente sale:

)-1=2 1)—1=
2d1(m +1) 2 2(m+1)(m+ ) 0
El término en z vale:
2d1(d1(m + 2) — 1) -+ 3d2(2m + 1)
1 1 3m(2m + 1)
=2. 2)—1
2(m + 1) (2(m+1)(mJr ) >+6(m+1)2(2m+1)

1 m+ 2 2m 4+ 2 m
S m+1\2m+2  2m+2 2(m +1)?

1 —m m
T m+1 <2(m+1)> * 2(m +1)2 =0
Para los términos que quedan nos bastara con que se cumpla:
(4d1(2m + 3) — 3)doa® — 3d3(2m + 3)2® > 0
Quitando el factor dox? es suficiente ver que:

Ady(2m + 3) — 3 — 3da(2m + 3)z > 0

es decir: 3m(2 3)
m(2m + 3)r
4. — (2 3)—3— >0
2m ) em+3) 6(m +1)22m+ 1) =
o bien:
dm+6 3m+3  3m(2m+3)x >0
m+ 1 m+1  6(m+1)?2(2m+1) —
es decir )
m+3 m(2m + 3) 23>0
m+1 2(m+1)2(2m+1)
o sea: )
43> m(2m + 3)
2(m+1)(2m+1)
es decir:

< 2(m+3)(m+1)2m +1)
- m(2m + 3)

Si queremos que esto sea cierto Va € (0, 1] bastard con que sea cierto para
r=1:
m(2m +3) <2(m+3)(m+1)(2m+1)

2m? + 3m < 2(m?* 4 4m + 3)(2m + 1)
2m? + 3m < 2(2m? + m? + 8m? + 4m + 6m + 3)
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2m? + 3m < 2(2m® + 9m? + 10m + 3)
2m? + 3m < 4m?> + 18m? + 20m + 6
4m3 4+ 16m?> +1Tm +6 >0

Lo cual es cierto Ym > 0. O

Comentario 27. El ultimo lema muestra que el valor del coeficiente contractivo
Ai depende de la eleccion de w;.

5.7. Soluciones aproximadas para la ecuacién (5.27).

Primero intentamos encontrar la estimacién de S(y) a partir de lo anterior.
Lema 28. i o(z) = [m(z — di(m)a? + da(m))23]Y™ como en (5.32) entonces:

(m+1)(3m + 1)(4m + 1) (5.42)

S()(@) < 2mY/mdy(m)
para x € [0,1], donde da(m) estd definido por (5.33).

Demostracion. Es facil de ver que S(p)(0) = [S(¢)]'(0) = 0.
Veamos esto primero:
S()(x) = (L — W(g))(x)
5()(0) = (Le)(0) = W(p(0)) =0-0=0

S(p)(xz) = (1+x) /Ow p(s)ds — 2/: sp(s)ds — W(p(x))

[S(@)]'(z) =1 /Ox @(s)ds + (1+ z)p(z) — 200(x) - k(p(2))¢ (2)

5

Cuando 2z vale 0, la integral desaparece, p(0) = 0y k(¢(0)) = [¢(0)]™ = 0, con
lo que todo lo anterior vale cero.

Con ayuda de (5.29) tomando

1 m

di(m) = Wm+1)

vamos a obtener lo siguiente:

[ﬁ@ﬁ@é%ﬂwuméﬁﬁ&fﬂm
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para = € (0,1]. Integrando dos veces la tltima desigualdad obtenemos (5.42).
Vedmoslo: De (5.29) sale lo siguiente:

§"(¢)(x) = ¢' " (w)wq(x)

El término independiente de g(x) es:
2dy(m+1)— 1=~

El término en z de ¢(x) es:

— [2d1<d1<m + 2) — 1) + 3d2(2m + 1)]

T [2(m2+ 1) <2(T;in21) - 1) 60511(12)?(;;1 1)}

T [mit 1 <m+22(7; (ET)H)) * z(mri 1)2]

- [2(171_—7?1)2 + 2(mn}r 1)2] =0

Lo que hay que demostrar es entonces que:

@' " (z)z [(4d1(2m + 3) — 3)dax® — 3d5(2m + 3)2”]

1 m+3 m

Eliminando un factor doz? sale lo siguiente:

O (@)x [(4dy (2m + 3) — 3) — 3da(2m + 3)a] < 2m mxl/m

O sea:

o (@) [(4(2m+3) _3) - 3(2m+3)m 4 < oma (m+ 3) SL/m

2(m+1) m+1)2(2m + 1) (m+1)m
Es decir:
o 8m+12 —6m — 6 (2m + 3)m . s (m—|—3)x/m
g @) K 2m+ 1) > 2m+ 122m + 1) ] 2 G Ty

O lo que es lo mismo, multiplicando todo por m + 1

1
(2m + 3)m } < 2mm(m+3)x1/m

g (@) [m S S DEm 1)

m



5.7. SOLUCIONES APROXIMADAS 69

Bastara ver que es cierto sin restar al m + 3 de dentro de los corchetes lo que
le estamos restando, en cuyo caso podemos eliminar m + 3 de la izquierda y la
derecha, quedando lo siguiente:

glfm(a;) < omm ~Lgm L

Dado que

s [m <x : 2<m1+ 07 S @ 1)‘””3)] h

tenemos que demostrar que:

1
1 2 m 3 m 1 4 1 4
[m <x 2m+ D" T emt12@m )" )] = cmmo

1

Puede eliminarse el factor mm= ~lzm 1 de ambos lados v queda lo siguiente:

1
1 m 2 m
1- <2
< 2(m+1)x+6(m—|—1)2(2m—|—1)$> =

Si m < 1, entonces el exponente es positivo y podemos demostrar de hecho que
eso es menor o igual que 1, pues bastard que se cumpla

1 m 9

_ <1
dm+ )" T

6(m + 1)2(2m + 1)$ -

para lo cual, teniendo en cuenta que x > 0, bastara con que se cumpla esto otro:

m 1
6(m + 1)2(2m + 1):5 = 2(m+1)

es decir:
m

3(m+1)2m + 1):1: =1

Como queremos ver que es cierto para x € [0, 1], bastard ver que es cierto para

x =1, en cuyo caso se tiene que:

m<3(m+1)(2m+1) <= m <3(2m? +3m +1)
== m<6m>P+9m+3 < 0<6m>+8m+3

Lo cual es por fin evidente.

Veamos ahora el caso en que m > 1. Dado que la funcién z¢ es decreciente si
a < 0, podemos escribir:

(1 - S S e 1)”52)%1 = (1 - 2<ml+1>>m

“(1-grn)
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Teniendo en cuenta que si 0 < z <1y a < 3 entonces 2P < % se obtiene que:

() () <(-3) 5=

como queriamos demostrar. ]
Corolario 29. Como k(u) = (m+ 1)u™ entonces tenemos

S@@) _ S@@) _  ddy(m)m+3mm o,

'S Ho@ = Re)@ = @m+ DEm+ DAm 1)

para x € (0,1].

(5.43)

Demostracion. La primera desigualdad es inmediata ya que tanto numerador como
denominador son positivos.

La segunda desigualdad sale porque o, < ¢ (Corolario 5.34).

(¢ tiene un término positivo que ¢, no tiene).

b)) = (o= gt

aplicando el Lema 28, bastara ver que:

Como

20!/ dy(m) G = ddy(m) (m o+ 3)mi/m

(m+1)(3m+1)(4m+1
m(x_mxﬂ = 2m+1)(Bm+1)(4m+ 1)

Simplificando todo lo que se puede, lo que hay que ver es que:

3+1/m

1 2
. Sz 1 xz € (0,1]
es decir:
1
2 1<2 H{i1l—-— 0,1
m+1<2(m+ )( 2(m+1>x> x € (0,1]
Bastara con que veamos que es cierto para x = 1:
2m+1<2(m+1) (1 !
m m -
- 2(m+1)
O sea: ) .
m +
2 1<2 1)—/———
mt1<2mt+ Lo

Lo cual es cierto porque se da la igualdad. O
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Nota previa al Corolario siguiente: Si llamamos
4dy(m)(m + 3)m'/™
(2m+1)(3m+1)(4m + 1)

entonces el Corolario 29 lo que dice es que

S(p)(x) < apdti/m

k(p)(x) ~
Corolario 30. Cabe destacar que para w; (i = 1,2,3)
5(¢) Ads(m)(m + 3)ym/™ .
k)|~ @m+1)@Bm+1)Edm+1)

(En el caso w3 tenemos m > 1).

Demostracion. Para wq:

ap3tl/m
Sup ———— = Sup axr =«
ve(0.1] XY™ c0a]

Para wa:

Oé:U3+1/m 3
sup ﬁ: sup ar” =«
z€(0,1] <L z€(0,1]

Para ws:
az3ti/m 3m—2
SUp ———— = Sup axr m =q
ve(0] @™ z€(0,1]

siempre que sea 3m — 2 > 0, es decir m > %, lo cual es cierto si m > 1.

Ahora, de acuerdo con el Lema 16 podemos formular:
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(5.44)

Teorema 31. Siu € Ky es la (inica) solucion de la ecuacion (5.27) entonces

o(@) < u(z) < p(a) + Aiwi(z)

para x € [0,1] (i =1,2,3), donde ¢ estd definido por (5.32), es decir:

o) = [m(z — dy(m)a? + dy(m)a®)] "™

T — 4dy(m)(m + 3)mb/™
LT 3m2m+ 1) (d4m + 1)

~ _ Adg(m)(m +3)(m + 1ym"/™
2T mm+ 1D)Bm+ 1)(dm + 1)

- 4dz(m)(m + 3)>m!/™
3 =

(m+2)2m+1)(3m +1)(4m + 1) -

(m>1)
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Demostracién. Se hace aplicando el Lema 16, tomando p = ¢, el valor definido de
a y tomando v como cada uno de los A;, con lo cual se obtiene

— «
A =
DY
En efecto:
T o' ~ (Bm+1)a
! 1—)\1 1—3#4_1_ 3m
- a a (m+1)a
Ay = = — =
o __«a (m+3)a
3_1—)\3_1—%_’_3 m+ 2

Corolario 32. Obviamente la mejor estimacion se obtiene utilizando w; .

Quiere decir, que de los tres \;, el mds pequeno (que también es el que da el
Ai mds pequeno) es 1.

Que A\ < Ao es claro, ya que

1 1
<
3Im+1~  m+1

Sim > 1 se cumple también que A\1 < A3, ya que

1 <
3Im+1~" m+3

<— m+3<3m+1 <<= 2<2m <= 1<m

Corolario 33. Podemos estimar los errores de aprorimacion de u mediante .
Tenemos menos que

6.2% para m = 0,5, 0.06 % para m = 2,
1.7% para m = 0,75, 0.02 % para m = 3,
0.6 % para m = 1, 0.005 % para m = 4.

El error decrece muy rapidamente conforme m crece.

Corolario 34. Aprozimando u por ¢, el error cometido es menor que 6,2 % para
m=0,95, etc.

Corolario 35. Sim >> 1 entonces u ~ ¢ en [0,1].
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5.8. Nota final y comentarios.

Si regresamos al problema presentado en la Seccién 4 entonces las funciones
apropiadas ¢, (i = 1,2) toman la forma

o, (z) = [m] 1/m(p (M) (i=1,2)  (5.45)

donde z € [0,a] y ¢ estdn definidos por (5.32). Sico —c; << 1y Ay — A} << 1
entonces por el punto 6. de la idea de la Seccién 3 y por el Teorema 31 se infiere
que @, (i = 1,2) es una aproximaciéon muy buena de la solucién no trivial del
problema considerado. En este caso podemos también formular el corolario similar
al Corolario 35, a saber:

Corolario 36. Sea u la solucién no trivial del problema presentado en la Seccion
4. Sim >>1 entonces p, ~u (i =1,2) en [0,d]

En este trabajo mostramos el método de aproximacién de soluciones no triviales
basdndonos en un ejemplo. Podemos ver que la aproximacion depende de la eleccién
de la funcién de peso w y de la clase de funciones ¢ que satisfacen S” () > 0.

En uno de los articulos recientes [28] se ha mostrado cémo encontrar cualquier
funcién de peso w y el coeficiente de contraccién relacionado en un caso mas general
que (5.27).

Pensamos que con la ayuda de los resultados de [28] serd posible aplicar tam-
bién el presente método de aproximacién en algunos casos mas generales que el
considerado.
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