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.A-unquc las proposiciones de Geometría de que se hace 
uso en Ja práctica ordinaria de la Navegación son en cor­
to número, no se puede demostrar su certeza sin estable­
cer muchos principios, que sirven de base para la deducción 
de las proposiciones usuales. Estos mismos principios son de 
la mayor utilidad, en cuanto preparan el entendimiento 
para discurrir con acierto sobre las materias facultativas; en 
términos, que aquellos que hayan aprovechado en su estu­
dio, se hallarán en estado de resolver por sí mismos las difi­
cultades que se les presenten , y podrán tomar el mejor par­
tido en algunos casos que no se especifican en los Tx'atados, 
en atención á que en todas las Artes y Ciencias es preciso 
contar con el buen juicio y discernimiento de los que Jas 
profesan.

 ̂Se han puesto de letra menor los ejemplos, algunas acia • 
raciones menos esenciales , y los conocimientos necesarios 
para la formación de los planos de puertos y costas, respecto 
á que no es preciso que se exijan de todos los que se dedi­
quen á la práctica del Pilotage, sin embargo de su mucha 
utilidad.

Se han distribuido las materias de este Tratado en diez y 
nueve capítulos, cuyos títulos manifiestan la clase de cono­
cimientos contenidos en cada uno de ellos. Pero como el ob­
jeto primario de todo método es la claridad, en beneficio de 
esta se han establecido y demostrado tal cual vez como le­
mas algunas verdades, que consideradas aisladamente debian 
ocupar un lugar distinto de aquel en que se han puesto por 
razón de sus aplicaciones.

En el capítulo I ,  bajo el título de nociones generales^ 
se manifiesta el modo de concebir, representar y comparar 
las cantidades que forman el objeto de la Geometría.

En el capitulo II se trata de las líneas, distinguiéndoljis
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en rectas, angulosas, curvas y m ix ta sy  sé dan las ideas le­
gítimas de las tangentes.

En el capítulo III se trata de las figuras en genera], 
con el objeto de anticipar sobre esta materia los conocimien­
tos que facilitan la inteligencia de los capítulos siguientes, y 
evitar las circunlocuciones.

En el capítulo IV se trata del ángulo y de la circunfe­
rencia , en atención á que estas dos cantidades de clases tan 
distintas tienen una dependencia recíproca que obliga á 
tratar promiscuamente de.una y otra, para facilitar su cono­
cimiento.

En el capítulo V se trata de las líneas perpendiculares, 
y se manifiesta el uso que puede hacerse de sus propieda­
des para dividir por mitad una recta y un arco de círculo; 
y para determinar cl centro de una circunferencia que debe 
pasar por tres puntos dados. Verdad es que este problema 
no tiene una aplicación directa á la práctica ordinaria de la 
navegación ; pero los corcílarios que se deducen de su re­
solución son de mucha utilidad para demostrar algunas pro­
piedades de los círculos de la esfera, de que se tratará en 
la Cosmografía. Esta reflexión se extiende á otras proposi­
ciones , que puede parecer que están de mas, cuando no se 
tenga presente el encadenamiento de los principios en que 
se funda la teoría de las operaciones mas comunes de la na­
vegación

En el capítulo VI se trata de las líneas paralelas: se de­
muestran las propiedades mas esenciales de dichas líneas; y 
de ellas se deduce la relación que tienen los ángulos forma­
dos por dos rectas, con los formados por sus perpendicula­
res , y la igualdad de los arcos de un mismo círculo inter­
ceptados por dos cuerdas paralelas.

En el capítulo VII se trata de los ángulos inscritos. Se 
demuestra que la medida de dichos ángulos es la mitad del 
arco comprendido entre los lados que los forman ; y se de­
ducen de este principio algunas consecuencias que tienen apli­
caciones al Pilotaje.

En el capítulo VIII se trata de los triángulos en general.
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Se demuestra que sus tres ángulos juntos valen 180^; se ex­
plican las denominaciones con que se distinguen los triángu­
los , y se demuestra la dependencia que hay entre los valores 
de los lados y los de sus ángulos opuestos. De estos principios 
se deduce qué la cuerda del arco de G0° es igual al radio 
del círculo. Se demuestra la relación entre el ángulo externo 
y sus dos internos opuestos , y sé manifiestan todos los casos 
en que se verifica la igualdad de los triángulos.

En el capítulo IX se trata de las figuras semejantes. Se 
manifiestan las circunstancias que deben concurrir indispen­
sablemente para que se verifique la semejanza de dos cantida­
des geométricas, y se explica con extensión el modo de com­
parar entre sí las líneas correspondientes de las figuras seme­
jantes. Se establece un principio general, del cual se deducen 
todos los casos en que se verifica la semejanza de las figuras 
y sólidos de cualquiera clase í, y se hace la aplicación de dicho 
principio á los triángulos. Se demuestra la proporcionalidad 
entre las porciones corre,spondientes de los dos lados de un 
triángulo , interceptadas por varias rectas paralelas al tercer 
lado  ̂ y la relación que hay entre el cuadrado de la hipo­
tenusa y los cuadrados de los catetos que forman el triángulo 
rectángulo.

En el capítulo X se trata de los cuadriláteros y polígo­
nos. Se manifiesta la clasificación de todas las figuras planas 
que constan de cuatro lados, se demuestran las propiedades 
mas esenciales de los paralelógramos^ se da una idea general 
de los polígonos, y se expresan sus denominaciones. En la 
letra menor se manifiesta que el círculo es un infinitáufrulo 
regular, se explica el modo de determinar la relación del diá­
metro con la circunferencia, y se indican las aplicaciones que 
pueden hacerse de ella para la solución de muchos problemas.

En el capítulo XI se trata de las superficies planas. Se 
manifiesta la relación que hay entre las superficies de los rec­
tángulos, y sus bases y alturas; se explica lo que se entiende 
por unidad superficial^ y se demuestra el modo de determinar 
las superficies de los paralelógramos, de los triángulos, del 
círculo, y de toda figura plana rectilínea. Se deduce la ex-
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presión de la superficie de un trapecio-, se explica la determi­
nación aproximada del area de cualquiera figura plana curvi­
línea , y se expone un método sencillo para determinar, al 
poco mas ó menos, el area de la sección horizontal de un na­
vio por la lumbre del agua. Por último se demuestra, que 
las superficies de todas las figuras y sólidos semejantes, están 
entre sí como los cuadrados de sus dimensiones homólogas; y 
se indican las aplicaciones que pueden hacerse de este prin­
cipio interesante. Los que quieran ceñirse únicamente al es­
tudio del Pilotage , pueden pasar este capítulo por alto.

En el capítulo XII se trata de las líneas que se hallan en 
diferentes planos. Esta doctrina es muy interesante para faci­
litar la inteligencia de la Cosmogi'afía, y no puede enten­
derse bien sin algunas nociones de perspectiva, que los Maes­
tros pueden exponer de viva voz, para que los discípulos se 
impongan en el modo de representar sobre un plano los pun­
tos, líneas y figuras que se hallan en planos diferentes. Es muy 
suficiente lo que sobre este particular se advierte en el artícu­
lo 15 del Tratado de T rigonometría esférica, escrito para la 
instrucción de los Guardias Marinas , é impreso en Cartage­
na en 1796. Se tendrá presente el sustituir la expresión de 
ojo del observador á la de punto de distancia^ como se ad­
vierte en el artículo 218 de dicho Tratado.

En el capítulo XIII se trata de los sólidos en general. 
Se dan las definiciones de los sólidos mas usuales, se expli­
ca su formación, y se demuestran algunas propiedades de la 
esfera, muy interesantes para facilitar la inteligencia de la 
Cosmografía.

En el capítulo XIV se trata de las solideces. Se explica lo 
que se entiende por unidad de solidez, y el modo de reducir 
de una especie á otra las cantidades de esta clase. Se demues­
tra el modo de determinar las solideces de los prismas; se 
establece que las solideces de todos los cuerpos semejantes es- 
tan entre sí como los cubos de sus dimensiones homólogas; y 
se manifiestan con un ejemplo las aplicaciones que pueden 
hacerse de este principio interesante á la práctica de la Na­
vegación. Se expone el modo de determinar con aproximación
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la solidez de un cuerpo irregular^ y se indican las aplicacio­
nes de este método á la determinación de la solidez de una 
sección del navio, comprendida entre la lumbre del agua y 
un plano horizontal, distante de ella menos de dos pies y 
medio hácia la parte superior ó hácia la inferior. Pueden 
pasar enteramente por alto este capítulo los que se dediquen 
únicamente á la práctica del Pilotage.

El capítulo XV contiene las nociones generales de Tri­
gonometría plana logarítmica. Se definen con precisión las 
líneas trigonométricas, se demuestran sus propiedades mas 
esenciales , y se explican la disposición y uso de las tablas, 
que contienen los logaritmos de sus valores en partes del

En el capítulo XVI se . trata de la resolución de los 
triángulos rectilíneos rectángulos por medio de los logarit- 
,mos. Se tendrá presente que toda la doctrina de este capítu­
lo es muy interesante; y los Maestros deben poner á los dis­
cípulos en estado de aplicarla, facilitándoles su, inteligencia 
por medio de los ejemplos.

En el capítulo XVII se enseña la resolución de los trián­
gulos, rectilíneos oblicuángulos, empleando los logaritmos. El 
primer teorema de este capitulo es el único que tiene alguna 
aplicación á la práctica ordinaria del Pilotage; y puede ofre­
cerse el tener que recurrir á los demas cuando se trate de 
formar el plano de un puerto ó de una costa. La resolución 
del último problema es de poco uso; y su demostración se 
puede deducir de la Trigonometría esférica, según se mani­
fiesta en el articulo 212 del Tratado impreso en Cartagena 
en 1796, para la instrucción de los Guardias Marinas.

El capítulo XVIII contiene algunas nociones sobre la Geo­
metría práctica. El objeto es exponer las reglas mas precisas 
para la exacta determinación de los puntos y líneas oblicuas 
perpendiculares y paralelas sobre el papel. ’

Después de los preceptos generales se hacen algunas ad­
vertencias sobre el buen uso de la regla. Se demuestra el 
modo de comprobar este instrumento, y las líneas trazadas se­
gún la dirección de su canto; y se da una idea del modo de
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representar las líneas rectas sobre el terreno por medio de
piquetes.

Seguidamente se ponen algunas reflexiones sobre los com­
pases.

Se dan reglas para tirar una recta perpendicular á otra 
con la mayor precisión posible. Se trata de la escuadra, y se 
demuestra el modo de comprobar dicho instrumento, y las 
lineas trazadas con él.

Se exponen vaiios modos de tirar una recta paralela á 
otra de mucha extensión sin emplear la secante. Se manifies­
tan los principios en que se funda la teoría del instrumento 
de que suele hacerse uso para tirar paralelas, y se explica el 
modo de comprobarlo.

Se expone con extensión el modo de construir las escalas 
de partes iguales; y se demuestra la resolución de los dos pro­
blemas á que se reduce su uso.

Se explica el modo de dividir un semicírculo en grados, 
con diferencia de menos de medio segundo, por los métodos 
sencillísimos de Mascberoni, cuya demostración se omite en 
atención á exigir varios principios que abultarian mucho este 
Tratado. Se da una idea de los trasportadores circulares de 
alidada, de que suele hacerse uso en las operaciones delica­
das de levantar planos y construir cartas. Se explica el modo 
de contar en dichos instrumentos (y  en cualesquiera arcos 
graduados ) las subdivisiones de los grados por el artificio de 
las diagonales y por medio de los nonios.

Se ha omitido expresamente el tratar del cuartier ̂  ó 
cuadrante de redacción^ en atención á que este instrumento 
interesante merece explicarse separadamente, por el mucho 
uso que se hace de él en la práctica del Pilotaje.

El capítulo XIX contiene las nociones sobre el modo de 
levantar un plano. Casi todo lo relativo á esta materia va de 
letra menor'^ y se reduce á la solución de los problemas par­
ticulares de que puede hacerse uso para resolver el proble­
ma general que constituye el objeto de dicho capítulo.

La Operación del artículo 665 es de mucho uso en la 
práctica ordinaria del Pilotaje. Se ha puesto en este lugar



INTRODUCCION. IX
para que se vea que es un caso particular de un problema 
muy general; y la cita puesta al fin manifiesta que dicho caso 
particular puede demostrarse con separación.

Se termina el capítulo rnanifestando el modo de formar la 
escala de un plano que se ha construido sin ella; y se ad­
vierte que al fin del tratado del Pilotaje, se i'eunirá la ex­
posición de otras atenciones necesarias para levantar los pla­
nos con exactitud.

Seria muy conveniente el que los Maestros de dibujo se 
dedicasen especialmente á ejercitar á los Discípulos en el uso 
de los instrumentos matemáticos, y en la resolución de los 
problemas, que se explican en los dos últimos capítulos de la 
Geometría. Para que los Discípulos se acostumbren á las apli­
caciones, y reconozcan prácticamente su utilidad, convendrá 
el c[ue desde dos puntos distantes de la Academia observen 
los ángulos formados por las visuales que se terminan en los 
objetos mas notables, colocados fuera ó dentro de la habita­
ción; y que se sitúen los puntos expresados en un plano, se­
gún los métodos que se exponen en el capítulo XIX. Basfe- 
la  que dichas operaciones se ejecuten al poco mas ó menos, 
observando los ángulos con un trasportador, ó con el cun­
díante de reducción, colocando dichos instrumentos á ojo en 
la posición horizontal.

Sobre las citas hay que advertir, que la abreviatura Arit. 
puesta entre paréntesis y seguida de un número, es una cita 
al Tratado de Aritmética; y la abreviatura art. , colocada en 
os mismos términos, es una cita á la Geometría. Las citas 

manifiestan los artículos en que se hallan expuestos los prin­
cipios que sirven de base á lo que se establece; y es inútil el 
lecm'rir á ellos siempre que dichos principios se presentan á 
la imaginación. Por esta razón se puede decir, cjue sin em- 

aigo de habeise omitido las citas a algunos principios que se 
an supuesto muy conocidos, entre las que se han puesto no 

«eja de haber muchas que están de mas. Pero esta redundan­
cia nada perjudica en un Tratado de Matemática por lo que 
se acaba de manifestar.

Guando se pregunte por el fundamento de alguna propo-
2
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sicion, se debe satisfacer enunciando el principio de que se 
deriva , y demostrándolo si fuese necesario, y no citando los 
números de los artículos, que no conviene que se aprendan 
de memoria.

En algunas demostraciones se ha hecho uso de axiomas y 
corolarios muy sencillos, que no están expresados á conti­
nuación de los principios de que se derivan, tanto para evi­
tar repeticiones, como para manifestar prácticamente que los 
principios establecidos son útiles porsi mismos, y por las con­
secuencias que pueden deduchse de ellos en caso necesario. 
Los tratados de Geometría resultarían de un volúmen exce­
sivo, y la ciencia mas propia para formar el discurso queda­
ría reducida á un ejercicio pesado y material de la memoria, 
si en dichos Tratados se expresasen extensamente todas las 
proposiciones de que puede hacerse uso.



TRATADO DE GEOMETRIA.

C A P IT U L O  PR IM ER O .

NOCIONES GENERALES.

r  . . .1 eoinetria es la ciencia de la extensión.
2 Todos distinguen en una tabla ó en un ladrillo lo lar­

go , lo ancho y lo grueso. A estas tres dimensiones llaman los 
Geómetras longitud^ latitud^ y profundidad. La profundidad 
suele llamarse altura 6 espesor.

3 Cuerpo ó sólido ó geométrico es todo lo que tiene las 
tres dimensiones de longitud, latitud y profundidad.

Todas las cosas materiales tienen diclias tres dimensiones^ y  aunque 
generalmente se da el nombre de longitud á la mayor de ellas , y  el de 
profundidad a la menor, los Geómetras usan indistintamente de dichas 
denominaciones.

4 Las caras que terminan los cuerpos se llaman super-^ 
Jicies. La superficie es una extensión que solo tiene las di­
mensiones de longitud y latitud.

5 Los extremos ó bordes de las superficies se llaman li­
neas. La linea es una extensión que solo tiene longitud.

6 A la extremidad o remate de una línea se da el nom­
bre de punto. El punto se considera sin latitud, longitud ni 
profundidad; y es el principio ó elemento de la extensión.

7 Cuando se^trata de determinar las losas que se necesitarán para en­
losar un salón, únicamente se atiende á la superficie del salón , y  se pres­
cinde absolutamente de la profundidad. Cuando se trata del camino que 
hace la nave en una hora, se atiende únicamente á la longitud ó distancia, 
sin hacer la menor atención á la latitud ni á la profundidad. Cuando se 
dice que en la cara superior de un ladrillo (/g. j )  abcd solo hay un pun­
to e que diste igualmente de las cuatro esquinas, a , b , c ,  íZ, 4 lo que 
llamamos punto , no se le considera extensión alguna. Esto basta para que 
se conciba sin dificultad que la superficie, la línea y  el punto, tales cuales 
se han definido, pueden ser el objeto de la Geometría.

8 Las líneas que se señalan con tinta tienen mucha 
anchura o latitud, y las lineas geométricas se consideran en
a misma división de lo negro de la línea material con lo blan-
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CO del papel il y  mas comunmente se consideran las líneas 
geométricas en la medianía de las materiales. Tambien se pue­
den representar las líneas con un hilo, en cuyo centro se ima­
gina la verdadera línea geométrica de que se trata. Los pun­
tos que se señalan con tinta tienen mucha longitud y latitud, 
y  los puntos geométricos se consideran en. el mismo centro de 
dichos puntos materiales.

9 Para designar los puntos se ponen letras en sus inme­
diaciones , y al tiempo de indicarlos con el dedo ó puntero, 
se deben señalar los verdaderos puntos, y no las letras con que 
se denominan.

10 Dos ó mas cantidades geométricas se dice que son 
totalmente iguales cuando tienen absolutamente el mismo ta­
maño y figura.

11 Se prescinde de la posición de las partes iguales, con 
tal que , sin alterar su figura, se puedan colocar ambas cosas 
en la misma posición : y también se prescinde de las propie­
dades fisicas , como el color, la dureza &c.

12 Dos ó mas cantidades geométricas se dice que son se­
mejantes cuando tienen absolutamente la misma figura, aun­
que difieran en el tamaño.

13 Se tendrá presente lo dicho {art. 11); y también 
conviene advertir que dos cosas pueden parecer perfectamen­
te semejantes y aun iguales estando muy distantes de serlo en 
la realidad.

Tales son los dibujos y estampas á tpie se da el nombre de vistas que 
parecen semejantes á los objetos que representan, cuando se ven de un 
modo determinado. L a semejanza aparente desaparece luego que los dos 
objetos se comparan viéndolos por distintos lados.

14 Dos Ó mas cantidades geométricas se dice que son 
iguales ó simplemente iguales cuando tienen el mismo ta­
maño , aunque sea su figura muy diversa.

V. g. los huecos de un vaso y de una copa capaces de contener la 
misma cantidad de agua, se dice que son iguales.

15 Se pueden llamar iguales y  semejantes dos ó mas 
cantidades que son perfectamente iguales (art, 10 j  12).

16 Si dos líneas ó dos superficies pueden colocarse de 
modo que todos los puntos de la una coincidan con los de
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la otra, dichas líneas ó superficies serán totalmente iguales. 
También, si se supone que el lugar ocupado por ym cuerpo 
queda vacío, y en dicho lugar se puede acomodar otro cuer­
po que lo llene exactamente, sin sobrarle ni faltarle nada, 
los dos sólidos de que se trata serán totalmente iguales.

17 Cuando se prueba la igualdad de dos cosas imagi­
nándolas colocadas como se acaba de decir, dicen los Geó­
metras que se prueba dicha igualdad por superposición.

18 Si dos líneas, superficies ó sólidos son totalmente igua­
les, es evidente que se podrán sobreponer en los términos 
que se ha explicado en el artículo 16.

19 Es evidente que dos ó mas cosas semejantes á una 
tercera serán semejantes entre sí.

20 Para la inteligencia de muchas expresiones convie­
ne dar algmia idea de lo que entienden los Geómetras por 
injinito.

Una cantidad se llama f in ita  cuando se puede expresar 
en números su relación con las cantidades que son el obje­
to de nuestros sentidos; in fn ita  cuando es tan grande, 
que por muchas que sean las cifras que se empleen, no se 
puede expresar su relación con las cantidades finitas; é infi­
nitesimal ó i n f  Hitamente pequeña cuando no hay número 
con que expresar la relación que tiene con las cantidades fini­
tas por su mucha pequenez.

a i V. g. la extensión de una pulgada se puede dividir en dos partes 
ó mitades. Cada una de estas mitades se puede imaginar dividida en otras 
dos, y asi sucesivamente sin fin , de suerte que no hay número, por gran­
de que sea, que pueda expresar el número de partes en que se puede ima­
ginar dividida dicha extensión de una pulgada. Se dirá pues que diclio 
numero de partes es infinito.

A l paso que se hagan mas divisiones, mas pequeñas serán las partes, 
de suerte que si imaginamos dicha extensión dividida en un infinito nú­
mero de partes , estas serán infinitamente pequeñas.

22 Se tendrá presente que las expresiones grande y 
pequeño son puramente relativas, de suerte que una misma 
cosa se puede llamar grande y pequeña, según sea mucho 
menor ó mucho mayor que ella la cantidad con que se 
compara.
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23 Conviene distinguir una cantidad infinitamente pe- 

quena de la n a d a ; esto es, ele un nada  absoluto.
Una cantidad infinitamente pequeña resulta de la dimi­

nución progresiva de una cantidad finita, y ^ e  puede decir 
que es algo’̂ ¡Dero un algo tan pequeño, que se puede y 
debe tratar como nada  respecto de las cantidades finitas.

24 Por esta razón una cantidad infinitesimal se puede 
duplai , triplar &c., multiplicándola por dos, por tres &c.; 
y así una cantidad infinitamente pequeña puede ser múlti- 
pía de otra; pero por mas veces que se repita, siempre es 
infinitamente pequeña, y jbara que pase á formar una can­
tidad finita, es menester repetirla un número infinito de 
veces.

C A P I T U L O  II.

D E LAS LINEAS.

!f) Li2*)̂  JLJinca } ceta es la que esta colocada entre dos pun­
tos, sin desviarse bácia un lado ni otro.

V. g. la ah {fig. a) situada entre los puntos a y  de modo que ni se 
desvia hacia w, m hacia n , ni hacia la parte anterior del papel , ni hacia 
la  posterior.

26 Corolario. La linea recta es la que determina la me­
nor distancia que hay de un punto á otro.

Esto e s , que por cualquier camino que se vaya de o á ¿ , se andará 
mas que si camina siguiendo siempre la linea recta.

27 Si un hilo muy delgado y flexible ab [Jig. 3) se su­
jeta por los extremos a y j  se pone tirante (sin que ac­
tué sobre el potencia alguna extraña en los puntos interme­
dios m , n  &c.) sus puntos centrales formarán una línea 
recta.

Se comprende que dehe suceder a s í, puesto que no habiendo potencia 
que tire a desviarlo, sus puntos deben colocarse exactamente entre las dos 
potencias a y  6.

,28 Para abreviar se dice muchas veces una recta^ en vez 
de decir una linea recta.

29 Corolario. Dos puntos cualesquiera determinan la po-
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sicion de una recta, esto es, ejue solo se puede tirar una lí­
nea recta entre dos puntos.

Haciendo girar el hilo {art. 27 ) sobre sus extremos lijos a y 6 
(fig. 3) como quien lo tuerce ( pero por ambos extremos bácia el mismo 
lado) por mas vueltas que dé, no variará la posición de ninguno de sus 
pantos centrales. De este modo se ve prácticamente la verdad del corolario 
anterior. ,

30 Corolario. Dos rectas que se encuentran solo pueden 
tener un punto común. En efecto, si tuviesen dos puntos co­
munes, se confundirían una con otra {cLrt. 29).

31 Corolario. Si dos rectas de igual longitud se colocan 
de suerte que concurran en uno de sus extremos y en otro 
punto, concurrirán también en el otro extremo.

En efecto, si las rectas ah, A B  {Jig. 4) son ele igual lon­
gitud , y se coloca el extremo a  sobre A , de suerte que otro 
punto de la ab caiga también sobre- la A B , toda la recta ah 
caerá sobre la AB {art. 29) ,̂ y si el extremo h no cayese so­
bre B  , caerla á su derecha m , ó á su izquierda n. En el pri­
mer caso la ah seria mayor que la A B  en la porción B m , y 
en el segundo seria menor en la porción B n, lo que es con­
tra lo supuesto. Luego {Arit. 37) el extremo 6 cae exactamen­
te sobre B.

32 Corolario. Si un cuerpo, superficie ó línea giran so­
bre dos puntos fijos, todos los puntos que no esten en línea 
recta con los fijos, mudarán continuamente de lugar.

Para convencerse de esto basta observar , que por delgado que sea un 
hilo dispuesto como se dijo {art. 27 Y ^9 ) ,  todos sus puntos exteriores 
van mudando de posición al paso que el hilo gira.

resulta , que los goznes ó bisagras sobre que gira un cuer 
po deben estar exactamente en línea recta. Sin esta circunstancia no podrá 
verilicarse el movimiento, á menos que dichos goznes ó bisagras no ten­
gan mucho juego. ®

34 En el caso de girar una línea, superficie ó sólido so­
bre dos puntos fijos, ó que se consideran como fijos, los pun­
tos q^e no mudan de posición durante dicho movimiento gi­
ratorio forman una recta, que se denomina eje ó eje de ro­

35 Por dirección se entiende la línea recta: esto es, que 
se dice que un cuerpo se mueve v. g, en la dirección Am
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{fis- cuando camina sin separarse de la línea recta AnBm. 
y se dice que los puntos m B  8cc. están en la dirección Am  
cuando están en la línea recta que va de ^  á ó en su 
continuación.

36 Prolongar una linea es hacerla mas larga : esto es, 
continuarla;, y es evidente que toda línea recta se puede pro­
longar sin límite.

37 Guando se dice que se tire una línea recta indejini- 
d a , ó que se prolongue una recta ijidejinidamente, se en­
tiende que se prolongue lo que se quiera, sin determinar 
cuánto. Sé supone que á lo menos se le ha de dar la exten­
sión necesaria para poder ejecutar con ella lo que se quiere; 
pero no importa que se alargue mucho mas.

3 8 Coi'olario. Se comprende que cada porción de la línea 
recta (por pequeña que sea) es semejante al todo de ella, ó 
de otra cualquiera; esto es, que todas las líneas rectas son 
semejantes entre sí.

Esta propiedad pertenece exclusivamente á la línea recta,
39 Corolario. Si dos porciones de una recta, ó de dos 

rectas cualesquiera, tienen la misma extensión, serán iguales 
y semejantes : esto es, totalmente iguales.

Esto mismo se deduce de lo establecido anteriormente (art. 31 y 16).
40 Línea angulosa es la que sin ser recta se puede di­

vidir toda ella en dos ó mas porciones que lo sean.
V. g. la adh {fig. 5) que se compone de dos rectas ad db •, j  la,aueb 

(Jíg. 6) que se compone de tres rectas au ue , eb.
41 Línea curva es la que por mas que se divida en va­

rias partes, ninguna de ellas es línea recta, ó lo que es lo 
mismo, la que se puede considerar descrita por el movimien­
to de un punto, que continuamente muda de dirección.

V. g. las acb^amb (fig. 7).
42 Línea m ixta  es la que se compone de dos ó mas por­

ciones entre, las cuales hay á lo menos una recta y otra 
curva.

T al es la abcd (fig. 8) que se compone de la recta ah y  la  curva bd.

43 Corolario. Entre dos puntos a j  b {Jig. 7) se pueden 
tirar un. sinnúmero de líneas angulosas, curvas y mixtas; y 
cuakjüiera de ellas será mayor que la recta ah.
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44 Superficie plana ó plano es una superficie sobre la 

cual se puede trazar una línea recta en cualquier sentido.
La superficie plana ni tiene curvidad, ni hoyos, ni emi­

nencias
Si un pedazo de papel, cortado de modo que solo tenga tres puntas ó 

esquinas , se pone tirante sujetándolo por dichas puntas, toma la posición 
de un plano.

45 En adelante, siempre que no se advierta otra cosa, se 
supondrá que todas las líneas y puntos de que se habla están 
en un mismo plano.

46 Si se dobla el papel de la estampa I de suerte que e y n (fig» 4) 
caigan en el doblez , la línea Anm , que era recta cuando el papel esta­
ba extendido, se convertirá en línea angulosa, compuesta de las rectas 
An 5 nm.

Si el papel se rolla, de suerte que no forme dobleces ó esquinas , la 
Anm se convertirá en línea curva.

47 Se dice que dos líneas se encuentran en un punto 
cuando dicho punto es común ^ ambas; y se dice que se 
confunden cuando hay una porción finita de la una común á 
la otra.

48 Cuando la extremidad e {fig. 9) de una línea ec que 
encuentra á otra ab es el punto común á las dos, se dice que 
la ec sale de la , ó que se termina en ella.

49 Cuando después de haberse encontrado dos líneas en 
un punto caen sus dos porciones á distintos lados (esto es, 
cuando se cruzan ) se dice que se cortan.

^ . g. las ab y  cm (fig . .10) que se cortan en e.

50 Cuando una línea corta á otra se dice que es su 
secante.

V. g. las ab (fig. 10) es secante de cm , y la cm es secante de ab.

51 A una porción mtn [fig. 11) de una línea curva se 
se da el nombre de a? co.

52 • Cuerda de un arco es la recta cuyos dos extremos 
coinciden con los del arco.

V . g. la ces {fis- ‘ 0  es cuerda del arco cts , y  la mn es cuerda 
de mtn.

La cuerda se llama también subtensa y se dice que la 
cuerda subtende al arco, ó que el arco está subtendido por 
la cuerda.

3
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53 Corolario. Toda cuerda es menor que su arco [art. 43); 

ó lo que es lo mismo , todo arco es mayor que su cuerda.
54 Al paso que una cuerda es menor, se acerca mas al 

arco , como se ve en la figura 11. Por esta razón la cuerda 
de un arco infinitamente pequeño se puede considerar con­
fundida con dicño arco.

55 Corolario. Toda línea curva se puede imaginar que 
es una línea angulosa, compuesta de un infinito número de 
rectas infinitesimales.

56 A la prolongación de una cuerda infinitamente pe­
queña se da el nombre de tangente de la curva.

57 Corolario. Luego la tangente solo toca al arco en 
un punto : esto es, en dos puntos cuya distancia es infini­
tesimal.

58 Al punto en que la tangente toca á la curva se llama 
punto de contacto.

59 Corolario. Si la curva se imagina engendrada por un 
punto que va caminando {art. 41), la tangente manifestará la 
verdadera dirección en que se movía el punto generador al 
hallarse en el punto de contacto.

60 Corolario. La verdadera dirección de una curva en 
cada punto es la de su tangente en dicho punto.

61 Corolario. Dos rectas no pueden ser tangentes entre 
sí, porque en tal caso se confundu'ian en una sola i ecta 
{art. 35).

62 Corolario. A un punto de una curva solo se puede 
tirar una tangente. •

63 Corolario. La inclinación con que se encuentran ó se 
cruzan dos curvas es la misma que tienen las tangentes que 
salen del punto commi á ambos.

64 Corolario. La verdadera tangente está toda ella en el
plano de la curva.

65 El arco visto desde la parte hacia que queda la 
tangente se llama convexo; y se llama cóncavo cuando se 
considera vista desde la parte opuesta.

Asi mtn {fig. Ia) es convexo visto desde u , y  cóncavo visto desde c.
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C A P IT U L O  I I I .

DE LAS FIGURAS EN GENERAL.

E .66 J- igura plana  es el espacio cerrado por una ó mas 
líneas, que están en un mismo plano.

67 Perimetro de la figura es toda la línea ó conjunto de 
líneas que cierran el espacio de la figura: esto es, su con­
torno.

68 Es evidente que para que haya figura es menester 
q u e , suponiendo que un punto recorre el perímetro, vuel­
va al mismo punto de donde salió, sin desandar lo andado.

69 Corolario. Una curva puede cerrar espacio.
V. g, la hehmb (fig. 23).
70 La figura se llama rectilinea cuando está terminada 

por líneas rectas: esto es, cuando su perímetro es una línea 
angulosa.

V. g. la abe (fig. 19).
71 La figura se llama curvilinea cuando está terminada 

por una ó mas curvas : esto es , cuando en su perímetro no 
hay ninguna línea recta.

V. g. behmb {fig. a3).
72 La figura se llama mixtilineá cuando su perímetro 

es una línea mixta.
V. g, la abe {fig. la )  tei’minada por el arco abe y por su cuer­

da ac.
73 La figura mixtilineá formada por el arco y su cuer­

da se llama segmento ( fig. 12).
74 De lo establecido {art. 68 y  30) se sigue , que para 

formar una figura rectilínea se necesitan á lo menos tres 11-O
neas rectas.

V. g. ah j he f ca {fig. 19) que forman la figura abea.
7-5 Triángulo es una figura terminada por tres líneas 

rectas i^Jlg. 19).
76 Se llama lado de, la figura rectilínea á cada una de 

las rectas que forman su perímetro, y por esta razón se dice 
que el triángulo es una figura rectilínea de tres lados.
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77 Corolario. Se sigue de lo dicho (a rí. 74) que el 

triángulo es la figura rectilínea que consta de menos lados.
78 Corolario. YX perímetro de ima figura es igual á la 

suma de todos sus lados.
79 Corolario. Dos lados cualesquiera de un triángulo, 

V. g. ah, be [Jlg. 19), forman una suma mayor que el terce­
ro ac.

En efecto , los lados ú b , he, forman una línea angulosa, ^compren- 
dlda entre los mismos puntos que la ac que es recta, y  por consiguiente 
serán mayores qne ella (art. 43).

CAPITULO IV.

DEL ANGULO Y  D E LA CIRCUNFERENCIA.

80 Júngalo  es la abertura ó inclinación de dos líneas 
ae 5 ze [Jig. 13) que se terminan ó se suponen terminadas 
en un mismo punto e.

81 Se llama vértice del ángulo al punto e en que se 
terminan, ó se suponen terminadas, las líneas que lo forman.

82 Se puede decir que el ángulo (visto desde su parte 
exterior e) es la punta de una superficie.

83 Se llaman lados del ángulo las líneas que lo forman.
V. g. eo , ez (Jíg. i 3) son los lados del ángulo e.
84 El ángulo se llama rectilíneo cuando sus lados son lí­

neas rectas; curvilíneo cuando sus lados son líneas curvas; y 
mixtilineo cuando el uno de sus lados es linea recta, y el 
otro línea curva.

Así (fig. i3 )  oca es rectilíneo; ( /^ .  i5 ) hcjf es curvilíneo; y lc¡f m ix- 
tilíneo (Jig. 3 6).

85 Cuando no se advierta otra cosa, se entiende que se 
habla del ángulo rectilíneo; y mas adelante se tratará de 
otra es]3ecle de ángulos.

86 Cuando un ángulo está solo, para designarlo basta 
nombrar la letra que esta inmediata a su vértice, hacia su 
parte exterior, ó hacia la interior.

Cuando en un punto concurren muchas líneas, se sue-
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len designar los ángulos con tres letras, colocando la de su 
vértice en el medio , y las de sus lados en los extremos.

A  los maestros toca el aclarar esto con ejemplos.

87 Se dice que un ángulo es muy pequeño cuando es 
muy corta la abertura de sus lados: esto es, cuando su pun­
ta es muy aguda.

Tal es el ángulo e {fig* i 3).

88 Se dice que un ángulo es muy grande cuando es 
mucha la abertura de sus lados; esto es, cuando su punta 
es poco aguda.

Tal es el ángulo u (Jig. 14)*

89 Corolario. El menor de todos los ángulos será el que 
se considera formado por dos rectas que casi se confunden 
en una sola, cayendo la una sobre la otra; y el mayor será 
el que se considera formado por dos rectas, dispuestas de 
suerte que casi forman una sola , siendo la una prolonga­
ción de la otra.

90 Corolario. La magnitud de un ángulo ninguna depen­
dencia tiene con la longitud de sus lados.

En efecto, por mas que se prolonguen las e a , cz 
[Jig. 13), el ángulo en e (esto es, la agudeza de la punta e) 
no variará.

91 Corolario. Si una recta p/i {Jig. 17) está entre las
p t , que concurren en el propio punto p , el ángulo forma­
do por las dos líneas extremas pcl, p t  será igual á la suma de 
los formados por cada una de las extremas con la interme­
dia p h  : esto es, que será dj?tz=z ápli-^lipt.

92 Corolario. De esta consideración resulta, que el ángu­
lo formado por una línea intermedia con cualquiera de las dos 
extremas, es menor que el que estas dos líneas forman en­
tre sí {^Árit. 24). .

Se tendrá presente <jne se supone que las tres líneas están en un mismo 
plano {art. 45).

93 Corolario. Si los ángulos o y 5 {Jig- 17 ) son iguales, 
cada uno de ellos será mitad del total d p t , é inversamente, 
dpt será duplo de cualquiera de ellos.
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,94 Corólaj'io. Si del ángulo total dpt se resta el ángulo o, 

resultará el ángulo 5 {^Arit. 92).
95 Corolario. De estas consideraciones y otras semejan­

tes , que pueden hacerse sobre tres ó mas ángulos, se dedu­
ce que los ángulos se pueden sumar, restar, multiplicar, 
partir &c.; esto es , que con los ángulos se pueden hacer las 
mismas operaciones que con cualesquiera otras cantidades.

96 Teorema. Si dos ángulos son iguales , se podrán so­
breponer el uno al otro, de suerte que sus lados se ajusten 
hasta cierto punto.

Demostración. Sean bac y mnn {Jig. 18) los ángulos 
iguales. Supongamos que se pone n sobre a de suerte que el 
lado mn caiga sobre ab j  nu k la derecha de ab. Será pre­
ciso que suceda una de tres cosas: esto es, que na  caerá, ó á 
la izquierda de ac como a5, ó á la derecha como a t , ó so­
bre ac. En el primer caso resultaría bas ( que se supone que 
es el mismo mnn) menor que bac {art. 92). En el segundo 
caso resultaría bat (que se supone que es el niismo mna) ma­
yor que bac. Es así que uno y otro es contra lo supuesto: lue­
go caerá na sobre ac. Luego los lados zznz, na  se ajustarán 
con los a b , ac hasta donde alcancen ; de suerte que los ex­
tremos no coincidirán si no son iguales dichos lados.

97 Lema. Si dos triángulos tienen un ángulo del/ uno 
igual á un ángulo del otro, y los lados que forman dicho án­
gulo del uno iguales á los que forman su igual en el otro, se­
rán totalmente iguales.

Demostración. Sean bac y BAC {Jig. 19) los triángulos 
propuestos^ y en ellos a:=: A^ ab:= iAB, y ac~AC. Por el 
teorema anterior se podrá sobreponer A  sobre a , de suerte 
que los lados A B , AC caigan sobre ab y txc; y por ser dichos 
lados iguales^ caerán también los extremos B  sobre 6, y C 
sobre c {art. 31). Luego {art. 29) la BC caerá sobre la be 
exactamente, y por lo tanto los triángulos bac, BAC serán to­
talmente iguales {art. 16). Esto es, que serán iguales los la­
dos BC, be, opuestos á los ángulos iguales; como también los 
ángulos opuestos á los lados iguales b ~ B ,  y cz=zC.

98 Si una recta cb {/ig. 21) da una vuelta entera sobre
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el extremo c inmóvil ( sin salir del plano del papel), todos sus 
puntos b &c. describirán unas curvas terminadas en sí mis­
mas belimb^, dtpqd &c. que llaman circunferencias.

99 La figura terminada por la circunferencia se llama 
circulo, y á veces se suele dar este mismo nombre á la cir­
cunferencia.

100 El punto c, alrededor del cual gira la-línea que des­
cribe la circunferencia, se llama cení/o del circulo.

101 Las cii'cunferencias behmb, dtpqd., que tienen un 
mismo centro c, se llaman concéntricas {fjig. 21).

102 Las circunferencias que tienen diferentes centros se 
llaman excéntricas', tales son {Jig. 22) BE H M B^ behmb 
cuyos centros son C j  c.

103 La recta comprendida entre el centro y la circun­
ferencia del círculo se llama radio.

Asi cb (fig, a i )  es radio del círculo behm, y  cd es radio del círcu­
lo dlpqd.

104 Corolario. De la descripción del círculo (a ri. 98) 
se sigue que todos los radios de un mismo círculo son iguales.

105 El radio es la línea recta cuya rotación ba produci­
do la circunferencia [art. 98); y por esto se dirá en adelanté 
V. g. descríbase una circunferencia con tal radio y tal centro.

106 Pará describir la circunferencia se hace uso de unos 
instrumentos llamados compases, cuyo manejo deben explicar 
los Maestros.

Las dos puntas del compás determinan los extremos del 
radio; y por esta razón se dirá en adelante v. g. descríbase 
una circunferencia, ó un arco de círculo, desde tal punto con 
tal abertura de compás.

107 Corolarios. Todo punto a [Jig. 23), colocado dentro 
del círculo, se hallará á una distancia del centro C menor que 
el radio CE ; y todo punto 5, colocado fuera del círculo, se 
hallará á una distancia del centro C mayor c[ue el radio CE.

108. Corolarios. No son menos evidentes las proposicio­
nes inversas : esto es, que todo punto colocado en el plano 
del círculo se hallará dentro ó fuera de la circunferencia, se­
gún que su distancia al centro sea menor ó mayor que el radio.
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109 Corolario. Los círculos descritos con iguales i'adios ó 

aberturas de compás serán totalmente iguales.
Si se quiere demostrar esto con extensión, imagínese que 

los dos círculos se ponen uno sobre otro en un mismo plano, 
de suerte que sus centros coincidan y no hay duda en que 
sus circunferencias se confundirán. En efecto, si dichos círcu­
los [fig. 23) son behmb y B E E M B , y se imagina c so­
bre C, si algún punto de la primera circunferencia cayese 
dentro de la segunda, v. g. en a ,  se seguirla que su radio Ca 
seria menor que CE ; y si cayese fuera como en 5 , se seguiría 
que el radio Cs seria mayor que CE.

110 Se puede definir el círculo diciendo, que es una 
figura plana terminada por una línea curva , cuyos puntos 
distan igualmente de un punto colocado en su mismo plano. 
Este es el centro.

111 La circunferencia es el perímetro del círculo^ y 
también suele llamarse periferia.

112 Guando se dice simplemente arco ( sin expresar de 
qué curva), se entiende que se trata de un arco de círculo ; y 
cuando se dice un arco descrito desde c {Jig. 24), se entien­
de un arco de círculo cuyo centro es el punto c.

113 Teorema. Los arcos de igual extensión pertenecien­
tes á un mismo círculo ó á círculos iguales son totalmente 
igual es.-

JDemostracion. Imagínese un círculo puesto sobre otro, 
como se dijo (ar/;. 109), de suerte que el principio de un 
arco coincida con el principio de su igual, y no hay duda en 
que coincidirán los extremos de dichos arcos.

Se demuestra esta con extensión por el mismo estilo que la proposi­
ción del artículo citado y la del artículo 3 1 en la figura 24..

114 Tema. Si dos triángulos tienen los tres lados del uno 
iguales á los del otro, dichos triángulos serán totalmente 
iguales.

Bemostracioii. Se[LTi los triángulos A B E , abe (Jig. 20), 
en los cuales se suponen iguales los lados designados con las 
mismas letras. Desde jE' como centro, y con el radio E B ,  des­
críbase el arco E T ,  y desde A  como centro descríbase el
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arco D Bl con el radio AB. En cl otro triángulo dcscríljansc 

• también los arcos lit y clm con los radios eb y ah. Hecho 
esto, imagínese la A E  puesta sobre la ae, de suerte que se 
confundan sus extremos, en lo que no hay dificultad {art. 31 
Es evidente que el radio A M  cáerX sobre su igual am (art. 3 í 
y por consiguiente el arco MD  caerá sobre md (art. 109 . 
Por semejante razón caerá T H  sobre th. Luego el punto B  
(común á los arcos MD  y TH ) caerá sobre b (común á los 
arcos md y t!i)'. esto es, que los triángulos se ajustarán exac­
tamente (ari. 29) ; y porlo  tanto serán totalmente iguales 
(art. IG).

115 En el círculo toda cuerda su (fig. 25) subtende dos 
arcos 5Cí¿, sinu\ y cada uno de ellos es igual á lo que le fal­
ta al otro para completar la circunferencia. Cuando no se 
advierta otra cosa, se entiende que se habla del arcò menor.

116 Teorema. En un mismo círculo, ó en círculos igua­
les , á iguales cuerdas corresponden iguales arcos.

Demostración. SI las cuerdas ah y em (Jig. ^ i)  son igua­
les, los triángulos acó, ecm serán totalmente iguales (art. 104 
y  114)^ y por consiguiente podrán sobreponerse de suerte 
que e caiga sobre a j  m  sobre b (art. 18). Es evidente que 
en tal caso caerá todo el arco esm sobre aub , puesto que si 
algún punto del primero cayese liácia la parte exterior ó in­
terior del segundo, resultarla que el radio correspondiente á 
dicho punto serla mayor ó menor que el radio del arco aaó; 
lo que no puede ser (art. 104 y  109). Luego esm se ajusta 
exactamente con aub, y por lo tanto dichos arcos serán to­
talmente iguales.

117 Teorema. En un mismo círculo, ó en círculos igua­
les , á iguales arcos corresponden iguales cuerdas.

Demostración. Si los arcos esm, aub (Jig. 24) son igua­
les poniendo el primero sobre el segundo , se ajustarán sus 
extremos (art. 113 y  18); y por consiguiente se ajustarán 
las cuerdas (art. 29). Luego dichas cuerdas em, ab serán 
iguales.

11b Se llama diametro de un círculo la cuerda que pasa 
por su centro.

4
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V. g. hh (fig. 2z) es diámetro del círculo hchmb.

119 Corolario. Todos los diámetros de un mismo círcu­
lo , ó de círculos iguales, serán igualesporque se componen 
de dos radios {art. 104) v. g. {Jig. 21) cb  ̂ch.

120 Corolario. El diámetro de un círculo es duplo del 
radio: ó lo que es lo mismo , el radio es mitad del diá­
metro.

121 Teorema. El diámetro es la mayor cuerda ; esto es, 
la mayor línea recta que se puede tirar dentro del círculo.

Demostración. su {Jig. 25 ) una cuerda cualquiera; 
y tirando á sus extremos los radios es, cu, resulta la cuerda 
su menor que se+cu (a/'í. 7 9). Es así que la suma de los ra­
dios sc-\-cii es igual al diámetro bh {art. 120): luego cual­
quiera cuerda es menor que el diámetro.

122. Teorema. El diámetro divide al círculo y á la cir­
cunferencia en dos partes totalmente iguales.

Demostración. Imagínese la parte adb (j^g. 26) doblada 
hácia abajo, de suerte que el doblez sea el mismo diámetro 
ac6; y resultará que dicha porción adb se ajustará exacta­
mente con la aub. Luego dichas porciones son totalmente 
iguales.

Si se quiere demostrar con extension que adb cae exac­
tamente sobre aub , bastará advertir que si cayese hácia aden­
tro , como aeb, resultaria el radio ce menor que ci¿; y si ca­
yese hácia afuera, como apb, resultaria el radio cp mayor 
que cu ; lo que no puede ser {art. 104).

123 Corolario. De las dos porciones desiguales en que una. 
cuerda divide á la circunferencia y al círculo , la mayor será 
aquella en que se halla el centro.

124 Se da el nombre de semicircunferencia á la mitad 
de la circunferencia; y el de semicírculo á la mitad del 
círculo.

125 A la mitad de la semicircunferencia, ó cuarta par­
te de la circunferencia, se da el nombre de cuadrante ; y á 
la mitad del semicírculo, ó cuarta parte del círculo , se da 
el nombre de cuarto de circulo.

126 Se llama sector Isi porción de círculo comprendido
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entre dos radios ; y corona la porción de círculo compren­
dida entre dos circunferencias concéntricas que están en un 
mismo plano.

Véanse las figuras 24 Y
127 Hipótesis. Toda circunferencia se imagina dividida 

en 360 partes iguales, que se llaman grados. El grado se 
considera dividido en 60 partes iguales, que se llaman mi- 
nutos\ y asi sucesivamente, como se dijo {Arit. 66).

128 Corolario. Cada grado será —  de su correspon-
36o

diente circunferencia ; y cada minuto —î— de la misma.
21600

129 Corolario. Los grados y minutos serán tanto mayo­
res ó menores , cuanto mayores ó menores sean las circunfe­
rencias á que pertenecen : esto es, que en general, las ex­
tensiones absolutas de los arcos de igual número de grados, 
estarán entre sí en razón directa de las circunferencias á 
que pertenecen.

130 La semicircunferencia valdrá 180° ; el cuadrante 90°, 
y su mitad (que es el de la circunferencia) valdrá 45°.

131 Teorema. Si desde el centro de varias circunferen­
cias concéntricas se imaginan 360 rectas que formen entre 
sí 360 ángulos iguales,.los arcos de todas las circunferencias 
comprendidos entre cada dos lados de dichos ángulos, val­
drán un grado.

Demostración, Por ser iguales los ángulos; sobreponién­
dolos como se dijo {art. 96), se ajustarán, y por consiguien­
te coincidirán los extremos de los arcos correspondientes á 
cada circunferencia {art. 31). Luego los 360 arcos de cada 
circunferencia, comprendidos entre los lados de los ángulos, 
serán iguales entre sí {art. 116); y por lo tanto {art. 128) 
cada uno de ellos valdrá un grado,

132 Corolario. Luego todo ángulo, que teniendo su vér­
tice en el centro de cualquiera circunferencia, comprenda en­
tre sus lados un arco de m  grados de dicha circunferencia, 
contendrá m  veces al ángulo que abrace entre sus lados el
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arco de un gi'ado de cualquiera circunferencia descrita desde 
su vértice; y lo mismo se verifica con los minutos, segun­
dos &c.

133 Corolario. De lo c|ue se acaba de decir y de lo di­
cho [Arit. 3 y  4) se sigue que los verdaderos valores.de los 
ángulos se pueden expresar por los grados del arco de cual­
quiera circunferencia descrita desde su vértice que intercep­
tan ó comprenden sus lados.

134 Corolario. Medir un ángulo será contar el número 
de gi’ados y minutos del arco descrito desde su vértice y com­
prendido entre sus lados.

1 35 Angulo recto es el que tiene por medida el cuadran­
te ó arco de 90°.

136 Angulo agudo es el c|ue vale menos de 90°.
137 Angulo obtuso es el que vale mas de 90°.
138 En general se llaman ángulos oblicuos todos los 

que valen mas ó menos de 90° : esto es, todos los que no son 
rectos.

139 Linea oblicua es la que forma con otra uno ó dos 
ángulos oblicuos.

140 Corolario. Todos los ángulos rectos son iguales, pues­
to que tienen el mismo valor.

141 Teorema. La suma de todos los ángulos sucesivos 
formados alrededor de un punto, de suerte que el último ten­
ga un lado común con el primero, valdrá 360° justos.

Demostración. Es evidente {^jig. 21) que acb-i-bed+dee 
-{-ecm-\-incn-+nca valen 360 grados, puesto que la suma 
de sus medidas ab-\-bd &c. es toda la circunferencia.

14.2 Corolario. Se podrá decir que la suma de todos los 
ángulos sucesivos formados alrededor de un punto es igual á 
cuatro rectos {art. 13 5).

143 Corolario. La suma de todos los 
formados hácia un lado de una recta ae {Jig. 27 ) vale 180°, 
o dos rectos; puesto que la suma de sus medidas es la semi­
circunferencia abde.

144 Suplemento de un arco ó ángulo es lo que le falta 
para valer 180°, ó dos rectos.

ángulos sucesivos
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V . g. (yig. 9) acc es suplemento de ceh.
1 45 Corolario. Si el ángulo A es suplemento del ángu­

lo , el ángulo B  será suplemento de A.
146 Corolario. Si dos ángulos A '^ B  son suplementos el 

uno del otro, ó serán los dos rectos, ó el uno será agudo y 
el otro obtuso.

147 Si una recta ec 9) sale de otra ah , los dos ángu­
los que forman con ella, aec, cc5, sé llaman ángulos contiguos.

148 Corolario. Los ángulos contiguos son suplementos 
uno de otro, y juntos valen 180°, ó dos rectos.

149 Corolario. El menor ángulo posible es el de cero 
grados^ y el mayor posible es el de 180° [art. 89).

1 50 Corolario. El suplemento de un ángulo se halla res­
tando su valor de 180°.

151 Se llama complemento de un arco ó ángulo á su dife­
rencia con el cuadrante ó ángulo recto, por defecto ó j)or exceso.

V . g. Si ame 28) es un cuadrante, el complemento de acin  ̂ por 
defecto) sera mce\ y  el complemento de acn (por exceso) será ecn.

152 Corolario. El complemento de un ángulo agudo se 
halla restando su valor de 90°.

153 Corolario. Si el ángulo agudo A  es complemento del 
agudo B , el ángulo B  será complemento de A.

154 Corolario. Si dado un ángulo obtuso se pide su com­
plemento, se hallará este restándole 90°; y si dado un com­
plemento por exceso se pide el ángulo obtuso á que corres­
ponde , se hallará este sumándole 90°.

1 55 El complemento por exceso se halla fácilmente de memoria como 
signe:

Si hay 9 en las decenas de grado, hasta suprimirlo para obtener el com­
plemento.

Si no hay 9 en las decenas de grado, se añade una unidad á las dece­
nas s y  se omiten las centenas.

Ejemplo l.°  Si se pide el complemento de 98®.........  22 '......... l3'^,
con solo quitar [el 9 de las decenas se halla que 8°....... 22' ...... i e»
el complemento por exceso.

Ejemplo 2.® Si se pide el copnplemento de io 3®......... iS ’ .............20",
agregando una unidad á las decenas (que son cero), y  suprimiendo las cen­
tenas , se halla que i 3®.........i 5  ̂ ..........20̂  ̂ es el complemento.

Ejemplo 3.® El complemento de 147°......... 38' .......... iG "  es o?®..
38' .......2 6 " ,
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1 56 Conociendo el conaplemento por exceso, es mny fácil el hallar 

el valor del ángulo de memoria como sigue.
Si no hay decenas en el complemento por exceso , basta poner el 9 en 

el lugar de las decenas para obtener el ángulo.
Si hay decenas en el complemento por exceso, se disminuyen estas d« 

una unidad, y  se pone la unidad en el lugar de las centenas para obte­
ner el ángulo.

Ejemplo I.® Si el complemento por exceso es 8®............. a a' .........
será el ángulo obtuso 98°...... aa^..........

Ejemplo a.® Si el complemento por exceso es i 3®........ i 5' ..........z o " ,
será el ángulo io 3°.......  I 5 .̂...... ao^'.

Ejemplo 3.® Si el complemento por exceso son 67®........38 .̂...........a6^^
será el ángulo 147°......38 '̂ ........26 ".

157 Dos ángulos se llaman opuestos por el vértice cuan­
do cada uno de ellos está formado por la prolongación de los 
dos lados del otro.

V. g. aec y meb {fig. 10) son opuestos por el vértice. También son 
opuestos por el vértice aem, bec.

1 58 Teorema. Los ángulos opuestos por el vértice son 
iguales.

Demostración. Supongamos que se quiere demostrar la 
igualdad de aec, hem {Jtg. 10). Se dirá aec+ceb valen 180° 
por contiguos [art. 148)^ y ce5-H5em valen también 180° 
por lo mismo. Luego quitando de arabas sumas el ángulo co­
mún ceb, resultará (Arit. 26) aec-=zbem.

Si se trata de demostrar que es ceb=mea , se dirá , hcm-\-ceb~bem 
-\-rnea, por ser ambas sumas iguales á 180® (arí. I 4 0 ) í  y  quitando de 
dichas sumas el ángulo común bem , resultarán iguales los residuos ce6, 
mea (Arit. 26). . , ,

159 Problema. Hacer un ángulo igual á otro ángulo
dado.

Resolución. Sea el ángulo dado A {Jig> 29).
1. ° Tírese la recta indefinida am.
2. ° Haciendo centro en el vértice A del ángulo dado, 

descríbase entre sus lados el arco E uB  con cualquiera aber­
tura de compás AE.

3. ° Con esta misma abertura y centro a descríbase un 
arco indefinido eot.

4. ° Tómese con el compás la distancia ER.
5. ° Con dicha abertura y centro e descríbase el arqui­

to Is , que cortará al eot, en b.
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6.° Por los puntos a y b tírese la recta ab, y resultará 

el ángulo mah-=zMAB,
Demostración. E u B e o b  son arcos de círculos iguales- 

(art. 109); y sus cuerdas EB^ eb son también iguales por 
construcción. Luego los arcos eo6 serán de igual nú­
mero de gi'ados (art. 116); ]wr lo tanto serán iguales los 
ángulos A y a  medidos por ellos (art. 134).

C A P IT U L O  V.

D E  LAS LINEAS PERPENDICULARES.

160 C uando  una recta encuentra á otra sin inclinarse 
mas liácia un lado cpie liácia otro, se dice que es jierpen- 
dicular á ella.

V. g. la eu (̂ fig> 3o) será perpendicular á la a 6 , si la encuentra sin 
inclinarse mas hacia la derecha que hacia la izquierda.

161 Corolario. Si una línea es perpendicular á otra, for­
mará con ella dos ángulos iguales (art. 80).

162 Corolario. Si una línea encuentra á otra formando 
con ella dos ángulos iguales , será perpendicular.

163 Teorema. Toda recta que es perpendicular á otra 
forma con ella cuatro ángulos rectos.

Demostración. Si la ea (Jig. 30) es perpendicular á Ja 
aú, los ángulos awe, bae deben ser Iguales (art. 161); y 
como entre los dos valen dos rectos por contiguos (art. 14 8), 
cada uno de ellos será recto. Luego también serán rectos los 

aum , que deben ser iguales á ellos por opuestos al vér­
tice (art. 158).

164 Corolario. Si una línea A  es perpendicular á otra 
línea B , también la línea B  será perpendicular á A.

En efecto, si la ea es perpendicular á la ab (Jig. 30), 
formará con ella cuatro ángulos rectos (art. 163). Luego los 
dos ángulos aum  serán iguales (art. 140); y por lo tan­
to , la au será perpendicular á eu (art. 162).

165 Corolario. Si una recta es perpendicular á otra, su 
prolongación también será perpendicular.
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En efecto, puesto que la perpendicular en [fig. 30) for-

un ángulo
perpendicular á ah [cirt. 162)

166 Teorema, Si una recta forma con otra 
recto , será peiq^endicular á ella.

Demostración. Si la en [Jlg. 30) forma con la ah eláno-u- 
lo alie recto, su suplemento eub también será recto («rí. 148). 
Luego los ángulos aae  ̂ eub serán iguales; y por lo tanto, 
será la eu perpendicular á la a6 ( art. 162).

167 Corolario, Toda línea que forma con otra un ángulo 
oblicuo no puede ser perpendicular á ella.

En efecto, si la su 31) forma con la ab el ángulo
aus agudo, su suplemento será obtuso (arí. 146). Luego 
dichos ángulos serán desiguales  ̂ y por lo tanto la su se incli­
nará mas liácia un lado que hacia otro , y no será perpendi­
cular {cirt, 160).

168 Teorema, Por un punto de una recta solo se puede 
hacer pasar una perpendicular á ella.

Demostración, Si la eu (fig, 31) es perpendicular á la 
los ángulos cua , cub serán rectos [art. 163). Cualquiera otra 
recta que pase por u y. g. la su , formará con la ab el ángulo 
aus,, que es parte de aue: luego aus es agudo [art. 135 
y  136): y por lo tanto, la su no puede ser perpendicular á 
la ab [art. 167).

169 Teorema. Desde cualquier punto, fuera de una rec­
ta, no se puede tirar á ella línea alguna que no sea mas larga 
que la perpendicular; esto es, que la perpendicular es la 
menor distancia de un punto á una recta.

Demostración. Sea [Jig. 31 ) e el ymnto, ab la recta de 
que se trata, y eiim la perpendicular. Tómese la porción unt 
igual á la ue y tírense desde e y m dos rectas eb, mb á cual­
quier punto b de la ab. En los triángulos eub, mub, los án­
gulos en u son iguales [art. 163): el lado ub es común á los 
dos, y ue se liá tomado igual á u m ; luego dichos triángulos 
serán totalmente iguales [art. 97); y por consiguiente será 
eb~zzmb. Esto es, que eb será mitad de ebm , así como eu es
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mitad de eum por construcción. Es asi que ehm es mayor que 
eum {art. 43); luego e6, mitad de eó/?i será mayor que e¿¿, 
mitad de eum.

170 Guando se trata de la distancia de un punto á una 
línea (sin especificar otra cosa) se entiende que se habla de la 
mas corta ; esto es, de la perpendicular.

171 Teorema. De un punto cualc[uiera, fuera de una 
recta , no se puede tirar á ella mas que una perpendicular.

Demostración. Si se dijese (j^g. 31) c¡ue dos líneas eu, 
eh son perpendiculares á la a 6 , por ser perpendicular la e¿z, 
seria eh mayor que ea [art. 169); y por ser perpendicular 
la eh , seria ea mayor que eó, lo que es absurdo: luego tam­
bién lo es el que puedan tirarse dos perpendiculares ei¿, eh 
á una recta ah desde un mismo punto e [Arit. 37).

172 Teorema. Si una recta tiene dos puntos a ^  u.¡ ó a  
y e [Jíg. 32), cada uno de los cuales dista igualmente por 
ambos lados de dos puntos 5 y í de otra recta, las dos líneas 
serán perpendiculares.

Demostración. Si el uno de los puntos u está sobre la 6c?, 
de suerte que son uszizut y esznzet, los triángulos eus, eut 
serán totalmente ignales, por tener los tres lados del uno igua­
les á los del otro ( art. 114) ; luego los ángulos eus , eut, 
opuestos á los lados iguales, serán iguales ; y por lo tanto, 
será ea perpendicular á hd [art. 162).

Si los dos puntos que distan igualmente de 5 y í son a j e :  
esto es, si se supone a s ^ a t ,  es— ct, los triángulos aet, aes 
tendrán los tres lados del uno iguales á los del otro, y por lo 
tanto [art. 114) resultarán iguales los ángulos sae, tae, opues­
tos á iguales lados. De aqui se sigue que los triángulos sau, 
taa  tienen iguales los ángulos en a , el lado asz=zat y au co­
mún: luego dichos triángulos sau , taa  son totalmente igua­
les [art. 97); y por consiguiente será el ángulo aah— aud: 
esto es, será la aa perj^endicular á la hd [art. 162).

173 Guando un punto está á iguales distancias de dos 
o mas puntos, se dice que está equidistante de dichos 
puntos.

174 Teorema. Si una recta eu [Jíg- 32) tiene un punto c
Ó
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equidistante de dos puntos 5 y í de otra á que es perpendicu­
lar, no puede haber fuera de la en (prolongada al infinito) 
punto alguno equidistante de dichos puntos 5 y í.

Demostración. Si hubiese otro punto s equidistante de s 
y í ,  tirando por c y z una recta, dicha recta seria perpendi­
cular á la hd [art. 172). Se seguirla de aqui que por un pun­
to e pasarían dos perpendiculares á la b d ; esto es, la eit y 
la ez; pero esto es imposible (arí. 171): luego también lo es 
el que pueda haber fuera de la eu punto alguno equidistan­
te de 5 y í 37).

175 Teorema. Si una recta eu {Jig. 32) tiene un punto e 
igualmente distante de dos puntos 5 y í de otra recta bd á 
que es perpendicular, no puede haber en la eu punto alguno 
que no esté equidistante de s y t.

Demostración. Se ha demostrado que no puede haber fiie- 
ra de la eu punto alguno equidistante de 5 y í  (a r í. 174); 
pero sobre la st debe haber un punto equidistante de 5 y í: 
luego dicho punto será u\ esto es, que uszzmt. Demostrado 
esto, si de cualquier punto de la eu, y. g. desde a se tiran 
las oblicuas as, a t,  los triángulos sua , tua , que tienen el 
lado ua  común, uszzzut y auszzzaut serán totalmente iguales 
(ar£. 97); y por consiguiente será a s ~ a f .  esto es, que el 
punto a estará equidistante de s y £.

17 6 Problema. Por un punto dado, dentro ó fuera de 
una recta, tirar una perpendicular á ella.

Resolución. l.° Tanto en el caso de estar u en la recta «6 
[Jig. 33), como en el de estar fuera de ella [Jig- 34), fíjese 
una punta del compás en el punto dado u.

2. ° Con cualquiera abertura háganse en la ab las dos in­
tersecciones s y t  con la otra punta.

3. ° Hecho esto, desde t ,  con cual(piera abertura (mayor 
que la mitad de 5f), descríbase un arquito mo .

4 ° Desde s descríbase con la misma abertura otro arqui­
to ex, que cortará el primero en c.

5.° Tírese una recta cu por los puntos c y u , y  esta sera 
la perpendicular que se pide.

Demostración. El punto u dista igualmente de los pun-
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tos 5 y í , y lo propio le sucede al punto c : luego la cu será 
perpendicular á la ab {art. 172).

177 Problema. Dividir una recta, ó una porción de rec­
ta , en dos partes iguales por medio de una perpendicular.

Resolución. Sea st (Jig. 35) la porción de recta que se 
quiere dividir en dos partes iguales.

1. ° Desde í ,  como centro, con cualquiera abertura de 
compás (mayor que la mitad de ís), descríbanse los arqui- 
tos om, df.

2. ° Desde s , como centro, con la misma abertura de com­
pás , descríbanse ios arquitos e x , u z , que corten á los ante­
riores.

3. ° Por los puntos de intersección c y p  hágase pasar una 
recta, que será perpendicular á la st, y la dividirá por mi­
tad en h.

Demostración. Por tener la cp los puntos c y  p  equi­
distantes de 5 y í  ( por construcción) ,  será perpendicular á 
st (art. H2)-, y  no habrá en ella punto alguno que no esté 
equidistante de 5 y í  ( art. 175 ): luego hs— h t, y  por lo tan­
to la porción st quedará dividida en dos partes iguales en h.

178 Generalmente se dice levantar una perpendicular 
á la ab (Jig. 33) desde el punto u , cuando u  está en la mis­
ma ab, aunque la perpendicular caiga hácia abajo. Guando 
el punto u de que se trata (Jig. 34) está fuera de la , se 
suele decir bajar una perpendicular á la desde u. Lo me­
jor es decir en todos casos tirar una perpendicular á la ab 
desde tal punto, ó hacer pasar una perpendicular á la ab por 
tal punto.

179 Teorema. Toda recta que pasando por el centro de 
un círculo es perpendicular á una cuerda , dividirá á la cuer­
da y á su arco en dos partes iguales.

Demostración. Si la cm (Jig. 36) que pasa por el centro 
c es perpendicular á la cuerda ae, tendrá el punto c equi­
distante de a  y e ( art. 110), y ( art. 17 5 ) no habrá en ella 
punto alguno que no esté equidistante de a  y e : luego u es­
tará equidistante de a y  e , y  por consiguiente la cuerda es­
tará dividida por mitad en u. También m  estará equidistante
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de a j e .  De aquí se deduce la igualdad de las cuerdas ma, 
m e , y por consiguiente (arí, 116) la igualdad de los arcos 
m a , m e : esto es, que el arco ame estará dividido por mi­
tad en m.

180 Teorema. La recta que siendo perpendicular á una 
cuerda la divide por mitad , pasa por el centro del arco.

Demostración. Si la recta mh (Jig. 36), que es perpen­
dicular á la cuerda ae , la divide por mitad en el punto ii 
estará equidistante de a  y e , y por lo tanto no podrá haber 
fuera de la mb punto alguno equidistante de a y  e (art. 174). 
Es asi que el centro del arco es un punto equidistante de a 
y e {art. 110) : luego la mb pasa por dicho centro.

181 Corolario. De los dos teoremas anteriores se sigue 
que la perpendicular que divide á una cuerda por mitad di­
vidirá por mitad á su arco.

182 Corolario. Toda recta cm {Jig. 36) que pasando por 
el centro c divide por mitad á la cuerda ae ó al arco ame.  ̂
será perpendicular á la cuerda, respecto á que tendrá dos 
puntos c j  u^6 c j  m , equidistantes de sus extremos a j e  
{art. 110 y  17 2).

183 Corolario. El radio cm {Jig. 36) tirado al punto de 
contacto será perpendicular a la tangente J h ^  lespecto a cpie 
esta es prolongación de la cuerda de un arco infinitesimal, 
cuya medianía está en el punto de contacto {art. 56 á  61).

184 Corolario. De lo establecido {art. 181 ) resulta que 
un arco se puede dividir por mitad por el método del ar­
tículo 177;, y cuando se conoce el centro c {Jig. 37), basta 
hallar el punto t en que se cortan los arcos descritos desde 
a j  b con iguales aberturas de compás, y tirar una recta por 
loŝ  puntos t y c para que resulte el arco ab dividido por mi­
tad en 5 (arí. 110).

185 Problema. Dados tres puntos , que no esten en li­
nea recta, hacer pasar por ellos una circunferencia.

Resolución. Sean {fig . 37) a, 6 y e los tres puntos dados.
1.0 Unanse (ó imagínense unidos) dichos tres puntos con 

las rectas a 5 , , que serán cuerdas de la circunferencia que
se ha de describir.
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2. ° Divídase la ah por m itad, por medio de la perpen­

dicular íp (a r í .  177).
3. ” Divídase también la be por mitad, por medio de la 

perpendicular mq.
4. ° El punto c en que se encuentran dichas perpendicu­

lares tp  5 mq^ será el centro del círculo; y su radio será la 
distancia desde c á cualquiera de dichos tres puntos, v. g. á a.

Demostración. Respecto á que la perpendicular tjD divide 
por mitad á la cuerda a h , el centro del círculo deberá hallar­
se en dicha perpendicular (a rí. 180). Por semejante razón 
debe estar el centro en la otra perpendicular mq : luego el 
centro es el punto c, común á dichas dos perpendiculares 
t p , mq.

No puede estar el centro en otra parte , respecto á que 
las dos rectas íp , mg, solo se cortan en un punto {art. 30).

186 Corolarios. Luego por tres puntos no puede pasar 
mas que una circunferencia; esto es, que dados tres puntos 
está determinada la circunferencia que debe pasar por ellos; 
y dos circunferencias que se cortan solo j)odrán tener dos 
puntos comunes.

CAPITULO VI.

D E  LAS L IN E A S P A R A LE LA S.

187 S e  dice que dos rectas ccZ, ab {Jig. 38) son p a ­
ralelas cuando todos los puntos de la cd están á igual distan­
cia de la otra ab.

188 Corolario. Si dos rectas son paralelas, las perpendi­
culares bajadas de todos los puntos de la una á la otra serán 
iguales entre sí respecto á que dichas perpendiculares miden 
las distancias que hay de los puntos de la una á la otra 
{art. 170), y dichas distancias son iguales {art. 187).

180 Teorema. Si dos rectas son paralelas, todas las per­
pendiculares á la una de ellas serán perpendiculares á la otra.

Demostración. Supóngase que siendo la cd i^Jig. 39) pa-



28 TR A T A D O
ralela á la «6, las perpendiculares á esta no lo sean á aque­
lla. Supónganse perpendiculares la em á ab^ la mn á. cd , y la 
no á ab.

1. ° Por ser em perpendicular á ab, j  m/z oblicua á ab, 
será muy>em (a r í . 169).

2. ° Por ser mn perpendicular á cd y no oblicua á cd, 
será n ó ^ in n  (art. 169).

3. ° Puesto que ( núm. l.°) es m n > e m , y ( núm. 2.°) 
no'y>mn, es evidente que resultará no'^em '. esto es , que la 
perpendicular no bajada del punto o á la será mayor que 
la perpendicular em bajada del punto m  á la misma ab\ 
luego las distancias, de los puntos /?z y o á la no serán 
iguales, y por lo tanto las cd, ab no serán paralelas {ai't. 187); 
luego das rectas no pueden ser paralelas si toda recta per­
pendicular á la una de ellas no es perpendicular á la otra.

190 Corolario. Si una recta A  es paralela á otra B , la 
recta B  será paralela á A , puesto que las mismas perpendi­
culares miden las distancias iguales de ^  á y de i? á

191 Teorema. Por un punto solo puede pasar una para­
lela á una recta.

Demostración. Sea ah la recta {Jig. 38) y m  el punto. 
Bájese la me perpendicular á ab-, y todas las paralelas á 
la ab que pasen por m  deberán ser perpendiculares á me 
[art. 189 y  164). Es asi que por m  solo puede pasar una 
perpendicular a la  me [art. 168); luego tampoco podrá pa­
sar mas que una paralela á la ab.

192 Teorema. Si una misma recta es perpendicular á 
otras dos, estas serán paralelas.

Demostración. Sea la me [Jig. 38) perpendicular á las 
ab, cd. Si por m  se hace pasar una paralela á la ab, dicha 
paralela será perpendicular á em [art. 189 j  164). Es asi 
que por el punto m  solo puede pasar una perpendicular á 
me (art. 168); luego la cd , que se supone perpendicular 
á la m e, se confunde con la paralela á ab tirada por m : esto 
es, que cd es paralela á ab.

193 Corolario. De aquí se deduce que dos rectas perpen­
diculares á una misma recta serán paralelas entre sí [art. 164).
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194 Teorema. SI dos rectas son paralelas á una tercera, 

serán paralelas entre sí.
Demostración. Si las ah, j i  {Jig. 38 ) son paralelas á la 

cd 5 tirando una perpendicular á la c d , dicha línea será tam­
bién perpendicular á sus paralelas J i , ah [art. 18 9 )-.luego 
una misma línea será perpendicular á las J i , a b ; y por consi­
guiente serán estas paralelas (arí. 192).

195 Teorema. Dos puntos igualmente distantes de una 
recta hácia el mismo lado, determinan la posición de la para­
lela á dicha recta tirada por uno de ellos.

Demostración. Supóngase [Jig. 40) que los puntos o y u 
se hallan á iguales distancias de la fp .  Tírese por u la zut 
¡Derpendicular \ y resultará que la paralela que sale de o 
debe cruzar á dicha perpendicular por mas arriba ó por mas 
abajo del punto u , ó por el mismo punto u. En los dos pri­
meros casos resultaría que la paralela tendría un punto que 
distaría de la f p  mas ó menos que u\ esto es, mas ó menos 
que o , lo que no puede ser [art. 187)^ luego la paralela á 
\2i f p ,  que pasa por o , debe pasar por ; y su posición que­
dará determinada por la de estos dos puntos [art. 29).

196 Teorema. Si á dos paralelas las cortan ó encuentran 
dos perpendiculares á ellas, las cuatro porciones intercepta­
das serán iguales cada una á su opuesta.

Demostración. Sean [fig. 38) ah, cd las paralelas, y em, 
ñolas perpendiculares. Estas serán paralelas entre sí [art. 193); 
y las a b , cd serán perpendiculares á ellas [art. 164); luego 
em , no serán iguales entre sí, por medir las distancias entre 
las paralelas ah, cd', y  mo, en serán iguales entre sí, por 
medir las distancias entre las paralelas em , no.

197 Si á dos paralelas h d , f p  las corta una secante hq 
[Jig. 41) esta formará con ellas ocho ángulos, á los cuales 
se les aplican varias denominaciones relativas cuando se com­
paran entre sí dos á dos.

l.° Los ángulos formados á un mismo lado de la secante, 
cada uno con su paralela, el uno en la parte exterior y el otro 
en la interior, se llaman correspondientes ó externo ó inter­
no de un mismo lado.



V.
e j  m 

2.°

30 TR A T A D O
U y t son correspondientes. También son correspondientes s y e.

Los ángulos formados hacia distintos lados de la se­
cante 5 cada uno con su paralela, se llaman alternos internos 
cuando ambos están dentro; y alternos externos cuando am­
bos están fuera.

V . g. a y  t son alternos internos y u y o son alternos externos,
3 .° También se usan las denominaciones de ángulos internos opuestos 

de un mismo lado , y  externos opuestos de un mismo lado^ que es inútil el 
explicar, porque no se hará uso de ellos en este tratado.

198 Teorema. Si una secante corta á dos paralelas, los 
ángulos alternos internos serán iguales entre sí.

Demostración. Sean y fp{^ Jig. 42) las paralelas, y 
hq la secante. Tírense las e/?2, on perpendiculares á las para­
lelas. Los triángulos em o , eno tienen el lado eo común ; y 
los 672, no iguales á sus correspondientes ot?2, me , por por­
ciones opuestas interceptadas entre las paralelas y sus per­
pendiculares ( a r i .  196)'.luego dichos triángulos serán to­
talmente iguales (art. 114) ; y por consiguiente serán iguales 
los ángulos 77206 , 7260 , opuestos á iguales lados; esto es , que 
los ángulos alternos internos agudos son iguales.

En cuanto á los obtusos doe , feo  también serán iguales, 
por suplementos de los agudos iguales t?206, neo , que son sus 
contiguos (ari. 148).

199 Corolario. Los ángulos alternos externos, también se­
rán iguales, por opuestos al vértice (ari. 158) de los alternos 
internos.

200 Luego se puede decir en general, que los ángulos 
alternos son iguales entre sí.

201 Teorema. Los ángulos correspondientes son iguales.
Demostración. Sean {fig. 41 ) 6cZ, /p  las paralelas, y hq

la secante. El ángulo u es igual á a  por opuestos á vértice 
(a ri. 158). El ángulo i es igual á a por alternos internos 
(ari. 198) : luego los ángulos a  y i, por ser iguales á un ter­
cero a , serán iguales entre sí.

Por el mismo estilo se demuestra la igualdad de los demas 
ángulos correspondientes.

202 Corolario. Se sigue de lo dicho (ari. 197 á 202 y
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art. 148) que de los ocho ángulos que una secante oblicua 
forma con dos paralelas, los cuatro son agudos é iguales entre 
sí  ̂ y los otros cuatro son obtusos, también iguales entre si.

203 En general se podrá decir, que todos los ángulos de 
una misma especie que una secante oblicua forma con dos ó 
mas líneas paralelas entre sí, son iguales; y los de distinta es­
pecie son suplementos los unos de los otros.

204 Teorema. Si una secante corta á dos rectas forman- 
■do con ellas los ángulos alternos internos iguales, dichas rec­
tas serán paralelas.

Demostración. Sea (^ g . 40) /zq la s e c a n te ,^ ,  hd las 
líneas cortadas, y los ángulos hep  ̂ qob iguales. Tírese por o 
la mn  paralela á Is-fp'., y por lo demostrado (« rí. 200 ) for­
mará el ángulo qom igual á su alterno hep. Pero se ha su­
puesto qob— hep: luego los ángulos qom, qob serán iguales 
entre sí, por ser iguales a un tercero hep : luego la bd se con­
funde con la paralela mn \ pues de otro modo resultarla la 
parte igual al todo: esto es, qob— qom, .lo que es absurdo. 
\A rit. 24 y  37). .

205 Por el mismo estilo se demuestra que dos rectas se­
rán paralelas, siempre que una secante las corte formando 
con ellas iguales los ángulos correspondientes, ó los alternos 
externos-

206 Problema. Tirar una recta parálela á otra por un 
punto dado.

Resolución. Sea (j^g. 43) ab la recta dada, y o el punto 
por donde debe pasar la paralela.

1 Hágase pasar por o la secante ht.
2.° Fórmese el ángulo tod— ath {art. 159), y la recta cd, 

que forma dicho ángulo, será la paralela que se pide.
Demostración, El ángulo tod es igual á «u alterno ath, y 

por lo tanto las rectas ab, cd serán paralelas {art. 204).
ao7 Siempre (jue para la construcción del ángulo igual á ath se puede 

describir el arco oa con el radio to , se resuelve el problema con suma fa­
cilidad sin tirar la secante ht. En tal caso, desde á  punto dado o se des­
criba con cualquiera aljertura de compás el arco et’, y fijando la punta en t 
se describe el arco oh. Se toma la distancia ou  ̂ se t,i:a8lada de í á m, y  con 
esto queda determinada la paralela om.

G
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ao8 Tam tien se puede resolver el problèma haciendo el ángulo hoc 
igual á su correspondiente hta (̂ art. a o 5).

209 Teorema. Los ángulos formados por dos rectas son 
iguales á los ángulos de la misma especie formados por sus 
paralelas, y suplementos de los ángulos de contraria especie 
formados por las mismas paralelas.

Demostración. Si se trata de los ángulos agudos áem, hac 
{Jig. 44), cuyos lados no se cortan, prolongado el lado me, 
resulta qué dichos ángulos son iguales á un tercero bom por 
cori^espondientes [art. 201); y pbr lo tanto serán iguales en­
tre sí. El ángulo obtuso sed es suplemento de su contiguo dem 
^art. 148); y por lo tanto será suplemento de su igual bac.

Si se trata de los ángulos obtusos sed , tab , cuyos lados se 
cortan, se ve desde.luego que dichos ángulos son iguales en­
tre sí, por ser iguales á su correspondiente sob ; y por ser sed 
suplemento de dem , será también tad  suplemento de derh.

210 Teorema. Los ángulos formados por dos rectas son 
iguales á los ángulos de la misma especie formados por sus 
perpendiculares, y suplementos de los ángulos de contraria 
especie formados por las mismas perpendiculares.

Demostración. Sean d p , bq (jig- 45) las líneas propues­
tas. Levantadas las perpendiculares a e , ac desde el punto de 
intersección, resultarán los ángulos bac , dae iguales por 
rectos; y quitando de ellos la parte común dae, quedará 
bad— cae. Por consiguiente bap, suplemento de bad, será 
suplemento de cae. Establecido esto, como todas las perpendi­
culares á dp son paralelas á ae [art. 193), y todas las per­
pendiculares á bq son paralelas á ac; es evidente que los la­
dos de los ángulos formados por cualesquiera perpendiculares 
á las dp  y bq serán paralelos á los lados del ángulo cae; y 
por lo tanto serán iguales á bad si son de su especie, y su­
plementos si son de especie opuesta, {art. 209).

a 11 Corolario. E l ángulo formado por dos arcos dé círculo será igual 
al formado por los radios de ambos arcos tirados al punto de intersección.

En efecto 109 ) el ángulo formado por los arcos upe, qcl es. igual 
al formado por sus tangentes. h e  (art. 63 y  80)5 y  el formado por di­
chas tangentes es igual al formado por los radios se, ec, que les son per­
pendiculares (art. i 83).
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212, Teorema. Los arcos de un mismo círculo intercep­

tados por dos cuerdas paralelas son iguales.
Jemostracion. Sean {Jig. 36 ) os, ae las cuerdas, y ^ i  

ser paralelas se podrá hacer .pasar por el centro la em p -  
pendicular á ambas (orí. 189). Diclra 
dividirá por mitad los arcos oms , ame-, esto es, q 
m o -m s y ma=me-. luego si de los arcos 
quitan los iguales iba, me, quedaran iguales los residuos ao, es, 
que son los arcos interceptados por las cuerdas paralelas.

CAPITULO VIL

D E LOS ANGULOS INSCRIPTOS.

213 T o d o  ángulo que tiene su vértice en la circunfe­
rencia, y está formado por dos cuerdas, se llama ángulo
inscripto^  ̂ i /

214 Al ángulo que tiene su vértice en el centro del en-
culo lo llamaremos ángulo ,ce;zíraZ, ^

215 Se dice que un ángulo insiste sobre un arco, o so­
bre una cuerda cuando sus lados se terminan ó pasan .por los
extremos de diclio arco o cuerda. ^

216 Teorema. Todo ángulo inscripto tiene \^ r  medio
la mitad del arco sobre que insiste.

Demostración.. Los ánplos de que se trata pueden estar
formados de tres modos diferentes:

1 ° Por una cuerda ha {Jig. 46 ), y el diámetro bco, co-

2.*̂  Por dos cuerdas que no comprenden al centro {Jig. 47),
como abe. r .p a i \

3 ° Por dos cuerdas que comprenden al centro \Jig> ^ ‘ )■>
como abu. ^

Caso l.° En el caso {fig. 46) tírese el diámetro uce
paralelo á la cuerda ba, que formará en el centro c el 
lo eco igual al propuesto b por correspondientes q  orí. j* 
Los arcos eo , bu son iguales, por medidas de los ángulos cen­
trales opuestos al vértice eco, bcu {art. 134) que son igtia
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les {art. 158) : luego lo* mismo es el arco eo que la mitad de 
la suma de los arcos eo, hu. Por lo tanto, se puede decir que 
el ángulo central eco tiene por medida la semisúma de los ar­
cos eo, hu, comprendidos entre.sus lados y sus prolongacio­
nes. Es asi que hu es igual á ae por arco's comprendidos en­
tre dos cuerdas paralelas (ari. 212): luego se puede decir que 
el ángulo eco tiene por medida la mitad de la suma de los 
arcos eo , ae : ó lo que es lo mismo, la mitad del arco ao.. 
De aqui se sigue que el ángulo ó, que eS su igual, tendrá 
también por medida la mitad del arco ao sobre que insiste.

Caso 2.° En el caso 2.° {̂ Jtg* 47 ) tírese por h el diáme­
tro ho. Por lo demostrado en el caso l.°, el ángulo aho (for­
mado por la. cuerda y el diámetro) tiene por medida la mi­
tad del arco ao’, j  el ángulo eho tiene también por medida 
la mitad del arco eo. Es asi que el ángulo ahe es igual á aho 
menos eho: luego su medida será .también la mitad de ao me­
nos la mitad de eo; ó lo que es lo mismo la mitad de ae* 
Esto es cj[ue el ángulo ahe., que no comprende al centro, tie­
ne también por medida la mitad del arco ae sobre que insiste.

Caso 3.” Para el caso 3.° {fig. 47 ) basta advertir que el 
ángulo propuesto ahu es igual á la suma de los formados con 
el diámetro aho, ohu , cuyas medidas son las mitades de ao 
y ou : luego la medida de ahu será la suma de las medidas 
de aho y ohu: esto es, la mitad del arco ao mas la mitad 
de o u , que es lo mismo que la mitad de au : luego el ángu­
lo ahu, que comprende el centro, tiene también por medida 
la mitad del arco aou sobre que insiste.

217 Corolario. Todos .los ángulos inscriptos (Jig. 4 8 ) 
h, c, d , n , que insisten sobre una_ misma cuerda ae, serán 
iguales, puesto que cada uno de ellos tiene por medida la mi­
tad del arco aue subtendido por la cuerda.

218 Corolario. Todos los ángulos inscriptos que insisten 
sobre el diámetro {Jig. 49), como e, h, s, son rectos, pues­
to que su medida es la mitad de la semicu'cunferencia, esto 
es, el cuadrante ó arco de 90°.

219 Problema. Levantar una perpendicular en la ex­
tremidad de una recta que no puede prolongarse.
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Resolución. Si eh (Jig. 50) es la recta, y e el extremo 

sobre que se ha de levantar la perpendicular, pongase la una 
punta del compás en el extremo e, y la otra en cualquier 
punto C-; y con dicha abertura arbitraria descríbase desde c el 
arco indeñnido aeum^ tírese el diámetro aca, y la ue será la 
perpendicular. •

Demostración. El ángulo inscripto uea insiste sobre el 
diámetro, y por consiguiente será recto (a rí. 2 1 8 ) , y la í¿e 
sérá perpendicular á eb.

.El punto c debe estar mas cerca de e que de b , para que 
se verifique la intersección a.

220 También pudiera resolverse el problema levantando la perpendi­
cular sel desde cualquier punto de e¿ (art. 176) # y  formando después el 
ángulo beu igual á hsd ó á esd {art. 159) ‘- esto e s , recto.

221 Teorema. Con respecto á los arcos menores que el 
semicírculo (a rí. 11 5 ), á menor arco corresponde menor 
cuerda, y (art. 117) por consiguiente á menor cuerda corres­
ponderá menor arco.

Demostración. Sean 51 ) ase^ asm los arcos de que 
se trata. Tómese el arco atb igual á la semicircunferencia, y 
tírerlse desde b las cuerdas que manifiesta la figura. El ángu­
lo bea tendrá por medida la mitad de la semicircunferencia 
atb {art. 216), y por lo tanto será recta {art. 130 y 135)^y 
la ae será perpendicular á la eb {art. 166): luego {art. 169) 
ae<au\ y con mayor razón será ae<.am^ que es igual á 
au-^úm ^  que es lo que se trataba de demostrar.

Es evidente que la linea 6m, que se termina en el extremo del arco ma­
yor , no puede caer entre las 6a, be, porque en tal caso seria abm<,nbc, y  
por lo tanto el arco am (cuya mitad es medida de abm) seria menor que 
el arco ae ( cuya mitad es medida de ,abe.)

222 Corolario. Con respecto á  los arcos mayores que el 
semicírculo {art. 115), á mayor arco corresponderá menor 
cuerda, y á menor cuerda mayor arco.
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CAPITULO VIIL

D E  LOS TRIAN G U LO S E N  G EN ERAL.

E  *
especto á que los vértices de todo trián ^ lo  son

tres puntos que no pueden estar en línea recta {art, lA y  15L 
se podrá hacer pasar por ellos una circunferencia (arí. 185j.

224 Teorema. Los tres ángulos de todo triángulo juntos^ 
valen exactamente dos ángulos rectos ó 180°.

Demostración.. Sea {Jig. 52) ábe el triángulo propuesto. 
Hágase pasar por sus tres vértices la circunferencia ahea 
(arí. 186). Por estar los tres áng-ulos inscriptos en la circun­
ferencia (arí: 216^, la medida de d será la mitad de hue, la 
de b será la mitad de esa.) y la de e será la mitad de amb’. 
luego la suma de las medidas de los tres ángulos de todo 
triángulo es la mitad de toda la circunferencia; esto es 180°, 
ó dos ángulos rectos [art. 130 y  135).

225 Corolario. Todo ángulo de un triángulo es suple­
mento de la suma de los otros dos.

226 Corolario. Conocidos dos ángulos de un triángulo, se 
halla el tercero sumándolos y restando la suma de 180°.

227 Corolario. Conocido un'ángulo de un triángulo, se 
halla el valor de la suma de los otros dos restando el ángulo 
conocido de 180°,

228 Se dice que dos triángulos son equiángulos cuando 
los tres ángulos del uno son iguales á los del otro.

229 Corolario. Si dos triángulos tienen dos ángulos del 
uno iguales á dos del otro, tendrán también iguales los ter­
ceros, qué son suplementos de los otros dos; por consiguiente 
serán equiángulos.

230 El triángulo, con respecto á los lados, se llama;
JEquildtero, cuando sus tres lados son iguales entre sí. 
Isósceles.) cuando tiene dos lados iguales entre sí. 
Escaleno) cuando tiene sus tres lados desiguales.

El triángulo, con respecto á los ángulos se llama;

l.°
2.0
3.°
231
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1 ° Rectángulo , cuando tiene un ángulo recto.
2. ° Obtusdngulo, cuando tiene un ángulo obtuso.
3. ° Jcutángulo, cuando tiene los tres ángulos agudos.
4.0 . El triángulo que tiene sus tres ángulos oblicuos (esto

es, todo triángulo que no es rectángulo), se llama oblicuán­
gulo ; y puede ser obtusángulo ó acutangulo. ^

232 .En el triángulo rectángulo, el lado opuesto al án­
gulo recto se llama hipotenusa^ y los otros dos lados, que 
forman el ángulo recto se llaman catetos.  ̂ ^

233 Descrita la circunferencia,por los tres -vértices del 
triángulo (a r i. 2 2 3 ), los lados son cuerdas de los arcos cu­
yas mitades miden los ángulos opuestos (ari. 216).

1.0 De aqui se signe que á mayor ángulo corresponde
mayor lado opuesto^ é inversamente á mayor lado correspon­
derá mayor ángulo (ari. 221). / ^  / q\

Cuando el triángulo es obtusángulo, como aue (Jig. 48), 
la cuerda ae opuesta al ángulo obtuso, subtende un arco me­
nor que el semicírculo igual a la suma de los arcos subten­
didos por las cuerdas at¿, ue opuestas a los ángulos agudos; 
y por lo tanto, la proposición es general.

2.° También se sigue que á iguales lados corresponderán 
iguales ángulos opuestos (ari. 116); y a iguales ángulos cor­
responderán iguales lados opuestos (ari. 117).

Todo esto se. entiende en un mismo triángulo, y no en
triángulos diferentes. * -

.234 Corolario. El triángulo equilátero tendrá sus tres 
ángulos Iguales; y cada uno de ellos valdra 60 , que es la 
tercera parte de 180° (ari. 224).

235 Corolario. Si los tres ángulos de un triángulo son 
iguales, cada uno de ellos valdra 60 , que es el tercio de 180 
(ari. 224); y el triángulo será equilátero (ari. 117).

236 Corolario. En el triángulo isósceles serán iguales los 
ángulos opuestos á los lados iguales.

237 Corolario. Si un triángulo tiene dos ángulos iguales, 
los dos lados opuestos serán también iguales; y por lo tanto 
será isósceles.

a38 Teorema. En el triàngolo isósceles ace {fig. 36 ) la perpendicular
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cm , bajada desde el concnrao de los lados iguales al lado opuesto ae» divi­
dirá por mitad á dicho lado , y  al ángulo ace*

Demostración, La circunferencia descrita desde c con el radio ca del>e 
pasar por e {art. i lo )  ̂ y  por lo tanto (art. 179), la perpendicular cm di­
vidirá por mitad á la cuerda ae y  á su arco: por consiguiente, los ángulos 
acm , ecm , que tienen por medidas los arcos am , me , mitades de ame, se­
rán mitades del ángulo ace, que tiene por medida el todo de dicho arco.

aSq Corolario. Por el mismo estilo se demuestra que la perpendicular 
(fiS’ 36), que divide por mitad al lado a c , que forma los ángulos igua­

les del triángulo isósceles ace , pasa por el vórtice c del ángulo opuesto, y 
lo divide por mitad. ■

240 Corolario. En tocio triangulo rectilíneo solo puede 
haber un ángulo recto ú  obtuso; y á dicho ángulo recto ú  ob­
tuso debe oponerse el mayor lado (art. 233 núm. l.°). En 
efecto, si un triángulo tuviese dos ángulos rectos, el tercero 
no valdría nada (art. 225), y por consiguiente no babria trián­
gulo; y si tuviese un ángulo recto y otro obtuso, ó dos obtu­
sos , entre los clos valcb'ian mas de dos rectos, lo crue es impo­
sible (art. 224).

241 Corolario. En todo triángulo rectángulo, los ángu­
los agudos serán complementos el uno del otro, puesto que 
entre los dos deben valer 90° (art. 227).

242 
radio.

Teorema. La cuerda del arco de 60° es igual al

Demostración. Sea mp (Jtg. 62 ) la cuerda del arco de 60°, 
y tirados los radios cm, cp, resultará el triángulo mcp, cuyos 
ángulos en rn j  p  serán iguales,.por oponerse á iguales 
lados. Es asi c¡ue la suma de dichos dos ángulos (art. 227 ) 

f80°—60°~120°; luego cada uno de ellos-valdrá la mi­
tad de 120°, que son 60°: esto es, que cada uno de los tres 
ángulos del triángulo mcp valdrá 60°: por consiguiente el 
triángulo será equilátero (art. 235), y mpz^zcm: esto es, 
cuerda dé 60° igual al radio.

243 Se llama ángulo externo de un triángulo al formado 
por un lado y por la prolongación de su inmediato, como

(Jig- 53 ) ; y .sc llaman internos opuestos los dos ángulos 
del triángulo adyacentes al tercer lado, como a j b .

244 Teorema, En cualquier triángulo rectilíneo, el án-r
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2ulo externo es igual á la suma de sus dos internos opuestos.

Demostración. ángulo externo e junta­
mente con su contiguo c , vale 180° (orí. 148)^ y también 
la suma de los dos internos opuestos a  y 6, juntamente con c, 
vale 180° {art. 224); luego ( jr it. 25) el ángulo externo e es 
igual á la suma de los dos internos opuestos a j  b.

245 Corolario. El ángulo externo será mayor que uno 
de los internos opuestos en el valor del otro interno; esto es, 
que e será mayor qpie a  53) en el ángulo h. j  e seja
mayor que b en el ángulo a. ,

246 Corolario. Uno de los ángulos internos opuestos sera 
menor que el externo en el valor del otro interno; esto es, 
que a  será menor e (Jig. 53) en el ángulo 6; y 6 será 
menor que e en el ángulo a.

247 Teorema general. Dos triángulos son totalmente
iguales en los casos siguientes. i / i

1. ° Cuando tienen los tres lados del uno iguales a los ti es
del otro.

2. ° Cuando tienen iguales dos lados y el ángulo compren­
didos ; esto es , el formado por dichos lados.

3. ° Cuando tienen iguales un lado y los dos ángulos adya­
centes; esto es, los dos ángulos formados por dicho lado.

4.0 Cuando tienen iguales un lado, un ángulo adyacente, 
y otro opuesto á dicho lado, con tal que el ángulo adyacente 
sea igual al adyacente, y el opuesto al opuesto.

5. ° Cuando tienen iguales dos lados y  el ángulo opuesto al mayor de 
diclios lados.

6. ° Cuando tienen iguales dos lados y  el ángulo opuesto al menor 
de dichos lados.^ con tal que en ambos triángulos sea de la misma espe­
cie el ángulo opuesto al mayor lad o: esto e s , en ambos agudo ó en ambos 
obtuso.

Demostración. Los casos l.° y 2.° quedan ya demostra­
dos como lemas (a rí. 114 J  97).

Caso 3.° Sean {Jig. 19) abe, ABC los triángulos propues­
tos, y en ellos ac=zAC, azuA  y c=rC. Sobrepóngase la AC á 
la ac, de suerte que A j  C caigan sobre a  y c , en lo que no 
hay dificultad, por ser iguales dichos lados {art. 31). Por ser 
el ángulo Azzza^ caerá el lado AB  sobre ab { art. 96)^ y por
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ser fc z c , caerá el lado CB sobre luego el punto B  , co­
mún á AB^ CB, caerá sobre el punto 6, común á. ab j  cb'  ̂y  
por consiguiente se ajustarán perfectamente ambos triángulos 
(art. 29) 5y serán totalmente iguales (a rí. 16).

Caso 4.° Sean en los mismos triángulos {jig. 19) AC— ac, 
Aziza, y Bzdb. Por lo demostrado (a/'í. 229) resultará Czizc: 
esto es 5 que los triángulos tendrán iguales un lado y los dos 
ángulos adyacentes, que es el caso 3.°: luego por lo demos­
trado en dicho caso serán totalmente iguales.

Se omite el demostrar la igualdad de los triángulos en los casos 5.° y  6.®» 
porque solo tienen uso en la práctica ordinaria de la  N avegación, cuando 
los ángulos iguales son rectos;, y  entonces, de la igualdad de la hipotenusa 
y  un cateto se deduce la igualdad del otro cateto, y  por consiguiente la de 
los triángulos, como se demostrará en el artículo ayo.

CAPITULO IX.

D E  LAS FIG U R A S SEM EJAN TES.

248 R r a  que dos figuras sean semejantes (art. 12) es 
preciso que sus puntas tengan la misma agudeza, esto es, que 
sus ángulos han de ser iguales.

A mas, es preciso que consten de igual número de lados, 
y que los dispuestos del mismo modo en ambas figuras esten 
entre sí en la misma razón en una y en otra: esto e ^  que di­
chos lados han de ser proporcionales.

Sean por ejemplo A B E   ̂ abe (fig, S4) triángulos semejantes. 
Para esto, á mas de tener los ángulos A = a ,  B = b ,  £ = e ,  es menester 
que si E B  es duplo de A E , sea también eb duplo de ae j y  si A B  es 
igual á una vez y  media A E ,  ha de ser ab igual á una vez y  media ae: 
esto es, que han de ser (^Arit. 22S á  a33)  A E  : A B : :  ea : ab , y A E : 
E B : : ae: eb, ^

Para convencerse de que dos figuras ó sólidos no pue­
den ser semejantes si no tienen sus líneas correspondientes 
proporcionales, basta advertir, que si después de haber con­
templado dos rectas de una figura que están entre sí v. g. en 
la razón de 1 á 2 , consideramos las correspondientes de otra 
figura, que están entre sí v. g. como 1 á 3 , desde luego dire­
mos que el conjunto de las dos líneas de la segunda figura no
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se parece al conjunto de ks dos lineas correspondiente de la 
primera; esto es, que notaremos en dichas figuras una difei 
cía independiente de su tamaño absduto, y 
des físicas. Por consiguiente dichas figui’as o solidos no

" T 4r t s  l ín ;rL p u e s ta s  del mismo modo en figuras 
semejantes, esto es, las lineas correspondientes, se Ha

' " " ' I T L  triángulos, y en general en todas 1 -  
constan de un número de lados im par, serán i g 
lados opuestos á los ángulos iguales.

V . g. en el ejemplo anterior {art. ^ 8 )  A B , ángulo B ,
será homólogo de ab, opuesto al ángulo e , que es igual a * „

250 Teorema. Determinadas las dimensiones A , T , - 
de una figura ó sólido F , y una dimensión a
te correspondiente á A ,  quedan determinaeas oc , r
mensiones correspondientes b , c 8cc. de la gura

" " " t Z ' t m c i c n .  Por lo establecido {art. 248) f ^ e  ^
5  : : a  : 6 ; ^  : C ; ; a  : c Stc. ; es asi que determinados. ° 
primeros términos de una proporción queda 
cuarto ( Jrit. 261) : luego las extensiones 6 , c &c. de la ligu 
ra Ó sólido f  están determinadas. ,1«

251 p i a  representar una figura grande por medio 
otra pequeña semejante á ella, que se llama jjZano, f®. 
hacer uso de la [e^caZa. La c5caZa es una recta dividida en
partes pequeñas, cada una de las cuales coriespcmce a P ’ 
á una v a r i  á una braza, á una milla &c. de la figura grande, 
según la relación que tiene el tamaño del plano con el tam
ño de la figura que representa. , , ú i

252 Es evidente que si cada partecilla de la escala repre­
senta un p ie , cada dimensión del plano debe contener tan­
tas partecillas de la escala cuantos pies efectivos tiene en la 
figura grande la dimensión homologa.

. Para demostrar que ejecutando esto se verificara la p r ^  
porcionalidad de las dimensiones homólogas del plano y ele la 
figura 5 represente P  el tamaño de un pie natura , p  e tama
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no de la partecita de la escala qiie representa un pie. Sean 
B  5 E  &c. varias dimensiones de la figura, correspondientes á 
las a ,  6, e &c. del plano; y corno se supone que A  contiene 
a P  el mismo numero de veces que a  contiene á p  8tc., es 
evidente {Arit. 25 à 234) que serán

ai r P
b>y alternando^ P 
e3 ¿ P

Por 
serán A 
es

P
P
P
&c.

A
B

:E

a
b

la igualdad de las primeras razones {^Arit. 25 y  253)
*. B : : a ; b .... A : E : : a : e , y asi de las demas: esto

que las dimensiones del plano estarán entre sí en la mis­
ma razón que sus correspondientes de la figura grande.

253 Con el plano, acompañado de escala, no solo se pue­
de formar una idea exacta de la disposición y proporciones de 
la figura representada, sí que también se concibe su tamaño 
natural. En efecto, viendo cuántas partecillas de la escala 
contiene mía abertura de compás igual á la dimensión a del 
plano, se sabe de cuántos pies consta la dimensión A  corres­
pondiente dê  la figura grande. . . . ;

254 La representación ó plano se dice que es de puntó  
ìnayòr cuando las partecillas de la escala que representan los 
pies son grandes, y se dice que es de punto menor cuando 
dichas partecillas son pequeñas.

255 Para acostumbrarse á comparar bien las figuras seme­
jantes , conviene que al formar las proporciones se distingan 
con los nombres de primera y segunda, ú  otros equivalentes; 
y t también debe tenerse presente que la analogía solo se pue­
de disponer de los dos modos que siguen :

l.° Tomando los dos antecedentes en la primera figura, 
y los dos consecuentes en la segunda, y entonces se dirá :

Una dimensión cualquiera de la primera figura es á su 
homologa en su segunda, como otra cualquiera dimensión de 
la primera figura es á su homologa en la segunda.

Cambiando los números de las figimas; esto es, empezan­
do por la que antes se llamó segunda, y llamándola primera, 
se invierte la proporción.
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2.0 Tomando los dos términos de la primera razón en la 

f ig u r a  primera, y los de la segunda razón en la segunda^ y
entonces se d irá : , , • n ^

Una dimensión cualquiera de la primera figura es a otra 
dimensión cualquiera de la misma, como la dimensión de la 
segunda figura homologa al antecedente de la primera razón, 
es á la dimensión de la segunda figura homologa al consecuen­
te de la primera razón.  ̂ i i i

La proporción se invierte del mismo modo que la del
número:1.° , e ni i

a 56 Para aclarar esto con un ejemplo , sean { fig. 54) los triángulos 
semejantes A B E , abe, en lo s  cuales se suponen señalados con las mismas
letras los puntos correspondientes. , i •. i

1.0 Se dirá comparando según el primer modo, ah (lado del primer 
triáiignlo) es k AB ( su Iiomólogo en el segundo ) ,  como 6e .(  otro lado 
del primer triángulo) es á B E  (su homólogo en el segundo) : esto es, ab :
A B : :be: B E . . ,

a.® Si se dijera ab : B E  &c.,, esto sena, empezar m al, porque dichos
lados ab, B E  no son homólogos.

3.® Si se dijera ab: A B : : B E  & c., tampoco se comtiararia bien, 
por tomarse el antecedente de la segunda razón B E  en el segundo trián-

^! .̂® Comparando según el segundo modo, se dirá ab (lado del primer 
triángulo) es á be (otro lado del mismo) como AB  (lado del segundo trián­
gulo homólogo al antecedente de la primera razón, que es ab) á. B E  
(lado del segundo triángulo homólogo al consecuente de la primera razón, 
que es te) 1 esto e s , ab: be : : AB  : B E.

5.0 Si se dijera v. g. a t : be: : B E  & c., se compararia m al, porque el 
antecedente de la segunda razón {B E )  no seria homólogo al antecedente 
de la primera (at).

257 Para no cargar la memoria en acordarse de los án­
gulos iguales de los triángulos semejantes, conviene el irlos 
señalando (al paso que se va deduciendo su igualdad), v. g. 
los dos primeros con un arquito, como se ve en 5 y i? (J^g- 54J; 
los dos segundos con una rayita, como se ve en ci y  uá y  con 
esto se sabe que son iguales los terceros que quedan sin seña­
lar e y  JE.

Acabado de nombrar el lado que es término de la propor­
ción, conviene añadir opuesto ci tul ungulo, pues estando 
estos señalados, como se acaba de decir, se ve si son homó­
logos ó no.
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.258.1 'También se puede recum r en muchos casos al arbi­
trio de señalar los puntos de una figüi-a con las letras mayús­
culas iguales á las minúsculas con que se hubiesen señalado 
sus correspondientes en la otra.

2o9 Si los triángulos están construidos con propiedad, y 
las diferencias entre sus lados son considerables, se pueden 
también distinguir con las denominaciones de lado inayoi\ 
mediano y  menor ; y con las de hipotenusa , cateto mayor 
y  menor, si los triángulos son rectángulos.

Todo esto se comprenderá mejor con las aplicaciones á los 
casos que vayan ocurriendo.

260 Axioma. Se puede concebir una figura semejante á 
otia¿ de cualquier tamaño que sea; y lo propio se entiende de 
los sólidos.

Esto es, que si una figura tiene un lado A., de cualquier 
tamaño cpie sea, puede existir otro figura semejante á ella, en 
la cual el lado correspondiente á A  tenga otro valor a , cual­
quiera c|ue sea.

261 Corolario. Si una figura /  tiene una parte p  seme­
jante a la parte F  de otra figura dichas figuras serán se­
mejantes , siempre que dichas partes p y  P  sean tales que de^ 
terminadas ellas queden determinadas las figuras/"y F: esto 
es, que serán semejantes dos fig u ras /y  siempre que re­
sulten iguales en el caso de suponerse iguales las partes que 
tienen semejantes entre sí; y lo mismo se entiende de los 
sólidos.
.. En efecto, para construir una figura ó sólido f  semejante 

á otra figura ó sólido F  ̂  se empezará haciendo v. g. un lado 
ó elemento del tamaño dado a. La extensión de otro lado ó 
elemento b se hallará diciendo ^  : a  ; : ; 6 , la del lado ó
elemento c se hallará diciendo A : a :  : C : c ^ j  asi de los de­
mas; disponiendo estos elementos del mismo modo que los 
correspondientes de la figura ó sólido jP, se irá formando la
figura o sólido P, semejante á la fi aura ó sólido propuesto 
(ari. 248). b F F

Cuando el número de partes menores , ó elementos a, 
b &c. sea tal que la parte p  que resulta de su conjunto de-
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termina la figura ó sólido están en el arbitrio del
que la construye los tamaños y disposición de los elementos 
i'estantest luego estos resultaran por precisión semejantes a 
los de la figura ó sólido F, pues de otro modo no seria posible 
el hacer una figura ó sólido semejante á F , con el lado a se­
mejante á

a6a Todo esto se comprenderá mejor con las dos aplicaciones si-

guientes^i  ̂ 5^  ̂ tienen dos ángulos igua­

les , V . g. a = A  y  e= jB  , tendrán semejantes las partes P  J  p  compuestas 
de los lados A E , ae {art. 38) y  de los ángulos adyacentes ^ 8  ) i y
como estas partes determinan los triángulos ( art. S47 num. 3. ) 9 dichos 
triángulos serán precisamente semejantes,  ̂ i ju ri

En efecto, para formar sohre la ae un triángulo semejante al A B E , 
se deberá hacer el ángulo a = J  , y el ángulo e = £ ;. Es asi, que construidos 
dichos ángulos, queda determinado el triángulo, que debe ser precisamente 
e l abe (art. SíIí-J- nám. 3.°): luego el triángulo ate es semejante a A B E , 
pues de otro modo no se podria construir un triángulo semejante a A B E ,
que tuviese un lado del tamaño de.  ̂  ̂ 1 7 • i -i

gj ujj triángulo abe ( que llamaremos y )  tiene el ángulo b igual al 
ángulo B  del triángulo A B E  (que llamaremos F) y  los lados ba , be , que 
forman dicho ángulo del triángulo f , son proporcionales con los correspon­
dientes del triángulo F'. dichos triángulos serán semejantes, respecto a que 
tienen semejantes las partes P  y p  que los determinan (art. 97)*

En efecto , para formar un triángulo semejante al A B E  sobre un lado 
o i ,  se debe formar el ángulo-&=Z?, y  el lado be debe hacerse igual al 
cuarto término de la  proporción AB  i B E  ’. : ab : x  (art. 2 4 8 ) y  como 
ha se supone que es igual al cuarto termino de dicha proporción, es evi­
dente que el triángulo semejante al A B E  debe tener la parte compuesta 
de los lados a h , fee , y  el ángulo b enteramente igual á dicha parte p  del 
triángulo abe i luego (art» 97) triangulo semejante a i *  es el mismo
abe, pues de otro modo no se podria construir un triángulo semejante á F  
sobre un lado de la extensión ab.

263 Corolario. De esto y de lo establecido sobre la igual­
dad de los triángulos (art. 247) resulta que dos triángulos se­
rán semejantes en los casos siguientes :

1. ° Si tienen los tres lados del uno proporcionales á los 
del otro.

2. ° Si tienen dos lados del uno proporcionales á los dos 
del o tro , y los ángulos formados por dichos lados iguales.

3. ° Si tienen dos ángulos del uno iguales á los dos del 
otro.
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■ 4*° Si tienen dos lados del uno proporcionales á los del otro j y  los 
ángulos opuestos al mayor de dichos lados iguales.

5.° Si tienen dos lados del uno proporcionales á los del otro» y  los án­
gulos opuestos al menor de dichos lados iguales, con tal que sean de la 
misma especie los ángulos opuestos al lado mayor.

264 En el caso 3.° las partes semejantes P  y p ,  que de­
terminan los triángulos P  y f ,  son los dos ángulos iguales y 
el lado que los forma, porque todas las rectas son semejantes 
[art. 38). Los demas casos no necesitan de aclaración.

265 Teorema. Si entre los dos lados de un triángulo se 
tira una recta paralela al tercer lado, resultará un triángulo 
parcial semejante al total.

Demostración. Sea {fig. 5 4 ) A B E  el triángulo de que 
se tra ta , y mí la paralela á AE. Los triángulos ABE.¡ mBs^ 
tendrán el ángulo B  comuna y los en jE' y 5 iguales por cor­
respondientes, respecto de la secante B E  {^art. 201): por con­
siguiente serán semejantes {art. 263 nüm. 3.°)

266 Teorema. Si entre dos líneas A B E B  {^Jig. 54), 
que prolongadas concurren en un punto i?, se tiran varias 
rectas paralelas entre sí, las porciones correspondientes de una 
y otra línea interceptadas entre las paralelas, ó entre una pa- 
íalela y el punto B , serán proporcionales.

üemoííracíon. Sean m í, n i, A E  las paralelas; y por lo 
que se acaba de demostrar, los triángulos m B s , riB t, A B E  
serán semejantes entre sí ; y tendrán sus lados homologos pro­
porcionales : esto es, que será B E  : B t  : : B A  : Bn. Dividien­
do y comparando con los consecuentes {^Arit. 255) sera
B E __B t  : B t  V : B A __B n  : B n  : esto es, tE  : B t  : ; nA  ; Bn^
alternando {^Arit. 253) tE  : nA  ; : B t  : Bn.

También será B t  : Bs : ; B n  : Bm  ; que dividiendo y 
comparando con los antecedentes es B t—Bs\ B t  ; : B n —Bm'. 
B n  ; esto es, st ; B t  : ; mn \ Bn^ y  alternando í í ; mn : : B t\  
Bn. Se dedujo que es tE  : nA  : : B t  : B n  \ luego por ser igua­
les las segundas razones de ambas proporciones, lo serán tam­
bién las primeras : esto es, st : mn : : tE  : n A , que es lo que 
se trataba de demostrar.

267 Teorema. En todo triángulo rectángulo el cuadra-
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do de la hipotenusa es igual á la suma de los cuadrados de
los dos catetos. i

Demostración. Sea triangu o rec angu
en 6, y bajada la perpendicular he desde el ángulo recto s^ 
bre la hipotenusa, quedará dividido en dos triángulos aeh, 
ce6, que llamaremos triángulos parciales de la izquierca y e 
la derecha. El de la izquierda tiene el ángulo aeh igual al abe 
del total, por ser dichos ángulos rectos, y el ángulo a  es co­
mún á los dos triángulos. Por consiguiente serán semejantes 
( art. 263 núm. 3.°). El triángulo de la derecha es .también 
semejante al total, por tener el ángulo c común, y os ce , 
cha iguales por rectos. De aqui resulta que los triángulos abe, 
aeh , ceh son semejantes entre sí; y por lo tanto tendrán sus 
lados homólogos proporcionales ( art. 248). Por consiguien­
te será ah (hipotenusa del triángulo de la izquierda) a ac h i ­
potenusa del total), como ae (cateto mayor del triangulo de 
la izquierda) á ah (cateto mayor del total): esto es, ab : ac ; .

Es asi que en toda proporción son iguales los productos de 
medios y extremos {Arit. 246) : luego sera ahY.ab acxcfc.

De la semejanza del triángulo de la derecha con e tota 
se deduce por el mismo estilo que es hcy.hczzzacy.ee.

Sumando las cantidades de uno y otro lado {^Arit. 26), 
será ahyah^hcyhczzzacyae+ acyec , y por lo demostra­
do en la Aritmética {^Arit. 105 y  106) sera ahy.ah-\-hc 
yhczzzacy ( ae-hec ) esto es, ahyah H- hcyhc zziacyac; y lo 
que es lo mismo (^Arit. 209 d 219) será (aó) -+-(óc) — \ac) , 
que es lo que se acaba de demostrar.  ̂ ^

Esta propiedad interesante, cuyo descubrimiento se debe a Pitagoras es 
de muchísimo uso en todas las matemáticas, y  por lo tanto conviene tener­
la muy presente.

268 Corolario. Si conociendo los valores de los dos cate­
tos se quiere hallar el de la hipotenusa, no habra que hacei 
mas que cuadrar los valores de los catetos (expresados en las 
mismas unidades), sumar dichos cuadrados, y extraer la raíz 
cuadrada de la suma.

V . g. Si un cateto es =  3 y  otro =  4  ̂ la suma de cuadrados 
9 -t- 16 =  a5 , cuya raiz cuadrada 5 sera la hipotenusa.

8
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Si la suma de cuadrados no tiene raíz cuadrada exacta (<jue es lo que 

sucede las mas veces) se puede hallar la raíz aproximada por el método 
sabido (Jrit. 3 a8).

269 Corolario. Si conociendo los valores de la hipotenu­
sa y de uno de los catetos, se quiere hallar el valor del otro, 
se cuadrarán separadamente los valores de la hipotenusa y del 
cateto conocido, se hallará la diferencia de dichos cuadrados; 
y la raiz cuadrada del residuo será el valor del cateto que se 
trata de determinar.

V . g. Si la hipotenusa es 5 5 y  el cateto 4» será el otro cateto =  
^ 4-

— 1 6 )  =  9 = 3. Aunque el residuo no tenga raiz cuadrada
exacta , se puede hallar su valor con cuanta aproximación se quiera, por el 
método sabido (Jrit. 3a8).

270 Corolario. Todos los triángulos rectángulos que ten­
gan iguales las hipotenusas y uno de los catetos , tendrán el 
otro cateto igual, y por lo tanto serán totalmente iguales 
{art. 114).

CAPITULO X.

D E LOS CUADRILATEROS Y  POLIGONOS.

271 S e  dijo (a r í . 77) que la figura rectilínea mas sen­
cilla es el triángulo.

Después del triángulo, la figura mas sencilla es el cuadri­
látero ó figura de cuatro lados (Jig. 56 , 57 , 58 , 59, 
60 y 61). .

272 El cuadrilátero se llama
1. ° Trapezoides, cuando no tiene lado alguno paralelo á 

otro {Jig. 56).
2. ” Trapecio , cuando solo tiene un lado paralelo á su 

opuesto(^^. 57).
3. ° Paralelógramo , cuando tiene cada uno de los lados 

paralelo á su opuesto {jig . 5 8 , 5 9 , 6 0 y  61).
273 El paralelógramo se subdivide en
1.° Oblicuángulo, cuando sus ángulos son oblicuos {Jigu­

ra y  59).
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y  61). 
274 
1.”
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Rectángulo , cuando sus ángulos son rectos

El paralelógramo oblicuángulo se subdivide en ^
X. Romboides , cuando los lados que forman un mismo

‘T '°  w «  ~  (A -
f . "  t o » . » « » « i - o

ánfitulo son desiguales {^S-  60). í(vnalí.íi
I . “ Cuadrado, cuando los cuatro lados son iguale

•̂^2̂ 76^ ' Por esta razón se puede decir, que el cuadrado es 
una figura plana terminada por cuatro lados igua es y cua i
ángulos rectos^^^ 3̂  con-

sidera formada. se llama altura á la perpendicu­

lar á la b t e ,  ó á su

° T 7 9 ° ' En los paralelógramos se llama altura  á la perpen­
dicular comprendida entre dos lados, que se 
bases, y se distinguen con las denominaciones de infenoi y

^^^80 En los trapecios se suele entender por altura  la per­
pendicular comprendida éntrelos dos lados paralelos, que se
áenomim-o. base mayor y  base inenor. 4 la

281 En toda figura rectilínea, se llama diagonal 
recta tirada de un ángulo á otro, que no sea el inmediato.

,R» V  2 en la fi»nra 5 5 , ai ae conaidera el triángulo o5c formado eo- 
bre á l a d ;  -  aerá”oc la  baae, y  5e la  altura. SI en el triángulo
( -fírt An) BP ronsidera am como base, la  altura sera oz.

el paxalelógramo asuma {fig. 68) se considera am como base,

T a ”  C /g.'yo) °ésTa’ f l u t  del trapéelo oáen, eu e. diagonal, 5e baae

menor;, y  au base mayor. i i 1
283 Corolario. En los rectángulos, la altura es e acó 

adyacente á la base; y en los cuadrados, la base y altura son 
iguales.
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284 Teorema. La diagonal divide á todo paralelógramo 

en dos triángulos totalmente iguales.
Demostración. Sea [Jtg, 63j aebm el paralelógramo. Ti­

rada la diagonal ah, resultan los triángulos aeb , abm, eme 
tienen el lado ab común. El ángulo abm es igual al bae, por 
alternos respecto de la secante ab (art. 200)^ y lo propio les 
sucede a los abe, bam : luego los triángulos son totalmente 
Iguales (art. 247 núm. 3.°); y lo mismo se demuestra tirando 
la diagonal de e k m.

285 Corolario. En todo paralelógramo , serán iguales en- 
tie SI los lados opuestos, y lo propio les sucede á los ángulos.

o 6 Teorema. Todo cuadrilátero , que tiene los lados 
opuestos iguales, es paralelógramo.

Demostración. Sea (Jig. 63) aebm el cuadrilátero, cu­
yos lados opuestos se suponen iguales. Tirada la diagonal ae, 
resultaran los triángulos aeb, am b, que tienen sus tres lados 
Iguales; y por lo tanto serán totalmente iguales (art. 114); 
negó los ángulos abm, bae serán iguales; y como estos ángu- 
os son alternos, las ae, bm serán paralelas (art. 204): luego 
os ángulos abe, bam también serán iguales; y por lo tanto 

span también paralelas las eb, am \ luego el cuadrilátero'aeó/Tz 
tiene sus lados opuestos paralelos, y por consiguiente es para­
lelógramo.

287 Corolario. Los rectángulos de igual base y altura son 
totalmente iguales, puesto que tienen todos sus lados y án­
gulos iguales.

Dicha igualdad se puede demostrar jDor superposición, por 
el mismo estilo que la de los triángulos (art. 247, caso 3.°).

288 A las figuras de mas de cuatro lados se da el nom­
bre general de polígonos, y en rigor también pueden llamar­
se polígonos el triángulo y cuadrilátero.

El polígono de cinco lados se llama j>e7iíd^07zo, el de seis 
exágono, el de siete eptágono, el de ocho octágono, de 
nueve eneágono, el de diez decágono &c.; pero no hay in­
conveniente en decir un polígono de seis lados en vez de de­
cir un exágono; y lo mismo se entiende de los demas.

289 Los polígonos en general se subdividen en regida-
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res^ cuando tienen iguales todos sus lados y ángulos;, e irre- 
Qulares , cuando les falta alguna de estas ciicunstancias.

290 A mas, se llaman simétricos los polígonos que tie­
nen sus lados opuestos paralelos.

a g í L a circunferencia se puede considerar compuesta de un número 
infinito de puntos equidistantes , y  se puede imaginar (arí. 5^ y 55) que 
cada dos puntos inmediatos componen una recta infinitesimal. -Oichas rec­
tas infinitesimales serán iguales, y  los ángulos formados por cada dos de 
ellas se puede decir que tendrán por medida la  mitad de la circunferencia, 
menos los arquitos diferenciales subtendidos por dichos lados {art. a i 6).

aoa D e estas consideraciones resulta que el círculo se puede conside­
rar como infinitángulo regular: esto es, como un polígono regular de un 
número de lados infinito.

293 Se dice que un polígono está inscripto en un circu­
lo , ó que el círculo esta circunscripto al polígono, cuando 
los vértices de todos los ángulos están en la ciicunferencia. ^

Se dice que un polígono está circunscripto á un círculo, ó 
que el círculo está inscripto en el polígono, cuando todos los 
lados son tangentes á la circunferencia.

A s i , el exágono zrnprsxz ( fig. 6 a ) estara inscripto eri el circulo 
ztmn &C.Ó y  el exágono haqlogh estará circunscripto 4 dicho círculo,

294 La recta cm , tirada desde el centro al vértice de iin ángulo del
polígono regular, se llama radio mayor., y  es el radio del círculo circuns­
cripto. 1 1 '

Lsl perpcndiculsir cb 9 tirada desda el centro al lado del polígono
regular, se llama radio menor o apotema}, y  es el radio del circulo ins­
cripto.

ag6 Entendido esto, es fácil de comprender cómo se ha podido deter­
minar la relación entre el diámetro de un círculo y  la circunferencia, con 
muchísima aproximación , por el método siguiente :  ̂ ^

i.o Sea (j% . 62) c el centro del círculo, ct perpendicular á zm , y 
cu perpendicular á tin. Si zm es el lado del exágono regular, el arco ztm 
será igual á 36o° partidos por 6 , que es igual á 6o°  ̂ esto  ̂ e s , que zm 
será cuerda del arco de 6o®, que por lo dicho {art, 242) sera igual al ra­
dio mayor cm.  ̂ ^

2. ® La perpendicular cbt divide por mitad á la cuerda zm y  a su arco 
ztm {art. 179)! por consiguiente , si se supone el radio del círculo cm— ;

000000, será bm^^Sooooo, Establecido esto, por ser el triangnlo 
cbm rectángulo en 6 , con los valores de bm y cm se podrá hallar el del ra­
dio recto cb , con cuanta aproximación se quiera {art. 269) j y  cb , restado 
de c t , dará el valor de la parte bt.  ̂ , . .

3. ® Por ser zt= tm  , la cuerda tm será lado del polígono inscripto de 
doce lados. En el triángulo rectángulo mbt se conocen los catetos bm y  6í,
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y por lo tanto se podrá determinar el valor de la hipotenusa tm (art. i6 8 l 
y el de su mitad em.

4.° Con este valor aproximado, y  el del radio cm, se podra determi­
nar ce en el triángulo rectángulo cem. La perpendicular ce es radio recto 
del p o ll in o  de i a lados , y  restándolo de cu resultará conocido eu.

5.0 Con eu y  em se hallará por el mismo estilo el lado del polígono 
de a4 lados j y  asi sucesivamente hasta hallar el valor del lado de un polí­
gono inscripto de un gran numero de lados.

6.0̂  E l valor del lado, multiplicado por el número de los lados, mani­
festara el valor del perímetro del polígono correspondiente al radio ma­
yor 1000000. Si el número de los lados es muy crecido , el perímetro del 
polígono no diferirá sensiblemente de la circunferencia ; y  por lo tanto se 
tendrá por este método él valor de la circunferencia correspondiente al ra- 
dio— 1000000, con tanta mas aproximación cuanto mayor fuese el núme­
ro de lados del polígono cuyo perímetro se supone igual al del círculo cir­
cunscripto.

297 Con la inspección de la figura, y  los principios establecidos, se 
comprende que si hay un polígono inscripto y otro circunscripto de igual 
numero de lados, sera cb (radio recto del inscripto) á ct (radio del círculo) 
como om (mitad del lado del polígono inscripto) á ta (mitad del lado del 
circunscripto). Multiplicando á bm y  ta por un mismo número (que es el du­
plo del numero de lados) resultarán los valores de los perímetros de dichos 
polígonos. Por lo tanto (̂ Arit. aSy nüm. a.”) será en general el radio recto 
del polígono inscripto al radio del círculo como el perímetro del polígono 
inscripto al perímetro del polígono circunscripto del mismo número de la­
dos. Por este método se puede hallar el perímetro del polígono circunscrip­
to , correspondiente al inscripto que se supone igual á la circunferencia con 
muclia aproximación.

aq’S Como la circunferencia es mayor que el perímetro del polígono 
inscripto, y  menor que el perímetro del circunscripto: si estos dos difieren 
entre sí, v. g. en una millonésima, es evidente que el valor hallado de la 
circunferencia debe diferir del verdadero en menos de una millonésima, 
luego no solo se puede hallar por este método la relación aproximada del 
radio con la circunferencia, si que se puede asegurar que el error no llega 
á una cantidad determinada, v. g. á un milésimo  ̂ á una millonésima &c.

Por este método y  por otros mas expeditos se ha hallado que

299 Suponiendo que el diámetro es la unidad, la circun­
ferencia vale 3^1415926536;, y basta tomar las tres primeras 
cifras 3‘14 para tener los resultados con menos de un milési­
mo de error. Haciendo uso de cinco cifras , será la circunfe­
rencia 3H416, con menos de tres millonésimos de error.

Conviene aprender de memoria el número 3H416., por 
el mucho uso que se hace de la relación del diámetro con la 
circunferencia.
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300 Como el radio es mitad del diámetro j se deberá snponer el ra— 

d i o = — cuando se suponga la circunferencia =  $‘ 14 16 i y  por lo tan­

to , para determinar el número de grados de un arco igual al radio , se di­

rá 3‘ I4 i 6 : 36o® : : x = S j° Z  con corta diferencia : esto es, que

El arco de 57°3 es igual al radio del círculo con corta di- 
fcrcricis.*

301 Teorema. Todos los cíi'culos son figuras semejantes.
Vemostraeion. Los radios son líneas rectas, y por consi­

guiente semejantes (^art. 38^’ es asi que de la igualdad de los 
radios se sigue la igualdad de los circuios ^art. 109)^ luego 
todos los círculos serán semejantes entre s í, puesto que tienen 
semejantes las partesp  y  -P que los determinan {^art. 261).^

302 Corolario. De aqui resulta que los círculos tendrán 
sus dimensiones -homologas proporcionales. esto es, los radios, 
diámetros, circunferencias, cuerdas y arcos de igual número 
de grados (ar£. 248).

303 Corolario. Siempre que se conozca el diámetro D  
de un círculo, expresado en cualesquiera unidades , se podra 
hallar el valor de la circunferencia C en las mismas unidades, 
diciendo 1 ; 3T416 : ; D : C zr:D x3‘14T6.

304 Si lo que se conoce es el radio 2? , por cnanto es aR. —  D , se 
dirá : i : 3‘ i 4 i 6 : : aE. : C = B .x 6‘ a83a.

305 Si se trata de determinar la extensión JE de un arco de un deter-
G xC

minado número de grados G , se dirá 36o® í G : : G ; , y  susti—

, o o \ / -p Dx G x 3‘ i 4 i 6
tuyendo el valor hallado de C ( arí. 3o3 J; sera E —

crojO oSyayxD xG  (Arit. i 43)»

306 Corolario. Siempre que se conozca la  circunferencia C  de un 
círculo, se puede determinar el diámetro Z) diciendo : 3‘ 14 6̂ : i : : G : D

= ^ = i f £ 2£5 E = o « 3 , 83 ix C ( ^ n t .  32 . /  . 43).
3*1416 3*1416 ^

Tomando la mitad del valor P ,  se tendrá conocido el radio R.
307 Corolario. Gonocido el arco P  de un determinado número de 

grados G , se puede determinar el radio diciendo, G : 57°3 : : E : R

300).
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3o8 Si lo (jue se conoce es la circunferencia , será G =  36o , y  si lo 

que se conoce es la extensión del arco de un grado, será G =  i , y  
R =  E¡x 57°3 , con diferencia de un diez milésimo. Por consiguiente , si 
un grado tiene la extensión de ao leguas , el radio tendrá 1 146 5 y  el diá­
metro aaQa. La primera de estas dos cantidades es la distancia que hay 
desde la superficie hasta el centro de la tierra , y  la segunda es la  longi­
tud de la recta que atraviesa á la tierra de parte á p arte, pasando por^su 
centro.

CAPITULO XI.

DE I.AS SUPERFICIES PLANAS.

P o309 JTor superficie de una figura plana se entiende el 
espacio comprendido entre las líneas que la terminan.

310 Corolario. Todas las figuras totalmente iguales , esto 
es 5 todas las figuras iguales y semejantes {art. 15) serán igua­
les en superficie: esto es, serán iguales. Pero dos figuras pue­
den ser iguales , y tener una forma enteramente distinta.

311 Corolario. Si la base FB [Jig. 64) de un rectángu­
lo FD  se divide en un número cualquiera de partes iguales, 
Fe  ̂ es ̂  su &c., y por las divisiones se levantan las perpendi­
culares c¿, s i , uz 8cc., el rectángulo total quedará dividido en 
tantos rectángulo^ iguales F i , e l , sz &c., cuantas son las par­
tes iguales en que se ha dividido la base (a ri. 287).

312 Corolario. Considerando el lado FJff como base y el 
FB  como altura, se ve también que si la altura se divide en 
un número cualquiera de partes iguales, y por las divisiones 
se tiran paralelas á la base ; el rectángulo total quedará divi­
dido en tantos rectángulos iguales cuantas divisiones se hayan 
hecho en la altura.

313 Teorema. Los rectángulos de igual altura están en­
tre sí como sus bases;, y los de igual base están como las al­
turas.

Demostraeion. Es evidente que la superficie del rectán­
gulo FD {^Jig. 64 y  65) estará con la superficie de otro cual­
quier r e c t á n g u l o , como el número de rectángulos suma­
mente pequeños en que se puede dividir el primero al núme­
ro de los mismos rectángulos en que se puede dividir el según-



DE GEOMETRIA.
do Es asi que dichos números están entre sí como las bases 
de* los rectángulos FD, fd ,  de igual altura ( art. 311): luego 
las superficies de dos rectángulos de igual altura estarán entie
sí como las bases. , , • i

Supóngase ahora que las l í F ,  h f  son las bases iguales , y 
l a s / ’i ? , / ó  las altnras,y  se demostrará del mismo modo 
(art. 312) que los rectángulos de igual base están entie si
como sus alturas. n , / i -i t?

314 Corolario. Si FD  es un cuadrado o cuadrilongo; y i c
es los dos décimos de F B , el rectángulo Fi será los dos déci­

mos del rectángulo FD. En general, si Fe es — de F B , la 

superficie de FEic (que llamaremos s), será ~  de la superfi­

cie de FH D B  (que llamaremos 6’)^ puesto que debe ser FB\ 

F C : : S  : s: esto es, m ; 1 : : S : s r= -^ r= ^  de S ( Arit. 269

y 315 Corolario. Tamblen se deduce (art. 313, y Arit. 281 
y  283) que las superficies de los rectángulos están entre sí 
como los productos de sus bases por las alturas.

316 Asi como para jepresentar con números las longitu­
des de las líneas se toma como unidad una línea recta de una 
extensión determinada, v. g. de un pie (Arit. 59 d  62); para 
expresar con números las extensiones de las superficies, sera 
menester tomar por unidad una superficie de una extensión
determinada. ^

A la línea que se toma por unidad para expiesar en nú­
meros las longitudes de las demas lineas se da el nombre de 
unidad ZmeaZ; y á la superficie que se toma como unidad, 
para expresar la extensión de las demas supei ficies, se dai a 
el nombre de unidad superjicial

317 Los Geómetras han convenido en tomar por unidad 
superficial la de un cuadrado cuyo lado es la unidad lineal.

318 El pie cuadrado ó superjicial es un cuadrado cuyo 
lado es de un pie lineal. La pulgada cuadrada o superji-

9
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cial es un cuadrado cuyo lado es de una pulgada lineal; y asi 
de las demas unidades.

319 Por esta razón, la magnitud de las superficies se expresa por
medidas ó unidades cuadradas. Asi, cuando se dice que la superficie de un 
triángulo es de 20 pies, se entiende'que son 20 pies cuadrados. Esto equi­
vale á decir, que dicho triángulo contiene veinte veces á la superficie de 
un cuadrado cuyo lado es u« pie. Por consiguiente, si el triángulo es un 
piso que se ha de enladrillar con ladrillos cuadrados cuyo lado es de un 
pie lineal, se necesitarán veinte ladrillos justos, aunque sea menester 
romper alguno de ellos, y  acomodar sos pedazos, por la diversidad de la 
figura. ■

Se suele dar el nombre de área á la extensión de una 
superficie; y asi en el ejemplo anterior se dirá que el.área 
del triángulo es de 20 pies.

320 El pie lineal y el pie cuadrado son cantidades de dis­
tinta especie. Por consiguiente no se pueden comparar, y se 
deben distinguir mucho uno de otro. El pie lineal es una 
longitud, y el cuadrado es una superficie. Preguntar v. g. 
cuántos pies ó pulgadas lineales tiene un pie cuadrado, se­
ria un despropósito tan grande como preguntar cuántas va­
ras tiene: una libra.

321 Es evidente que sobre la base de un rectángulo se 
puede formar una fila de tantos pies cuadrados cuantos Son 
los pies lineales de dicha base: y en el rectángulo habrá tan­
tas filas de cuadrados iguales, á la formada, sobre la base , cuan­
tos pies lineales tiene la altura. Es asi que el número total de 
pies cuadrados es igual al número de los contenidos en una 
fila multiplicado por el número de filas: luego el número de 
pies cuadrados que contendrá un rectángulo, será igual al 
producto de los pies lineales que contiene. la base por el nú­
mero de pies lineales que contiene la altura.

V. g. si la base del rectángulo es de 6 pies y la  altura de 7 pies ha­
brá 7 filas de á 6 pies cuadrados cada unaj y el rectángulo contendrá 42 
pies cuadrados {fig. 66 ).

322 De lo establecido {art. 314) se sigue, que si la base 

del rectángulo contiene b pies mas —̂ de pie, cada fila con- 

tendrá b cuadrados de un pie y —; de dicho cuadrado; y si la
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altura contiene el nùmero de pies a  mas --de pie, nume­

ro de filas será a mas esto es, a  mas una fila igual á --  

del tamaño de cada fila '96)^ luego el numero de uni­

dades cuadradas y partes de unidad será
esto es, igual al número de cuadrados y partes de cuadiado de

cada fila, multiplicado por el número de filas y partes de fila.
323 Luego en general, la superficie de'todo rectángulo 

es igual al producto’ de las unidades lineales de cualquiéia 
clase contenidas en lá base, por el número de unidades linea­
les de la misma clase contenidas en la altura.

324 Esta proposición se abrevia diciendo, cpie la super­
ficie de un rectángulo es igual al producto de la liase por la 
3.1tur3.«

325 Corolario, La superficie de todo cuadrado será igual 
al cuadrado de su lado.

326 Corolario. Las superficies de Varios cuadrados esta­
rán entre sí como los cuadrados dé sus' ladós : esto es, como los 
números que resultan elevando al cuadrado {Arit. 212) los va­
lores de sus lados expresados en las mismas unidades.

327 Corolario. Por consiguiente, si dos dimensiones li­
neales están entre sí como L  : l, las correspondientes dimen­
siones cuadradas (esto es, las superficies de los cuadrados cu­
yos lados sean dichas dimensiones) estarán entre si como
r : i \

3 28 V. g. por cuanto el pie lineal de Paris es al de Burgos como 7 :6 ,  
los correspondientes pies superficiales estarán entre si como 49 : 3 6 . Por 
cuanto el pié lineal fes á la pulgada como 12 : i , el numero de pulgadas 
superficiales contenidas en el pie superficial será ( l a ) ’ — 144- cuanto
la braza contiene seis pies, la braza superficial constara de 36  pies super-

Se kebe tener esto muy presente, para no equivocarse en las reduccio­
nes de las unidades súperficiáles dé especies mayores á .menores, o de estas 
à aqufeUas (yárií. 178 á  186).

329 Teorema. Ün rectángulo y un paralelógramo obli­
cuángulo, de igual base y altura, són iguales.
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Demostración. Imagínese la base inferior del paraleló- 

gramo oblicuángulo colocada sobre la dél rectángulo [Jig.Ql 
J  68 ) como abem  ̂asam\ y la base superior su del paraleló- 
gramo oblicuángulo formará una misma recta con la base su- 
penor del rectángulo 6e ̂  pues á no Ser asi, la altura uz no 
sena igual a la altura, aó. Establecido esto, ó el lado as del 
paialelogramo oblicuángulo caera dentro de la base superior 
del rectángulo, como en la figura 67, ó fuera, como en là 
figura 68. En ambos casos 67 y  68 ) los triángulos rec­
tángulos bas^ emú tendrán iguales las hipotenusas as, mu, y 
los catetos ab, me, por lados opuestos de. unos mismos para- 
lelógramos (ari. 285). Por consiguiente dichos triángulos son 
totalmente iguales (ari. 270).

Demostrado esto, en el caso de la figura 67, agréguese á 
ambos triángulos el trajDecio asem, y las Sumas, que son el 
rectángulo ae y el paralelógramo oblicuángulo au, serán igua­
les (^r¿i. 26). ,

En el caso de la figura 68 , quítese de ambos triángulos 
bas, emú el triángulo ecs, y  los resultados, que son los trape­
cios beca, uscm sei'an iguales ^Árit, 26). Agregúese á ambos 
trapecios el triángulo ac7?z,. y las sumas, que son el rectán­
gulo ae y el paralelógrarpo oblicuángulo au , serán iguales 
[Arit. 26).

330 Corolario. De.esto resulta (a ri. 324) que la super­
ficie, de todo paralelógramo, se hallará multiplicando la base 
}X)r la altura. . .  .. ' -

331 Corolario. Todos los paralelógramos de igual base 
y altura son iguales.

332 Teorema. Si un triángulo' y un paralelógramo tie­
nen igual base y altura, el triángulo será mitad dej parale­
lógramo; • ' ,

Demostración. Sea {Jig. 69 ) el triángulo abm, cuya ba­
se es am, y la altura bz. Tírese por 6 la recta be paralela á ía 
base am , y por m la me paralela al lado ab', y resultará for­
mado el paralelógramo abem. Dicho paralelógramo se compo­
ne de los triángulos iguales amb, ebm [art. 284). Por consi­
guiente el triángulo propuesto amb será mitad del paraleló-
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gramo ahem de igual base y altura. De esto y de lo estableci­
do {art. 331) resulta que el triángulo será mitad de todos los 
paralelógramos de igual base y altura.

333 Corolario. De aqui se sigue (ari. 330) que la super­
ficie del triangulo se bailara multiplicando la base por la al 
tura, y tomando la mitad del producto.

334 Corolario. Respecto á que lo mismo es tomar la mi­
tad del producto c|ue multiplicar el uno de los fractores por 
la mitad del otro (Jrií. 101 ), también se bailará la superficie 
del triángulo multiplicando la base por la mitad de la altura, 
ó la altura por la mitad de la base.

335 Corolario. Todos los triángulos de igual base y al­
tura son iguales.

336 Corolario. La superficie de los triángulos estarán 
entre sí como las mitades de los productos de sus bases por 
sus alturas y como las mitades están entre sí como los todos 
[Arit. 257)^ estarán también entre sí las superficies de los 
triángulos como los productos de sus bases por sus alturas.

337 Teorema. La superficie del círculo es igual a la circunferencia 
multiplicada por la mitad del radio.

Demostración. E l círculo se puede imaginar como un polígono regu­
la r de un numero de lados infinito (arf. 292); é imaginando que desde el 
centro salen radios á todos los puntos de la circunferencia, quedara divi­
dido el círculo en un sinnúmero de triángulos que tienen su vértice en 
el centro. La superficie de cada uno de estos triángulos diferenciales sera 
igual al producto de la mitad del radio (que es la altura de todos ellos) 
por el arquito diferencial (que es la base)^ y per lo tanto (Arit. io 5), la 
superficie de todos los triángulos será igual al producto de la mitad del 
radio por la circunferencia, que es la suma de todas las bases.

338  Corolario. También se hallará la superficie del círculo multipli­
cando la circunferencia por el radio , y  tomando la mitad del producto^ ó 
multiplicando el radio por la mitad de la circunferencia (Arit. lo i) .

339 -Problema. Conociendo el radio R  de un círculo, hallar su su­
perficie.

Resolución. Se halló (art. 3 o4 ) que la circunferencia correspondiente 
al radio R  es C = 6 ‘2832xi?, y su mitad será 3 '*i4i6xR , que multiplicada 
por el rad io , dará la superficie S = 3 ‘l4 i6 x f i ':  esto es, igual a la razón 
del diàm etro .á la circunferencia (art. 299) multiplicada por el cuadrado
del radio. . i /■ o i /"

V. g. si el radio es de 5 pies, la superficie de circulo s e r a b = 3‘i 4 iü
X 2 5 = 7 8 ‘54 pies cuadrados, que son 78 pies, 77 pulgadas, y 109 líneas.

340 Si se quiere usar de los logaritm os, se sumará el logaritmo de
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3«i 4 i 6 , que es o‘497 i499 , con el logaritmo del radio escrito dos veces, 
y el numero correspondiente al logaritmo que resulte, será el valor de la 
superficie del círculo (Jrit. 3 io  y  327).

341 Problema. Hallar la superficie de cualquiera figu­
ra plana rectilínea.

PesoliLcion. Divídase la figura propuesta en triángulos 
por medio de las diagonales tiradas de un ángulo á los de­
mas. Hállese la superficie de cada triángulo [art. 333 y  334); 
y smuando las superficies de todos ellos, se tendrá la superfi­
cie de la figura.

342 Teorema. La superficie de un trapecio es igual al 
producto de la altura por la semisuma de sus bases.

Demostración. Sea {Jig. 70) aheu el trapecio^ y tirada 
la diagonal a e , quedara dividido en los dos triángulos abe^ 
eau, cuya altura es igual á ez {art. 188 y  189). La superfi­
cie 6* del trapecio será igual á la suma de las superficies de

los triángulos de que se. compone: esto es, 6’= —beX ez+
/ I ,  I .  b e x a u  ^ a

auxez =  ^-—be-H—a u ) x e z = ------ Xez{Arit. 106).

343 Problema. Hallar la superficie de cualquiera figura 
plana curvilínea, con aproximación.

Resolución. Sea 71) bpqsb la figura curvilínea de 
que se trata.

Tírese la recta 6^ , que atraviese a la figura por su 
mayor largo, y llámese eje de las abscisas.

Divídase el eje de las abscisas bq en un número cre­
cido de p rte s  iguales ba , a e , ec 8cc. ; de suerte que las por­
ciones correspondientes de las curvas bd y bf\ dh y f l y i t p  
y Is &c. sean sensiblemente rectas.

3. ° Hállense las longitudes de las daf ,  he l,pcs  &c. per- 
jXMidiculares á la 6g, que llamaremos ordenadas.

4. Súmense todas las ordenadas, multipliqúese dicha su­
ma por la distancia ae de una á otra (esto es, por el valor de 
una de las porciones iguales del eje de las abscisas), y resul­
tará la superficie cpie se trata de determinar.

O lí Demostración, Llamando d  a las distancias iguales
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ba, ae , ec &c., tendremos que la superficie del.....................

triángulo h d f es............... ................................  ^ ^

1 1 1  ' j f f  ̂ -----) X dla del trapecio t i j  es.........................................a

la del trapecio p l  es........................................ ^ p s)x d

la del trapecio as es.........................................^_ps-+-—nm)xd

la del triángulo uqm .......................................  —um xd. Por lo

dicho en la Aritmética (Arit. 105) será la superficie total S=z

( —df H---df H----hl -4——hl —H—ps —ps H----iimH um) X d
\ a  a a ’ a* a a a a
— ̂ df-f-hl-h-ps-Hum) x d ,  que es lo que se trataba de de­
mostrar.

345 Si la figura está terminada en la recta um , la mitad 
de la última ordenada urn solo entrará una \ez en el multi­
plicando 5 y en tal caso, se deberá sumar la mitad de la últi­
ma ordenada con todas las demas.

346 Si las distancias entre las ordenadas son desiguales, 
se multiplica la semismna de cada dos ordenadas por la dis­
tancia de una á otra: y con esto se baila la superficie del tra­
pecio, cuyas bases son dichas ordenadas; y se practica lo mis­
mo con todas las demas. Si la curva remata en punta, se ba— 
lian también las superficies de los dos triángulos extremos, 
uiultiphcando la mitad de cada una de las ultimas oi denadas 
de uno y otro extremo, por su distancia al ex tierno coiies- 
pondiente. Se smnan todas las superficies parciales, y el resul­
tado es el todo de la superficie comprendida por la cu^a.

Este último método es preferible, cuando hay dificultad 
en medir muchas ordenadas; y mas si la curva se aleja en unas 
partes mucho mas que en otras de la línea recta. En tal caso, 
se tiran las ordenadas mas espesas en los parages en que es mu­
cha la curvidad, y mas claras en los parages en que la cur­
vidad es menos sensible.
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347 El error de este método aproximado es la suma de 

los segmentos comprendidos entre las cuerdas bd {Jig, 7 1 ) ,^ ,
fL  &c., y los arcos de curva que subtenden.

348 Cuando la convexidad de la curva cae liácia la par-v 
te exterior, como en la figura 71, el error del método es siem­
pre por defecto; esto es, que resulta siempre una superficie 
algo menor que la verdadera.

349 Guando la concavidad cae bácia la parte exterior, co­
mo en la figura 72, el error es por exceso: esto ^s, que resul­
ta siempre una superficie algo mayor que la verdadera.

350 Si la convexidad de la curva cae en unas partes bá­
cia lo exterior, y en otras hácia lo interior de la figura, el 
error absoluto será igual á la diferencia de los errores por de­
fecto y por exceso. Dicho error absoluto será de la especie del 
mayor de los errores expresados; y será cero si son los dos 
iguales.

351 Si las dos curvas son iguales y semejantes, como en 
las figuras 71 y 7 2, se puede hallar el área comprendida entre 
la curva y ebeje de las abscisas bq^ y. su duplo será la super­
ficie total.

352 Si {Jig. 73) biltqrheb es la curva que resulta de la 
sección de un navio por la lumbre del agua, se puede supo­
ner (sin considerable error) que la superficie de la figura 
curvilínea es un medio entre las superficies del rectángulo uf^ 
y cuadrilátero blqhb.

Llamaiulo m á la anclmra h l, y  e <á la longitud bq, la superficie del 

rectángulo será mxe-, y la del cuadrilátero (art. 33 3 ) será _L( hlxbc-+-hl 

X  cq ) — —h lx (b c - l- c c [ )= :-—(mxe). Tomando un medio entre las super­

ficies de las figuras rectilíneas, resultará la curvilínea 5  ( mxe )
3 1 a '  4

(mxe) — (mxe) =  (m xe) _ ( m x e ) .
4 4

Por consiguiente, se obtendrá el área de la sección del 
navio por la lumbre del agua, sin considerable error, multi­
plicando el largo por el ancho, y disminuyendo el producto 
Cn una cuarta parte.

354 V. g. si la mayor anchura, ó manga del nav io , es pies, y
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la longitud, o eslora, es 6=148 p ies, será m xe= .

63
6a 16

El -Le [554
•t

El área de la sección S (*)............................. ................................................ 466a
355 Teorema. Las superficies de los triángulos semejan­

tes están entre sí como los cuadrados de sus dimensiones ho­
mologas.

Demostración. Sea A  la altura, B  la base, S  la superfi­
cie, y L  una dimensión cualquiera del uno de los triángulos^ 
y a ,  6, 5, Z las dimensiones correspondientes del otro trián­
gulo.

Por la semejanza de los triángulos s e r á n • b ■ ■ L • i} ’ ^
multiplicando los términos correspondientes de ambas pro­
porciones [Arit. 263),
será..................................... AxB ; axb : : L’ : 1’.
Es asi [art. 336) que........  AxB ; axb : : S : s.
Luego {Arit. 25) será........  S : s ; : L ’ : 1®, que es lo que se
trataba de demostrar.

356 Teorema. Las superficies de cualesquiera figuras se­
mejantes están entre sí como los cuadrados de sus dimensio­
nes homologas.

Demostración. Si dos figuras son semejantes, tirando en 
una y otra diagonales entre los ángulos correspondientes, que­
darán ambas divididas en triángulos; y los lados de los trián­
gulos de la una serán proporcionales con los lados de los trián­
gulos de la otra {art. 24í^. Por consiguiente los triángulos A, 
B , C 8cc., en que resulta dividida la primera figura, serán se­
mejantes á los a , 6, c &c., en que resulta dividida la segun­
da (arí. 263 l.°). Por lo que se acaba de demostrar
{art. 355) es L’ : r  ;: A : a, representando Z y  Z dos dimensio­
nes homologas de los triángulos A y a .

Si ZT y /i son otras dos dimensiones homologas de las fi­
guras deberá ser {cirt. 248)...........................  L : 1 :: H ; b.

(*) E ste  resu ltado  es m enor que el T e r-  mo del ExAmen M arítim o  ; y  se acercará ma* 
dadero  en el n a r io  que toma p o r ejem plo el á ia T crdad en los navios que tienen  sus ex -  
Excm o. S r. D . Jo rg e  Ju an  ea el segundo to^ tren iidades mas delgadas.

10



A : a.. 
B : b. 
C : c.

() 4 T R A TA D O
Por consiguiente [Arit. 212 y  263).............. L* : V ; : IF  : h®.,
Se halló antes......... .........................................  : T ; : A : a.
Luego (AÍr¿í. 25) será........................... .......... IF  ; IF : : A : a.

Esta misma demostración se aplica á todos- los- triángulos;; 
y ] )0r lo tanto

( IF  ; IF
será.........................................................< ir  ; IF

( ; IF
Luego por la igualdad de razones [An.t. 269) será H* ; h*:: 

( A-t-B-t-CH-&c^) ; (a-Hb-Hc-{-&c.); esto es, I I á .  /F, como 
la suma de triángulos de que se compone la primera figu­
ra, á la suma de triángulos de que se compone la segunda.

Aunque las. figuras sean curvilíneas, se pueden imaginar 
divididas en infinitos trapecios {art. 343); y cada trapecio se 
puede imaginar dividido en dos triángulos; luego las superfi­
cies de las figuras semejantes, aunque sean curvilíneas, esta­
rán entre sí como los cuadrados de sus dimensiones homólogas.

357 Esta proposición, cpie se extiende á las superficies de 
los sólidos, es sumamente interesanie.•

V. g; si dos buques B  j  b son semejantes, el níimero de planchas de 
cobre que se necesitan para aforrar el primero, es el número de planchas 
que se necesitan para el segundo , como el cuadrado de cualquier dimen­
sión del buque B, al cuadrado de la dimensión correspondiente de b.

358 Si los perímetros de dos maromas están entre sí como P  k p ,  el 
número de hilos que contendrán, y 'po r consiguiente sus resistencias, esta­
rán entre sí como P* á p':. esto es, que siendo iguales todas las demas cir­
cunstancias, la resistencia de-un cable de 20 pulgadas es á la de un cable 
de 26 pulgadas como (20)* : (26)":. esto es, como 400 : 676 , ó como loo,. 
k  I 69 lArit. ¿Sy).

CAPITULO XII.

d e  l a s  l i n e a s  q u e  s e  h a l l a n  e n  d i s t i n t o s  p l a n o s ..

G359 VJuando se trata de las propiedades de los planos, 
se suponen estos prolongados indefinidamente.-

36fi De la definición de los planos {art. 44) se sigue, que
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SI ima recta tiene dos puntos en un plano, estará toda ella en 
dicho plano.

361 Teovciytci. Tres puntos, que no están en linea recta, 
determinan la posición de un plano.

Demostración. Supóngase que dos planos [fig. 74) tie­
nen comunes los tres puntos ct, ó, y tiradas las lectas cz6, ce, 
que se corten en m , toda la ab estará en dichos dos planos, y 
también la ce, que tiene en ellos los puntos m  y e {art. 360). 
Sentado esto, sea t un punto cualquiera del uno de los pla­
nos. En dicho plano tírese por t la hg oblicua á las aó, ce  ̂ y 
por tener esta línea los puntos ri y p  en el otro plano, estara 
toda ella en él (art. 360), y por consiguiente en ambos planos: 
lueo^o si dos planos tienen comunes tres puntos, que no están 
en línea recta, todos los puntos del un plano serán comunes 
al otro, y por lo tanto se confundirán: luego por tres puntos 
que no están en línea recta, solo puede pasar un plano, cuya 
posición está determinada por dichos tres puntos.

362 Corolario. De esto se sigue que una recta y un pun­
to fuera de ella, o dos rectas que se coi tan, determinan la po­
sición de un plano.

363 Corolario. El plano puede girar sobre una recta; y 
por lo tanto, un número cualquiera de puntos en línea rec­
ta no bastan para determinar su posición.

364 Corolario. La común sección de dos planos debe ser 
una línea recta: pues á no ser asi, tendrian comunes tres ó 
mas puntos que no estarian en línea recta; y por lo tanto se 
confundirían en un solo plano (art. 361).

365 Corolario. La común sección de dos círculos con­
céntricos debe pasar por el centro común; y por lo tanto sera 
un diámetro.

366 Se dice que una recta es perpendicular á un plano 
cuando cae sobre él sin inclinarse á un lado mas que á otro 
cualquiera,

367 Para convencerse de que esta definición no encierra 
imposibilidad, imagínese que el plano del triángulo isósceles 
abe (fig. 75) gira sobre la base aó; y se concibe fácilmente 
que las oblicuas iguales có, ca (que caen á la derecha é iz-
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qiúerdá cíe la perpendicular ce) describirán unas super£cies 
cuyas convexidades caerán á derecha é izcpúerda de dicha 
perpendicular. Lo mismo le sucederá á las oblicuas iguales criy 
crn, &c. ; y la perpendicular ce será la única línea que des­
cribirá la superficie de un círculo perpendicular á la ah.

368 Corolario. De lo dicho {art. 366 y  367) se sigue que 
la recta perpendicular á un plano, lo será á todas las rectas 
tiradas en dicho plano por el punto en que la perpendicular 
lo encuentra.

369 Teorema. De un punto tomado en el plano solo se 
puede levantar una perpendicular.

Demostración. Sea la ea 76) perpendicular al plano 
f t  ; y si se dice que también puede serlo la eh , tirada la pq  
en el jdano ae/¿, se seguirá que de un punto e se podrán le­
vantar dos perpendiculares á una recta pq  en un mismo pla­
no aeh^ lo cual es absurdo [art. 168); luego también lo es el 
que de iin mismo punto puedan salir dos perpendiculares al 
plano.

370 Teorema. De un punto a [Jig. 76) hiera de un 
plano no se le puede bajar mas que una perpendicular ae.

Demostración. Si la ap fuese también perpendicular, ti­
rada la pe., resultarla que de un punto a se podrían bajar dos 
jierpendiculares á la yjc [art. 368) en un mismo plano ape, 
lo cual es absurdo [art. 171).

371 Por distancia de un punto á un plano se entiende la 
mas corta ̂  y es evidente que esta es la perpendicular, porque 
[Jig. 7 6 ) la oblicua ap es hipotenusa del triángulo aep, y por . 
consiguiente mayor que ae [art. 233 núm. 1.*̂ ).

372 E je de un circulo es la joerpendicular que lo atra­
viesa por el centro.

373 Teorema. El eje de un círculo tiene cada uno de sus 
puntos igualmente distante de todos los puntos de la circun­
ferencia.

Demostración. Sea [ f ig. l l )  ca el eje de un óírculo esmne\ 
y tiradas las oblicuas an, am  &c. desde cualquier jounto del 
eje á todos los de la circunferencia, resultan los triángulos 
acn , acm &c., que por tener el lado ac commi, los lados en.



D E G E O M E TR IA. 67
cm 8cc., iguales por radios, y los ángulos en c rectos {art. 3G8), 
serán totalmente iguales (a ri. 97p. luego las distancias an, 
am  &c., que son las hipotenusas, también serán iguales.

374 Teorema. Si una perpendicular á un plano tiene un 
punto igualmente distante de tres del plano, será eje del cír­
culo que pasa por dichos tres puntos.

Demostración. Sea {Jlg. 77) ac la perpendicular al pla­
no del círculo nm en , y a  el punto que dista igualmente de 
los tres puntos a ,  7?z, ê , y tiradas las a7z, am  y ae, como tam­
bién las C71, C772, ce., los triángulos rectángulos ac/i, ac/77, ace, 
que tienen las hipotenusas ac¿, a/TZ, ae iguales, y el cateto ac 
común, serán totalmente iguales {art. 270); luego serán igua­
les las cn./cm^ ce; y por consiguiente será c el centro del cír­
culo emn, y ac su eje.

375 Teorema. Si una recta tiene dos puntos, cada uno 
de los cuales dista igualm.ente de los mismos tres puntos to­
mados en un plano, será eje del círculo que pasa por dichos 
tres puntos.

Demostración. Supóngase (j^g. 77) que el punto a de 
la recta auc dista igualmente de los tres puntos e, 7?z, a , y 
que le sucede lo mismo al punto u , y por el teorema antece­
dente la perpendicular bajada desde a pasará por el centro 
del círculo emn. Por el mismo teorema pasará por dicho cen­
tro la perpendicular bajada desde u. Pero de un punto c solo 
puede salir una perpendicular al plano {art. 3G9); luego las 
perpendiculares bajadas al-plano de a y u formarán una sola 
recta, que pasará por el centro del círculo, y por consiguien­
te será su eje.

376 Teore/Tza. Si una recta es perpendicular á otras dos 
que se cortan, será perpendicular al plano que dichas dos rec­
tas determinan.

Demostración. Sea {Jig- 11) ac perpendicular á las ns, 
bm-., y tomados los puntos tz, m^ s , equidistantes de c, resul­
tan iguales los triángulos rectángulos aezz, acm, acs {art. 97); 
y })or consiguiente el punto a distará igualmente de dichos 
tres puntos i i ,m^  5 ,  como también el punto c ; y por el teore­
ma antecedente será la ac perpendicular al plano.
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377 Teorema. Una recta no puede ser perpendicular á 
dos planos cpje se cortan.

Demostración. Si la recta me (Jig. 78) fuese perpendicu­
lar á los planos 772Í, ct (cuya común sección es a i) ,  dicha rec­
ta me seria perpendicular á las 7?za, ca (art. 368), que deter­
minan el plano mac (art. 3G2); y estas rectas serian perpen­
diculares á la7?2c (art. 164); lueoo de un punto a se poclrian 
bajar dos perpendiculares á la me en un mismo plano mac^ lo 
que es imposible (art. 171).
' 378 Angulo plano  es la abertura de dos planos que se
terminan, ó se suponen terminados, en su común sección.

379 El vértice del ángulo plano, visto por la parte exte­
rior, se llama arista. La arista es lo que en términos vulgares 
se llama esquina.

380 Teorema. El ángulo de la inclinación de dos pla­
nos es igual al ángulo rectilíneo que forman dos perpendicu­
lares á la común sección, tiradas cada una en su plano.

Demostración. Imagínese (Jig. 79) que el plano abec, 
compuesto de infinitas perpendiculares á la , se confunde 
con otro plano, el cual gira sobre la línea ah: y no hay duda 
en q u e , al paso que vaya aumentando la abertura de dichos 
jfianos, las perpendiculares (*) ac\ n m \ he' Scc. del plano mo­
vible, describirán los arcos de círculo cc', mml^ ee' &c., cuyos 
centros estarán en los puntos a , n ,  h d<c., en que dichas per­
pendiculares encuentran á la común sección ah (art. 367). Di- 
clios arcos (Jig. 80) cíe', msm\ eue' serán de 180° cuando el 
plano movible haya dado una media vuelta, tomando la posi­
ción c '; y serán de 360° cuando vuelva á confundirse

dinacion de los planos. Pero los mismos arcos miden (Jig. 7 9) 
los ángulos cac\ mnm'^ ehe' &c. formados en sus centros por 
las perpendiculares á la común sección: luego el ángulo for-

(*) Se dan las denom inaciones de r r im e r a ,  
t fg tw d n  H e . á las le tras  que llevan  á  su dere ­
cha una, dos (3Cc. ray itas  al modo de  las de  los

m inutos, segundos H e.
V. g. a c ' se enuncia <zc prim era-, a ' ,  e '  

enuncia a p r im e r a , c segunda H e ,
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maclo por dichas perpendiculares es el de la inclinación de los

 ̂ 381 Corolario. Com o los círculos que describen <3
y 8 0 las perpendiculares ca, m n , ch &c. tienen por eje la 
común sección «6, la medida del ángulo de la inclinación de 
dos planos será el arco del círculo que está comprendido en­
tre ellos, y tiene por eje la común sección. ^

382 Corolario. La suma de todos los ángulos íormados 
por varios planos que tienen una común sección sera de o60
(arí. 141). / . I I  r

383 Corolario. Los ángulos formados sobre un plano, por
varios planos que tienen una común sección, valdrán 180°
(art. 143). i r

384- Corolario.. El ángulo que un plano torma con otro
hácia un lado será suplemento del que íorma hacia el otro
lado (arí. 148). ^ ,

385 Corolario. Los ángulos planos opuestos por el \e iti­
ce serán iguales (arí. 158).

386 Dos planos se dice que son perpendiculares cuando 
se encuentran sin inclinarse á un lado mas qu.e á otro.

387 Corolario. Todo plano perpendicular á otro forma­
rá con él cuatro ángulos rectos {cirt. 163).

388 Corolario. Si un plano forma con otro un ángulo
recto, le será perpendicular (czrí. 166).

389 Corolario.. Si un plano A es perpendicular a un pla­
no el plano B  será también perpendicular al plano A
{art. 164). r  i ' i3:90 Todo plano que pasa, por la perpendicular a otro, le
será perpendicular.

Demostración. Supóngase 81) que el plano hf pasa 
por la ab perpendicular al plano tn. Tírese en dicho plano tn  
la am  perpendicular á la común sección cc;, y el ángulo bam 
será.recto [art. 368);. pero el ángulo bam es el de la inclma- 
cionde los planos i^art. 380): luego dichos planos serán per­
pendiculares {art. 388).

391 Teorema. Si dos planos (^¿:.81) /i/, m , son perpen­
diculares, y en el segundo de ellos tn  se tira la ma perpendi-
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Ciliar a la común sección ec, dicha ma será perpendicular al 
primer plano h f  k todas las rectas tiradas en dicho primer 
piano poi el punto a  en que lo encuentra.

Demostración. Levántese en el primer plano /i/la  ah per­
pendicular a la común sección ec; y por ser los planos per­
pendiculares, sera recto el ángulo ham (art. 387 j  380); y la 
ma (perpendicular á 1^ ec, ab) será perpendicular al plano h f  
[art. 376); y por consiguiente á todas las rectas tiradas en di­
cho plano por el punto a [art. 368).

392 Teorema. Si dos planos (j^g. 78) mí, an^ que se 
cortan son perpendiculares á un tercero hf, su común sección 
ta  sera también perpendicular.

Demostración. Desde cualquier punto u de la común sec- 
cion ta  se puede tirar en el plano an  una perpendicular al 
plano h f  [art. 391); y desde el mismo punto se podrá tirar 
otra perpendicular á h f  en el plano mí; pero dichas perpen­
diculares se confunden en una-sola [art. 370): luego esta será 
la común sección.

393  ̂ Teorema. Si un primer plano m í, que es perpendi­
cular al segundo h f  [Jig. 78),  tiene un punto í en la ta 
perpendicular al segundo plano, toda la ta estará en el pri­
mero. ^

Demostración. Desde cualquier punto í se puede tirar en 
el plano mt una perpendicular al h f  [art. 391); pero dicha 
perpendicular no puede ser distinta de la ta  [art. 370): luego 
toda la ta  está en el plano mí.

.394 Por ángulo de una recta con un plano se entiende el 
que dicha recta forma con la común sección del plano de que 
se trata, y del plano perpendicular que pasa por ella.

V. g. 8Í el plano e s / í  {fig, 76), y ap la recta , bajada la perpendicular 
ae , sera sptq la común sección del p la n o /í con el plano perpendicular que 
pasa por la ap (art. y 3 6 o ); y apq será el ángulo que la recta forma 
con el plano.

395 De lo que se acaba de decir se deducen los corolarios 
siguientes:

1.° Toda recta he [Jig. 76) que encuentra á un plano f t ,  
forma con el dos ángulos heq, hes, cada uno de los cuales es
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suplemento del otro^ y cuando no se advierte otra cosa, se en­
tiende que se trata del agudo.

2.° El ángulo heq (Jig. 76 ), que forma una recta he con 
un p l a n o e s  complemento del hea que forma dicha recta 
con la ae perpendicular al plano; respecto á que el ángilloaeg 
es recto [cirt. 368), y á que las eq, ea se hallan en el plano 
perpendicular que pasa por la eh {cut. 393 y  394).

396 Teorema. Siempre que las perpendiculares á dos pla­
nos se encuentran ó cruzan en un punto, el ángulo que for­
man es igual al de la inclinación de dichos planos.

Demostración. Seanj^cZ, bq {Jig- 45) Jos planos vistos de 
canto, cuya común sección a es perpendicular al plano del pa­
pel. Sean Is, h f  las dos perpendiculares que tienen el punto ii 
en el plano del papel; y por lo establecido (arí. 393) estarán 
ambas en dicho plano, y serán perpendiculares á las jocZ, bq 
[art. 368); luego por lo demostrado {art. 210) será el ángulo 
luh igual á bacl; pero el ángulo bad es el de la inclinación 
de los planos, respecto á que las b a , da  son perpendiculares 
á la común sección a (art. 368), y se hallan cada una en su 
plano (a?’t. 380); luego el ángulo de las perpendiculares es 
igual al de los planos.

397 Teorema. Si dos planos A j  D se cortan, los ángulos 
agudos que las perpendiculares al uno forman con el otro se-̂  
rán complemento de los ángulos formados por dichos planos.

Demostración. Hechas las mismas suposiciones del artícu­
lo anterior de la figura 45, si las perpendiculares ac, ae salen 
de la común sección de los planos, es evidente cpe por ser bac 
recto, será dac complemento de 6acZ; y por ser rectopae, se­
rá qae complemento de paq. Es asi que dac es igual á su cor­
respondiente cZoZ, y qae es igual á su correspondiente qih\ 
luego todos los ángulos agudos que las perpendiculares al un 
plano forman con el otro plano son complementos del ángulo 
de la inclinación de dichos planos.

398 Corolario. De lo que se acaba de demostrar resulta, 
que los ángulos agudos que las perpendiculares á un plano A 
forman con otro plano son iguales á los ángulos agudos 
que las perpendiculares al plano B  forman con el plano A

11



72 t r a t a d o

(Arit, 25); y lo mismo se verifica con los ángulos obtusos, c|ue 
son suplementos de los agudos.

399 Estas dos -proposiciones ( a rí, 397 y  398 ) se aplican igualmen­
te á las líneas j y  de la prim era y  de lo establecido (a/ í. 60 y  i 83 ) re ­
sulta (jue el ángulo mixtilíneo sae {Jig. 5o ) es complemento del recti­
líneo sac.

400 . En general, el ángulo m ixtilíneo, ó curvilíneo, formado por un 
arco de círculo y por una línea (recta ó curva), será complemento del <jue 
dicha linea forma con el radio tirado al punto de intersección,

401 Se dice que una línea es paralela á un plano cuando 
todos sus puntos se hallan á igual distancia de dicho plano: 
esto es, cuando todas las perpendiculares bajadas desde la lí­
nea al j)lano son iguales.

402 Se dice c[ue dos planos A y J5 son paralelos cuando 
todos los puntos del uno se hallan á la misma distancia del 
otro: esto es, cuando son iguales todas las perpendiculares ba­
jadas del plano A  al plano

Sean ab, cd (Jtg. 82) dos rectas paralelas, y la on per­
pendicular á ellas. Imagínese que el conjunto de estas líneas 
gira sobre la on inmóvil, y no hay duda en que las ab^ cd 
describirán dos círculos paralelos, cuyo eje común será la on.

403 Corolario. Por el mismo método que se siguió tra­
tando de las líneas {art. 188 á  195) se deduce que si dos pla­
nos A y  B  son paralelos, todas las perpendiculares al plano A  
serán perpendiculares al plano B : que si una misma recta es 
perpendicular á dos planos, dichos planos serán paralelos: que 
si dos planos son paralelos á un tercero, serán paralelos entre 
sí: que por un mismo punto solo puede pasar un plano para­
lelo á otro &c.

404 Corolario. Las comunes secciones de un plano cual­
quiera A^ con dos planos paralelos B  y Ĉ  serán paralelas, pues 
de lo contrario dichas comunes secciones, que están ambas en 
el plano A , se encontrarían; y por lo tanto, se encontrarían 
los planos B  j  C on que se hallan.

405 Teorema. Los ángulos de la misma especie que una 
recta forma con dos planos paralelos son iguales.

Demostración. Sean {Jig. 82 ) «6 , ccí los planos vistos de 
canto, y eo la oblicua. Imagínese por la eo un plano perpen-
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dicular á los ah, cd , y resultará que oed, eoa son los ángu­
los que la recta forma con dichos planos {art. 394)^ y como 
estos son alternos respecto de las paralelas a b , cd (a? t. i  ̂ ), 
serán iguales [art. 200)ó y lo mismo se demuestra de los án­
gulos obtusos, que son suplementos de los agudos.

CAPITULO XIII.

D E  LOS SOLIDOS EN  GENERAL.

406 E  n general se llama poliedro el solido tei minado 
por muchas caras planas.

Las denominaciones particulares de los poliedros son se­
mejantes á las de los polígonos [art. 288). Asi, se llama íe- 
traedro al sólido que se compone de cuatro caras, exaedi o a 
sólido de seis caras , octaedro al de ocho Scc.

407 Se llama ángulo sólido al que resulta del concurso 
de las aristas de varios planos que concurren en un punto y 
cierran espacio. Para que resulte ángulo sólido deben con­
currir tres planos cuando menos.

408 El valor del ángulo sólido es la suma de los ángulos 
rectilíneos sucesivos formados por cada arista y su inmediata.

409 Las puntas de los cuerpos son los vértices de sus án­
gulos sólidos.

410 Los sólidos se llaman regulares cuando son total­
mente iguales sus caras, y sus ángulos planos y sólidos^ e ir­
regulares cuando les falta alguna de estas circunstancias.

411 Por base de un sólido se entiende aquella de sus ca­
ras sobre que se imagina formado. Cuando el sólido tiene dos 
caras iguales y paralelas, se suelen comprender con el nom­
bre de bases una y otra, distinguiéndolas con los epítetos de 
superior é inferior.

412 Por altura  de un sólido de bases paralelas se entien­
de la distancia de la una á la otra: esto es, la perpendicular 
bajada de la una base á la otra, ó á su prolongación.

413 Si el sólido i'emata en punta, se entiende por altura
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la perpendicular bajada desde la punta ó cúspide del sólido á 
la base opuesta, ó á su prolongación.

414 Prisma es un sólido que se puede dividir todo él en 
infinitas secciones iguales y paralelas á sus dos bases (ño: 83 
84, 85, 86 y  87).  ̂ ’

 ̂ 415 El prisma se puede imaginar engendrado por el mo­
vimiento progresivo de una figura plana, que camina mante­
niéndose siempre paralela á sí misma, y de modo que todos 
sus puntos describen líneas rectas.

Si el triángulo {fig. 83  ) abe camina en estos términos hasta pasar de 
la oposición aeb á la sud, engendrará un prism a, cuyas bases serán dichos 
triángulos aeb, sub.

416 También, si se imagina que de todos los puntos del 
perímetro de una figura plana se elevan rectas paralelas de 
igual extension, resultará un prisma, en el cual queda deter­
minado el perímetro de la base superior por el conjunto de 
las extremidades de todas las paralelas,

417 El prisma se llama recto cuando las rectas tiradas 
por los puntos correspondientes de las bases superior é infe­
rior son perpendiculares á ellas, y se llama oblicuo cuando 
dichas rectas son oblicuas á las bases.

Esto es, que si el prisma es rec to , la recta tira d a , v. g. desde el vér­
tice del ángulo u {fig. 8 4 ) ,  al vértice del ángulo correspondiente e será 
perpendicular á las bases, y será oblicua si el prisma es oblicuo (^fig. 85  ),

418 Los prismas toman su nombre de las figuras que les 
sirven de bases.

Cuando la base es un triángulo se llama triangular 
(fiS ' cuando es un cuadrilátero se llama cuadrangii-“ 
lar &c.

419 Cuando la base del prisma es un paralelógramo se 
llama paralelepípedo, rectángulo ú  oblicuángulo, según el 
paralelógramo de su base [Jig. 84 y  85).

420 Cuando la base del prisma es un círculo se llama ci­
lindro (Jig. 86 ).

421 Corolario. Todo prisma se termina por sus dos bases 
paralelas, y por tantos paralelógramos cuantos son los lados 
de estas.
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422 Corolario. Si el prisma es recto se compondrá de 

las bases, y de tantos rectángulos cuantos son los lados de 
estas.

423 Corolario. La altura del prisma recto será cualquie­
ra de los lados s a , ue &c. [Jig. 84 ) de los paralelógramos que 
lo terminan.

424 Corolario. En el paralelepípedo se puede tomar cual­
quiera de sus seis caras como base.

425 Un paralelepípedo recto de seis caras totalmente 
iguales se llama cabo ó exaedro regular [Jdg. SI).

426 El cubo estará terminado por seis cuadi'ados iguales, 
que se cortan formando ángulos rectos.

Cualquiera de ellos se puede tomar como base, y cual­
quiera de sus lados como altura {art. 423).

U n dado es un cubo, ó exaedro regular.
427 Se llama eje del prisma á la recta que se termina en 

los centros de sus dos bases opuestas, como zc {Jig. 83, 84, 
85 y  86).

Por centro se entiende el de gravedad, cuya definición ó investigación 
pertenecen á la Mecánica.

i.o  En los polígonos regulares es dicho centro el del círculo circuns- 
■ cripto.

a.® En los polígonos simétricos es el punto en que se cortan las diago­
nales terminadas en los ángtilos opuestos.

3.® En los triángulos es el punto en que se cortan las rectas tiradas 
desde el vértice de cada ángulo á la mitad del lado opuesto.

4a8  Como el cilindro tiene por base un infinitángulo (art. a g a ) , se 
compondrá su superficie de un número infinito de paralelógramos (art. 4a i 
que serán rectángulos si el cilindro es recto.

429 El cilindro recto se puede imaginar formado por la 
revolución de un rectángulo alrededor de uno de los lados. El 
lado inmóvil será el eje;, su paralelo engendrará la superficie 
convexa del cilindro, y sus perpendiculares las de las bases.

430 Pirámide es un sólido cuya superficie lateral se com­
pone de infinitas rectas, que saliendo de todos los puntos del 
perímetro de la base, se terminan en un punto (Jig. 88 ).

431 Se llama vértice de la pirámide al punto z  en cpie 
concurreh todas las rectas qué la forman.
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432  ̂ Se llama eje de la pirámide á-la recta zc que va des­

de su vértice al centro de la base (art, 427).
 ̂ 433 La pirámide se llama recta ú  oblicua, seaun eme el 

eje es perpendicular ú  oblicuo á la base.
434 Corolario. En la pirámide recta el eje y la altura son 

una misma línea.
435 Las pii'ámides toman el nombre de la figura eme les 

^rve de base; y asi se llama la pirámide triangular, cua- 
drangular &c., según que su base es un triángulo, un cua­
drilátero 8cc.

436^ Cuando la base es un círculo, la pirámide se llama 
cono[Jig. Sd).

437 La superficie lateral de la pirámide se compondrá de 
tantos triángulos, cuanto es el número de lados de la base.

4 3 8  Como el cono tiene por base un infinitángnlo regular, su superficie
lateral se compondrá de infinitos triángulos. ^

439  ̂ El cono recto se puede imaginar engendrado por la
revolución de ün triángulo rectángulo, que gira sobre uno 
de sus catetos. Dicho cateto será el eje del cono, el otro ca­
teto engendrará la base, y la hipotenusa producirá la super­
ficie convexa. Esta se compondrá de un número infinito de 
triángulos cuya altura es la hipotenusa, y cuyas bases compo- 
nen la circunferencia descrita por su extremo. ^

440 En las pirámides triangulares (que también se lla­
man tetraedros) se puede tomar como base cualquiera de los 
cuatro triángulos que las terminan.

Por esta razón la pirámide triangular puede ser recta res­
pecto de una base, y oblicua respecto de otra.

441 Se llama pirámide truncada á la que le falta una 
porción en que está comprendido el vértice.

Cuando no se advierte otra cosa, se entiende que la sec­
ción de la pirámide es paralela a la base: esto es, que lo que 
le falta eŝ  otra pirámide cuya base es la misma base menor 
de la pirámide truncada.

442 Si la pirámide truncada es un cono, se llama cono 
truncado (Jig. ^0).

443 Corolario. La superficie lateral de la pirámide trun-
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cada constará de tantos trapecios cuantos lados tiene su base.

444 En el cono trancado será el número de trapecios infinito.
445 Esfera  ó globo es el sólido engendrado por la revo­

lución de un semicírculo alrededor de un diámetro [Jlg. 91).
La esfera en término vulgar se llama hola. Las bolas de trucos y villar 

son esferas.
446 Como el centro c del círculo que gira sobre el diá­

metro mp se mantiene siempre á igual distancia de todos los 
puntos de la circunferencia móp, y esta es la que describe la 
superficie convexa de la esfera, es evidente que todos los pun­
tos de la superficie de la esfera estarán á igual distancia de su 
centro c.

447 Por esta razón se puede decir, que la esfera es un só­
lido terminado por una superficie curva, cuyos puntos se ha­
llan á igual distancia de un punto llamado centro.

448 La recta c6, terminada en el centro y superficie de 
la esfera, se llama r a d i o y la recta db, que pasando por el 
centro se termina por ambos lados en la superficie, se llama 
diámetro.

449 Corolario. Todos los radios de ima misma esfera son 
iguales entre sí, y á los del círculo generador; y lo propio les 
sucederá á los diámetros, que constan de dos rádios.

450 Teorema. Si un plano corta á la esfera, la sección se­
rá un círculo, cuyo eje pasa por el centro de la esfera.

Demostración. Sea (/ig . 92) esmne la sección de la esfe­
ra; y como todos los puntos de su superficie distan igualmen­
te de su centro a (art. 447), tirada la perpendicular a c , re­
sultarán iguales los triángulos rectángulos ace , acs 8cc., que 
tienen el cateto ac común, y las hipotenusas ae, as &c. igua­
les (art. 270): luego serán iguales las ce, es &c.; y por consi­
guiente será la sección esmne un círculo, y ac su eje (art. 3 72).

451 Guando la sección es un círculo infinitesimal, el pla­
no tma {Jig- 91) será tangente á la esfera.

452 Teorema. El círculo mayor resulta cuando el plano 
pasa por el centro de la esfera.

Demostración. Sea (Jig. 91) ae el diámetro de cualquier 
otro círculo, y haciendo pasar un plano por dicha ae y el
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centro c , sera <i6 el diámetro del círculo que tiene su centro 
en el de la esfera, y ae su cuerda: luego db es mayor que
ae; y por consiguiente, el círculo cuyo diámetro es el de la 
estera es mayor.

453 Por esta razón se llaman círculos máximos los crue 
tienen su centi’o en el de la esfera^ y Iqs demas se llaman d r- 
cuLos menores.

454 Corolario. Todos los círculos máximos son concén­
tricos.

455 Corolario. Todos los círculos máximos tienen ix>r 
radio el de la esfera, y por consiguiente son iguales.

456_ Teorema. El círculo máximo divide la esfera en dos
partes iguales.

Demostración. De la rotación del cuarto de círculo mb 
sobre el radio jnc [Jig. 91), resultará la mitad de la esfera 
que esta terminada por la superficie del círculo cuyo radio 
es ; y de la rotación del cuarto de círculo bp resulta la otra 
mitad, terminada por el mismo círculo; pero el círculo cuyo 
radio es cb es máximo: luego el círculo máximo divide á la es­
tera en dos mitades.

' ^  untad de una esfera se le da con mucha pro­
piedad el nombre de semiesfera ó hemisferio.

 ̂ 458 Eje de la esfera se llama el eje de cualquiera de sus 
circuios; y por consiguiente pasa por el centro [art. 450) (*).

459  ̂Los dos puntos m  y ¡o (Jíg. 91),  en que el eje mcp 
de un circulo dh corta a 1̂  esfera, se llaman polos de dicho 
círculo.

460 Los dos extremos de cualquier diámetro de la esfera 
se llaman puntos diametralmente opuestos.

461 Corolario. El plano tu (fig. 91),  tangente á la esfe- 
ra se puede considerar como la prolongación de un círculo 
infinitesimal, cuyo centro y polo se hallan en el mismo pun­
to de contacto ttz, y cviyo eje es el radio cm tirado á dicho 
punto (art. 451).

(*■) E j e  y  ñ id m e tro  de la  esfera son una 
m ism a cosa , con la  sola d ife rencia  de que el 
nom bre  de e^e hace re lac ió n  á los circuios á 
que es p erpend icu la r el d iàm etro  de que se

tra ta  ; y  lo mas com ún es el llam ar eje  a l diá­
m etro  sobre que g ira  la esfera, ó a l d iám etro  
sobre que se im agina que ba  g irado  e l sem icír­
culo generador.
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462 Se llama casquete á la porción de la superficie 

de esfera comprendida entre un círculo y su polo mas in-

Se llama zona á la porcion de la superficie de la es­
fera comprendida entre dos circuios paralelos. ^

464 Se llama segmento esférico á la porcion de estera 
comprendida entre el plano de un cíi'culo y su polo mas m-

^ ^ 6 5  Es evidente que todas las esferas de igual radio 
son totalmente iguales, puesto que suponiendo que sus cen­
tros coinciden, sus superficies deberán ajustarse exactamente
iart. 447). . , \

466 De esto y de lo dicho anteriormente {art. 261 ) re­
sulta que todas las esferas son semejantes^ y por lo tanto ten­
drán todas las líneas homologas proporcionales.

467 El determinar las superficies de los sólidos no tiene uso en la 
práctica ordinaria de la Navegación  ̂ y ya se advirtió {art. SSy) que las 
superficies de los sólidos semejantes están entre si como los cuadrados de 
sus dimensiones homólogas.

C A P I T U L O  XIV.

D E  LAS SOLIDECES.

468 I ^ a  representar en números las solideces de los 
cuerpos, se hace preciso escoger por unidad o termmo de 
comparación la solidez de un cuerpo detei minado.

469 Los Geómetras han convenido en tomar por unidad 
de solidez la de un cubo cuyo lado es la unidad lineal.

470 Cada una de las seis caras de dicho cubo es un cua­
drado que representa la unidad superficial (arí. 426 y  317 ).

471' El pie cúbico es un cubo cuyo lado es de un pie 
lineal.

La pulgada cúbica es un cubo cuyo lado es una pulgada
lineal; v asi de los demas.

 ̂ 12
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472 Por esta razón se miden los sólidos por pies cúbicos, 

por pulgadas cúbicas &c.
Asi cn<índo se dice v. g. que la solidez de un cilindro es de lo  pulga­

d as , se entiende que contiene lo pulgadas cúbicas;, de suerte que si dicho 
cilindro fuese hueco,, se llenarla echando en el diez veces el agua conteni­
da en un cubo hueco de una pulgada de largo.

473 Sobre los pies lineal, cuadrado y cúbico conviene 
advertir lo mismo que se dijo de los dos primeros {art. 320): 
ésto es, que son tres cantidades de distinta naturaleza, entre 
las cuales no cabe comparación.

474 Teorema. Si n es el número de veces que una uni­
dad lineal de la denominación D  incluye á otra unidad lineal 
de la denominación d, será el número de veces que la uni­
dad cúbica de la denominación D  incluye á la unidad cúbica 
de la denominación d.

Demostración. Supongamos {fig.  87 ) que ad  es el 
cubo cuyo lado es la unidad de especie superior D  (v. g. la 
vara).

Si n  representa el número de veces que la dimensión li­
neal de especie inferior d  (v. g. el pie) está incluida en Ja 
de especie superior Dz=ibo-=.aez=zoe —  odz=i&c., será n  el 
número de cubos de la denominación inferior contenidos en 
la fila bo (v. g. 3 ).

El mismo número n  será el de las filas de cubos menores 
que se terminan en el lado od.

Será pues iixn (v. g. 3x3 ) el número de cubos menores 
que contiene la primera tongada comprendida entre los pla­
nos 6orf, 7>cg, distantes una unidad menor d.

El número de tongadas iguales á esta, contenidas en la 
altura.oe, será también n  (v. g. 3). Por lo tanto, el cubo ma­
yor ad  contendrá n  tongadas de nxn, cubos menores cada 
una.

Luego el número de cubos menores contenidos en el cu­
bo mayor aoí, será nxnxn=n^.

475 Síguese de esto que la. vara cúbica contendrá el nú­
mero de pies cúbicos 3 ^ ~ 2 7 y  el número de palmos cúbi­
cos 4®nzG4.
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476 El número ele pulgíiclas cubicas contenidas en cada 

pie cúbico será 12^r=1728.
Este mismo sera el numero de lineas cubicas cjue contie™ 

ne la pulgada 5 y el de puntos cúbicos contenidos en la linca
cúbica. 1 . 1

Se debe tener esto muy presente para reducir las medidas
cúbicas de especies superiores a inferiores, y estas á aquellas
ÍArit. 178 á  186).

477 Corolario. De acpii resulta cjue si dos cubos tienen 
por lados las dimensiones L ''j lr> solideces estaian entie si 
como 2l I \  esto es, como los valores de sus lados elevados

q-qPq  ̂ Q Jq qne es lo mismo {^Ártt. 205) en lazon tiiplicada
de sus lados.

478 "V. g. si un pie lineal de Burgos es al de París como 6 á 7, los 
correspondientes pies cúbicos estarán entre sí como a ló  á 348 i y por lo

tanto , aunque el pie lineal de París solo excede al de Burgos en -E , el pie

cúbico de París e x c e d e r á  al de Burgos en mas de una mitad,

479 Teorema. La solidez de un prisma recto es igual al 
producto de la superficie de la base multiplicada por su 
altura.

Demostración. De lo dicho sobre las superficies (urí. 321) 
se sigue que sobre la base del prisma se podrán coloear tan­
tos cubos iguales á la unidad, cuantas unidades cuadradas tie­
ne diclia base. No es menos evidente que el número de ton­
gadas de cubos iguales a la unidad, que se puede aiieglai en 
la capacidad del prisma, es igual al numeio de unidades li­
neales que tiene la altura: luego el número de unidades cú­
bicas contenidas en el prisma sera igual al pioducto de la su­
perficie de la base jxir la altura del cuerpo. esto es, igual al 
número de cubos de cada tongada, multiplicado por el nu­
mero de tongadas. 1 ■ ^

480 Teorema. Un prisma recto y otî o oblicuo de igual
base y altura, son iguales. . • • i

Demostración. Si los dos prismas se imaginan divididos 
en un infinito número de secciones, por planos equidistantes 
y paralelos á sus bases, el numero de secciones de uno y otio,
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y el tamaño de cada sección, serán los mismos. Por consi­
guiente serán iguales las solideces de los' prismas recto y obli­
cuo cpie resultan del conjunto de dichas secciones.

481 Corolario. De aqui resulta que en general {art. 479) 
la solidez de cualquiera prisma (recto ú oblicuo) es igual al 
producto de la superficie de su base por la altura del cuerpo.

482 Se tendrá muy presente que todas las dimensiones 
lineales de que se hace uso para hallar la solidez de un pris­
ma, ó de otro cualquier cuerpo, deben ser de la misma espe­
cie ; y el resultado manifestará las unidades cúbicas de dicha 
especie, contenidas en la capacidad del cuerpo: esto es, que 
si las dimensiones lineales son pies y fracciones de pie, el re­
sultado serán pies cúbicos y fracciones de pie cúbico.

483 Las unidades cúbicas de una especie cualquiera se 
reducirán á otra especie determinada, teniendo presente lo 
advertido (art. 474 á 477): v. g. los pies cúbicos se reduci­
rán á pulgadas multiplicándolos por 1728, y las pulgadas 
cúbicas se reducirán á pies partiéndolas por este mismo nú­
mero (art. Al 6).

484 Teorema. Las solideces de los prismas semejantes 
están entre sí como los cubos de sus dimensiones homologas.

Demostración. Sean S la superficie de la base, A  la altu­
r a , y Z una dimensión lineal cualquiera del primer prisma; 
y 5, a ,  Z, las cantidades correspondientes del segundo, y re­
sultará.......................................................................................... .
(art. 356)................................  S : s : : L® : P
y (art. 248)............................. A : a : : L : 1

y (Árit. 263)...........................SxA : sxa :: L®xL : Pxl. Esto es,
(Arit. 214) SxA : sxa :: L^ : P.

Es asi que Sx A es la solidez del primer prisma (a/*í. 481), 
y s X a la del segundo: luego las solideces de dichos prismas 
estarán entre sí como sus dimensiones homologas elevadas al 
cubo.

485 Corolario. Si dos sólidos cualesquiera son semejan­
tes, se podrán considerar divididos en un infinito número de 
prismas semejantes, por medio de un sinnúmero de planos
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oaralelos, eme corten semejantemente al uno y al otro. Esta­
r c i d o  ¿ to , de lo que se ’acaba de demostrar se qt^e
cada sección del primer sólido estara con su correspondiente 
del segundo, como el cubo de una dimensión cualquiera del 
primer sólido al cubo de la dimensión homologa del se^ n - 
L -  luego (Arit. 269) la solidez del primer cueiq» sera a la 
s o l id e z ^  segundo, como el cubo de una dimensión cual­
quiera de dicho primer cuerpo es al cuhp de la dimensión

' ’r s W r L X ' p o t -  consiguiente, las solideces de todos 
los cuerpos semejantes estarán entre sí como los cubos de sus 
dimensiones homologas.

487 Por v i .  de ejemplo, eupongamo, do. ' 1 1 7 8 .( 0
s e S a n í e . ,  dé la. cuales 1 . primera tenga siete pies de i;r»f“ '''‘ .d .d  1,.J0 
del ia u a , y l a  segunda ocho; y  resultará que. la . capacidades de dicho 
bmiue. (ó  lo que es lo mismo la . cargas que podran transportar) estar.,n 
eñ?re sí como 7= i 8> = 3 4 3  5 ia  , que es muy proxiruamente como a . 3 
De esta consideración resulta que si se aumenta un P'» 
puerto en que antes solo podiau entrar embarcaciones que cala,en .let 
pies , en dicho puerto, mejorado podrán abrigarse embarcaciones capaces de

una mitad mas de carga.
488 Problema. Determinar con aproximación la solidez

de un cuerpo irregular. i
Resolución. 1.“ Imagínese el cuerpo dmdido en vanas sec­

ciones, por medio de planos paralelos equidistantes tan pró­
ximos, que las diferencias entre las dos bases de cada sección

2.^ ^Hállese separadamente la superficie de cada base su­
perior é inferior por el método sabido (art. U o  a  áod).

3.0 Súmense todas las bases intermedias con la mitad de
las dos extremas. . . .  ,

4.0 Multipliqúese dicha suma por lar distancia de un pla­
no á su inmediato,-y el resultado será la solidez cpie se trata
de determinar.  ̂ . . „A

5.0 Si el sólido se termina por algún lado en punta, o
en una recta paralela á los planos, la superficie de la sección 

. extrema correspondiente á dicho lado sera cero. ^
Demostración. Sea (Ji§. 93) hqzc el cuerpo iiiegu ai
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tjup sé’ trata. Supopgasp elidió cuerpo dividido en tres secclo- 
lies 5 coinprpndid^s entre los planos paralelos equidistantes 6c, 
U>op,  cjz, Sea I> la distancia de cada uno de dichos planos á 
su inmediato: esto es, B z^m z= n s— sf^ y sean jE', F, G, Jilas 
superficies que resultan de las secciones del sólido por los 
planos; y serán, con corta diferencia,

la solidez de la 1.® sección...... ................. . ( — E -H -L p ) x D
\  2 a ■'

la solidez de la 2.''* sección..........  .................Í ^ F - ) - f G ) x D

la solidez de la 3 sección,................. ........H ) xD

Por consiguiente la solidez total será........ ................................^

V ?  .2 ¡2, a a a ^

E q- F H ) x D ,

489 Se pueden imaginar los planos mas inmediatos en 
los parages en que el sólido propuesto difiere mas de un pris­
ma 5 y mas distantes en los parages en que difiere menos. En 
tal caso, se debe multiplicar la semisuma de las dos bases 
de cada sección, por la distancia entre los dos planos'pa- 
i'alelos que la determinan; y la suma de todos estos produc­
tos dará la solidez del cuei’po. Si la sección última se acérca 
mucho á ser una pirámide, lo mas aproximado es multipli­
car el tercio de la superficie de su base por su altura.

490 Conviene advertir, que multiplicando la semisuma 
de las dos bases paralelas de un cono truncado pór su altura, 
el resultado es mayor que la solidez de dicho cono truncado. 
El error será de mucha consideración si las dos bases para­
lelas del cono truncado se diferencian mucho; y será despre­
ciable si la diferencia entre dichas superficies es muy pe­
queña.

491 Cuando la diferencia entre las superficies de las dos 
bases paralelas de una sección es muy pequeña, basta el mul­
tiplicar la superficie de una de dichas bases por el . espesor de
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la sección, para obtener su solidez con toda la aproximación 
que se necesita en muchos casos.

V. ff. Si S representa la superficie de la sección de un navio cortado 
por la lumbre del agua, y la distancia á otro plano que no diste mucho 
inas de dos pies de la lumbre del agua (hacia arriba ó hacia abajo), la so­
lidez do la acción comprendida entre dichos planos será S x D  con muy 
corta diferencia: esto es, que si se Uamá F  el volumen ó solidez de dichft

V
sección, será V = S x D ,  y por consiguiente (Arit. 123) será -— =  1),

O
Esto tiene uso cuando se trata  de determinar las variaciones del cala­

do de un navio, correspondientes á los aumentos ó diminuciones de su
carga. ' . j  • j  i

492 Se han omitido las reglas para determinar con toda exactitud la
solidez de una pirámide, de un cono, de un cono truncado , y de una es­
fe ra , porque no tienen uso en la práctica ordinaria de la Navegación-, y 
aunque dichas reglas son bastante breves, su demostración exige varias 
proposiciones, que abultarian mucho este tratado.

CAPITULO XV.

NOCIONES GENERALES DE TRIGONOMETRIA PLANA 
LOGARITMICA.

493 rigonometria p lana  logarítmica es la ciencia 
que enseña á resolver los triángulos rectilíneos, empleando 
los logaritmos de los valores de sus lados y de unas líneas 
que tienen relación con los ángulos, y se designan con el nom­
bre de lineas trigonométricas.

494 Se dice que se resuelve un triángulo cuando del co­
nocimiento de los lados ó ángulos que lo determinan (¿zrí.247) 
se deducen los valores de los lados y ángulos desconocidos.

495 Aunque en la explicación de las líneas trigonomé­
tricas solo se tratará de arcos, se supone que las mismas lí­
neas pertenecen á los ángulos medidos por dichos arcos.

496 Los diámetros perpendiculares ñ a , m f {Jig. 94) se 
toman por términos de comparación para determinar los va­
lores de las líneas trigonométricas de los arcos, contados des­
de a  en la dirección a fh  si son positivos, y en la cimh si son
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negativos. Las direcciones ea, e f  se toman como positivas, y 
como negativas sus opuestas e/z, am {Arit. 72).

497 Esto supuesto, seno de un arco es la perpendicular 
bajada desde el fin del arco sobre el diámetro que pasa por 
su principio.

V. g. el seno del arco ab (.fig* 04)  es (jb. E l seno del arco a f  de 90° es 
el radio ef. El seno del arco afg, mayor que el cuadrante, es pg.

498 Corolario. El seno de un arco es mitad de la cuer­
da del arco duplo; puesto que bq es mitad de bn [art. 179), 
que es la cuerda del arco ban^ duplo de ba.

499 Corolario. De esto y de lo establecido anteriormente 
[art. 116 y  117) se* sigue que en un mismo círculo, ó en cír­
culos iguales á iguales arcos corresponderán iguales senos, y 
á iguales senos corresponderán iguales arcos menores que el 
cuadrante.

500 Corolario. El seno de un arco es igual al de su su­
plemento; puesto que si afg  es suplemento de ab^ será el ar­
co gh igual al arco a6, y por consiguiente serán iguales sus 
senos pg^ qb.

501 Corolario. Los senos de los arcos se aumentan des­
de el de 0°, que es cero, hasta el de 90°, que es igual al ra­
dio, y disminuyen desde el de 90”, cpie es igual al radio, has­
ta el de 180°, que es cero.

502 Corolario. Como la cuerda de 60° es igual al radio 
(art. 242), su mitad, que es el seno de 30° (art. 498),  será 
mitad del radio; esto es, que el seno de 30° es mitad del ra­
dio ó seno de 90°.

503 Esto basta para convencerse de que los senos au­
mentan en una razón muy distinta de la de los arcos; puesto 
que el arco de 90° es triplo del arco de 30°, y el seno de 90° 
solo es duplo del seno de 30°.

504 Coseno de un arco es el seno del complemento del 
arco de que se trata.

V. g. el coseno de ab (^fig. 94) será db, seno del complemento bf. El 
coseno del arco a f  de 90® es cero. El coseno del arco afg., mayor que el 
cuadrante, es la línea negativa dg  ̂ seno de fg .

505 Corolario. De esto y de lo dicho (art. 501) se sigue
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(lue los cosenos disminuyen desde el de 0°, que es igual al la- 
dio hasta el de 90”, que es cero; y aumentan, siendo negati­
vos,’ desde el de 90”, que es cero, hasta el de 180”, que es 
igual al radio negativo.

506 Corolario. Las e /, qb son paralelas, por perpendi­
culares á la ea {art. 198); por consiguiente serán iguales las 
db, eq que miden sus distancias [art. 188): esto es, que el co­
seno de un arco es igual á la distancia del centro al seno.

507 Corolario. Todo arco mayor que el cuadrante tiene 
el mismo coseno que su suplemento, con la sola diferencia 
de ser negativo (art. 496).

508 Corolario. Conocidos los valores de los senos de to­
dos los arcos, desde 0” hasta 90°, se conocerán sus cosenos; 
puesto que el seno de 30” es coseno de 60”, el seno de 60 es
coseno de 30° &c. , n i i v

509 Corolario. El coseno de 60° sera mitad del radio
(art. 502).

510 Tangente trigonométrica es la que tocando al ar­
co en su principio se termina en la prolongación del diáme­
tro que pasa por su íin.

V  g. la  as {Jig. 94) es tangente clel arco ab. La tangente del arco Oj 
de 00° será infioita, respecto á que, por mas que se prolongue la íií nun­
ca encontrará á su paralela cf. La tangente del arco afg, mayor que el cua­
drante , es la linea negativa ut.

511 Corolario. Es evidente que las tangentes aumentan 
desde la de 0”, que es cero, hasta la de 90°, que es infinita; 
V disminuyen, siendo negativas, desde la de 90”, que es infi­
nita, hasta la de 180°, que es cero.

512 Teorema. La tangente de un arco mayor que el cua­
drante es igual á la de su suplemento, con la diferencia de 
ser negativa.

Demostración. Si afg  (J^g- 94) es suplemento^ de ab, 
será el arco gh igual al arco ab\ v por lo tanto serán igua­
les los ángulos aeb, heg, que tienen iguales arcos por medi­
das. Es asi que aen es igual á su opuesto por el vértice heg, 
(art. 158); luego será aen'^z.aeb (Arit. 25). De la igualdad 
de los ángulos aeb, aen resulta la igualdad de los triángulos 

°  13
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rectángulos eas  ̂ eat, que tienen el lado ea común {art. 247 
núm. 3.°);, y de la igualdad de dichos triángulos, resulta la 
igualdad de los catetos as, a t, que es lo que se trataba de de­
mostrar.

613 Teorema. La tangente de 45° es igual al radio. 
Demostración. Si el ángulo sea {Jig- 94) vale 45°, tam­

bién valdrá 45° el ángulo esa, que es su complemento

Íart. 241). Por consiguiente el triángulo eas será isósceles 
art. 237); y la tangente as será igual al radio ea.

514 Cotangente de un arco es la tangente del comple­
mento del arco de que se trata.

V . g. la  f l  {fig. 9 4) es la cotangente del arco ah. La cotangente del 
arco ay de 90° es cero. L a  cotangente del arco afg , mayor que el cuadran­
te , es la línea negativa fa .

515 Corolario. De esto y de lo dicho {art. 511) se sigue 
que las cotangentes disminuyen desde la de 0°, que es infi­
nita, basta la de 90°, que es cero, y aumentan, siendo ne­
gativas, desde la de 90°, que es cero, basta la de 180°, que 
es infinita negativa.

516 Corolario. También resulta (ari. 513) que la cotan­
gente de 45° es igual al radio.

517 Secante trigonométrica es la recta que sale del cen­
tro , pasa por el fin del arco, y se termina en la tangente que 
pasa por el principio.

V . g. la es es secante del arco ah. L a  secante del arco o/* de 90° es in ­
finita. L a secante del arco a fg, mayor que el cuadrante, es la et.

518 Corolario. Las secantes aumentan desde la de 0°, 
que es igual al radio, basta la de 90°, que es infinita; y 
disminuyen desde la de 90°, que es infinita, hasta la de 180°, 
que es igual al radio.

519 Corolario. La secante et {Jíg. 94) del arco mayor 
que el cuadrante es igual á la secante es de su suplemento por 
la igualdad de los triángulos rectángulos eas , ea t , que se de­
mostró anteriormente {art. 512).

520 Cosecante de un arco es la secante del complemen­
to de dicho arco.

52.1 Corolario. De esto y de lo dicho {art. 518) se sigue
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nue las cosecantes disminuyen desde la de 0°, que es 
hasta las de 90“, que es ‘“í ^ g T 'a u e “

co m p ren d id a  entre el seno y el principio de dicho arco.
Tr 1 el seno verso del arco ab. E l seno verso de

arco él íiaio ea. E l seno verso del arco a fg, mayor que el

cuadrante, es pa.
523 Coseno verso de un arco es el seno verso del com- 

plemento de dicho arco.
V  e la d f  9 4 ) será el coseno verso del arco ab.
l i i  T eorem l El coseno de un arco es al seno como el 

radio es á la tangente. z, «c  ̂^o- 94 ) sonDemostración. Las perpendiculares g6 , as O s - . a ^  son
paraklas entre sí (ar£. 193); y por lo tanto, los triángulos 
fn 6 , eas serán semejantes {art. 265), y tendrán sus lados ho­
mólogos proporcionales (art. 248); g l- id h
: :  ea: a l  y por ser eg igual al coseno db(art. 506 , s e r a ^ ,  
coseno de a ó fá  su seno qb-, como ea , radio, es a as, tangen
te del mismo arco. , ,.

525 Teorema. El coseno de un arco es al radio co
radio es á la secante de dicho arco. i

Demostración. Por la semejansa de los triángulos eqb, 
eas ( fis. 94) será eq : eb : :e a :e s - ,j  sustituyendo a db en vez 
Te su igual eg , rec itará  db : eb :: ae : es, que es lo que se
trataba de demostrar. . __

526 Teorema. La tangente de un arco es al radio como
el radio es á la cotangente del mismo arco.

Demostración. Los triángulos rectángulos c a s , e f l ,  
{ ñg. 94 ) tienen los ángulos esa, sef Iguales por alterna. Por 
consiguiente dichos triángulos serán semejantes (a rf. 263 
n ü n i Z  Y tendrán sus lados homólogos proporcionales, es- 
Z T ,  que Jerá as : e f :: ae : f l , que es lo que se trataba de
demostrar. . , .

527 En las tablas de las líneas trigonométricas se sujio
ne el radio igual á la unidad con ceros, y en las que j v e n  
para determinar los logaritmos de dichas lineas, es diez el nu-
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mero de ceros; esto es, que el radio se suponezrl 0 000 000000* 
y por lo tanto [Arit. 303 y  306) su logaritmo será diez de ca­
racterística 5 con ceros en la mantisa.

Supuesto el radio igual á diez mil millones, la Geometría 
suministra métodos para determinar los valores de las líneas 
tiigonométricas de todos los arcos, en partes del radio. Por di­
chos métodos se obtienen los valores de las líneas expresadas, 
con toda la aproximación que se quiere; y se omiten por no 
abultar este Tratado, y en atención á que las tablas están ya 
construidas, y lo que importa es el saber servirse de ellas.

De lo^ valores de las líneas trigonométricas en partes del 
ladio se deducen los logaritmos correspondientes.
1 "̂ * s* por cnanto el seno de 3o° es S o o o o o o o o o , su logaritmo será 

el üe dicho numero, que es 9^6989700.

Las tablas que contienen los valores de las líneas trigono­
métricas en partes del radio se suelen denominar tablas de 
las líneas trigonométricas naturales. En este Tratado solo 
se baia uso de las tablas que contienen los logaritmos de los 
senos, cosenos, tangentes y cotangentes.

528 De lo dicho [art. 511, 513, 515, 516 y  527) se si­
gue que los logaritmos de las tangentes de los arcos menores 
que el cuadrante, que, pasan de 45' ,̂ y los de las cotangentes 
de los arcos que no llegan á dicha cantidad, deben tener 10 
ú 11 de característica. En las tablas suele omitirse la decena, 
que es fácil de suplir. ’

529 Aunque en la forma de dichas tablas cabe alguna va­
riedad, por lo regular se disponen en términos que en las 
cabezas de las hojas*, y en la primera columna de la izquierda 
se expresan los valores de los arcos ó ángulos desde 0° hasta 
45 ; y en el j îe de las hojas y en la última columna de la de­
recha se expresan los valores de los arcos ó ángulos desde 45° 
hasta 90 . Con esto se logra el expresar los logaritmos de los 
senos, cosenos, tangentes y cotangentes de todos los arcos ó 
ángulos, desde 0° hasta 90°, sin repetir mas logaritmos que 
los de las líneas correspondientes á los 45°; y á mas cuando 
se trata de habar los logaritmos de varias líneas trigonomé­
tricas pertenecientes á un mismo arco ó ángulo, dichos lo-
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earitmos se encuentran en una misma línea. Para hacerse cai­
go de esto, basta el observar (teniendo las tablas á la vista) 
que el logaritmo del seno de un arco, según la numeración 
superior y la de la izquierda es logaritmo de coseno corres­
pondiente á la numeración inferior y la de la derecha.

530 Por consiguiente, si se pide el logaritmo de la linea
trio-onométrica de un arco o ángulo menor que 45°, se bus­
cará según la numeración superior y la de la izquieida, ŷ  si 
el arco ó ángulo pasa de 45°, se buscará en la numei ación in­
ferior y la de la derecha.  ̂ ,

531 Si dado el logaritmo de una línea trigonométrica se 
quiere saber el arco ó ángulo correspondiente, se busca en las 
tablas dicho logaritmo, ó los dos logaritmos próximos, mayor 
y menor, entre que está comprendido. El ángulo correspon­
diente será el que está escrito enfrente de dicho logaritmo, 
si se halla exactamente en la tabla; y si no, dicho ángulo es­
tará comprendido entre los ángulos de. las tablas coiiespon- 
dientes á los logaritmos que comprenden al propuesto.

532 Se podrá suponer en los mas casos c[úe dicho ángu­
lo es el correspondiente al logaritmo de las tablas que se di­
ferencia menos del logaritmo dado.^

533 Se tendrá presenté, que si el logaritmo dado es cíe 
seno, y la columna en que se halla tiene el título de senos 
arriba y el de cosenos abajo, se debe buscar el ángulo según 
la numeración superior y la de la izquierda; pero si la columna 
en eme se halla el tal logaritmo tiene el título de senos abajo y 
el de cosenos arriba, se debe buscar el ángulo según la nume­
ración inferior y la de la derecha. Lo contrario se ejecutaria si 
el logaritmo perteneciese á un coseno. Esto mismo se tendrá 
presente por lo que respecta á los logaritmos de las tangentes
y cotangentes. . , , •/ i

534 Para las operaciones relativas a los triángulos recti­
líneos y á los curvilíneos que forma la linea de la derrota 
que sigue la nave, basta hallar los valores de los ángulos con 
diferencia de un minuto; y esto se ejecuta fácilmente por 
medio de las tablas en que se expresan los logaritmos de las 
líneas trigonométricas de minuto en minuto.
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535 Hay otros cálculos que exigen mayor exactitud; y 

con este motivo se han construido tablas que manifiestan los 
l^aritm os de las líneas trigonométricas correspondientes á los 
90 del cuadrante de 10'" en 10'^, y aun de 1" en 1".

536 Aunque se haga uso de las tablas que solo mani- 
iiestan los logaritmos de las líneas trigonométricas correspon­
dientes a los arcos de H en 1', es fácil el hallar los logaritmos 
correspondientes á los ángulos intermedios, y los ángulos cor- 
r^pondientes á los logaritmos comprendidos entre los de las 
tablas, por el método general indicado en la Aritmética.

Sin embargo se tendrá presente que dicho método es er­
róneo cuando se trata de senos y tangentes de arcos que no 
llegan a 2°, ó de cosenos y cotangentes de arcos que no distan 
^ del cuadrante, porque en tal caso las diferencias corres­
pondientes á tres logaritmos sucesivos son muy desiguales, lo 
que es contrario á la suposición en que se funda el método 
e^q^resado [ Arit. 330). Por esta razón se suelen poner en las 
tablas de 1 en V  los logaritmos de senos y tangentes de los 
primeros grados, que corresponden á los cosenos y cotangen­
tes de los últimos grados del cuadrante.

Para facilitar los cálculos se suelen expresar en las mis­
mas tablas las diferencias de los logaritmos de las líneas tri­
gonométricas correspondientes á cada 10 '', ó cada 100" de 
diferencia en los arcos ó ángulos.

537 En las tablas solo se escriben los valores de los ar­
cos menores que el cuadrante; y por lo tanto, si se pide la lí­
nea trigonométrica de un ángulo obtuso, se buscará la de su 
suplemento.

V. g si se pide el logaritmo del seno de iao% se tomará el suple­
mento 6o , se bascara en las tablas el seno correspondiente , que será el 
mismo de iao°. ^

538 Si conociendo el logaritmo de una línea trigono­
métrica se quiere saber el valor del ángulo obtuso á que 
pertenece, se determinará por las tablas el ángulo agudo 
corres^ndiente a dicho logaritmo, y su suplemento será el án­
gulo obtuso que se trata de determinar.

v .  g. 61 el ángulo agudo á que corresponde la línea trigonomé­
trica es 6o , el obtuso que se trata de determinar valdrá lao®.
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53Q E1 seno del arco mayor que el cuadrante (tfg (fig, 94) es jpgj y  

esta l i e a  es coseno de su exceso sobre el cuadrante fg . E l coseno del mis­
mo arco afg es gcU q«e es seno de su exceso sobre el cuadrante/g. ^

También la tangente de afg es o í ,  que es cotaugente de m n _ ^  
(urt. i 58 y  i 34). L a cotangente de afg es f u t  que es tangente d ejq . De
estas observaciones resulta que , j  v ,

54.0 En vez del seno y  tangente de un ángulo obtuso se pueden bus­
car el coseno y  cotangente de su exceso sobre 90°, y  al contrario. Dicho 
exceso se baila fácilmente de memoria por lo dicho (ari. ib b ;.  ̂ ^

541 Si dado el logaritmo de un seno o tangente correspondiente a án­
gulo obtuso, se busca en las tablas como si fuera coseno ó cotangente y  
al contrarios resultará el exceso del ángulo que se busca sobre 90 s y  
será muy fácil el determinar dicho ángulo obtuso de memoria por lo di­

cho (ari. i 56). -

542 Respecto á que el radio es seno de 90°, coseno de 0°,
Y tangente y cotangente de 45°, nunca hay necesidad de bus­
car en las tablas el logaritmo de dichas líneas trigonométri­
cas, que es diez de característica con un número de ceros 
igual al de las cifras que tienen las mantisas de los otros lo­
garitmos. . , • 1

543 Por consiguiente, si el primer termino de una pío-
porclon es el radio, bastará sumar los logmtmos de los tér­
minos segundo y tercero, y quitar diez unidades de la carac- 
terística, para obtener el logaritmo correspondiente al enal­
to término.  ̂ , • 1

544 Si el radio es uno de los medios de da proporción, el
complemento aritmético del logaritmo del primero suma o 
con el logaritmo del otro medio, dará el logaritmo correspon­
diente al cuarto término de la proporción.

CAPITULO XVI.

D E  L A  R ESO LU CIO N  D E  LOS TR IA N G U LO S R E C TILIN E O S 

RECTANGULOS P O R  M ED IO  D E  LOS LOGARITM OS.

54 5  Teorem a. En todo triángulo rectángulo el radio es 
al seno de un ángulo como la hipotenusa es al cateto opuesto 
á dicho ángulo.
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Demostración. Sea el triángulo propuesto eqh [Jig. 95)- 
y después de haber descrito el arco ba con el radio será 
bq seno de dicho arco, que es medida del ángulo e. Por con­
siguiente, el número de partes del radio eb será al número 
de partes del seno bq , como el valor absoluto de eb al valor 
absoluto de bq.

Por el mismo estilo se demuestra que es el radio al seno 
de 6, como la hipotenusa be al cateto eq.

546 Teorema. En cualquier triángulo rectángulo el ra­
dio es al coseno de un ángulo, como la hipotenusa es al ca­
teto adyacente á dicho ángulo.

Demostración. Sea eqb [Jig. 95) el triángulo de que se 
trata, y por lo c[ue se acaba de demostrar será el radio al se­
no de b como be es á eq. Es asi que el ángulo b es comple­
mento de e (art. 241); luego lo mismo será decir seno de b 
c[ue coseno de e : esto es, que será el radio al coseno de e, 
como la hipotenusa be es al cateto adyacente eq.

547 Teorema. En todo triángulo rectángulo es el radio 
á la tangente de un ángulo, como el cateto adyacente es al 
cateto opuesto á dicho ángulo.

Demostración. Sea sae (^Jtg. 96) el triángulo de que se 
- trata. Con el radio ea descríbase el arco a b , y será as tan­
gente del ángulo e respecto del radio ea. Por consiguiente 
será el número de partes del radio ea al número de partes 
de la tangente como el valor absoluto del cateto adyacen­
te ea es al valor absoluto del cateto opuesto as.

548 Estas proposiciones son suficientes para la resolución de los trián­
gulos rectángulos, como se comprenderá á vista de las aplicaciones si­
guientes.

Ejemplo i .°  Sea la hipotenusa eb {fig. 98) de 38‘4 m illas, y  el án­
gulo e de 2.3°..... 48^ y  se hallarán los valores de los dos catetos disponien­
do el cálculo com o sisrue.

R  ; sen, e. 
:: eb........ .

23° ...

38‘4.
.48/. Log......  . 9‘6o589

Log......  i ‘58433

bq.. i 5‘5 . Log....... 1*19022
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R : cos. e. 
: : eb........

a3°........ ..... 48'..............  Log.......  9‘96i 4o
38‘4................................  Log.......  1*58433

; eq. 35*i 3...............................  Log.......  1*54573

L a resolución es muy sencilla, teniendo presente el buscar el logarit­
mo del coseno de e, que se emplea en la segunda parte, al mismo tiem­
po de buscar el del seno de e , que se emplea en la primera. En cnanto 
al logaritmo de la hipotenusa efe, se escribe en la primera proporción y  
en la segunda sucesivamente-, y  después se ejecutan las sumas, y  se bus­
can los valores correspondientes en las tablas de los logaritmos de los
números. , _ .  .

Ejemplo a.o Sea el cateto 6 9 = 3 5*13 m illas, y  fe9= i 5*5 ', y  se resol­
verá el triángulo disponiendo el cálculo como sigue.

eq............................... ....... 35*i3.......... .. compì, arit. log.......
log.......

. 8*45482 
. 1*19033

• ........................

: : R  : tan. e.......... .......  230.....48'...
/

log...... 9^644^^

........  a3°.....4 8 '- log..... .. 0*39411

; R : : bq.................. log........ 1*19033

. el,....................................  38*41...................................  log.......  1*58444

Se advertirá que el logaritmo del cateto hq-, que se emplea en la pri­
mera parte, es el mismo que se emplea en la segunda ; y  después de ha­
ber bailado que el logaritmo 9*64465 corresponde á la tangente de 
a3® ......... 48"̂  se buscará el seno de dicho ángulo c , y  se escribiia su com­
plemento aritmético en la segunda parte del cálculo.

En cuanto al ángulo fe, si importase el conocerlo, basta tomar el com­
plemento de e («rí. 24^)5 y  resultara fe= 6 6  .......12 .

Ejemplo 3.° Sea el ángulo 6= 23°............. 48', y el cateto adyacente
millas. Para resolver el triángulo se dispondrá el cálculo co­

mo sigue.

0.4°....... ..4 8 '... ,. 9*64449

: •• e q ........................ .........  3 5 * i 3 .. .. 1*54568

: b q ............................
.. 1* 19 0 17

........  a 3° ....... ..4 8 '... . com pì, arit. lo g ....... .. o ‘ o 38 6 o

. . . .  3 5 * i 3 ... .. 1*54568

: eb. 38*40.................. ...................  log........  1*58428
14
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Se tendrá presenté el bnscár el logaritmo del coseno de e , cuyo com­

plemento aritmético se emplea en la  segunda parte al tiempo de buscar 
el logaritmo de • la tangente de ey-que se empleá'en la primera. E l logarit­
mo de eq se emplea en ambas partes.

549 Lo dicho es mas que suticientc para que se resuelvan con facili­
dad todos los casos que se presenten, ordenando las proporciones demos­
tradas («rí. 545 5 646 y  547) de modo que resulte por cuarto término el 
que se busca.

CAPITULO XVII.

D E  L A  RESOLU CION  D E  LOS T R IA N G U LO S R E C T IL IN E O S 
O BLICU A N G U LO S E M PLE A N D O  LOS LOGARITM OS.

550 T^eorema. En todo triángulo oblicuángulo los senos 
de los ángulos son proporcionales con los lados opuestos á di­
chos ángulos.

Demos‘radon. Sean (Jig. 97 y  98) abe los triángulos de 
que se trata, y después de haber bajado la perpendicular be 
desde el ángulo b al lado opuesto ó á su prolongación, resul­
tarán en ambas figuras los triángulos rectángulos abe, ebe^ y 
en ellos serán (art. 545).

1 ......  ab : be : : R ; sen. a.
2.°......  eb : be :: R ; sen. e (*);

y por lo demostrado en la Aritmética {^Arit. 250) será ab ; eb 
:; sen. e : sen. a. que es lo que se trataba de demostrar.

561 En las aplicaciones del teorema se tendrá presente que cuando se 
trata de determinar el ángulo opuesto al mayor lado, es menester saber si 
dicho ángulo es agudo n obtuso, respecto á que sin este conocimiento el 
triángulo queda indeterminado, como se advirtió (arí. 347 nám. 6 .°), y  
se manifiesta en la  figura 99.

Si el ángulo opuesto al mayor lado ae es obtuso, el triángulo que se 
trata de resolver es abe j y  si diebo ángulo es agudo, será ade el triángulo 
propuesto.

Los ángulos u j  d tienen un mismo seno, que es el cuarto término de 
las proporciones eb : ea : : sen. a : sen. u , y  e d : ea : : sen. a : sen. d  ̂ cu—

(*) Se te n d rá  p resen te  que en la  figura 98 e l seno del ángulo ofituso le a  es igual a l de sa 
suplem ento le e .
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yos tre. primeros tirmlnos sou iguales, y  por lo tanto serJ u snplemen-

“  ‘' ¿ f ’ia  inspección de la figura se deduce esto naismo, porque u ee suple-

“ t r a  1 : 1 ^  ^;98) .e fiaia la perpen-

a i c t t w e s a e u n . „ g „ l o 6 a l ^
dUtanctas a c , co de los « “ * 7 » reci procLent e propor- 

l i Z Ì e T c L ^ ì à s  tangLtes de su. ángulo, adyacentes: esto es, que sera

Demostración. Por lo establecido (art. 647) ..................................
j_o   ec : cb : 1 R : tan. e
2 o ......  ac : cb 1 : R  í tan. a. ^

y  por lo establecido en la Aritmática (A ri.. aSo ) resultara ec :.ac : : tan.

s S ” ' £ t o , y  lo dicho sobre los triángulos rectángulos (orí. SqS 
basta para resolver las triángulo, oblicuángulos en que se conocen dos la-

^“ ' J e ' V r r l t r e S ^ R l  eos. a. : : ab : ac. Si oc resulta menor q u e . ,  
el ángulo e del triángulo será agudo i y  si ac resulta mayor que ac , dr- 
cho ángulo será obtuso. En todos casos la diferencia entre ac y  ac da e

segundo' segmento ec.
a.o Después se d ice, ec : ac : : t^ -  a : tan. e.
S ° Finalmente se dice, eos. e : R  . • ec . e . ^
554 Este método no es tan largo como aparece, siempre que se p - 

tee aítes el cálculo, y que se tomen al mismo tiempo los logaritmi^ de 
las líneas trigonométricas correspondientes i  los mismos ángulos. Ta es 
son el coseTo% tangente de a , la  tangente y  coseno de e , y  el logan -  
x ô de ec y  su lomplemento aritmético. E l logaritmo de ac, que resulta en 
1 • ^ rrtirtP ps el mismo que se emplea en la segunda. Cuando no
L ^ r / M c o n  cer a Iu g u lo  c ,\ a s t a  bufear en la . tablas el l o g a r l o  
m is próximo al que resulta en la segunda parte entre las tangentes-, y  el 
logaritmo que se^baUa en la misma linea, en la columna do cosenos , sera 
el del primer término de la tercera parte, y  por lo tanto se escxibua su 
complemento aritmético en el lugar correspondiente ^

555 Ejemplo i.°  E n e l triángulo abe {fig. 100) supóngase a__35 ..... 
b = iia ° .í . .3 5 '»  a e = 8 2 ‘3 brazas, y  se trata de determinar el lado be.

Para esto se dispondrá el calculo como sigue.

, ttoO ......3 5 '........... com pl.arit.log........ o‘o3465
................... 3 r " Z 4 2 ........................  log........ 976607

: s ' s : : : ........í ................................... h ........ - ‘9x540

; be.................... . 5a‘0 i.
log.........  i ‘7 i6 ia

1 Gm..!..! n ñ  l a  de SU suplem ento b e c . con la  sola d ife ren -(*) Se ten d rá  presente que en  la  figu ra  98 l a  üe su snp ^
la  tangen te  de l ángulo obtuso bea  es igual á  c
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E l seno de b se halla buscando el de un suplemento 67°......... .

(art. 537)  ̂ y  mas fácilmente buscando el coseno de su exceso sobre 90®» 
(jue es 22°....... 35' (art. 340).

Si se tratase de determinar el lado ab, se hallarla primero el ángulo 
opuesto e , que es suplemento de la suma de los ángulos conocidos a j  b.
Dicho ángulo valdrá 3 i° .........................Y lado opuesto ab resultará

, = 4 6 ‘ 86.
Ejemplo 2.° En el triángulo abe (fig . 9 7 )  supóngase a e = 82‘3 , «6=: 

46^86, y el ángulo a = 35®............4̂ *̂ 8e resuelve el triángulo por lo esta­
blecido (art. 553 y  554), disponiendo el cálculo como sigue.

R eos. a. 
ab.......

35°..............42 '................................ log..........  9*90960
4Ó'86................................................ log..........  1*67080

: ac....................  38*o5................................................ log   1*68040
ac....................... 82*80

ec...........
: ac.........
: : tan, a.

44‘^5........................  compl. arit. log........  8*38409
....................................... ................... log........  1*58040
...........................................................  log........  9*86647

: tan. e.............. 3 i°. ,43' log........  9*79096

eos. ............................................................compl. arit. log.
: R : : ec............................... ........................................ log.

0*07024
1*64591

eb. 52̂ 02. lo g ...........  1 * 7 1 6 1 5

Para mayor facilidad se ha omitido el repetir los valores de los térmi­
nos del triángulo que entran dos veces en la resolución.

556 Esto basta para que no haya dificultad en resolver por los (Jos 
teoremas (art. 55o y  552) todos los casos que pueden ofrecerse sobre los 
triángulos oblicuángulos, excepto cuando solo se conocen los tres lados. 
Dicho caso no tiene mucho uso 5 y  en atención á esto se pondrá sin demos­
tración el modo mas expedito de resolverlo en el siguiente.

557 Problema. Conociendo los tres lados de un triángulo rectilíneo, 
hallar el valor de uno de sus ángulos.

Resolución. l.°  Súmense los valores de los tres lados, y sáquese la 
mitad de la suma.

De esta semisuma réstese el lado opuesto al ángulo que se trata de 
determinar , y  el residuo llámese diferencia.

3. ® En las tablas de los logaritmos de los números tómense los com­
plementos aritméticos de los logaritmos de los lados que comprenden al án­
gulo que se busca, y  los logaritmos de la semisuma y diferencia.

4, ° Súmense estos cuatro logaritmos, y  tómese la mitad de la suma.
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5 o Dicha semisuma de logaritmos bhsciuese en las tablas de los loga­

ritmos de los cosenos , y el ángulo correspondiente sera mitad del (pie se 
busca Dúplese y resultará el ángulo que se trata de determinar.

6 ° ConocidI un ángulo, se baila fácümente el otro por lo dicbo

Supongamos que en el triángulo afee (/ g . lOo) ^ t r a ­
ta de determinar el ángulo fc, y  que los valores de los lados son a e_ 8 a  3 
brazas, e b = 5 a ‘o a , y a b = 46‘ 36 i y se dispondrá el calculo como sigu .

......................  8a‘3o
e l,"" ..................... 5a‘oa compì, arlt. log. 8 ‘ a8383

... i 8 i ‘ i8  -
I ‘9 5708

... 8a‘3o

0*91855
Diferencia........ , o8«a9......

19=48866...... suma de log.
(Cos. ±  b; .....
C o8.1: b..........
h ......................

,.... 56° ...
...34 '

9=74433 f  suma de log.

Para no equivocarse en la  suma conviene el escribir los cuatro logaritmos 
l'ara no equ v espacio intermedio , aunque no resulten colocados
en fre ^ eT e los números correspondientes. La diferencia de i ' ,  que bay 
e n S r e l  valor bailado del ángulo b y  el supuesto antermrmente (art 555 
n á L  i .° ) , proviene de baber despreciado en los cálculos los milésimos de

braza.

CAPITULO XYIII.

NOCIONES D E  G E O M E TR IA  PR A C TIC A .

559 E n  la Geometría especulativa se supone que las 
operaciones se ejecutan sin el mas leve error. Esto es Impo­
sible en la práctica; porque no hay modo de constiuir una 
superficie perfectamente plana, de trovar una linea exacta­
mente recta, ni de describir un chculo perfecto. Las lineas 
físicas (art. 81 de que se hace uso en la Geometría practica, 
tienen una latitud sensible, y las mas veces desigual. Por
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coiisigiilente es imposible el determinar con precisión geomé­
trica los puntos matemáticos (arí. 8 ) que resultan de sus in­
tersecciones. La misma imposibilidad hay en medir la exten­
sión de una línea recta, y en determinar el valor de un án­
gulo con rigurosa exactitud.

560 El error indispensable en las operaciones influye 
mas ó menos en los resultados que se trata de determinar; y 
uno de los objetos esenciales de la Geometría práctica es la 
determinación de dicho influjo. De aqui resulta c[ue de dos 
operaciones geométricas exactas puede suceder que en la prác­
tica sea la una muy errónea y la otra muy aproximada.

561 Todavía hay .mas, y es que una operación que se­
gún la Geometría especulativa no es mas que aproximada, 
en la práctica puede ser nuicho mas aproximada c[ue otra 
Operación caracterizada de rigurosamente exacta según las su­
posiciones de la Geometría especulativa. Para comprender es­
to, supóngase que la operación aproximada sea por su natu­
raleza susceptible de un centésimo de línea de error en el re­
sultado final (aunque se ejecute con toda precisión), y de otro 
centésimo por la imposibilidad de operar con exactitud. En 
tal caso, se puede decir que en el resultado práctico de la ope­
ración aproximada cabe un error de dos centésimos. Según 
esto, siempre c¡ue en el método rigoroso pueda llegar á cua­
tro centésimos de línea el influjo c[ue tienen en el resultado 
práctico los errores inevitables en la operación, no hay duda 
en que se dirá con fundamento c[ue por medio de la resolu­
ción aproximada se puede obtener el valor del resultado final 
con doble mas precisión que por la caracterizada de exacta, 
según las suposiciones de la Geometría especulativa.

562 En la Geometría práctica se prefieren las soluciones 
mas sencillas de los problemas, siempre que por medio de 
ellas se pueden obtener los resultados con toda la aproxima­
ción que se necesita, y cuando el error anejo al método es 
pequeño, respecto del que puede producir la incertidumbre 
de los datos. Por esta razón algunas resoluciones, muy bue­
nas para el caso de conocerse los ángulos de un triángulo con 
diferencia de medio grado, deben desecharse como defectuo-
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sas, en el caso de conocerse los valores de los ángulos con di- 
ferencia de medio minuto.

563 E.taWeciao esto ,
trata de deternunar otio las perpendiculares
Imagínese otra  ̂ manifiesta que si en la posición del
6c, em, da. L a  ¿ la  distancia c6, resultara la recta

g ,7  ó r . . ^ ,  . . . - a  r ; r r ~  g  

Í  .T ; • - = »  í - = - — -  -
De esta observación resulta que

564 Cuando se trata de determinar una recta por la 
sicion de dos puntos, diclia recta resultara determinada con 
tinta mas exactitud cuanto mayor sea la distancia de los dos 
puntos que la determinan, y cuanto mayor sea la precisión
con que se hayan determinado dichos puntos.

565 Supongamos ,u e  se ttata de ’en °v2
por la intersección de las rectas 6nJ, eu , y '  r • v el error que re-
a ^ la  eu se tira la w ,  el punto de interseee.on sera e , y el error que

‘ “ ' “ f l a r r T c t a r “ r , ” t n o r p a r a le la s ,  ó salen de un punto e formando 
bi las rec , ÍDanlo hce será isual o casi igual al bae,

nn ángulo “ " 1  triangulo cae , y  por lo tanto solo e x -
respecto a  que  ̂ ,„p„ne muy pequeño.

C b i : " ,  tírese la u / p e r p e U n la r  6 ,n y  t e a n l - 4^el triangn-

“ u o m ^ d T ]  a 'L ^ u lI  c “(  Íénstweméñre“ ¿nal 4 o ) i S a la separación 
„0 dVlas lineas cu, m ; y  £  al error uc que resulta en la pos.eion del

R x S
punto a , será según esto seno A :R  : S :

sen, A

Esta expresión manifiesta que el error E  aumenta al paso que aumenta 
Esta  ̂ ¿el dividendo ) ,  y  al paso que disminuye

I t r i T ^ r e f ^ i ’rUor ) (“ 1  .a y ) :  esto es, al paso que el 4ngn,o A se

” ’ t 6 “ ° s n a a i r e ? s ° q t " ¡ e  en a (/ g . lo a ) son do. aroo. de oír-
50b OI las H . ¿  curvas inmediatas al punto de ínter-

culo ó de otra curva, a L . las tangentes correspondientes

a dicho punto , cuya ^

^ ( 1 1 6 3  y s I ’ pIT on siguien te se podra decir en general que

567 El error en la posición de un punto detei minado
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por la intersección de dos líneas ( rectas ó curvas) es tanto 
mayor, cuanto mayor es el error que se comete en la posi­
ción de las líneas, y cuanto mas se aleja de ser recto el ángu­
lo que resulta de su intersección; de suerte, que si dicho án­
gulo A  es muy agudo ó muy obtuso, por pequeño que sea el 
error que se cometa en la posición de las líneas, resultará un 
error considerable en la posición del punto que se trata de 
determinar.

568 En el caso de salir las rectas eu, en {fig. 102) del punto e sí se 
llama e el ángulo e ( que es el error que se comete en la dirección de la 
recta que sale de diclio punto) j D  á la distancia ea del punto dado al 
que se ha de determinar, y  S á la  separación ao entre la recta que se 
tira y la que debería tiratse, será (art. ¿45 ) R : sen, e : : ea : ao: esto es,

„  sen, exD
R  : sen. e ; : D  : 5= ________ _

R

569 Este valor de S , sustituido en la expresión anterior (o rí. 565)

r- R o= --------------=:---------------x S ,  da el error en la posición del punto E
sen. A

R

sen. A 

sen. exD R x se n . e x D sen. e x R

sen. A R R xsen . A sen. A

Por unas consideraciones semejantes á las que se hicieron al fin del ar­
tículo 565 resulta que

570 Cuando se trata de determinar el punto a {Jig. 102) 
por la intersección de una recta dada bm con otra recta eii, 
que sale del punto determinado e , el error que resulta en la 
posición del punto a es tanto mayor, cuanto mayor es el er­
ror e que se comete en la dirección de la recta que se ha de 
trazai', cuanto mayor es su extensión ea, y cuanto mas se ale­
ja de ser recto el ángulo a que forman las líneas en el punto 
que se ha de determinar.

571 Muchas veces sucede que la condición de que las lí­
neas (rectas ó curvas) se corten formando ángulos rectos, 
es incompatible con la condición de que los puntos que de­
terminan la posición de la recta que se ha de tirar esten muy 
separados {cirt. 564). En este caso, y en otros que resultan de 
la naturaleza de los instrumentos que se emplean, se debe
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tomar un partido medio para obtener los resultados con a

mayor .1̂  concurren, ó se cruzan en un
pom o, se trazan en toda su exterrsion las
baio un ángulo que mas se acerca a recto, y las den
S r u r p e n ^ m e s  de llegar al punto de concurso para no
confundirla perfección

,„sM e se hace uso de un instrumento llamado regia, cuyo 
inaneio debe aprenderse con la práctica. Para el buen uso de
la regla conviene tener presentes las ^

l.° La snperlicie sobre que se lia de trazar 
ser perfectamente plana y tersa, y tambierr debe “
cara de la regla en que apoya el cueriro que traza

La regla debe estar muy sujeta en las rnmediaciones
de sus cabezas.  ̂ oohr<̂

3 » El instrumento que traza la recta debe apoyar sobre
el plano y contra la regla, con aquella suavrdad y finura que
solo se adquiere con la práctica.

4 ° Conviene que la parte de dicho cuerpo que apo^a 
contra la regla sea plana. También puede ser dicho cuerpo de 
figura cilindrica, con tal que la punta que traza la linea cor
resDonda exactamente al eje del cilindro.

6.» Es muy dificil el trazar la recta con perfección cuan­
do el cuerm de que se hace uso ni es cilindrico, ni tiene p a- 
na la cara^ue  airoya contra la regla, ni tiene la punta que

‘T ° ' ' ¿ ^ s 7 u m T s " ¡ r i a s  tienen todos estos defectos: y 
en tal caso, para trazar bien la recta se debe poner mucho cui 
dado en no dar á la pluma movimiento alguno giratorio, es­
to es, que la pluma se debe llevar siempre paralela a si misnia, 
sin mas movimiento que el progresivo a lo largo de la regí . 

574 Se puede examinar la regla arrimando su canto a

” 5̂ ^  ex iírnan  la regla y la linea trazada con
ella operando como sigue.  ̂^
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1° El canto ae (Jig. 103) de la regla ad  se pone sobre 
la línea trazada, y se confundirá con ella siempre que la li»- 
nea se haya trazado con perfección.

2P Se hace girar la regla sobre la ae , de suerte que el 
canto bd tome la posición B D  ; y si estando la regla en esta 
posición se verifica la coincidencia, no queda duda en que la 
regla es buena, ni en que la recta está bien trazada.

3.° Si se nota alguna diferencia entre el canto de la re­
gla y la línea, la mitad de dicha diferencia será el defecíD 
común á la línea y á la regla.

576 La comprobación de la recta se ejecuta con mas fa­
cilidad y precisión colocando sobre ella un pedazo de papel, 
ú  otro cuerpo delgado y trasparente, trazando sobre dicho 
cuerpo la línea que se trasluce, ó señalando alguno de sus 
puntos, y dando después á dicho cuerpo una media vuelta, 
en los mismos términos cj[ue se ha dicho en el artículo a n t^  
rior núm. 2.°

577 Demostración. Sea [fig. 104) aeg la verdadera reo
y cipoqemeg la línea que se trata de comprobar. La opo-

racion del artículo 575 número 2.° ec[uivale á dar media 
vuelta á dicha línea ó á su igual, que es el canto de la ro- 
gla ó la línea trazada sobre el cuerpo trasparente. En dicbao 
caso todos los puntos de la línea cleseribirán unas semicir­
cunferencias, cuyos centros c, a , í , &c. estarán en la ver­
dadera recta. La línea propuesta (ó su igual que es lo mismo) 
tomará la posición afnhckg , y las p f ,  on, qh &c. serán do- 
plas de las difereneias 7:̂0, oa, qt &c. [aj't. 1 1 0 ). entre la lí­
nea propuesta y la verdadera línea recta.

578 Para señalar la dirección de las rectas muy largas 
que se imaginen sobre el terreno, se indican algunos pui>- 
tos de dichas líneas por medio de unos palos cilindricos llar- 
mados piquetes, cuyas puntas se hincan en la tierra. Los 
chuzos son muy á propósito para este objeto.

Se supone también que el rayo de luz, en su paso desde 
un punto cualquiera hasta el ojo del observador, describe una 
línea recta. En dicho caso no hay duda en que si puesto el 
ojo del observador en a {fig. 105) se ven confundidos los
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puntos 6 , c, d ,  de los piquetes, el ojo del observacor y c i-
dios puntos estarán en línea recta. n̂TiVma ñor

579 Hay varios casos en que el rayo de luz can ^  
una línea angulosa ó curva, según se manifestara en a 
mografía, y por ahora se prescindirá de dichos casos

580 Uno de los instrumentos mas usados en la Geome-
práctica es el compás ame {fig. 106), cuyo manejo se en­

senara compás pueda abrirse ó cerrarse con

“obtusas es dlficU el colocarlas
exactamente sobre los puntos que se desea; y si
das se introducen en el papel; y por lo tanto no couesponden
á los puntos sobre que se trata de fijarlas. _ rlp=;r-ribir

3. °  ̂ Si el ángulo aue es muy agudo, es difícil el dése i
una circunferencia con perfección. Por lo
trata de describir circunferencias, conviene que dicho angu-

4. “ ¿ayores inconvenientes resultan de ser el ángulo aae 
muy crecido; y por esta razón conviene que dicho ángulo no

Muchas construcciones geométricas resultan defectuo­
sas cuando se hace uso de los compases ordinarios armados con 
lapicero ó pluma, á menos que el lápiz o pluma no sean per- 
pe^ndiculares al plano del pape). Para conseguir esto se suelm 
construir dichas armazones en términos que puedan 
bre una bisagra, con la fricción necesaria para no mudar 
Dosiciori sin la voluntad del que las maneja.

A igual distancia aÍ (fig . 107) entre las puntas cor­
responden unos ángulos ane, a N e, tanto mas pequeños cuan­
to mavor es la longitud de las piernas del compás.

582 De esto y de lo dicho anteriormente lusulta que con­
viene servirse de compases de diferentes tamaños para operar 
con precisión en todos casos.

583 El compa. hanaiao de «ara ». muy
dinatioi. Diclio compa. se oompoue de una regla cd ( fe  ■ “ ) ^
redera, clan .ujetas la. punta, u y e. La corredera
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unida a la regla por medio del tornillo í , y puede moverse algunas líneas 
Lacia adelante y  hacia atras con mucha suavidad haciendo girar la cabeza 
del tornillo. La corredera n carnina libremente a lo largo de la regla, y  se 
sujeta donde se (juiere por medio del tornillo u. Este compás tiene las gran­
des ventajas de que sus puntas son siempre perpendiculares al papel, y  se 
ajustan con cuanta exactitud se quiere por medio del tornillo t. Apretando 
los tornillos cpie hay sobre las correderas en í  y  í¿ , no hay riesgo de que 
las puntas del compás muden de posición.

Algunos compases de vara tienen señalada en la regla una escala, que 
manifiesta la distancia de sus puntas j y  en las correderas c j  n suelen lle­
var dos microscopios, que sirven para colocar dichas puntas con suma 
exactitud sobre los puntos finísimos señalados en el plano sobre que se 
trabaja. ^

584 Conviene no apoyar las puntas del compás sobre una 
línea ó punto acabado de señalar con tinta, por no agujerear 
el jDapel.

585 Por esta misma razón, siempre que se ofrezca el te­
ner que apoyar mucho la punta del compás sobre un punto, 
in v ie n e  el colocar sobre el papel una hoja delgada de talco, 
o de otra materia dura y trasparente, y afirmar la punta en 
un punto señalado sobre la hoja, después de haberla coloca­
do convenientemente.

Si en el punto de que se trata se cruzan dos perpendiculares, se puede 
emplear con el mismo objeto una hoja de acero ó de la tó n , sobre la cual 
haya señaladas dos perpendiculares, cuyos extremos se ajustarán con las 
trazadas sobre el papel j y  en tal caso las intersecciones de unas y  otras 
se confundirán.

586 Hay otros compases que sirven para facilitar la solución de algn» 
nos problemas de la Geometría práctica.

587 Sobre el modo de tirar una perpendicular {art 176), 
ó de dividir una línea por mitad (art. 177) hay que advertir, 
que conviene que los arcos se corten casi en ángulos rectos 
(art. 567), siempre que de esto no resulte alguno de los in­
convenientes indicados (art. 564 y  580, nüm. 3.° y  4.°); y 
para este objeto conviene tener presente lo que sigue.

l.° Si se hace de modo que ut (Jig. 33 ) sea con corta di­
ferencia igual , el ángulo de la intersección de los arcos 
en c será de 90°, que es lo mas ventajoso.

La razón de esto es, que si es u t~ u c , el triángulo cut será isósceles, 
y  el ángulo tcu valdrá 45® (art. a36 y  241). Lo propio le sucederá á scu.



D E  g e o m e t r í a . 1 0 ^

Por comigulente la suma tcr valdrá 90»; y taniien valdrá 90» el ángulo
ecm. formado por los arcos que se cruzan en c (arí. a i i j .

2.° Si se hace ícznís (Jig. 33) el ángulo de la intersec­
ción de los arcos en c, será de 60°, lo que es muy suficiente;

á mas la distancia uc excederá en cosa de  ̂ á la ut.

La razón de esto e s , que en tal caso será equilátero el triángulo ící , y  
por lo tanto el ángulo .cí (igual al formado por los ^^coO sera de 6o  ̂
la n . a34). E l ángulo leu valdrá 3o ° , y  {art. H l )  sera R. . tan. 3o . . 
cu : u t , que es próximamente como 5 á 3.

3° Si el punto u (Jig. 34) desde el cual se lia de bajar 
la perpendicular está hiera de la recta, conviene cpie sean 
crecidos los radios con que se hacen las intersecciones en s y í, 
para que los ángulos que los arcos forman con la ab no difie­
ran mucho de ser rectos.

La razón de esto e s , que uta es complemento del ángulo que el arco 
descrito con el radio ut forma con la ab (  art. 400 ) •, y  dicho ángulo uta 
disminuye al paso que aumenta el radio ut. En todos casos sera el ángulo 
tuc igual á los formados por las intersecciones de los arcos t y  í .

4.0 Si la recta ab {Jlg. 35), cpie se ha de dividir por 
mitad, es demasiado larga, se toman las porciones iguales as, 
bf, y dividiendo por mitad la porción st, quedará también 
dividida por mitad la ab.

5.0 Si la porción st que se ha de dividir por
m itad , es demasiado pequeña, se le agregan las porciones 
iguales s a , tb ,y  se divide por mitad la ab.^

6.° Todas estas advertencias se aplican á las divisiones de
los arcos por mitad.

588 Cuando el punto ( / g .  109), desde el cual se ha 
de bajar una perpendicular a la ba , cae hacia el extremo a 
de dicha línea, conviene resolver el problema como sigue:

1.0 Desde un punto s, muy distante de u , descríbase el
arco upf.

2.0 Desde otro punto e descríbase el arco u q l, que corte 
al primero en c.

3.0 Hágase pasar una recta por y c ; y dicha recta ume 
será la perpendicular que se pide.

La razón de esto es, que la recta ab tiene los puntos s y c
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equidistantes de y c (arí. 104); y por lo tanto, las líneas ab 
uc serán perpendiculares (art. 172).

589 Para que la intersección c resultase en ángulos rec­
tos , deberia tomarse por centro del segundo arco el punto t 
en que la tangente al primero corta á la 6a ; pero aun cuando 
sea mu igual a ms^ y se describa el segundo arco desde z/z, el 
ángulo de los arcos resultará de 45°; lo que es muy suficien­
te para que resulte bien determinado el punto c.

En todos casos el ángulo formado jior los arcos en c es igual al eca 
lormado por los radios («rí. a i i) , y ew es igual á cus, por la igualdad cte 
los triángulos ecs, esa {art: 1 14).

590 Desde luego se comprende, que basta determinar h  
intersección c, aunque los demas puntos de los arcos no se 
señalen, por resultar fuera del plano sobre que se trabaja, 
y no conviene señalar los arcos desde u , por no confundir di- ■ 
cho punto.

591 El modo de levantar una perpendicular en el ex­
tremo de una recta, que se enseñó en el artículo 219, es 
nmy bueno y adaptable á la práctica, teniendo presente 
\jig . 50) el tomar una abertura de compás suficientemente 
grande, y el escoger el punto c de modo c[ue resulten casi 
isósceles los triángulos imaginarios ese, esa.

En este caso, la intersección n , del arco con la  recta, formará el án­
gulo de 45°, 7  la cu resultará igual á la eu. A l paso que el centro c ss 
aproxime á la eh, ê aproximará mas á recto el ángulo formado por la in ­
tersección del arco y  de la recta, que es igual á aue {art. 241 y  400)  ̂ pe­
ro la distancia ea disminuirá, lo que no conviene, por lo establecido 
{ari. 5 6 4 ).

592 Basta que se describan las porciones de arco inme­
diatas á a  y a , y de ningún modo se describirá la porción 
inmediata al extremo e , por no confundir este punto inte­
resante.

593 Cuando la perpendicular ha de cruzar á la e6 , con­
viene el ejecutar la misma construcción hacia la parte infe­
rior de eh, con lo que resultará determinada dicha línea por 
la posición de dos puntos muy distantes, c|ue estarán en línea 
recta con el punto e.

594 Es evidente que el método se aplica con igual ven-
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taja á todos los casos en que está inmediato al extremo el 
punto de la recta, desde el cual se ba de elevar la[perpen- 
diculai'.

595 Para tirar las perpendiculares con mas facilidad se 
hace uso de un instrumento llamado escuadra^ cuyo uso del^e 
aprenderse con la práctica (*). Empleando los cantos interio­
res de las reglas que componen la escuadra, se tiran las per­
pendiculares con mas seguridad.

596 Para examinar la escuadra se puede proceder por 
ed método siguiente.

1.0 Tírese una recta ab [Jig. 31) cuya longitud sea doble 
ó casi doble de la longitud del brazo de la escuadra.

2.° Por medio de la escuadra levántese la perpendicular 
ae en su medianía, colocando el uno de sus brazos sobre la

y después de tmada la perpendicular, se arrimará la es­
cuadra á ella para ver si coincide con su canto.

3.0 Hecho esto se colocará el brazo de la escuadra sobre 
la porción ub-̂  y si el brazo perpendicular se ajusta con la i¿c, 
es señal de que la escuadra es buena, y que la recta ue es 
perpendicular á la ab. Si se nota alguna diferencia, la mitad 
de dicha diferencia será el defecto de la escuadra y de la per­
pendicular tirada con ella.

La razón de esto es, que si al ángulo aus (Jzg. 31) for­
mado con la escuadra le felta para ser recto la cantidad sue  ̂
que llamaremos el ángulo contiguo bus excederá á un án­
gulo recto en dicha cantidad suezzid^ de suerte que serán 
<2^5=90°—d , y 6i¿5=90°-+-d (art. 148); y su diferencia será 
igual á dos veces la cantidad d.

597 Para que la perpendicular resulte bien determinada, 
conviene que sea menor que la porción de recta sobre que se 
ajusta el brazo de la escuadra.

598 En general no se puede tirar con precisión una per­
pendicular que exceda en mucho al mayor segmento de la 
recta á que debe ser perpendicular.

C*5 E n  el instrnm ento  llam ado ir a s p o r ta -  
dor , de que se tr a ta rá  mas ade lan te  (« r í. 6 i8  
f i g .  i i 5 ) ,  e l rad io  de cero grados es p e rp en ­
d icu la r a l  de 9 0 ° .  P o r  consiguiente dichos

rad io s  equ ivalen  á los b razos  de la  escuadra) 
y  po r m ed io  de ellos se pueden h a lla r  lor 
pun to s  que determ inan  la posición de una 
rec ta  perpend icu la r á o tra  re c ta  dada.



599 Para determinar la posición de una recta paralela á 
otra por medio de dos ó mas puntos muy distantes, se puede 
recurrir á los métodos siguientes.

M E T O D O  I .

1. ° Si la recta es ah (fig. i lo ) y el punto dado m , haciendo centro en 
cualquier punto c de la recta dada, describase el arco me.

2. ° Con e l mismo radi.o , y  haciendo centro en , otro cualquier punto u 
de la ah, descríbase otro arco il.

3. ° Tómese con el compás la distancia em , trasládese de i á/i, y  la 
recta hm será la paralele, que se pide.

La razón de esto es, que los arcos em,, ih son perfectamente iguales, 
por estar descritos con los mismos radios y  tener iguales cuerdas. De la 
igualdad de los arcos y  radios se sigue la igualdad de sus senos m t , ¡is 
(art. 499), que son perpendiculares á la  ̂ y de la igualdad de estas per­
pendiculares se sigue el paralelismo de las rectas ah,hm  (art. 195).

METODO II.

1. ° Haciendo centro .en el punto dado m [Jig. 111) ciér­
rese ó ábrase el compás, hasta cpie el arquito descrito con la 
otra punta sea tangente á la y la abertura de compás que 
resulte será la menor distancia del punto á la ab.

2. ° Hágase centro en cualquier punto a  de la ab, j  con 
dicha abertura descríbase el arquito uzp,

3. ° Tírese una recta cpie pase por m  y que toque al ar­
quito uzp-, y dicha recta zm  será la paralela que se pide.

Este método se funda en que los radios iguales J 7 it ,  az, 
tirados á los puntos de contacto, son perpendiculares á las 
tangentes {art. 183). Por consiguiente, tirada la oblicua am, 
resultarán dos triángulos rectángulos iguales a tm , azm  
{art. 270): luego el ángulo m at será igual á amz-, y por ser 
estos ángulos alternos, las rectas a t , zm  que los forman se­
rán paralelas {art. 204).

En uno y otro método se pueden describir arcos desde 
diferentes centros tomados en , y de este modo se pueden 
determinar muclios puntos de su paralela;, lo que es preciso 
cuando la longitud de la regla es menor que la paralela que 
se trata de trazar; y en todos casos pueden servir dichos pun­
tos para la comprobación.

600 Ninguno de estos métodos, ni el del artículo 207,

1 1 o TRATADO
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sirven cuando la perpendicular bajada desde m [fig. K “  
fuera de la ab. En dicho caso se puede excusar la .ctant

operando a  ( |o n  una abertura de compás crecida) bagase

™ 2 “̂°*C onestT  misma abertura y centro m descríbase el

30 Tómese la distancia m a, y con esta abertura y cen­
tro 5 descríbase el arco u t , que corte al et en c.

4° El punto c de intersección de los ai eos deteiii

’’“ X r m k X s e  fm X e n  cpie las ns, me son iguales por 
radios de circuios iguales; y lo mismo le sucede “ ^  ^
Por lo tanto las rectas as, me serán lados opuestos de un pa

"'^'eoT'^Detennlnado^el punto c [fig. 112) je pueden deter­
minar otros puntos de la paralela por los métodos del ai 
lo 599^ y se tendrá presente que los métodos expi. 
preferiblls los unos á los otros según
Lceptuar aquellos en que se hace uso de la secante (m ■ ~06 
y  208) que son los mas adecuados para operar sobie el terr 
no, haciendo uso de los instrumentos que sirven para medn
los ángulos formados por las visuales. ^

602 Si después de Ijaber trazado una o mas perpenc i - 
lai'es á la ab {Jig. 38) se quiere tirar una paralela a dicha 
línea por un punto dado o, se tomará con el compás la me­
nor distancia de o á la a6 [art. 599) (inetodoil, nam. 
trasladando dicha abertura sobre cualquiera de ¡
colares de 5 á í , ó de e á m, se tendmn uno 
de la paralela que pasa por o, y podra trazaise dic p 
cd con mucha precisión. ,

G03 El instrumento mas común para ‘» y  P ,
las es el que se ve representado en la hgnia  ̂ •
be ap ren irse  con la práctica; y su teonca se fun J  en que 
siendo siempre iguales las líneas a e , b d j  *^.8
ra acdba será en todo caso un para.lelogiamo (art. -  y 
por consiguiente las ab, ecl serán siempre paralelas, co



también los cantos de las reglas, que se construyen paralelas 
a sus respectivas líneas a h , cd (art. 194).

 ̂ instrumento puede comprobarse como sigue:
T. Puesto el canto Ai {fig. i i3  ) sobre una recta, tírese otra recta si­

guiendo el canto st.
2. Hecho esto, cambíese el instrumento , colocando sobre el papel el 

mismo p ano de las reglas que en la operación anterior, pero haciendo que 
el canto /ii coincida con la recta tirada con el st. '

3.0 Si en este caso se puede hacer coincidir el canto st con la recta 
tirada con el h i,  el instrumento será exacto, y  las lineas tiradas con el se­
rán paralelas,

4 ° Pero si se advierte alguna diferencia , su mitad será el error del 
instrumento, y  el de las supuestas paralelas tiradas por sus cantos.

lia  razón de esto es fácil de comprender.
6o 5 Problema. Dada la extensión ab {fig. 114) construir una escala 

eu la cual dicha extensión valga 5oo á 1000 partes.
Pesolucion. i .°  En los extremos de la linea propuesta levántense las 

perpendiculares indefinidas GF, KL.
2. Con una abertura de compás cualquiera tómense sobre ellas cinco 

distancias iguales hácia las partes superior ó inferior de la «6, y  tírense 
correspondientes las paralelas que manifiesta la figura, 

i  irese la oblicua indeterm inada/T, y  con cualquiera abertura de 
compás tómense sobre ella las cinco distancias iguales /m, mn &c.

4- Determfiiese el punto r ' en que corta á la G F  el arco descrito con
 ̂ ra lo y r , y tírese la recta Por el mismo estilo se tirará la recta/tr^  ̂

81 se quiere.

fn  ^'fp  ̂  ̂ primera) las distancias fm ,

1 perpendiculares á la aó, bajadas desde los puntos m ' n> &c
ia dividirán en cineo partes iguales/A i, MN  & c „  cada una de las cuales 
valdra 100 partes.

7.® Pos puntos N^ P  &c. se pueden señalar de varios modos 
;  con el compás las menores distancias de los puntos m'j

n ^ c. a la hL, ó i  1& g F  (art. 699 , método //, nám. i .° ) , y  trasladando 
aiclias aberturas de compás desde las mismas perpendiculares sobre las fe, 
gh o bien tirando con la regla varias rectas que pasen por los puntos cor­

respondientes m ', m ", n ‘ n "  & c. de las fr>, h r 'f
7 mismo estilo se dividirá en diez partes iguales la porción

J * ■ P°^ medio de las oblicuasyf^, ¡w, que conviene que sean dos, tres 
veces mayores que la extensiony'AT,

9. También se puede ejecutar dicha división tirando en el rectángulo 
M h  una diagonal, como la que se ve tirada en el rectángulo P N ',  y  tras- 
ladando las distancias st, xz  & c. sobre las porciones/Jf, KM' desde la fh, 
o desde la MM'. ’

’ tírense las oblicuas que manifiesta la figura des­
de las divisiones señaladas sobre la M f L las señaladas sobre la  M'h-, y  con
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esto quedara concluida la escala, que se numerará como manifiesta la figura.

11.° Si la extensión dada ha de ser igual á rail parles, se puede to­
mar su mitad, y dividirla en 5oo partes, como se acaba de ensenar.  ̂

la.o Por el üiismo estilo se construye una escala en que la extensión 
dada valga lO partes, lOO partes &c.

G06 Demostración. l.° Por la semejanza de los triángu- 
los fm ', M j n ' ,  iV&c. resulta/m ' •.//■'; y com ojm
es la décima parte de fr ',  también s tr a fM  la quinta parte de

• 1 1 ' *  12. ° Por una razón semejante resulta st igual al décimo de 
P N  &c.

3. ° Entendido esto, es fácil de dedncir que el punto de 
intersección de la oblicua que sale de M  con la primera para­
lela á f e  dista de la M M ' una decima parte de la distancia 
que hay de M  á la segunda oblicua Scc.

4. ° En estos mismos principios sePunda el uso de la esca­
la, que puede comprenderse en dos problemas.

607 Conviene advertir que los buenos artistas tienen instrumentos ó 
máquinas á propósito para dividir las lineas en partes iguales con mucha 
facilidad y precisión, y está tenida por una de las mejores la inventada 
por el belehre Juan Ramsden.

608 E l método expuesto (art. 605) es muy exacto siempre que se ha­
ga uso de él sobre una gran plancha de cobren y las compasadas deben
comprobarse trasladando la abertura fn (fig. 1 14) de ni áp , de n a <7 6Tc......
lay jj de m á q & c ........... y  finalmente, la fq  de in á r.

609 Problema. Tomar una abertura de compás igual á 
un número cualquiera de partes de la escala.

Resolución. l.° Para abreviar la explicación se llamarán 
simplemente paralelas las rectas paralelas ^ cf',¡ peipentlicu- 
lares las que lo son á dichas rectas, y oblicuas las tiradas de
la porción M f  á la M 'h. * '  • • i

2. ° Establecido esto, afírmese la punta de la izquierda 
del compás en la intersección de la perpendicular correspon­
diente á las centenas con la paralela correspondiente a las 
unidades; ábrase ó ciérrese el instrumento hasta que la pun­
ta de la derecha caiga sobre la intersección de la paralela 
de las unidades con la oblicua de las decenas.

3. ° Si en la expresión entra alguna fracción de unidad, 
V. g. un medio, un tercio &c., se imagina la paialela coiies-



pondiente á dicha fracción, y se colocan las puntas del com­
pas sobre dicha paralela imaginaria.

6 i o  Ejemplo i . °  T o m a r  u n a  a b e r tu r a  d e  c o m p a s ig u a l  á  8 p a r te s .
Por cuanto las centenas son cero, se pondrá la punta de la izquierda 

en la intersección de la perpendicular de cero con la paralela de 8 , y  so­
bre dicha paralela se abrirá el compas hasta la oblicua de o , respecto á que 
también son cero las decenas.

Ejemplo 2.0 T o m a r  u n a  a b e r tu r a  d e  c o m p a s i g u a l a  364 ‘ 5 ,

S e  im a g in a  u n a  p a r a le la  e n tr e  la s  d e  4  y  5 u n id a d e s , y  se p o n e  la  
p u n ta  d e  la  iz q u ie r d a  e n  la  in te r s e c c ió n  d e  d ic h a  p a r a le la  co n  la  p e r p e n -  

ic u la r  d e  3o o . E n  e sta  d is p o s ic ió n  se a b r e  e l  c o m p a s h a s ta  q u e  la  p u n ta  
d e  Ja d e re c h a  c o r r e s p o n d a  á  l a  in te r s e c c ió n  d e  d ic h a  p a r a le la  im a g in a r ia  
c o n  la  o b lic u a  de 6o.

GI1 Problema. Dada una abertura de compas, hallar su 
valor en partes de la escala.

Resolución. l.° Colocadas las dos puntas sobre las e/*, 
véase en cuál de las perpendiculares se ha de poner la de la 
izquierda, para que la de la derecha caiga entre M  j  f .

2. ° Hágase correr la punta de la izquierda sobre dicha 
perpendicular, manteniendo las dos puntas en la dirección 
de las paralelas, hasta que la punta de la derecha corte á una 
de las oblicuas.

3. ° Para verificar esto bien, se afirma la punta de la de- 
lecha en la oblicua, y se ve si el arquito descrito con la de la 
izquierda es tangente á la perpendicular.

4. ° La perpendicular manifestará las centenas, la oblicua 
las decenas, y la paralela las unidades.

E l  u so  d e  l a  e s c a la  d e b e  a p r e n d e r s e  c o n  e l  e je r c ic io .

6 x2 Puede ofrecerse el tener que hacer una escala sobre la cual la ex­
tension/e (jig. 114) valga un número de partes compuesto de decenas y 
unidades, v. g. 5/ pa^es. En tal caso se operará por el método siguiente;

1. Llevadas las cinco compasadas sobre la oblicua/T, se tendrá la por­
ción f r  de dicha oblicua correspondiente á 5o partes.

2 . °  U n a  de la s p o r c io n e s  ,  v .  g . la  f m ,  se d iv id ir á  en  d ie z  p a r te s  ig u a ­
le s  p o r  m e d io  de o t r a  o b l ic u a ,  q u e  p u e d e  t ir a r s e  e n tr e  la  f T j  l a / L  j y  
t r a s la d a n d o  s ie te  d e  estas p a r te s  d e  r h a s ta  Z>, r e s u lta r á  la  p o r c ió n  f D  
Igual á  5/  p a r t e s , p a r a  e l  caso  d e  v a le r  d ie z  p a r te s  l a  p o r c ió n  fm  y  sus 
ig u a le s . ■ ' ■'

3. °  S e  d e s c r ib ir á  u n  a r c o  c o n  e l  r a d io  f D  , y  su  in te r s e c c ió n  c o n  l a  G / ’ 
d a r a  e l  p u n to  d  a d o n d e  d e b e  t ir a r s e  la  o b lie u a  d e sd e  f .

T r a s la d a n d o  a  d ic h a  o b lic u a  la s  d iv is io n e s  d e  \ & f D ^ j  b a ja n d o  
p e r p e n d ic u la r e s  á  l a / e ,  ó p o r  c u a lq u ie r a  d e  lo s  m é to d o s  a p lic a d o s  (art. 6o  5
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nùm. 7 °) se te n d r á n  la s  p o r c io n e s  d e  l a / e  ig u a le s  á  d i e z ,  v e i n t e ,  t r e in ­

ta  & c  p a r te s  p a r a  e l  caso  d e  v a le r  l a / e  5/ p a rte s ,
6 i 3 T a m b ié n  se p u e d e  e m p e z a r  l le v a n d o  so b re  l a d i e z  co m p a sa d a s 

p e a u e f ia s ,  q u e  l le g u e n  v .  g . d esd e  /  b a s ta  m ,  y  tr a s la d a n d o  l a / m  c in co  
ï e S  d e / t o s t a r ,  r e s u l t a d  1.  p o r c i ó n / r  i g u a l a  5o p a r t e s ,  y  se a g r e g a r a  

l a  p o r c ió n  rD  ig u a l  á  s ie te  d e  la s  d ie z  p a rte s  ig u a le s  d e  q u e  se co m p o n e

’ ’  O L  S e  eom p rerrd e d e sd e  l u e g o , q u e  s i l a  a b e r tu r a  p e q u e i a  d e  c o m ­

p a s  s t  l le v a s e  5/  v e c e s  so b re  l a / T ,  re s n lta r ra  e l  p u n to  D  m a l d e te r m r -  
l a d o  p o r  l a  gran dificultad d e  tr a s la d a r  la s  S j  c o m p a sa d a s ig u a le s  c o n  t o ­

d a  p r e c is ió n .

615 Cuando no se quiere una gran precisión, se tira la 
e f, y una paralela inmediata á ella, se divide en diez partes 
iguales la extension y se omite el subdividir cada una de .
diclias partes en otras diez. ^

616 Si la escala ha de ser de pies, pulgadas y lineas, y 
la extension M f  ha de representar un pie, se suele suhdivi- 
dir dicha extension en doce partes iguales, que representaran 
las pulgadas, y si se quiere se puede suhdiyidir cada una de 
las partes menores en otras doce, por medio de las oblicuas 
y de doce paralelas á la e/.

6 1 7  Problema. D iv id ir  u n a  r e c t a ,  ó u n  a rc o  d e  c í r c u l o ,  e n  n  p a r te s

T ó m e s e  u n a  a b e r tu r a  d e  c o m p a s q u e  n o  d if ie r a  m u cb o

d e  se r  ig u a l  á  de l a  l ín e a  q u e  se t r a t a  d e  d iv i d i r .

a  ° L lé v e s e  d ic h a  a b e r tu r a  n  v e c e s  so b re  l a  l ín e a ,  v e a s e  l a  d ife r e n c ia  d 
e n tr e  l a  p u n t a  d e l  c o m p a s y  e l e x tr e m o  d e  l a  l ín e a  , y  á b ra se  o c ie r re s e  e l

in s tr u m e n to  e n  u n a  c a n t id a d  ig u a l  á  i -  d e  d  a l p o c o  m as ó m en o s.
n

3 o R e p íta s e  l a  o p e r a c ió n  c o n  e s ta  se g u n d a  a b e r tu r a  , y  a si su c e s iv a ­
m e n te  b a s ta  q u e  á  l a  n  c o m p a sa d a  c a ig a  e x a c ta m e n te  so b r e  e l  e x tr e m o  <1e

l a  l ín e a  la  p u n t a  d e l  co m p a s. _
C o n  u n  p o co  d e  p r á c t ic a  se d iv id e n  la s  l in e a s  e n  p a r te s  ig u a le s  p o r  es­

te  m é to d o  c o n  sum a f a c i l id a d  y  p r e c is ió n   ̂ y  s ie m p r e  c o n v ie n e  e l  co m p ro - 

b a r  la s  d iv is io n e s  p o r  e l  m é to d o  in d ic a d o  ( a r t .  6 0 8 ).

618 En las operaciones ele la Geometría practica y t1el 
Pilotage se hace mucho uso del instrumento llamado trans­
portador^ que se reduce á un circulo, semiciiculo o cuadran­
te dividido en grados.
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6 1 9  _ S u p o n ie n d o  q u e  se tr a ta  d e  un s e m ic írc u lo  , se nned<. 

c h »  d . v . „ „ n  c o n  n n .ch a  f a c i l id a d  p „ c  e l  „„ '-to d o  s i g ñ i e n t r  ’

c o nVe n. a n‘ » „ i c c c o l o  C / g .  . , 5)  se

.e  e m p le a n  o tra s  abertu ras“  se o sa rá  d e  o t .4  c C i L “

3 .°  S e  to m a r á  u n a  a b e r tu r a  do c o m p á s iim a l á V / ir 1 o • i

o T r ^ r f n T '  ^ v a  s r a e s f r ib i rL ‘ t \ í ; : - : í ; r : :

. e x a c t itu d , ’  ^ ® o p e r a d o ,  c o n

V . a t : o o n l „ t n n £ d 1 á ; 1 “ ; n r : ^ ^  ” ~ . v  otro
d iv id id o  en  a rco s  d e  3 o ° , ^ ^ r e s u lta r a  e l  s e m ic ír c u lo

6 .° C o n  la  a b e r tu r a  ig u a l  a l  r a d io  se d e s c r ib ir á  d esd e  f n n  n .

; ú l S r i í 5 « t -
i a  a b e r tu r a  d e  co m p á s só=se  se rá  la  c u e rd a  d e  7 2 ° . ’ ^

d o k .  p n ñ t o s ' r T  ó ' “  c u e r d a  d e  y a "  se t r a s la d a r á  d e sd e  c a d a  u n o  
US p u n to s  o ,  n ,  h Ule. h a c ia  u n o  v  o tr o  la tín  ir „ri-e, i r a

s e m ic ir c u n fe r e n c ia  d is id id a  e n  a rco s  d i  l a » ,  6» y  3«’  ̂ r e s u lta r a  la

la  t ó c i a  a r t í - ' 5 l r  t  7 “ ' ’ “ '  V  t r a s la d á n d o -
n a c ía  am po» la d o s  d esd e  lo s  p u n to s  6 ,  n ,  h &Lc Tesnli-atá lo  ■ •

c u iife r e n c ia  d iv id id a  e n  a rc o s  d e  6 °  y  d e  3P - v  n n v ’ y  ̂ /  i s e m ic ir -
e ste  a r c o  se d iv id ir á  e n  s e s e n ta  a L l  Í  30. ’ ^ ‘
a n T " '°  i "O  tie n e  la  e x te n s ió n  n e c e s a r ia  p a r a  d e te r m in a r

I ñ b e  d e s d V r r “ “ “ “  r í o - f “  OOO"''“  <io 9 » ). »  d o * -

o u e rd a  da ; i »  y “ “ :  t % T 7 j ! ‘ V ’ 
p u n to  n , „ e  r e s u lta  d e s e r ib ie ld o  e l  arco“ r d l  d  “

r n r r ' .  R a V ° I  f  g o o m ítr ic a m e n ta  p o r  m ita d

u n  g r a d l  y l e d i T  °  ' ' “ “ “ “ “ “ fo fo u o '»  d iv id id a  e n  a rco s  de

i 3.® S j u es e l  p u n to  c o r r e s p o n d ie n te  á  i o ° .................. 3 o '  contados d n .

y a ; ,  e l  c o r r e s p o n d ie n te  á  lo s  m ism o s i o ° ..................3 o ' c o n ta d o s  d e s !
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de ^5 se puede tomar la abertura w , ó su igual t x , y  describiendo con ella 
un arco desde/, se obtendrá el punto s ,  correspondiente á 29° contados 
desde fc y como h corresponde a 3o°, resultara la cuerda de 1°, que ser­
virá para acabar de dividir el semicírculo de medio en medio grado;, ó de 
grado en grado si solo se ban dividido por mitad los arcos de 3°, á cuyas 
medianías corresponden los puntos v j  x   ̂ ó sus correspondientes del cua­
drante de la dcrecba.

14. ° Se debe tener especial cuidado en no ejecutar operación alguna 
sin haber verificado la precedente, enmendando la posición de los puntos 
que resultan mal determinados por el defecto de los instrumentos, ó por 
la poca destreza del que los maneja.

15. ® E l método se aplica fácilmente al caso de no tener el arco pro­

puesto mas de lao®, , • i\/r 1
620 Casi todo lo que se acaba de decir lo debemos al sabio Maschero- 

n i, autor de una obra original intitulada la Geometría del compás, escrita 
en idioma italiano, y traducida al francés.  ̂ .

6a I La operación del número l 3° no es mas que aproximada pero su 
diferencia de la verdadera no llega á medio segundo, y  dicha cantidad es 
imperceptible en los mejores arcos graduados,

622 Para subdiviclir los arcos en minutos se suele em­
plear un artificio semejante al de la escala de partes iguales 
\art. 605); esto es, que siendo ah, ec &c. (Jíg- Hfi) varios 
arcos concéntricos equidistantes, sé tiran oblicuas como la aq 
desde cada división del arco a.b á la siguiente del arco pq. 
De esto resulta, que si los arcos a b , pq  8cc. valen 1°, y los 
arcos concéntricos son siete, la proporción ap : ae : :pq  : eu,

V̂ l /  ̂ 1equivaldrá á 6 : 1 : ;pq  : ; esto es, que eu sera — de

p g , y si la diferencia entre ec y pq  es muy corta, se podrá 

suponer que eu es ~  de ec; ó lo que es lo mismo, 

que son 10^
Por igual razón, la intersección de la oblicua aq con el 

arco siguiente á ec valdrá 20  ̂mas que el punto a. La inter­
sección s valdrá 30  ̂ mas que ct; y íisi de las demas.

623 Como las rectas a p , hq se unen en el centro (que se supone colo­
cado á la izquierda), las extensiones absolutas en los siete arcos ab, ec, 
il &Lc, aumentarán con mucha rapidez , si la distancia ap esta contenida 
pocas veces en las distancias de a al centro común. De esta consideración 
resulta que si la extensión api está contenida pocas veces en el radio del 
arco ah, la  diferencia entre las extensiones absolutas de los arco-s ec y pq
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sera considerable. En tal caso eu , que es —  de pq^ excederá en mucbo

 ̂ y  1° tanto valdrá mucbo mas de lo '.  Por la misma ra­

zón valdrá ih mucbo mas de 20', & c. E l mayor error es el que resulta en 
el arco ts , equidistante de ab y  pq.

Llamando m al número de minutos de los arcos a i ,  ec & c., l á la dis­
tancia ap entre los arcos extremos, y  r al radio del arco a i ,  resultaiá el 

/ . inxl
máximo error e = :______ _

4 x r—f— 2x1
V. g. si se supone m =  3o',

3ô  3o/------= ___ = 1/.

1 =  I pulgada, y  r = 7  pulgadas, re -624

sultará e =
28—|i—2 3o

Este error puede despreciarse en los instrumentos construidos para 
medir y  formar ángulos sobre el papel  ̂ pero seria de consideración en un 
instrumento destinado para las observaciones de la Astronomía náutica.

625 Se puede evitar el error disminuyendo la distancia entre los ar­

cos a i ,  cc en la cantidad necesaria para que resulte eu igual á — de ccj y
6

lo mismo se ejecuta con los demas arcos, que por esta razón no estarán 
equidistantes. Se omite la regla para estas determinaciones en atención á 
que el método expresado de s.ubdividir los arcos tiene otros inconvenien­
tes , por los cuales solo se usa en los instrumentos de papel, y en estos se 
puede despreciar el error que resulta de la equidistancia de los arcos.

626 Nuñez y Veriiier son los Geómetras que han dado 
mejores ideas sobre el modo de subdividir los arcos en minu­
tos; y en atención á esto se dan los nombres de nonio y<rde 
vernier á un arquito ó reglita movibles, de que se hace uso 
para subdividir los arcos de círculo y las líneas rectas en par­
tes iguales sumamente pequeñas con mucha facilidad y exac­
titud.

627 Para la inteligencia de este método sqülA B  (fig. 117) 
el arco .del instrumento dividido en grados; y supongamos 
que la extensión ae del nonio, igual á cinco divisiones del 
arco, se divide en seis partes iguales. No hay duda en que

en tal caso las divisiones del nonio valdrán — menos que las

del arco; y como estas valen 60', las del nonio serán menores

que ellas en — de 60'ziz— zulO^ [Arit. 177). Por consi-
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guíente, si la línea cei'o del nonio, cjue llamarem^ r n c ^ i s t r

ajusta con la b  del arco, a la linea la*^Unea s  le fal-
faltarán 10' para ajustar con aaelanta el
taran 2 0 '  para ajustar con la d  &c.. lueg -  . - qh c del 
nonio, de suerte que su division “  g.) „e ajus-
arco la magistral a  se habrá adelantado 10 . bi la q )
S  es’la s coif la á ,  la magistral a  habrá caminado 20  ̂ ,

628 De lo dicho resulta, que en este caso, ^
qué graduación del arco corresponde la magistral a  c ^
¿  deberá ver cuál es el valor de la ‘' ‘« - y ^ ^ ^ f ^ ^ ^ e g u n  
izcplerda de dicha magistial, y agregai , 
que la division del nomo que ajusta con
la zí, 5 Stc. - . c 118'\ se ha-

629 Si las divisiones del nomo u y s {Jig^ y l- - ^
lian entre las c y á  del arco y la f T  del 
á la precedente c es igual a la que hay  de la 
nonio á la siguiente d del arco es “ u le  10':
tral a  del nonio se babra adelantado 1 ^

" “ po; estilo se determinan á ojo las
division en todos los casos en que-no bay divisio c g
nonio que coincida con la del arco graduado.

630 .Si la extension total del nonio s ^  
igual á siete divisiones del arco graduado, las c j
rfonlo excederían á las del arco en 10'. Entonces la m a g is ^  
ó línea de 0 serla e; y cuando ajustase 
division del arco, á la línea q le faltarían 10 
con la correspondiente del arco &c.: esto es , que los minutos 
se contarían L  el nonio desde el extremo c hacia la 

631 Otras veces se pone la magistral a  en el 
nonio; y entonces si sus divisiones son meiiores que las W 
nuil  , 7  7/  ̂y?o- 11 9^ se habrá adelantado lUarco, cuando ajuste la u [Jig. 11J j f  Ins ex-
la magistral a ; 20' cuando ajuste s ; 30' cuando ajusten las ex
trema? £ y p: 40' cuando ajuste q ; y 50 „

63’  Si en el caso de estar en el centro la maj,isti 1 
( fig  120’) se hacen las divisiones del nomo mayores que las 
d^farco , el ajuste de la division e indicara^ 10 ; el de q in-
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30', como antes; el de 5 indicará 40': 

y 50' el de w. ’
633 Todo esto debe aprenderse explicándolo.sobre los 

mismos instrumentos; y para mayor facilidad se añadmá que 
todo el artificio se reduce á dividir sobre el nonio en n  partes 
una extension igual al número de divisiones del arco 1 
o n — 1. Con esto se logra que las divisiones del nonio resul­

ten mayores ó menores que las del arco graduado en —. Por 

consiguiente, si m  representa el número de minutos que vale 

cada division del arco, la expresión — de m =i: — represen­
tará en todos casos su diferencia con las del nonio.

t  dividido sobre el arco en tres partes, cada
a de ellas valdrá ao  ̂ y  si el nomo tiene 20 divisiones (iguales á 19 ó

á a i  del arco), la diferencia será j/. Si el.grado está dividido
20

en cuatro partes, cada division del arco valdrá 15' i y  si el nonio cons­
ta de 3o iv .s io n e s (iguales á 29 6 á 3 i del arco), la diferencia se-

3o a grado está dividido en dos partes, que valdrán

3o , y  el nonio ^tiene seis divisiones (iguales á .5 ó á 7 del a rco ), la di­

ferencia será --------  =  S\
6

63o Esta misma teoría se aplica á las líneas rectas: esto 
es, que si una recta está dividida en décimos de pulgada, y 
el nonio tiene diez divisiones (iguales á 9 ó á 11 divisioíi¿ 
de la recta) la diferencia entre las divisiones del nonio y las

de la recta será— de — de p u lg a d a z z :-^  de pulgada 8cc.

636 Para determinar con precision la coincidencia de las 
di\isiones conviene adfertir que la distancia del nonio al ar­
co debe ser sumamente pequeña, y el ojo del observador de­
be colocarse en un plano, que siendo perpendicular al canto 
del nonio, pase por la division que ajusta con la del arco. 
La razón de esto se ve en la figura 121 ; pues es evidente 
que el punto a  del nonio corresponderá al punto e del arco
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si se coloca el ojo en y correspondería á u si se pusiese e 
oio en d. Se llama paralaje  la diferencia ea que i esulta de 
no poner el ojo en la situación correspondiente, y se com­
prende desde luego que la paralaje aumenta al paso que son 
mayores la distancia ae y el ángulo uae—mad.

Es de mucha, consideración el error que puede resultar en 
algunos casos si no se tiene presente esta advertencia.

637 Para averiguar el valor de un ángulo por medio ce 
un trasportador de los ordinarios, se coloca su centi o en 
vértice, de modo cpie uno de los lados corresponda ai cero 
del trasportador; y el grado correspondiente al punto en que 
el otro lado corta al arco, manifestará el valor del ángulo.

638 Para formar en un punto un ángulo de un determi­
nado número de grados se coloca el centi o en el veitice, ce 
suerte que la línea propuesta pase por el cero. Se hace una se­
ñal en el punto del papel correspondiente al punto del arco 
c£ue vale dicho número de grados; y se acaba de leso ver e 
problema haciendo pasar una recta por dicho punto y por e 
vértice.

63o Los trasportadores, de qne se hace uso en las nperc^iones de i- 
cadas , tienen una regla que se denomina alidada , movible sobre el cen­
tro i y  dicho punto está indicado con dos hilos muy delpdos que se cru 
zan, y  mejor por la intersección de dos rectas muy sutiles, trazadas so­
bre una hojita de talco en la cara que apoya sobre el papel. La alida a 
lleva consigo un nonio , y  en su extremo hay una punta muy aguda per 
pendicular á su plano, y  en disposición que le falte poco para llegar a 
plano sobre que se pone el instrumento. _

640 Para formar ángulos con este instrumento se pone la  magistral 
del nonio en cero, y se coloca el trasportador de suerte que su centro 
caiga exactamente sobre el vértice , y  la imnta sobre la línea propuesta. 
Hecho esto, se mueve la alidada hasta que señale la graduación corres­
pondiente al ángulo que se ha de formar, y  apoyando la punta sobre el 
papel, se señala el punto que determina el lado del ángulo que se trata 
de construir.

641 Conviene que en el trasportador haya un punto sutil, muy dis­
tante del centro; y  señalando sobre el papel otro punto que coincida con 
el del trasportador, se podrá examinar si el instrumento ha participado o 
no del movimiento de la alidada.

642 Cuando se han de formar varios ángulos en un mismo punto , se 
ejecuta esto con suma facilidad , manteniendo el trasportador^inmóvil, gi 
rando la alidada, y  señalando los puntos correspondientes á los lados do 
diehos ángulos sucesivamente desde el menor hasta el mayor.

191
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CAPITULO XIX.

NOCIONES SOBRE EL MODO DE LEVANTAR UN PLANO.

S e  llama linea vertical á la dirección de los gra­
ves : esto es 5 a la recta que indica un hilo que está sujeto por 
uno de sus extremos, y lleva un peso en el otro extremo.
 ̂ 644 Se llama plano horizontal al que es perpendicular 

a la linea vertical; y se llaman horizontales las rectas que se 
imagina en dicho plano horizontal.

645 Para representar sobre un papel la posición respec­
tiva de varios puntos del terreno se imagina colocados dichos 
puntos en las intersecciones de sus verticales con el plano ho­
rizontal.

V . g. si fábch {fig. 122) es un plano verfí¿al, y  f h  una liorizontal, loe 
puntos a 5 ¿5 c se representan sobre el papel como si estuviesen en m, m, s.

646 De aqui resulta, que cuando dos puntos a j  b no se 
hallan en una línea horizontal, su distancia um  en el plano 
es menor que la distancia efectiva ah. Por igual razón, aun­
que la distancia efectiva ac es menor que la suma de las dis­
tancias efectivas ah , he (art. 79); en el plano resulta la dis­
tancia us— um-^ms^  siempre que los puntos de que se trata 
están en el mismo plano vertical.

647 Por esta razón, cuando se trata de levantar el plano 
de un terreno (esto es, de representar los puntos del terreno 
sobre el papel, según sus posiciones respectivas) conviene co­
nocer los ángulos que forman entre sí las horizontales tiradas 
desde la vertical de un punto á las verticales de los demas 
puntos, y las distancias que hay de la vertical de un punto á 
las verticales de los demas puntos que se han de representar 
en el plano.

648 Psra ejecutar esto con perfección se necesitan instrumentos é 
instrucciones , cuyo manejo e inteligencia exige muchos conocimientos 
propios de la Cosmografía y  Pilotage  ̂ y  por ahora nos ceñiremos á las 
consideraciones que resultan únicamente de los principios establecidos en 
la Geometría.

649 Se empieza la operación colocando arbitrariamente sobre el papel
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t r J i / ' i f cr i aS' i f l  desde los cuales se han observado muchos 
« lo can  .egnn .u  posición respectiva con 

los^a y A ,  que llamaremos puntos fundam entales, operando, según se m

Jal laVhoricontales correspondientes i  varios ponto, , s.tnar d.chos

puntos sobre el plano (;%. , , , ,  - i i observado
Resolución. En el extremo b fórmese el ángulo abl igual al oUservaao

desde dicho p u n to  ; y  ejecutando lo  mismo en a , la  in tersecció n  e as 
S s  bU a m ,  que f L J a n  dichos á n g u lo s, determ in ara  e l p u n to  e que se

S r s f  quiere determinar el error que cahe en la colocación de di­
cho punto, se formará el ángulo Ibu igual al error que puede haberse co­
metido en la observación y formación del ángulo b-, y  el ángulo mau igual 
5  eiror L  puede haberse cometido en la  observación y  formación del an- 
t Z  a ,  T c o n  esto resultará el nuevo punto a. La distancia eu ^ n^ festa- 
?á el error que puede haberse cometido éu la situación del punto e, y  lo
m ism o se puede e jecutar con todos lo s dem as.

65a Este error será tanto mas considerable, cuanto mayores sean 1 
distancias be, ae ,  y 'lo s errores cometidos en la observación 
de los ángulos-, y  cuanto mas distante este de ser recto el ángulo aeb fo -  
mado en el punto que se trata de determinar (art. b jo ).

653 Esta es la razón por que no conviene el situar inmediatamente 
respecto de a y  6 los puntos en que las rectas que salen de a y  6 forman 
ángulos muy agudos ó muy obtusos. Esto es, epe para situar p /  
conviene colocó  antes el punto y  habiendo observado los ángulos dbf y  
bdf, se situará dicho punto respecto áe b j  d  con mucha exactitud.

654 Tam bién, después de colocados los puntos e J d , se puê de co 
locar el punto c, siempre que se hayan observado los ángulos formados por 
las horizontales tiradas áe e j  d k la vertical de dicho punto.

655 Es evidente que por un encadenamiento de triángulos bien for . 
dos se pueden colocar en el plano puntos sumamente distantes de los fun­
damentales a j b ,  pero al paso que se van formando nuevos triángulos, se 
va aumentando el error que resulta de los errores que pueden haberse co­
metido en la observación y  formación de los ángulos  ̂ y  por esta razón me- 
rece mas confianza la determinación de los puntos que dependen i ° “ ed a-

- tamente de los fundamentales, siempre que los ángulos formados en ellos
sean de com petente m agn itu d. , , , , . i

656 Problema lU Conociendo los ángulos abd y  hda, situar en el p ía-

sumí de los do, ángulos conocido, ,e resta de T
con c t o  resulta el valor del ángulo bad ( a « .  aa6 ) ; 7 *=
blema como antes (a«. 65o). E l punto resulta como ante. (orí. 65a) mal
determinado cuando el iugulo adb es muy agudo o muy obtu,o.

65/ P rM em a.m .  Conociendo el ingoio abe y la d u ta n ca  be, situar
en el plano el punto e {fig. la S ) .
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c.a ; y  con esto resolta determinada Ja posieion de d lh o  pomo

.o „  lo e el error es tanto mayor cuando mayores
lo y  de la tótanc'-™'’"*'̂ ” * '’' ’“ ’'»“ ‘ “Ms T determinaciones del ángu-
deuda t ene c t  ’ T »¡ngnna depen-

65a Pr U ■ ' p  Asolutos de los ángulos (nrt. 568)

solfre’ e l ^ 7n Ó ' ^ / „ t ) " r “ ' °  ^ u a r  el punto e

u  «na abertura de compás igual al número de partes de

p r o ; r s r : í: : r
res^ondienti '  1 ^̂ ^̂ rtura igual al número de partes cor­
to por l l  - f  ̂ '1‘ stancia ae-, y  con esto resulta determinado dicbo pun­
to por Ja intersección de los arcos. ^

(an  L i V  arcos es igual al aeb formado por los radios
que el á n i i l I / ° ^  “ al determinado, siempre
es lo m isL^ en el sea muy agudo ó muy obtuso {art. 567), que

problemas i y n  Ĉ r“  ÓS^r  ̂ 65^

d o te  h a c f  problema iv  es preferible k todos los demas cuan-
se carece d escala muy buena y  de compases proporcionados, y

T ¿  P ;  • í  ie  una regla de conBanta.
Tirpo' A orm arei plano, haciendo únicamente uso del compás, es

z  t  1»» p»- >»• “ ¿ o -
noce? el Trigonometría logarítmica, y  para esto basta co­
de partes d e Y  suponerlo igual á un número arbitrarioue partes de la escala (fig. 123).

Talores valor de ab y  de los ángulos abe, bae se determinarán los

las a^: ¿ ? .t r ; 5 5 o ; ’ ^
inátódo.^''” ” '̂*'̂ '' determinar las b f ,  d f  por el mismo

3.« La ed se determina con el conocimiento de los lados be, bd, y  
del ángulo comprendido ebd {a n .  553 ). Dicbo ángulo ebd es igual á 
 ̂ tanto no bay necesidad de observarlo directamente.

troblema v. Conociendo la distancia ae y  el ángulo e ,  situar di­
cho punto en el plano {Jíg. ia3).  ̂  ̂ ^

Resolución i.a  Gomo se supone también conocida la distancia ab, lo 
mejor es determinar por cálculo el ángulo abe {an. 5 5o), con lo que se 
conocerá ¿ae (art. aa6 )i y  si se quiere se puede averiguar también por 
calculó la distancia be. Con estos datos se puede situar el punto e según 
cualquiera de los problemas antecedentes.

664 Resolución 2.  ̂ i.°  Tómese el complemento del ángulo aeb
{fig. ia.4)-, y  SI es agudo fórmense los ángulos abe, bac iguales á dicbo 
complemento, al lado de la ab hacia que se halla el punto que se trata de 
determinar.



a.° Desde el punto de intersección c descríbase un círculo con el ra­

dio ch==ca {art. aS7). . . i  ̂ j   ̂ j  i
3 o Tómese una abertura de compás igual al numero de partes de la

escala correspondiente à i a  distancia ~«e, y  trasladando dicba abertura 
sobre el arco «mayor aeb 5 desde a basta donde alcance, resultara el

^'^4 ° Si el ángulo a‘ e Ú es obtuso, y  la base es a> d ,  se forman los án­
gulos da< u , a ' du, iguales á su exceso sobre 90°, bácia el lado de la ba­
se a< d opuesto á aquel en que se baila el punto e 'i  y  la abertura de com­
pás , igual á la distancia, se traslada sobre el arco, menor a e d desde
basta donde alcance. r i t ’

5 ° Siempre que el ángulo e es agudo, y  ae es mayor que a o , la dis­
tancia ae se puede trasladar á dos puntos diferentes del arco mayor aeb, 
y  para determinar cuál de ellos es el verdadero punto e , es menester sa­
ber si es agudo ú obtuso el ángulo abe. t  • t  j  i -i

6.° También se puede determinar el centro c dividiendo la base ab 
por mitad, por medio de la perpendicular me {art. 1 7 7 ) ,  cuya intersec­
ción , con cualquiera de las dos líneas be, ac, corresponderá a diclio pun­

to (art. 23q\  , f r.  ̂ j
7.0 Siempre que el ángulo dado no llega a 60 , o pasa de l a o , con­

viene determinar el centro e por la  intersección de las oblicuas;, y  es mas 
exacta la determinación que resulta de la intersección de una de las obli­
cuas con la  perpendicular, siempre que el valor de dicho ángulo esta com­
prendido entre los 60° y  la o  (art. 567).  ̂  ̂ i ^

8 ° E l centro c resulta determinado con poca precision cuando el an- 
.guló propuesto c es menor que i 5°, ó mayor que i 65% y  resulta mal de­
terminado e siempre que el ángulo formado por la cuerda ae y  el radio 
tirado al punto e es muy agudo ó muy obtuso, v. g. menor que 3o°, ó ma­
yor que i5o° (art. 2 i i  y  Sby).

9.0 Cuando se quiera resolver el problema sin hacer uso del traspor­
tador, se tomará la  mitad del valor de la base ah, y  con esto resultará co­
nocido el cateto mb del triángulo rectángulo bnie, y  se hallará el otro ca­
teto me por la trigonometría logarítm ica, diciendo^R : cot. e : : bm ; mĉ  
y  tomando la  abertura de compás correspondiente á dicho valor, se podrá 
determinar la posición del centro c con mucha precision en todos los ca­
sos en que e pasa de 20° y  no llega a 160°.

io .°  Empleando dos compases, se fíja la  punta del primero en c , y  
la del segundo en a , con sus aberturas correspondientes, y la concurren­
cia de las puntas movibles determina el punto e sin necesidad de descri­
bir el círculo, y  cuando mas se describe la porción de arco inmediata á 
dicho punto.

11.0 Cuando el ángulo e es recto, su complemento 90°----c es cero, y
por lo tanto (fig. 1^4) las be, ac se confunden con la a t ,  y  se cortan á 
la me en mi esto es, que m es el centro del círculo.

De lo que se acaba de decir resulta que

G65 Si se quiere construir un triángulo rectángulo, elei
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cual se conocen la hipotenusa y un cateto, se deberá proceder 
por el método siguiente.

La extensión am {Jig. 49 ) igual á la hipotenusa, divída­
se por mitad en c {art. 1 7 7 )^ y desde dicho punto descríbase 
una semicircunferencia con el radio ca-r^-em. Tómese una 
abertura de compás igual al cateto conocido, y trasladándola 
sobre la circunferencia, desde m  basta donde alcance, resulta­
rá el vértice del ángulo recto en 5, c?, ó ó e, según que dicho 
cateto sea ms, md^ mb ̂  ó me {art. 2 1 8 ).

666 Demostración general. Elévese desde b {fig- 124) la hli perpen- 
dicnlar á. ab: j  desde el la  dt perpendicular á a'd. E l ángulo mbc será
= 190 °---- cbh-, y  como se ha hecho mlic =  go°-----e ,  es evidente (̂ Arit. a8)
que el ángulo cbh es igual á e , y  también será igual á e su alterno bem 
(art. 193 y  2.00). Por ser hcm— acm (art. a38) ,  el ángulo total bea será 
igual á e—i—e. Es asi que el arco apb es medida de dicho ángulo (art. i 34)» 
luego el arco apb es igual á e —H e , y  el ángulo aeb  ̂ que tiene por me­
dida la mitad de dicho arco (art. a 16) , será igual á e. Luego en el trián­
gulo aeb se verifican las condiciones del problema (ari. 663).

Cuando e' es obtuso, se hace a'du igual á e'—— ()o°i y  como a'du es
igual á tela 90°, es evidente (Arit. 29) que el ángulo tda es igual á
y  zda será in 8 o °----e'. E l ángulo das, alterno de zí/u , será por dicha ra­
zón igual á 180°----e', y  lo mismo le sucederá á a'us. Luego a 'u d = i8 o °
----e'—I—180° e^=3,6o'’  c '— —e' j y  lo propio le sucederá al arco a'e'd,
que es su medida ; esto es, que será a'e'el=%6o°---- e'---- eL Es asi que es
a 'e 'd= a 'e 'elqa '---- dqa'='ó6o°---- ehja' : luego (Arit. 28) resultará d q a '= e '

y  el ángulo defa'-> que tiene por medida la mitad de dicho arco, se­
rá igual al ángulo propuesto e', que es lo que se debia demostrar, respecto 
á que lo demas es evidente por sí mismo.

667 Todo lo dicho (art. 664) es muy interesante para la  resolución 
del problema siguiente,

668 Problema Vi. Conociendo los ángulos formados en un punto e 
(fig. 126) por las horizontales correspondientes á tres puntos bien deter­
minados , situar en el plano el punto e.

Resolución.' Por el problema anterior (art. 664) descríbase el arco de 
círculo en que debe hallarse el punto e según el ángulo formado por las 
horizontales que se terminan en b y a -, y  por el mismo problema descrí­
base el arco de círculo en que debe hallarse e según el ángulo formado por 
las horizontales que se terminan en a y  d. Dichos arcos concurrirán en a, y  
en otro punto e , que será el que se trata de determinar.

669 E l punto c se puede determinar con dos compases, cuyas abertu­
ras sean iguales á los respectivos radios ca, u*: i y haciendo girar dichos 
compases sobre c y  u , el concurso de sus puntas determinara el punto e, 
sin necesidad de describir las circunferencias j y  cuando mas, se describirá 
con uno de ellos el arquito inmediato á dicho punto.
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670 Como las am 5 as se suponen conocidas 5 se pueden calcular la 
ac— be y  la au— du, y  determinar los puntos c J  u con el compás (art.^65^). 
Para diclio cálculo se tendrá presente que el ángulo acm es igual a aeb, 
y  el aas es suplemento del obtuso aed (̂ art. 666).

6 71 Hedía la construcción , se examinara cOn el trasportador si los 
ángulos formados en e satisfaóem á las condiciones del problema.

67a La posición de e resulta tanto mas exacta, cuanto mejor determi­
nados resulten los centros c j  u (art. 664? nám. 8.“) , y  cuanto mas se 
acerque á recto el ángulo formado por los radios tirados desde dichos cen­
tros al punto e (arf. a i i  y  667).

673 La posición de e resulta absolutamente indeterminada en el caso 
de concurrir los centros c y  a en un mismo punto.

674 Las resoluciones de este problema y  del siguiente por calculo 
son muy engorrosas, aun cuando se haga uso de las fórmulas menos 
complicadas, que se deducen por los métodos que se enseñan en el A l­
gebra.

675 Problema FIT. Habiendo situado en el plano cuatro puntos bien 
determinados , que llamaremos a^b -¡ d, í , y  conociendo los ángulos for­
mados en e por las horizontales de a y  6 5 y  por las horizontales de d y 
situar ,en el plano el punto e.

Resolución. Se resuelve el problema por el mismo metodo que el an­
terior (art. 66B), eon la sola difereneia de que como en este caso los 
ángulos formados en e no tienen lado alguno común, los arcos de circulo 
se cortarán en dos puntos diferentes ", y  para saber cual de ellos es el ver­
dadero punto e 5 es necesario conocer aunque sea al poco mas o menos, 
algún otro dato, y  aquel de los dos puntos que satisfaga a dicho dato 
será el que se trata de determinar.

676 E l punto e resultará muy mal determinado cuando sea corta la 
distancia de las dos intersecciones.

677 Si desde el punto e se han observado muchos ángulos, se pue­
den describir los arcos en que debe hallarse dicho punto según el va­
lor de cada uno de los ángulos observados ", y  entre dichos arcos se es­
cogerán los dos que parezcan mas propios para la determinación de e 
(art. 2 1 1 y  567).

CfjS V . g. en el casó de la figura i a 5 se puede, tirar una recta de b 
k d". y sobre e lla , como cuerda, se puede describir el arco «de círculo 
correspondiente al ángulo obtuso bed ", y  su intersección, con cualquiera 
de los dos aeb, aed, dará el punto e.

Cyf) Conviene tener muy presente que para la  formación del plano no 
basta el conocimiento de los ángulos y  lados de los triángulos, y  es indis­
pensable el saber hacia qué parte de las rectas tiradas a los puntos que sir­
ven de términos de comparación caen los puntos que se han de situar. Para 
convencerse de esto basta atender á que si los ángulos barn, abl (fig> i a 3) 
se hubiesen formado hácia la parte inferior de la ab, la posición del punto 
e resultaría en e , y  lo mismo se verifica formando el plano según los 
métodos expuestos en cualquiera de los problemas,
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68o Esta es nna de las razones por que ante todas cosas conviene for­
mar a ojo un bosquejo del plano que se lia de levantar,

68 X Se puede formar el plano con solo el conocimiento de los ángu­
lo s , y  si en este caso se quiere emplear el método del problema IV , se ve 
el numero de partes de una escala cualquiera que vale la extension ar­
bitraria a o 123) i y  tomando por base dicho número de partes, se 

- calculan las demas distancias en partes de dicha escala arbitraria,
^682 Por un plano de esta naturaleza no se podria venir en conoci­

miento de las efectivas distancias horizontales. Para éste efecto basta que 
se haya medido sobre el terreno la distancia horizontal entre dos cuales­
quiera puntos bien situados, y  dicha operación es indiferente que se haga 
antes ó después de la formación del plano. Se construirá una escala en que 
la línea del plano, correspondiente á la medida sobre el terreno, valga 
un numero de partes igual al de los pies, varas, brazas, cables ó millas 
que vale la distancia medida (jirt. 612 y  6 l7 ) ^ y  dicha escala servirá 
para averiguar las efectivas distancias horizontales que hay entre lodos 
los puntos.

G 83 Siempre que se conozca la distancia efectiva entre 
dos puntos a Y b {Jig. 123) aunque no se haya construido la 
escala propia del plano, se pueden determinar las distancias 
horizontales entre dos cualesquiera de sus puntos d  y di­
ciendo : el numero de partes de la escala arbitraria que vale 
la a b , es al número de dichas partes que vale la df^ como el 
valor efectivo de la distancia horizontal ab medida sobre el 
terreno al valor efectivo de la distancia horizontal df. Esto se 
fiinda en la perfecta semejanza que se supone entre la situa­
ción respectiva de todos los puntos en el terreno y en el plano 
{art. 248). ^

684 - Para la exacta formación de los planos de los puertos, y  para 
calcular las elevaciones de algunos puntos sobre el nivel del m ar, es pre­
ciso tener presentes varias atenciones, que se reunirán al fin del Tratado 
de Pilotage.

Í2 8  t r a t a d o  d e  GEOMETRIA.
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