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Resumen

Un proceso de Poisson es un proceso estocastico que representa el niimero de eventos
o llegadas a un sistema que ocurren en un intervalo de tiempo, en el que los tiempos entre
llegadas consecutivas son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas,
con distribucién comin exponencial.
Los procesos de Poisson surgen naturalmente en una gran variedad de situaciones de la
vida diaria. Por ejemplo, el proceso de Poisson o sus extensiones han sido utilizados para
modelizar, entre otros, el nimero de accidentes de trafico en un area, la localizacion de
los usuarios de una red inalambrica, las solicitudes de documentos por individuos en un
servidor web o el estallido de guerras. Ademas, el proceso de Poisson es uno de los modelos
mas importantes usados en teoria de colas.
Una generalizacién de estos procesos son los procesos de renovacion, en los que los tiempos
entre llegadas, si bien independientes, no siguen necesariamente una distribuciéon exponen-
cial.

El objetivo general de este trabajo es generalizar los procesos de Poisson a la situa-
cién en la que los tiempos de ocurrencia entre eventos sea cualquier sucesién de variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, obteniéndose asi los procesos de
renovaciéon. Para estos procesos los objetivos especificos son desarrollar su teoria probabi-
listica y presentar algunas de sus aplicaciones.



Abstract

A Poisson process is a stochastic process which represents the number of events or
arrivals to a system that occur during a time interval, in which the consecutive interarri-
val times are independent and identically distributed random variables with exponential
distribution.

Poisson processes arise naturally in a great variety of situations in everyday life. For exam-
ple, the Poisson process and its extensions have been used to model, among others, the
number of car accidents in an area, the location of users in a wireless network or the
outbreak of wars. Furthermore, the Poisson process is one of the most important models
used in queueing theory.

A generalization of these processes is given by the renovation processes, in which the in-
terarrival times, even though they are independent, they aren’t necessarily exponentially
distributed.

The general objective of this assignment is to generalize the Poisson process to the
situation where the interarrival times are any sequence of independent and identically
distributed random variables, in order to obtain the renovation processes. The specific
objectives for these processes are to develop their probabilistic theory and to present some
of their applications.



Objetivos

Los objetivos que se pretenden conseguir con esta memoria son:

e Recordar la teorfa fundamental de los procesos de Poisson.

e Desarrollar la teoria probabilistica de los procesos de renovaciéon como generalizacion
a los procesos de Poisson.

e Aplicar la teoria de procesos de renovacion en diferentes situaciones practicas o
reales.



Contenidos

La memoria estd estructurada en dos capitulos. El Capitulo 1 esta dedicado a la teoria
de procesos de Poisson y su generalizacion, los procesos de renovacién, considerados proce-
sos de conteo. Asi, comenzamos presentando los procesos de conteo en primer lugar, para a
continuacién introducir los procesos de Poisson. Estudiamos sus propiedades y resultados
méas destacados, que nos daran la base de la teoria desarrollada a lo largo del trabajo.
Entre ellos destacan la equivalencia entre distintas definiciones dadas para los procesos de
Poisson y el anélisis de la distribucién de los tiempos entre llegadas y los tiempos de espera.

A continuacién, en la segunda parte del capitulo, introducimos los procesos de renova-
cién y su teoria probabilistica, que estructuraremos en tres apartados. El primero de ellos
estard enfocado en la definicién de este tipo de procesos y sus resultados fundamentales,
haciendo especial mencién a la funcién y ecuacién de renovacién. En el segundo apartado
nos centraremos en el comportamiento asintético, en particular trataremos resultados re-
ferentes al comportamiento limite tanto del proceso de renovacién como de la funcién de
renovacién. En el tercer y ultimo apartado dedicado a este tipo de procesos, estudiaremos
otras variables de interés, denominadas vida restante y vida actual, muy utiles para la
modelizacién de situaciones précticas.

El Capitulo 2 estard enfocado en distintas aplicaciones de la teoria de procesos de
renovacién. Dada la gran variedad de aplicaciones de este tipo de procesos, inicamente
estudiaremos algunas de las mas destacadas, entre las que se encuentran los contadores
y sus periodos muertos, el proceso de renovacion alterno, la superposiciéon de procesos de
renovacion, asi como el proceso de renovacion retardado.






Capitulo 1

Procesos de renovacion

1.1. Introduccién

Comenzaremos este primer capitulo recogiendo la teoria fundamental de los procesos
de Poisson en el apartado 1.2, que utilizaremos como introduccién para el tema central de
este trabajo, pues su generalizacion nos conducira, como veremos en el apartado 1.3, a los
procesos de renovacion. Estos procesos son considerados procesos de conteo.

Los procesos de renovacion seran los que estudiaremos posteriormente en detalle, en la
segunda parte del capitulo. En el apartado 1.3, comenzaremos definiendo los procesos de
renovaciéon e introduciendo la ecuacién de renovacion, para ver los principales resultados
de ambos, y en el siguiente apartado, analizar su comportamiento asintético.

En el dltimo apartado trataremos otras variables de interés, el tiempo de vida restante y
el tiempo de vida actual de un proceso de renovacion, asi como sus distribuciones.

La referencia principal que utilizaremos para la elaboracién de este capitulo es [4].

Establezcamos primero qué es un proceso de conteo.
Un proceso estocastico {N(t),¢ > 0} es un proceso de conteo si N(t) representa el nimero
total de "eventos' que han ocurrido hasta el instante ¢. Por tanto, un proceso de conteo

N(t) debe verificar
(i) N(t) >

)

(i) N(t) toma valores enteros.
)
v)

(iii) Si s < t, entonces N(s) < N(t).

(i

Para s < t, N(t)— N(s) equivale al nimero de eventos ocurridos en el intervalo (s, ¢].

Se dice que un proceso de conteo tiene incrementos independientes si el ntimero de even-
tos que ocurren en intervalos de tiempo disjuntos son independientes. Esto quiere decir
que el nimero de eventos que han ocurrido hasta el instante ¢, es decir, N (t), tiene que ser
independiente del nimero de eventos ocurridos entre los instantes ¢ y t+s, N(t+s)— N (t).
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Se dice que un proceso de conteo tiene incrementos estacionarios si la distribucién del
nimero de eventos que ocurren en cualquier intervalo de tiempo depende tnicamente de
la longitud del intervalo de tiempo. En términos de las variables del proceso, el proce-
so tiene incrementos estacionarios si el nimero de eventos en el intervalo (¢ + s,ta + ],
N (ta+s)—N(t;+s), tiene la misma distribucién de probabilidad que el nimero de eventos
en el intervalo (t1,%2], N(t2) — N(t1), para todo t; < ta, y s > 0.

1.2. Procesos de Poisson

Uno de los tipos mas importantes de procesos de conteo son los procesos de Poisson,
que definimos a continuacién.

Definicién 1.2.1. El proceso de conteo {N(t),t > 0} se dice que es un proceso de Poisson
de tasa A, A > 0, si

(i) N(0) =0.
(ii) El proceso tiene incrementos independientes.

(iii) El nimero de eventos en cualquier intervalo de longitud ¢ tiene distribucién de Pois-
son con media \t. Es decir, para todo s,t > 0,
(AD)"

P(N(t+s) — N(s)=n)=e — n=01.
n!

Notemos que se sigue de la condicién (iii) que un proceso de Poisson tiene incrementos
estacionarios y también que
B(N(1)) = At,

lo que explica por qué A se denomina tasa del proceso al ser el niimero medio de eventos
que se producen en un intervalo unitario de tiempo.

Podemos dar una segunda definicién de proceso de Poisson, previamente recordemos
que una funcién f se dice o(h) si
f(h)

lim —Z% = 0.
hlg%)h 0

Definicién 1.2.2. El proceso de conteo {N(t),t > 0} es un proceso de Poisson de tasa A,
A >0, si

(i) N(0)=0.
(ii) El proceso tiene incrementos estacionarios e independientes.

(ili) P(N(h) =1) = Ah + o(h).
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(iv) P(N(h) > 2) = o(h).

Notemos que la condicién (iv) es equivalente a excluir la posibilidad de que se produz-
can simultaneamente dos o més eventos.

Teorema 1.2.3. (Véase [6, p.61]). Las definiciones 1.2.1 y 1.2.2 son equivalentes.

1.2.1. Distribucion de los tiempos entre llegadas y tiempos de espera

Consideremos un proceso de Poisson, y denotemos X7 el instante de tiempo del primer
evento. Es mas, para n > 1, denotaremos X, al tiempo entre el (n — 1)-ésimo y el n-ésimo
evento. La sucesion {X,,,n > 1} se denomina sucesién de tiempos entre llegadas.

Proposicién 1.2.4. (Ver [6, p.64]). Las variables aleatorias X,, n = 1,2,..., son in-
dependientes e idénticamente distribuidas (i.i.d.) con distribucion exponencial de media

1/A.

La suposiciéon de incrementos estacionarios e independientes es equivalente a afirmar
que, en cualquier instante de tiempo, el proceso probabilisticamente se reinicia. Es decir,
el proceso a partir de cualquier instante es independiente de todo lo que ha ocurrido pre-
viamente (por los incrementos independientes), y también tiene la misma distribucién que
el proceso original (por los incrementos estacionarios). En otras palabras, el proceso no
tiene memoria, y, por tanto, esperamos que los tiempos entre llegadas tengan distribuciéon
exponencial.

Otra variable de interés es T),, el instante en el que se produce el n-ésimo evento,
también denominado tiempo de espera hasta el n-ésimo evento

n
T,=> Xi n>1
=1

Proposicién 1.2.5. (Ver [6, p.65]). La variable aleatoria T, tiene distribucion gamma
con pardmetros n y A. Es decir, su funcion de densidad es la siguiente

e (An)!

ft)=Xe m7

t>0.

La Proposicién 1.2.4 también nos proporciona otra forma de definir un proceso de
Poisson. Supongamos que comenzamos con la sucesion {X,,n > 1} de variables aleato-
rias independientes idénticamente distribuidas con distribucién exponencial de media 1/A.
Ahora definimos un proceso de conteo diciendo que el n-ésimo evento de este proceso
ocurre en el instante T,,, donde

TnEXl—l-XQ—l-—l-Xn

El proceso de conteo resultante {N(t),t > 0}, siendo N(t) = sup{n: T, <t}, serd de
Poisson de tasa A.
En la Figura 1.1 se representa una trayectoria muestral de un proceso de Poisson.
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Figura 1.1: Realizacién tipica de un proceso de Poisson N (t).

1.3. Procesos de renovacion. Ecuacion de renovacion

Un proceso de renovacién es un proceso de eventos recurrentes con tiempos entre
eventos independientes e idénticamente distribuidos. Podemos pensar los procesos de re-
novacién como una generalizacién de los procesos de Poisson en los que hemos eliminado
la condicién de que los tiempos entre llegadas estén exponencialmente distribuidos.

Los procesos de renovacién proporcionan modelos interesantes para multitud de fené-
menos naturales, como la emision de particulas radiactivas, la frecuencia de los terremotos
o los fallos de dispositivos.

Definicién 1.3.1. Un proceso de renovacién N = {N(¢) : ¢t > 0} es un proceso estocéstico
tal que

N(t) =méx{n: T, <t},
donde Tp = 0, T,, = X1+ Xo+...+ X, paran > 1, y siendo {X;} una sucesién de variables

aleatorias no negativas independientes e idénticamente distribuidas.

A menudo pensamos un proceso de renovacién N como la representacion del niimero
de ocurrencias de un determinado evento en el intervalo de tiempo [0,¢]. Teniendo esto
en cuenta, hablaremos de T}, como el instante de tiempo en el que se produce la n-ésima
llegada u ocurrencia y X,, el n-ésimo tiempo entre llegadas.

La definicién vista describe N en términos de una sucesiéon subyacente X,,. De esta
definicién se deduce facilmente que

T,=inf{t: N(t)=n}, X, =T,—Th_1. (1.1)

Notemos que las distribuciones finito-dimensionales de un proceso de renovaciéon N
estan especificadas por la distribucién de las X,,. Por ejemplo, si las X, tienen distribucién
exponencial entonces N es un proceso de Poisson.
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Ejemplo 1.3.2. Fallo de las bombillas.

Una habitacién esta iluminada por una tnica bombilla. Cuando esta falla, es reemplazada
inmediatamente por una copia aparentemente idéntica. Sea X; el tiempo de vida (aleatorio)
de la i-ésima bombilla, y supongamos que la primera bombilla es instalada en el instante
de tiempo t = 0. Entonces T, = X1 + X2 + ... + X, es el tiempo hasta el n-ésimo fallo
(donde, por convencién, fijamos Ty = 0), y

N(t) =méx{n:T, <t}

es el nimero de bombillas que han fallado hasta el instante ¢t. Es natural suponer que las
X; son variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas.

Ejemplo 1.3.3. Simulacién de un proceso de renovacién.

Supongamos que tenemos un proceso de renovacién cuyos tiempos entre llegadas siguen
una distribucién gamma de pardmetros a=25, b=>5, y simulamos hasta el instante de tiem-
po t = 40. A continuacién mostramos el cédigo para simular una trayectoria de tal proceso
haciendo uso del lenguaje de programacion R, proporcionado en [14].

Simulacién proceso de renovacién:

renewal <- function(tf, a, b){
Xi <- cQ
Tn <- c()
T aux <- 0
aux<-0

repeat{
Xilaux+1] <- rgamma(l, a, b)
T_aux <- sum(Xi)
if (T _aux >= tf){
break
}
aux <- aux + 1
}
for(i in 1:length(Xi)){
Tn[i] <- sum(Xi[1:i])
}
X_inter <- Xi[-length(Xi)]

La funcién imprimird la gréafica de la trayectoria a partir del siguiente
data frame

df _renov <- data.frame(x = c(0,cumsum(X_inter)), y = O:length(X_inter),

xend = c(cumsum(X_inter),tf),
yend = O:length(X_inter))
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graf <- ggplot(df_renov, aes(x = x, y = y, xend = xend, yend = yend))
+ geom_segment (color = "blue")
+ xlab("Tiempo") + ylab("Nimero de llegadas")

return(list (Nt = length(Tn[-length(Tn)]), Xi_s = Xi, Tn_s = Tn[-length(Tn)],
graf))
Simulamos hasta el instante de tiempo tf=40:

renewal (tf = 40, a = 25, b = 5)

La trayectoria de este proceso de renovaciéon es la mostrada en la Figura 1.2.

Numero de llegadas
S

0 10 20 30 40
Tiempo

Figura 1.2: Proceso de renovacién con tiempos entre llegadas X; ~ I'(25,5).
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Definicion 1.3.4. Sea T, = lim,,_, 1}, el limite de los tiempos de llegadas del proceso.
Decimos que un proceso es honest si P(Ts, = 00) = 1 para todo t, y dishonest en otro
caso.

Un proceso N es un proceso honest si N(t) < oo casi seguramente, es decir, P(N(f) <
o0) = 1 para todo t > 0.

Teorema 1.3.5. P(N(t) < oo) =1 para todo t si y solo si E(X1) > 0.

Esto equivale a decir que N es honest si y solo si los tiempos entre llegadas no estan
concentrados en cero. Para la demostraciéon tendremos en cuenta la siguiente observacion.

Observacién 1.3.6. Se verifica que
N(t)>n siysolosi T, <t. (1.2)
Ya estamos en condiciones de presentar

Demostracion. (Teorema 1.3.5)
=)
Como las X; son no negativas, si £(X;) = 0 entonces P(X; = 0) = 1 para todo i, como
vemos a continuacion
E(X1)=) kP(X1=k)=0P(X1=0)+> kP(X;=k)=0
k k>0

0P(X;=0)=0

kP(X;=k)=0 = P(X;=k) =0 VYk>0.
Ademés, sabemos que Y, P(X1 = k) = P(X1 = 0) + > 1.0 P(X1 = k) = 1, por lo que
P(X;=0)=1.
Dado que las X; son variables aleatorias idénticamente distribuidas, tenemos que E(X;) =
E(X,) para todo i, lo que nos lleva (de forma analoga al caso de X;) a que P(X; =0) =1

para todo i.
Por tanto, teniendo en cuenta (1.2) y que {7, <t} es una sucesién decreciente tenemos

P(N(t)=oc0) =P (ﬂ {N(t) > n}> =P (ﬂ {T < t}) = lim P(T, < 1)

= lim P(X;+..+ X, <t)=1

n—oo

<)
Inversamente, supongamos que E(X;) > 0. Existe un € > 0 tal que P(X; >¢) =4§ > 0.
Sea A; = {X; > ¢}, ysea A ={X; >¢cio.} =limsup; ., A4;. Tenemos que

P(AC):P(%J O A;) S;P(O A;):;P(O {Xngs})

:Z (H P(Xn §€)) :Z <nh;nolo ﬁ P(Xk §€)> :Znﬁi{.‘o(l_é)n_mﬂ —0.
m m k=m m
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Por tanto, puesto que

PN () = (m o, <t}> <p (U N Ac) (U N x. gs})

m n>m m n>m
=P(A°) =0
basta ver (M, {T, <t} € Uy Nysm X0 <€}
En efecto
Siw¢|J N {Xn<et=zwe U {(Xn>e}
m n>m m n>m

= X, > ¢ para infinitos n = X1 + ... + X,, > t para n grande
=wé ﬂ {T,, <t}.
n
O

A partir de ahora, supondremos no solo que P(X; = 0) < 1, sino que también impon-
dremos la condicién més fuerte P(X; > 0) = 1.

Ahora, trataremos de determinar la distribucién de N (t) en términos de la distribucién
de un tiempo entre llegadas tipico. Para ello, sera til el siguiente lema, que muestra la
relacion existente entre la distribuciéon de los tiempos entre llegadas y la distribucién de
los instantes en los que se producen las llegadas.

Sea F' la funcién de distribucién de X1, y sea Fj la funcién de distribucién de Tj.

Lema 1.3.7. Se verifica F\ = F y Fy1(x) = [y Fi(x —y)dF(y) ! para k > 1.

Demostracion. Claramente Fy = F', pues 71 = X;. Ademés, Ty = T, + Xi+1, y €l Teo-
rema A.0.3 del Apéndice aplicado a variables aleatorias no negativas nos da el resultado,
como vemos a continuacion.

Observemos que utilizaremos de modo general la notacién fx para la funcién de densidad
de la variable X.

En efecto B
ka+1 (Z) = ka+Xk+1 (Z) = /0 ka (Z - y) ka+1 (y) dy.
Asi

Fiui( / fron(2)dz = / / F1o(2 = ) fxon () dy d

—/ / fro(z —v) fx (y dzdy—/ Ixe (W) (/;ka(z—y)dz> dy
:/O fXpaa (9) (/Ox fr,.(s) ds) dy:/o e () Fu(@ — y) dy

- [[Ae- P 0= [ Re-9F@d= [ Ae-y) ).
0 0 0

!Nota: La definicién de integral en este Lema y en lo sucesivo, es la integral de Lebesgue-Stieltjes. Ahora
bien, si F' es diferenciable, con derivada F'(z), entenderemos dF(x) = F'(z) dx.
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Lema 1.3.8. Se verifica que P(N(t) = k) = Fi(t) — Fr1(t).
Demostracion.
IN() =k} = (N(1) > k) \ {N() > b+ 1) = (T < )\ {Tes < 1}
donde en la tdltima igualdad hemos utilizado (1.2). Asi,
P(N(t) = k) = P(Tx < t) — P(Tys1 < 1) = Fy(t) — Fepa (1),
O

En la siguiente definicién introducimos un concepto clave, la funcién de renovacion,
que resulta fundamental en el estudio de los procesos de renovacion.

Definicién 1.3.9. La funcién de renovacién m estd dada por m(t) = E(N(t)).
Lema 1.3.10. Se verifica m(t) = > 52, Fi(t).

Demostracion. Definimos las variables indicadoras

I, — 1 si Tk <t
=30 en otro caso.

Entonces N(t) =>02 1 I y

m(t) = E(N(t)) = B (i 1) = 3 B0 = 3 (0PI = 0) + 1P~ 1))
k=1 k=1 k=1
S P =) = S PT <) = SR
k=1 k=1 k=1

Veamos que m es solucion de una determinada ecuacién integral, denominada ecuacién
de renovacion.

Lema 1.3.11. La funcidén de renovacion m verifica la ecuacion de renovacion,

¢
m(t) = F(t) + / m(t — ) dF (z). (1.3)
0
Demostracion. Usando la esperanza condicional obtenemos
m(t) = E(N(t)) = E(E (N(t)|X1)) -
Ahora bien, por una parte,

E(N#)|X1=2)=0 sit<uz,
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ya que la primera llegada se produce después del instante t. Por otra parte,
E(Nt)|X1=2)=1+E(N(t—=x)) sit>uz,

pues el proceso de llegadas, empezando en el instante de la primera llegada, es una copia
de N.
Por tanto,

m(t) = E(N(t) = B (E(N(©1X0) = [~ B(N@)IX) = 2) dF (@)
_/ E(N(H)|X) = 2) dF(« +/ E(N(H)|X) = 2) dF(2)
= / 1+ E(N(t—ux))] dF(z) = /t [1+m(t—x)] dF (z)
0 0
t t
— F(t) - F(0)+ /O m(t — ) dF (z) = F(t) + /0 m(t — ) dF (x).

Sabemos del Lema 1.3.10 que

= i Fy(t)
k=1

es una solucién de la ecuacion de renovacion (1.3). En realidad, es la tnica solucién de
(1.3) que es acotada en intervalos finitos. Esto es una consecuencia del siguiente teorema.
Posteriormente hallaremos una forma mas general de (1.3), y es apropiado anticipar esto
ahora. El caso més general involucra soluciones p a la ecuacién tipo renovacion

t
pt) = HO)+ [ ult - o) dF @), ¢ >0, (1.4)
0
donde H es una funcién uniformemente acotada.

Teorema 1.3.12. La funcion p dada por

u(t) = () + [ HG ) dme),

es una solucion de la ecuacion tipo renovacion (1.4). Si H es acotada en intervalos fi-
nitos entonces | es acotada en intervalos finitos y es la unica solucién de (1.4) con esta
propiedad.

Antes de demostrar este teorema, vamos a ver un resultado auxiliar (para el que hemos
empleado como referencia [5]), y que utilizaremos en la demostracién del Teorema 1.3.12.

Proposicion 1.3.13. La funcion de renovacion m verifica

m(t) < oo para todo0 <t < co. (1.5)
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Demostracion. Como P(X,, = 0) < 1, se sigue por la propiedad de continuidad de las
probabilidades, que existe un o > 0 tal que P(X,, > a) = > 0.

Dado un suceso A, I4 es una variable aleatoria tal que

1 siwe A
IA(w)_{O siw ¢ A.

Ahora definimos un proceso de renovacion a partir de las variables {X’n, n > 1}, defi-
nidas como

_ 0 siX,<a«a
Xn = alix,za) = {a si X, > a.

Notemos que dado que las X; son independientes e idénticamente distribuidas, también
lo son las X;. Ademds, cada X; toma valores en {0,«a} con probabilidades (1 — ) y £,
respectivamente.

Denotemos por N(t) el proceso de renovacién con tiempos entre llegadas X,,, N(t) =
sup {n : X’l + ...+ Xn < t} = sup {n : Tn < t}. Entonces tenemos

N =2 Iy xsiy S 2 I siey = N0

pues hemos visto que X, = alix,>ay < Xy, por tanto, 371 X; < 3%, X;, es decir,
Loy s 2 2o Iy s )
En consecuencia, se sigue que E(N(t)) < E(N(t)), y veremos que E(N(t)) es finito.

Para el proceso relacionado, N, las llegadas solo tienen lugar en los instantes de tiempo
t=ka,k=0,1,2,....y N(t) = N(ka) para ka <t < (k+1) a.

En el intervalo (k a, (k4 1) a] puede haber 1, 2, 3,... llegadas. Supuesto que N (ka) = ny,
es porque

X, +...+Xm <ka, Xm = q.

Asi, habra una llegada en el intervalo siguiente si X,,,+1 = a, lo que ocurre con pro-
babilidad f3; habra dos llegadas si X,,,+1 = 0y X,,; 12 = @, que ocurre con probabilidad
(1—PB) B; habré k llegadas si X, 11 = Xpy12 = . = Xpyik-1 = 0y Xp, 4k = @, que ocurre
con probabilidad (1 — 8)¥~! B, luego sigue una distribucién geométrica de pardmetro S,
cuyo valor esperado es 1/ (véase la Definicién A.0.4 del Apéndice).

Dado ¢t > 0, notemos que



donde [y] es la parte entera de y. Asi pues

0,4] C [0, (m +1) a} —[0,0] U (@,20] U (20, 30] U ... U (m o, (m +1) a].

Luego el valor esperado del ntimero de llegadas en el intervalo [0, ¢] serd menor o igual
que ([L] + 1)-veces el valor esperado de llegadas en cada intervalo de la forma (k o, (k +
1)a] con k=0,1,..., [ |, que es %. Asi, obtenemos que m(t) es finito

Q|

E(N(1) < E(N(1)) < ;1

< 00

para cada t.

Ya estamos en condiciones de presentar

Demostracion. (Teorema 1.3.12)
Si h :[0,00) — R definimos las funciones h xm y h * F' por

(h*m)( /htfx Yydm(zx), (h*F)( /htfx ) dF(z),
cuando estas integrales existen. Se verifica

(h*m)*x F =hx*(mxF),

(véase Proposicién A.0.2 del Apéndice) por lo que escribiremos h * m x F' para esta doble
convoluciéon. Notemos también que

m=F+mxF (1.6)
pues m(t) = F(t) + [T m(t — x) dF(x) = F(t) + (m* F)(t) por (1.3) y
Fk+1 :Fk*F:F*Fk (17)

pues por el Lema 1.3.7 sabemos que Fjy1(z) = [ Fi(z —y) dF(y) = (Fy * F)(x).

Usando esta notacién, podemos escribir p como p = H+ H *m (por el Teorema 1.3.12).
Haciendo convolucién con F' y utilizando (1.6) llegamos a

uxF=(H+Hs«m)«F=HxF+(Hsxm)xF=HxF+Hx(m=xF)
=H«xF+Hx(m—F)=H+«F+Hs«sm—-H+«F=Hsm=pu—H

por lo que p verifica (1.4).
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Si H es acotada en intervalos finitos entonces

sup |u(t)| = sup

t
H(t) + / H(t — o) dm(z)
0<t<T 0<t<T 0

< swp <|H(t)| + ‘/OtH(t ) dm(z)

)

— sup [H()|+ sup |(H +m)(t)]
0<t<T 0<t<T

/t H(t — 2) dm(x)
0

= sup [H(t)|+ sup [H(t)|m(T) (%)
0<t<T 0<t<T

= sup |H(t)|+ sup
0<t<T 0<t<T

=(1+m(T)) sup |H(t)| < o0
0<t<T
donde la igualdad () la hemos obtenido teniendo en cuenta que m(t) es no decreciente
y m(0) = 0, pues
sup |(H *m)(t)| = sup

/otH(t—a:) dm(z)| < sup (Sup (@) /otdm(m)>

0<t<T 0<t<T 0<t<T \O<z<t
< sup (sup rH<x>|) sup (m(t) —m(0)) = sup |H(t)|m(T).
0<t<T \O<z<t 0<t<T 0<t<T

Por tanto, u es, en efecto, acotada en intervalos finitos; hemos utilizado aqui la finitud
de m (vista en (1.5)). Para demostrar que p es la tnica solucién de (1.4) de este tipo,
supongamos que pp es otra solucién acotada y denotemos 0(t) = u(t) — u1(t); 0 es una
funcién acotada. Ademas, 6 = 0 * F por (1.4)

{ w=H+puxF

p=H+m+F — H=p —pu*F
p=H+px«F=(u—pp*F)+p*F
o=p—p=p*xF—p*«F=(u—p)*F=3§xF

Iterando esta ecuacién y utilizando (1.7) y el Lema 1.3.7, por induccién, llegamos a

que § = 0 x Iy,
d=0)*F=(*xF)xF=0x(FxF)=§x(F1xF)=0§x%Fj.

Repitiendo el proceso
d=0)«F=(0xF)«F=0x(Fy*xF)=0xF3
y llegamos a la igualdad deseada, § = d * Fj, Vk > 1.

Esto implica

6()] = (0 F)(1)] = ‘/Ot Ot — ) dFi(u)| < sup |5(u)] /Ot dFy(u)

S [6(w)] (Fi(t) — F1(0)) = Fi(t) S 0(u)] VE=>1.




tenemos que
0(t)] < Fis(t) sup [6(u)] —— 0 sup [5(u)| = 0.
0<u<t k=00 o<u<t
Ademas, por tratarse de un valor absoluto, [6(u)| > 0, por lo que podemos concluir que
|0(t)| = 0 para todo ¢.

Hemos llegado a la conclusion de que [0(t)| = |p(t)—p1(t)| = 0, por lo que las soluciones
p'y p1 son la misma, es decir, u es la tnica solucién de (1.4) acotada en intervalos finitos.
O

El uso de la transformada de Laplace-Stieltjes es muy 1til en teoria de renovacion.

Definicion 1.3.14. La transformada de Laplace-Stieltjes de g : R — R se define como
o0
g (0) = / e’ dg(x) donded e C
—0o0

cuando esta integral existe.

Por ejemplo, podemos transformar (1.4) para obtener la férmula

pr(0) = % para 6 # 0 (1.8)

una ecuacion que relaciona las transformadas de Laplace-Stieltjes de u, H y F'.

En efecto, para obtener (1.8), basta tener en cuenta que por la Proposicién A.0.6 del
Apéndice sabemos que (u * F')*(0) = pu*(0) F*(0), y considerando la definicién de p dada
en (1.4) tenemos

i (0) = (H(0) + (nx F)(0))" = H*(0) + (u* F)"(0) = H*(0) + p"(0) F*(0).

En particular, fijando H = F, tenemos por (1.3) que
_

1 F*(6)

Por tanto, hay una correspondencia uno a uno entre las funciones de renovaciéon m y
las funciones de distribucién F' de los tiempos entre llegadas.

m*(6) (1.9)

1.4. Teoremas limite

En este apartado estudiaremos el comportamiento asintético de N(t) y su funcién de
renovacion m(t). Estudiaremos cuatro resultados principales, dos para N y dos para m.
Para el proceso de renovaciéon N veremos la Ley fuerte de los grandes nimeros y el Teo-
rema del limite central, mientras que en el caso de m, veremos el Teorema elemental de
renovaciéon y el Teorema de renovacion.

Sea = F(X7) la media de un tipico tiempo entre llegadas. A partir de ahora asumimos
que p < 0.
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1.4.1. Teoremas limite del proceso de renovacion

Comenzaremos el apartado viendo los resultados fundamentales de IV, en particular,
empezaremos con una version de la Ley fuerte de los grandes ntimeros, que nos permitira
obtener una aproximacion lineal de V.

Teorema 1.4.1. Ley fuerte de los grandes numeros para procesos de renovacion. Se ve-
rifica que

1 1
;N(t) &%~ cuandot — oco.
W

Asi, el Teorema 1.4.1 muestra que 1/u es la tasa media limite de llegadas por unidad
de tiempo.

Demostracion. Notemos que
TN(t) <t< TN(t)+1 para todo t > 0. (1.10)
Por tanto, si N(¢) > 0,

TN ot <TN(t)+1 < Inwy+1 N(t)+1 < Tn(t)+1 <1+ 1 )
N S N@ S N@E S NO+1L NO SNH+L U TNG)

Sabemos que Xi,...,X,, son iid.y T, = X1 + ... + X, por lo que por la Ley fuerte de
los grandes nimeros, Teorema A.1.1 del Apéndice, tenemos

T,

n n—oo

es decir,

TN TN(t)+1
NGO P O No 1 "

Asi, cuando t — oo

TN t TN@)+1 1
Nt = N@ = N +1 < * N(t))

y teniendo en cuenta que cuando t — oo, N(t) &%y 50 tenemos que

t
n< tliglo (N(t)) < p casi seguro

por lo que podemos concluir que p = lim;_,oo ﬁ
O

En el siguiente resultado, probaremos una version del Teorema del limite central para
mostrar que la distribuciéon de N es asintéticamente normal. Para este resultado hemos
recurrido a [13] y [2].
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Teorema 1.4.2. Teorema del limite central para procesos de renovacion.

Si 0% = Var(X1) verifica 0 < 0 < 0o, entonces

N()~t/n p

D, Z, on Z ~ N(0,1
T8 c (0,1)
Demostracion. Probemos
N()—t/n b

Z(t) =

o\/t/u?

Utilizaremos la relacion P(N(t) < n)
de T, para deducir el comportamiento limite de V.

m donde [y

Fijemos un = € R, y sea n( [
menor o igual que y. Entonces

N(t) —t/p

P(Z(t)<x):P< T

Ty — pn(t)

t— un(t)

:P(Tn(t) >t):P<

o+\/n(t)

n(t) pun(t)

o+/n(t)

i) oo

Si denotamos Z,,;) =

t—pn(t) _t_

o /n(t)

cuando t — oo.

— Z, con Z ~ N(0,1).

= P(T, > t), que nos permitira usar las propiedades

| recordemos es el mayor entero

< :c) =P <N(t) <t/u+zo W) = P(N(t) < n(t))

)

y tenemos en cuenta la igualdad

—z VitV

ovn(t) \/7 Lt %

i
\/\/ +x\/">2 \/1 xo

llegamos a la expresion

Ty — ()

P(Z(t) <z) =P (

\/ﬁwtjtx "2

t—pn()) _ 0t
oV o n<t>>‘P(Z”“’>¢1+T/m)'

Ahora, limy—00 Zy, 1) = limp—00 Zn = Z (en distribucién), donde Z es una variable tal

que Z ~
tenemos que

T —

Z, = un p

o/n
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N(0,1), pues por el Teorema del limite central, Teorema A.1.2 del Apéndice,

— Z, con Z ~ N(0,1).



Ademés, limy_,o0 /1 + 2z 0/y/ut =1, por lo que

P(Z(t) <) = P | Zy > 7 P(Z> —z)=P(Z < z)
l4+zo//pt) 7
donde en la ultima igualdad hemos utilizado la simetria de la distribucién normal. O

Notemos que este teorema también nos dice que Var(N(t)) ~ o?t/u3.

1.4.2. Teoremas limite de la funcién de renovacién

A continuacién veremos los principales resultados para la funcién de renovacién m.
El primero de ellos, el Teorema elemental de renovacion, afirma que m(t) es aproximada-
mente lineal en t.

Teorema 1.4.3. Teorema elemental de renovacion.

Se verifica que
1

1
—m(t) = — cuandot — oo.
t 1%
Es decir, el teorema muestra que 1/u es el tasa media limite del niimero esperado de
llegadas m(t) por unidad de tiempo.

Como preparacién a la prueba del Teorema 1.4.3, recordemos la definicién de tiempo

de parada y la ecuacién de Wald.
Sea M una variable aleatoria tomando valores en el conjunto {1,2,...}. A la variable
aleatoria M la denominamos tiempo de parada respecto a la sucesién X; de tiempos entre
llegadas si, para todo m > 1, el evento {M < m} pertenece a la o — dlgebra de eventos
generados por X1, Xs, ..., X;,. Notemos que M = N(t) + 1 es un tiempo de parada para
X, ya que

m

{Mgm}:{N(t)Sm—l}:{ZXi>t},

i=1
que es un evento definido en términos de X, X, ..., X;,. Sin embargo, la variable aleatoria
N(t) no es un tiempo de parada.

Lema 1.4.4. Ecuacion de Wald.
Sean X1, Xa, ... variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con media
finita, y sea M un tiempo de parada respecto a las X; verificando E(M) < co. Entonces

E (% X,-) = E(X1) E(M).
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Demostracion. Notemos que

M 00
S Xi=> Xilpsi
i=1 i=1
por lo que
M ) 00 00
E (Z Xi) =F (Z X; I{M>i}> =Y E (Xi I{Mzi}) =Y E(X;) E({arsiy)
i—1 i—1 i=1 i=1

donde en la tltima igualdad hemos tenido en cuenta la independencia de las variables X;,
pues {M > i} = {M < i—1}° un evento definido en términos de Xj,..., X;_1 y, por tanto,
independiente de X;. Por tanto,

(ZX) SCE(X) [0P(Iprsy = 0) + 1 P(Iarsg = 1)| = Y E(XG) P(Iprsg = 1)
i=1 =1
= iE(XZ-) P(M >i) = E(X)) iP(M > i) = BE(X1) E(M).
i=1 =1

O

Noétese que aplicando la ecuacién de Wald a la sucesién de tiempos entre llegadas junto
con el tiempo de parada M = N(t) + 1, obtenemos

t)+1 M
E(Tn(y+ ( Z X) <Z XZ) = E(X))E(M)=pE(N(t)+1)
=1

(1.11)
w(m(t) +1).

Una vez demostrada la ecuaciéon de Wald podemos presentar

Demostracion. (Teorema 1.4.3)

Tenemos de (1.10) que t < T ()41; tomando esperanzas y utilizando (1.11) obtenemos

t=E@) < E(TN@+1) =

p(m(t) + 1),
de donde
——1<m(t)
y por tanto
¢ _ 1t 1 1 1
—L > - ==
t tpu t nwot
Cuando t — oo, tenemos
1
liminf — m(t) > —. (1.12)
t—o0 1%



Podriamos intentar proceder como mostramos a continuaciéon para acotar superiormente
a m(t). De (1.10) sabemos que Ty < t, por lo que

t> E(Tywy) = E(Tnw+1 — Xnw+1) = 1 (m(t) + 1) — BE(Xn@)41)- (1.13)

El problema es que X )41 depende de N(t), por lo que en general F(Xy;)41) # p. Para
superar esto, truncamos las X; en un a > 0 para obtener una nueva sucesién

Yo _ X; siX;j<a
J a siX;>a.

Ahora consideramos el proceso de renovacién N* con tiempos entre llegadas {X ja} Apli-
camos (1.13) a N, notando que pu* = E(X?) < a, para obtener

t > E(Tyo)) = E(Tya@y+1 — X§a(y1) = 1 [E(N“(1) +1] = E(XFa()41) (1.14)
> p® [E(N%(t)) +1] — a. '
Sin embargo, X < X; para todo ¢, por lo que, N*(t) > N(t) para todo t. Asf,
E(N“(t)) = E(N(t)) = m(t)
y (1.14) se convierte en

t>pt [B(NY(D)) +1] —a > 4 [m(t)) +1] —a

de donde

y finalmente

Cuando t — oo

Ahora, haciendo a — oo y utilizando el Teorema de la convergencia mondtona (véase
Teorema A.1.4 del Apéndice) tenemos que u® — p y, por tanto

, 1 1
limsup —-m(t) < —.
t—oo U 1%

Combinando esto con (1.12) tenemos

1 1
< liminf — m(¢) < limsup — m(t) <
t—oo ¢ t—o0

==
=~

Es decir,
| ) 1 1
liminf — m(¢t) = limsup - m(t) = —
t—o0 t—o0
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y por tanto

1
lim —m(t) = —.
t—oo t 7

O

Las propiedades de m son dificiles de encontrar, y necesitaremos una definicién previa.

Definicion 1.4.5. Diremos que una variable aleatoria X es aritmética con periodo A > 0
si X toma valores en el conjunto {mA : m = 0,41, ...} con probabilidad 1, y A es maximal
con esta propiedad.

Si los tiempos entre llegadas de N son aritméticos, con periodo A, entonces también lo
es Ty para todo k. En este caso, m(t) puede ser discontinuo en valores de ¢ multiplos de
A, y esto afecta a las propiedades de m.

En el siguiente teorema, estudiamos el segundo resultado fundamental de la funcién
de renovacién m. Este muestra que el nimero esperado de llegadas en un intervalo de
tiempo es asintéticamente proporcional a la longitud del intervalo, donde la constante de
proporcionalidad es 1/p.

Teorema 1.4.6. Teorema de renovacion.
Si X1 no es aritmética entonces

h
m(t + h) —m(t) = m para todo h. (1.15)

Si X es aritmético con periodo A, entonces (1.15) se cumple cuando h es un multiplo
de \.

Este teorema afirma, ademas, que el gradiente de m, denotado Vm(t), es asintética-
mente constante, pues a partir de (1.15) concluimos que

Vm(t) = (?ngit) = lim m(t+h) —m(t) 1/p.

h—0 h t—o0

La demostracion del Teorema 1.4.6, dado su extensién y mayor complejidad, no la presen-
taremos en este trabajo. Puede consultarse en [3, p.360].

En el resto del capitulo supondremos que los tiempos entre llegadas no son aritméti-
cos. Resultados similares se mantienen para el caso aritmético, pero a menudo son mas
complicados de enunciar.

Entre los teoremas limites para procesos de renovacién que tratamos en este trabajo,

el mas 1til es el que vemos a continuacion, el Teorema principal de renovacién, que es una
version integral del Teorema de renovacién, Teorema 1.4.6.
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Teorema 1.4.7. Teorema principal de renovacion.
Si g :]0,00) — [0,00) es tal que

(i) g(t) > 0 para todo t,
(ii) Jo~ g(t)dt < oo,

(iii) g es una funcion no creciente,

t
/Og(t—a;)dm P N/ g(z

cuando X1 no es aritmética.

entonces

Demostracion. Para demostrar este teorema, supondremos en primer lugar que g es una
funcién indicadora, posteriormente, extenderemos el resultado para el caso en el que g
es una funcién escalonada, y, finalmente, veremos el caso general en el que no haremos

ninguna suposicién de la forma de g.

(i) Funciones indicadoras.

Consideremos la funcién indicadora g(t) = I|44)(t) con 0 < a < b < oo. Aplicando el

Teorema de renovacién, Teorema 1.4.6, tenemos que

L [w0a=3 [ova s fa-fos

= lim (m(t+ (b - )—tlggo( m(t - a) - m(t - b))
= lim tg(t—s)dm(s)

t—o0 Jo

para cualquier 0 < a < b < 0.

Veamos con més detalle las dltimas dos igualdades.

e Veamos en primer lugar

m(t+ (b—a)) —m(t) =m(t+ (b—a) —b) —m(t —b) = m(t —a) —m(t —b).

Por un lado, sabemos que

m(t+(b—a)) —m(t) = E(N(t + (b—a))) = E(N(?))
= N esperado de llegadas en [t,t + (b — a)]

y por otro lado,

m(t+(b—a)=b) - (t—b) E(N(t+(b—a)=b)) = E(N({-b))
E(N(t —a)) = E(N(t = b))

=N
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En ambos casos estamos calculando el niimero esperado de llegadas en un in-
tervalo de longitud (b — a), luego

m(t+ (b—a)) —m(t) =m(t+ (b—a)—b) —m(t —b).
e Reescribiendo la funcién g de la siguiente forma

gt —8) = Lap)(t = 8) = Ila—tp—e (—5) = I—(t—a),—(t=1)] (—=5) = Ljt—p1—q)(5)

obtenemos la ultima igualdad

/gt—s dm(s / Ty p—q)(s) dm(s) = /t adm(s):m(t—a)—m(t—b).

(ii) Funciones escalonadas.
Consideremos la funcién escalonada g(t) = >, ¢; Ijg, 4,(t) con 0 < a; < b; < oo para
todo ¢, donde ¢ pertenece a un conjunto finito de indices. Aplicando el teorema para
el caso de funciones indicadoras, tenemos que

1 [o° 1 [o°
— tdt:—/ cilrg, p(t cz/ o t)dt
M/O gydt=— | Z fas b Z Tja, (1)
1 [ ,
qu/ Tia; ;) (2) dt:;q tlggo/o Ija; ;) (t — ) dm(s)

t
= lim Zc@ Ijg; p,)(t = s) dm(s) = lim g(t — s)dm(s).

t—o00 t—oo Jo

(iii) Caso general.
El caso general, debido a la mayor complejidad de los resultados auxiliares emplea-
dos en su demostracién, no lo detallaremos en este trabajo, puede verse en [9].

O

Acabamos de probar el Teorema principal de renovaciéon empleando el Teorema de
renovacién, Teorema 1.4.6, y como vemos en la siguiente proposicién, existe otra relacién
entre ambos teoremas.

Proposicién 1.4.8. El Teorema principal de renovacion, Teorema 1.4.7, implica el Teo-
rema de renovacion, Teorema 1.4.6.
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Demostracion. Si consideramos la funcién g(t) = Ijq4)(t), con 0 < a < b < 0o, tenemos

que
00 0o b

/ g(t)dt:/ Iw](t)dt:/ dt=b—a
0 0 a

y también sabemos que

[ ot = syimis) = [ nte = 5)mis) = [ Tas =) Tog(s) dm(s)

_ /0 T () dm(s) = / dm(s) = m(t — a) — m(t — b).

t—b

A partir de la ultima ecuacién tenemos que el Teorema principal de renovacién implica el
Teorema de renovacion, pues aplicando el primero de ellos tenemos

tlg]élo mt+ (b—a)) —m(t) =% lim m(t —a) —m(t —b) = lim tg(t — s)dm(s)

t—o00 :t%ooo
1/00 1
=— g(t)ydt =—(b—a),

L etwde= (b —a)

para cualquier b — a > 0.
Notemos que la igualdad (%) no la detallamos aqui, pues la vimos en la demostracién del
Teorema principal de renovacion, Teorema 1.4.7, para funciones indicadoras. ]

1.5. Vida restante y vida actual

Supongamos que comenzamos a observar un proceso de renovacién N en un instante
de tiempo t. Un determinado nimero de llegadas N(¢) han ocurrido hasta entonces, y la
siguiente llegada serd la numerada N (¢) + 1. Es decir, hemos comenzado nuestra observa-
cién en un punto del intervalo aleatorio I; = {TN(t), TN(t)+1)7 cuyos extremos son tiempos
de llegadas.

Veamos a continuacion la definicién de algunos conceptos que trataremos a lo largo de
este apartado.

Definicién 1.5.1. (a) El tiempo de vida restante en t es E(t) = T4 — t-
(b) El tiempo de vida actual (o edad) en t es C(t) =t — Ti).
(c) El tiempo total de vida en t es D(t) = E(t) + C(t) = Xn(p)41-

Es decir, E(t) es el tiempo que transcurre hasta la siguiente llegada, C(t) es el tiempo
que ha pasado desde la tltima llegada (por convencion la llegada nimero 0 ocurre en el
instante de tiempo 0), y D(t) es la duracién del tiempo entre llegadas que contiene a t.
Podemos observar la representacion de estas variables en la Figura 1.3.

A continuacién, vamos a buscar la distribucién del tiempo de vida restante, E(t), para
un proceso de renovacién general, y como consecuencia, determinaremos la distribucion
del tiempo de vida actual, C(t).
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D(s)

C(s) __ E(s)

é

Tiem o>
Tngs) S Tnesy+1 P

Figura 1.3: Tiempo de vida restante, edad y tiempo total de vida en el instante s.

Teorema 1.5.2. La funcion de distribucion del tiempo de vida restante, E(t), viene dada
por

P(B() <) = Flt+9) — [ (1= F(t+y — ) dm(z).
Demostracion. Condicionar respecto a X es la manera habitual de obtener
P(E() > y) = E(P(B(t) > 41 X1).
Sin embargo, podemos ver que

PEt—z)>y) sixz<t
PE(t) >y|Xi=2)=<X0 sit<z<t+y
1 siz >t+y.

Esto es debido a que E(t) > y si y solo si no se produce ninguna llegada en (¢,t + y] ,
pues considerando (1.10)

E(t) >y(i>TN(t)+1—t>y
< La (N(t) + 1)-ésima llegada se produce despues de (t + y) (1.16)
< En (t,t + y] no se produce ninguna llegada.

Teniendo en cuenta esta relacién obtenemos P(E(t) > y|X; = z) para los distintos
valores de x.

e Sit<ax<t+uy:
En este caso, X; = x implica que la primera llegada se produce en (¢,t + y), por lo
que debido a (1.16) nunca se dard E(t) >y y P(E(t) > y|X; =x) =0.

e Siz>t+uy:
Si suponemos X1 = x > t + y, la primera llegada se produce después del instante
(t + y), es decir, no se produce ninguna llegada en [0,¢ + y], en particular, no se
producen llegadas en (t,t + y|. Asi, considerando (1.16), tenemos que en este caso
siempre se verifica P(E(t) >vy) y P(E(t) > y|X1 =z) = 1.

o Six<t:
Sise da X; = z < t, la primera llegada se produce antes de t, es decir, en [0,¢). En el
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instante de la primera llegada comienza un nuevo proceso de llegadas, que denotare-
mos N (t—x), idéntico al original que comenzaba en el instante 0 (y denotamos como
N(t)). Por tanto, podemos calcular la probabilidad empleando este nuevo proceso
de llegadas, P(E(t) > y| X1 =z) = P(E(t — z) > y).

Por tanto,
P(E() > y) = E(PE() > y1X0) = [ P(B®) > y|X1 = 2) dF(@)

= /tP(E(t —z) > y)dF(z) + h dF ().
0 t+y

Asi, vemos que pu(t) = P(E(t) > y) verifica (1.4) con H(t) =1 — F(t + y). En efecto,

() = PEC) > ) = [ PEG=2)> ) dF@)+ [ dF(@)

:F(oo)—F(t—l—y)—i-/OtP(E(t—a:) > y) dF(x)
:1—F(t+y)+/0tP(E(t—x) > y)dF(x)

y utilizando el Teorema 1.3.12 tenemos que
t

P(E(t) > y) = plt) = H(t) + / H(t — 2) dm(z)
0

:1—F(t+y)+/0t(1—F(t+y—:L‘)) dm(z).

Corolario 1.5.3. La distribucion del tiempo de vida actual C(t) viene dada por

0 siy >t
P(C(t) zy) = {1 —Ft)+ [i7Y(1— F(t—x)) dn(z) siy<t.

Demostracion. Se verifica que C(t) > y si y solo si no se producen llegadas en (t — y, t],
pues teniendo en cuenta (1.10)

Ct)zyet—Tyy2ye Ty <t—y
< La N (t)-ésima llegada se produce en el instante (¢t — y) o antes

< En (t — y,t] no se produce ninguna llegada.

Ademas, considerando de nuevo (1.10) tenemos

Et—y)>ye Ineyr1— E—y) >y Ingy1 >t
< La (N(t — y) + 1)-ésima llegada se produce después de ¢
< En (t — y, t] no se produce ninguna llegada.
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Por lo que,
P(C(t) 2 y) = P(E(t —y) > y).

Con esta igualdad y con el Teorema 1.5.2 obtenemos el resultado buscado
P(Ct) 2 y) = P(E(t —y) > y)
S1-F( -yt + [ =P -y)+y 0] dn@)
- F(t)+ /Otyu _F(t — 2)) dm(z).
O

i Tiene el proceso de renovaciéon N incrementos estacionarios, en el sentido de que la
distribuciéon de N(t + s) — N(t) depende solo de s cuando s > 07 Esto es cierto para
el proceso de Poisson, pero en general falla. La razoén es simple, el proceso de llegadas
después del instante ¢t depende de la edad ¢ del proceso hasta la fecha.

Cuando t es muy grande, sin embargo, es verosimil que el proceso olvide la fecha de
su comienzo, de este modo estabilizandose en una existencia estacionaria.
Para mostrar esta estacionariedad asintética tenemos que demostrar que la distribucién
de N(t+ s) — N(t) converge cuando t — oco. Esto es equivalente a la afirmacién de que la
distribucién del tiempo de vida restante, E(t), se estabiliza cuando ¢ — oc.

Veamos en el siguiente resultado que la distribucién de E(t) se estabiliza cuando t —
oo, con lo que probaremos la estacionariedad asintdtica del proceso de renovacién N.
Utilizaremos como referencia [12] para demostrar este resultado.

Teorema 1.5.4. Si X| no es aritmética y p = E(X1) < oo entonces

P(E@®) <y) — ~ [ (1- F(x)) dx.
t—o0 o Jo

Demostracion. Utilizando el Teorema 1.5.2 sabemos que

t
PE(t) <y) = F(t+y) — [ (1= F(t+y - 2)) dm(z).
0
Por ser F' una funciéon de distribucion tenemos que
tlg(r)lo Fit+y) =1

y aplicando el Teorema 1.4.7

t

i LN . LN . x))dx
tligloo(l—F(t—&—y—:n))dm(:r)—M/o (1 F(t+y))dt—ﬂ/y (1 - F(x)) da.

36



Teniendo esto en cuenta, junto con el Lema A.0.7 del Apéndice, llegamos al resultado
buscado

lim P(E(t) <y)=lim | F(t+vy) — t(l —F(t+y—x))dm(x)
t—00 0

t—o00

t
= Jim F(t +y) —tlggo/o (1— F(t+y— ) dm(z)

1 o0
:1—M/y (1 — F(x)) do

_ERG) L e
——M/y (1- F(z))d

1
/000(1—F(g;))d —;/yoo(l—F(:c))dx
/Oy(l—F(x))dm

TlI=E|~
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Capitulo 2

Aplicaciones

En este capitulo, veremos algunas aplicaciones de la teoria de procesos de renovacién
estudiada en el Capitulo 1. En particular, veremos los contadores y sus periodos muertos,
el proceso de renovacién alterno, la superposicién de procesos de renovacién y el proceso
de renovacién retardado.

Para el estudio de estas aplicaciones, utilizaremos fundamentalmente la referencia [4],
aunque también recurriremos a [8], [1] y [7].

2.1. Contadores y sus periodos muertos

Tenemos un contador que registra particulas radiactivas, independientemente de la tasa
de su llegada. En la préactica, después de la deteccién de una particula estos contadores
requieren un cierto intervalo de tiempo para completar el registro. Estos intervalos se
denominan "periodos muertos"; durante sus periodos muertos, el contador esta bloqueado
y no registra las particulas que llegan. Hay dos tipos comunes de contadores:

1) Cada llegada detectada bloquea el contador durante un periodo de tiempo, posible-
mente de duraciéon aleatoria, durante el que ignora todas las llegadas.

2) Cada llegada bloquea el contador durante un periodo de tiempo, posiblemente de
duracion aleatoria, independientemente de si el contador ya esta bloqueado o no. El
contador registra solo aquellas llegadas que ocurren mientras estéd desbloqueado.

Consideraremos brevemente los contadores de tipo 1.
Supongamos que las llegadas ocurren como un proceso de renovaciéon N, con funcién de
renovaciéon m y tiempos entre llegadas X1,Xo,... con funciéon de distribucién F'.
Sea L, la duracién del periodo muerto inducido por la n-ésima llegada detectada. Es habi-
tual y conveniente suponer que un periodo muerto adicional, de duracién Ly, comienza en
el instante ¢ = 0. Suponemos que L,, es una familia de variables aleatorias independientes
con funcién de distribucién comin Fr,, donde F7,(0) = 0.
Sea N(t) el nimero de llegadas detectadas por el contador tipo 1 hasta el instante
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t. Entonces N es un proceso estocéstico con tiempos entre llegadas X;, Xo,... donde
Xn—i—l =L,+ E, vy E, es el tiempo de vida restante de IV en el final del n-ésimo periodo
muerto.

En la Figura 2.1 se muestra una trayectoria de la evolucién de las llegadas y detecciones
de un contador tipo 1.

Xg Yo X3 Xa Xs_ X
Proceso _ R R
de llegadas T ST Tiempd
Ly L, b
Periodos muertos (= < <—3
X, § % X
Proceso i R 5 .
de deteccion Tiempod

Figura 2.1: Llegadas y detecciones por un contador tipo 1; e indica una llegada no detec-
tada, y o una llegada detectada.

El proceso N en general no es un proceso de renovacion, pues las X; no son necesaria-
mente independientes ni idénticamente distribuidas. En el caso especial cuando N es un
proceso de Poisson, las F, son variables exponenciales independientes y N es un proceso

de renovacion.

A continuacién, determinaremos la distribuciéon de probabilidad del tiempo transcu-
rrido hasta la primera deteccién, X;.

Proposicién 2.1.1. La primera llegada detectada, X1, verifica
N T
P <0) = [ (1= Fla =) Fuy) dm(y).
Demostracion. Condicionando respecto a Ly obtenemos
~ - x
P(X, <) = E(P(X, < 2|Lo)) = / P(Lo + Eo < #|Lo = 1) dFy(0).
0
Sin embargo, Ey = E(Ly), el tiempo de vida restante de N en Lg, por lo que
_ T x
P(X) <) = / P(Lo + Eo < #|Lo = ) dFy(1) = / P(Lo + E(Lo) < #|Lo = 1) dFy (1)

/Pl—l—E(l)<x )dFy (1) /p ) < 2 —1)dF, (D).
(2.1)
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Ahora, utilizando el Teorema 1.5.2, (1.3) y la propiedad conmutativa de las convolu-
ciones (véase la Proposicion A.0.2 en Apéndice) obtenemos la representaciéon integral

t —|—/tm(t—x)dF($) =F(t)+ (m=xF)(t)=F(t)+ (F+«m)(t)
0 (2.2)
:F(t)—i—/o F(t — 2) dm(z).

A partir de (2.2), tenemos

PRi<o)= [ ( JRCEACE) dm<y>) 4R = [ (1= Fla ) Fuly) dm(y)
(2.3)
En efecto

(i) Veamos la primera igualdad. Queremos probar
P(X'lgx):/P(E(l )<z —1)dFL(l) / / (1 — F(z —y))dm(y)dFL(l)
0

por 1o que bastara probar
PED) <z =1) = [ (1= Fla—y) dmy)
Utilizando el Teorema 1.5.2 y (2.2) tenemos
PBW) 2~ 1) = P+ @ 1) ~ [ [1=F+ @~ 1) — )] dm(y
— F(a) - /l<1 ~ F( — y))dm(y)

= /Fx— dm(y /dm —l—/Fa?— ) dm(y
— /Fx— dm(y /m ) dy — /FOC— ) dm(y)
:/l (1—-F(x—y))dm(y).

(ii) Veamos la segunda igualdad.

/Ox (/lx[l — F(z —y)] dm(y)> dFy(1)

([u-re-pina) ma
’ ( [ P = I P wy) dy

~Fa—y) ([ Fr @) amiy)
~Fa—9) ([ n@a) dmiy)

(1—=F(z —y)) Fr(y) dm(y).

Il
c\h%c\%
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Si N es un proceso de Poisson de pardmetro A, la ecuacién (2.1) se convierte en
- X
P(X) <) = / (1- e 0) dFy (1),
0

Ahora N es un proceso de renovacién, y la ecuacién vista describe la distribucién co-
mun de los tiempos entre llegadas.

Si el contador esta registrando la llegada de particulas radiactivas, entonces podemos
buscar una estimaciéon \ de la tasa de emisién A desconocida de la fuente basada en nuestro
conocimiento de la longitud media E(L) de un periodo muerto y la lectura del contador
N (t). Suponemos que las particulas llegan de igual manera que un proceso de Poisson, y
sea 7; = N(t)/t la densidad de particulas observadas. Entonces
N 1 1

o~ — = t d
" B%)  BL)+ 1 para t grande,

Yt =

donde hemos tenido en cuenta que N(t)/t — 1/E(X1) por el Teorema 1.4.1 y que
E(X1) = E(Lo+ Eo) = E(L) + 3.

Por tanto, A ~ \ donde
f=_ Tt
1 -y E(L)

2.2. Proceso de renovacion alterno

Una maquina se averia repetidamente. Después de la n-ésima averia el técnico necesita
un periodo de tiempo, de longitud Y;, para arreglarla; posteriormente la maquina funciona
durante un periodo de longitud Z,, antes de volver a averiarse. Suponemos que Yy, v Z,
son independientes, las Y;, con funcién de distribucién comin Fy y las Z, con funcién de
distribucién comin Fz. Supongamos que la maquina fue instalada en el instante ¢ = 0.

Sea N (t) el nimero de reparaciones completadas hasta el instante de tiempo ¢. Entonces
N es un proceso de renovacién con tiempos entre llegadas X, Xo,..., dados por X,, =
Zn—1+ Yy, que verifican la siguiente proposicién.

Proposicion 2.2.1. Los tiempos entre llegadas tienen funcion de distribucion, Fx, satis-
faciendo

Fx(a) = [ (e~ ) dFs(y).

Demostracion. Aplicando el Teorema A.0.3 del Apéndice tenemos que la funciéon de den-
sidad de X, fx, verifica

frlw) = frazlw) = [ folu—y) 2@ dy = [ frw=y) L2 dy
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Por lo que la expresion de la funcion de distribucion es

/fx du—/ / fy(u—1y) fz(y) dydu—/ /y Jy(u fz(y) dudy
=/0 f2() (/ frtu—yydu) dy= [ 120 ([ yfy(s)ds) dy

:/mfz(y)Fy(x—y)dy=/IFy(:c—y)F’z(y)dyz/xFy(x—y)sz(y)-
0 0

0

En la Figura 2.2 podemos ver la representacién de un proceso de renovacién alterno.

N T
R —
— — T
Zo Yy Zi Y, Z, Ys

Figura 2.2: Proceso de renovacién alterno.

Sea p(t) la probabilidad de que la maquina esté funcionando en el instante t. En el
siguiente lema obtenemos el principal resultado de este apartado, una ecuacién de reno-
vacion para la funcion p.

Lema 2.2.2. Se verifica que

p(0) =1~ Folt)+ [ plt ) dF (o)
Yy, por tanto,
p(0) =1~ Folt)+ [ (1= ot~ 2)) dm(@)
donde m es la funcion de renovacion de N.
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Demostracion. La probabilidad de que la maquina esté funcionando en el instante ¢ cumple

p(t) = P(funcionando en t)
= P(funcionando en t, Zy > t) + P(funcionando en t, Zy < t)
= P(Zp > t) + P(funcionando en t, Zy < t)
pues {funcionando en t} N{Zy >t} = {Zp > t} porque si Zy > t, entonces la primera

averia se produce despues del instante ¢, es decir, en [0, ¢] la méquina funciona
= P(Zy > t) + F(P(funcionando en t, Zy < t|X7))
=P(Zy>1t)+ /oo P(funcionando en t, Zy < t|X; = x) dF(x)
—o0
— P(Zy> 1) + / " P(funcionando en t, Zy < /X, = ) dF(x)
—o0
+ /too P(funcionando en t, Zy < t|X; = z) dF(x)

t
= P(Zy > t) —I—/ P(funcionando en t, Zy < t|X; = x) dF(x)
0

pues P(funcionando en t,Zy < t|X; >¢) =0

t
=P(Zy>1t)+ / P(funcionando en t|X; = x) dF(z)
0

pues el instante x en el que vuelve a funcionar después de la primera averia cumple
x € [0,t], por lo que la primera averia se produjo en [0,¢), y no es necesario la

interseccion con Zy < t para calcular la probabilidad

= P(Zy > 1) + /0 "ot — 2) dF ()

debido a que en el instante en el que se produce la primera llegada, X; = z, comienza
un nuevo proceso de llegadas, N(t — z), idéntico al iniciado en t =0, y
P(funcionando en t|X; = x) = p(t — x), pues el instante ¢ del proceso iniciado en 0 es

idéntico al t — x del proceso iniciado en x

- () +/0tp<t—x> dF(z)

y utilizando el Teorema 1.3.12, con H(t) = 1 — Fz(t) tenemos

—1— Fy(t) + /Otu ~ Pyt — 2)) dm(a).
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Ahora podemos utilizar el Teorema principal de renovacién, Teorema 1.4.7, para obte-
ner el comportamiento asintético de p.

Corolario 2.2.3. Si X no es aritmética entonces p(t) == (1 + p)~! donde p =
—00

E(Y)/E(Z) es el ratio de las longitudes medias de un tipico periodo de reparacion y de
un tipico periodo de funcionamiento.

Demostracion. Hemos visto en el Lema 2.2.2 que p(t) = 1—Fz(t)+ [3(1—Fz(t—z)) dm(z).
Ademas, si consideramos que por el Teorema 1.4.7

t t 1t 1 [
/ (1= Fy(t — 2)) dm(z) = / gt — 2)dm(z) — ~ [ g(z)da = f/ (1= Fy(z)) da
0 0 t=oo 1 Jo ©Jo
y por ser funcién de dsitribucién, Fz(t) P 1, la expresion de p(t) verifica
t 1 00
p(O)=1-Fo(t) + [ (1= ot =) dm(e) [T (- Fy)do

Desarrollando esta tltima integral tenemos

/000(1—Fz(x))dx:/ooP(Z>x)dx:/ooo/;ofz(z)dzdgc:/Ooo/ozfz(z)dxdz

0

~ [ Uz 9)d: = B(2)

(2.4)
por lo que la expresién anterior se convierte en
)= [ (= Falw)de = o B(2)
- — x))dr = .
T z B(X7)
Dado que
I 1 B E(Z) _ E(Z)
1+p 14+ EY)/E(Z) EZ)+EY) EX)
concluimos la demostracion. O

Asi, la probabilidad limite de que la maquina esté funcionando es simplemente el ratio
de la media de un periodo de funcionamiento y la media de un periodo de funcionamiento
y averia.

Se sigue, por tanto, que 1 — p(t) — %, cuando t — 00, es decir, la probabilidad

limite de que la maquina no esté funcionando es % En particular, el hecho de que
la maquina comience funcionando no afecta al limite.
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2.3. Superposicion de procesos de renovaciéon

Supongamos que una habitaciéon estd iluminada con dos luces, cuyas bombillas fallan
independientemente una de otra, y en el momento en el que fallan son sustituidas inme-
diatamente.

Sean Ny y Ns los procesos de renovacion que describen los sucesos de fallos de bom-
billas en la primera y segunda luz respectivamente, y supongamos que éstos son procesos
independientes con la misma funcién de distribucién F' para los tiempos entre llegadas.

Sea N la superposicién de estos dos procesos, es decir, N(t) = Ni(t) + No(t) es el
numero total de fallos hasta el instante t. En general, N no es un proceso de renova-
cién. Supongamos, para simplificar, que los tiempos entre llegadas de N; y N2 no son
aritméticos.

Teorema 2.3.1. N es un proceso de renovacion si y solo si Ny y No son procesos de
Poisson independientes.

Demostracion. <)

Veamos que N es un proceso de Poisson de tasa A\; + A2 cuando N; y N» son procesos de
Poisson independientes de tasas A\ y Ao, respectivamente. Para ello, comprobaremos que
N tiene incrementos independientes y que el nimero de eventos en cualquier intervalo de
longitud t tiene distribucién de Poisson con media (A + A2) t.

Dados 0 < t1 < to < ... < t,, tenemos que

Ni(t1), Ni(ts) — Ni(t1), oo N1(tm) — Ni(tm_1),
No(t1), Na(t2) — No(t1), .oy Na(tm) — No(tm_1)

son variables aleatorias independientes, pues por hipétesis N1 y Na son procesos de Poisson,
por lo que tienen incrementos independientes. Por tanto,

N(tl)v N(tQ) - N(t1)7 ""N(tm) - N(tmfl)

son variables aleatorias independientes, es decir, IV tiene incrementos independientes.
Ademads, por ser N7 un proceso de Poisson de tasa A\q

Ni(tj) — Ni(tj—1) ~ Poisson(Ai(t; —tj—1))
y, andlogamente, como Ny un proceso de Poisson de tasa Ao

No(t;) — Na(tj—1) ~ Poisson(Aa(t; —tj—1)).
Asi, tenemos que

N(tj) = N(tj-1) = (N1(tj) — N1(tj—1)) + (Na(t;) — Na(tj-1))
~ Poisson((A1 + A2)(t; — tj-1)),
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pues la suma de variables aleatorias X e Y independientes con distribuciéon de Poisson de
tasas p1 y ue2, respectivamente, da lugar a una variable aleatoria X + Y con distribucién
de Poisson de tasa (p1 + p2). En efecto, como X e Y son independientes, para la funcién
generatriz de momentos de X + Y se verifica

oxay(t) = E<et(X+Y)> —F (etXetY) —F (etX) E (etY) = ox(t) oy (t)

por lo que por ser X e Y variables con distribucion de Poisson de tasas p1 y o, respecti-
vamente, la funcién generatriz de momentos sera

px v (t) = ox () oy (t) = (exp {m(e' = 1)}) (exp {pale! = 1})
= (exp {( + m2)(e" = 1)}).

Luego concluimos que {N(t) : t > 0} es un proceso de Poisson de tasa A1 + Ag.

=)
Supongamos que F' es continua y que N es un proceso de Poisson, y escribimos {X,,(1)},
{X,(2)}y {Xn} para los tiempos entre llegadas de Ny, Ny v N, respectivamente. Clara-

mente X1 = min{X;(1), X1(2)}, por lo que la funcién de distribucién F de X, verifica
1 - F(y) = P(X1 >y) = P(min{X1(1), X1(2)} > y) = P{X1(1) > y} N {X1(2) > y})

= P(X1(1) > y) P(X1(2) > y) = (1= F(y)) (1= F(y)) = (1 - F(y))*.
(2.5)

Sean E1(t), Ea(t) y E(t) los tiempos de vida restantes de N1, No y N respectivamente,
en el tiempo ¢. Claramente, E(t) = min {E;(t), E2(t)}, por lo que

P(E(t) > y) = P(min {E1(¢t), E2(t)} > y) = P({EL(t) > y} N{E2(t) > y})
= P(Ei(t) > y) P(Ba(t) > y) = P(Ei(t) > y)*.
Veamos que ,
1 [ - 1 o0
ﬂ/y (1= F@)do = (/y (1- F(x))dx) (2.6)
donde fi = E(X1) y = E(X1(1)).

e Si tenemos en cuenta el Teorema 1.5.4 y la siguiente igualdad

/Ooo(l—FZ(x))dx—/OOOP(Z>ac)dx—/Ooo/:ofz(z)dzdx—/Ooo/ozfz(z)dxdz
:/Ooofz(z)zdz:/O:sz(z)zdz:E(Z),

obtenemos que

lim P(E() > y) = 1 — — /Oyu - F@)dr = = B(%) - - /Oyu (@) de

t—o00 i

:<*>}/0°°<1_F(x>)dw_;/Oyu—ﬁ(x))dw:;/yoo(l—ﬁ(@)dx-

i
Notemos que la igualdad (%) la hemos obtenido de forma anédloga a (2.4).
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e Realizando un procedimiento anilogo al visto en el punto anterior llegamos a la
igualdad

Yim P(EO) > ) = " (0 Fla) e

Tomando ¢t — 0o en la expresion P(E(t) > y) = P(E1(t) > y)? y con las consideracio-
nes anteriores, llegamos a la expresién vista

iR = ([Ta- P )

A continuacién, derivando a ambos lados de la igualdad

2 (G [a-fepw) =1 ([Ta-fapar) - La-Fo)

= =

Por tanto,
2/ [
1= F(y) =5 [ (1= Fa)ds
Yy

que es una ecuacion integral con solucién

—27
F(y)zl—eXp< 5 y)
1
Asi, concluimos la demostracién, pues hemos obtenido que la funcién de distribuciéon F'

comin a Nj y Nj, es la correspondiente a una distribucién exponencial F(y) = 1 —
exp(—Ay) con A\ = 2ji/u?, por lo que N1 y Na son procesos de Poisson. O
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2.4. Proceso de renovacion retardado

En ocasiones es apropiado permitir que el primer tiempo entre llegadas X; tenga una
distribucién diferente a la distribucion comtun de Xs, X3, ...
Un proceso de renovacion retardado es como un proceso de renovacion ordinario, excepto
porque el instante de la primera llegada puede tener una distribucién diferente al resto de
tiempos entre llegadas.

Definicién 2.4.1. Sean X1, Xo,... variables aleatorias positivas e independientes tales que
Xo, X3,... tienen la misma distribuciéon. Sean

n
To =0, Tn:ZXi, Ne(t) = méx {n: T, <t}.
i=1

Entonces N¢ se denomina proceso de renovacién retardado (o modificado).

La teoria de procesos de renovacién retardados es muy similar a la de procesos de
renovacién ordinarios. Proporcionaremos algunas de sus propiedades.

Lema 2.4.2. La funcién de renovacién retardada, m?(t) = E(N%(t)), satisface la siguiente
ecuacion de renovacion

mé(t) = F(¢) + / "t — ) dF(x) 2.7)
0

donde F® es la funcion de distribucion de X1 y m es la funcidn de renovacion de un
proceso de renovacion ordinario N cuyos tiempos entre llegadas son Xo, X3,...

Demostracion. Se tiene que
m?(t) = E(N(t)) = B (B (N'()|X1)).

Por una parte,

E(Nit)| X1 =2)=0 sit<u,
pues la primera llegada ocurre después del instante ¢.
Por otra parte,
ENYt) X, =2) =1+ E(N(t—z)) sit>ux
pues el proceso de llegadas, empezando en el instante de la primera llegada Xi, es un

proceso de renovacion ordinario N, donde los tiempos entre llegadas (X2, X3,...) tienen
igual distribucion.

48



Asi, teniendo en cuenta ambos casos obtenemos
m(t) = (B (N0)]%)) = /Ooo E(NY ()X, = ) dF*(x)
_ /0 " BVU)|X) = 2) dFY) + /t Y BN X = 2) dF(a)
= /t (1+ E(N(t —2))) dF(z) = /t (1+m(t —x)) dF%(x)
0 0
= é X m\t — X é xXr) = d m\t — T d xZ).
_/OdF()+/O (t — ) dF () F(t)—i—/o (t — ) dF ()
O

Los procesos de renovaciéon retardados verifican un resultado analogo al Lema 1.3.10
estudiado para los procesos de renovacion ordinarios, que vemos a continuacién.

Lema 2.4.3. La funcion de renovacion de los procesos de renovacion retardados verifican
o
d d
mi(t) =) Fi(t) (2.8)
k=1

donde F,f es la funcion de distribucion de Ty, = X1 + ... + Xj.

Demostracion. Definimos las variables indicadoras

I, — 1 SiTkSt
=0 siTy >t

Entonces N%(t) = .22, Iy y, por tanto,

m?(t) = E(N(t)) = E (Z Ik> =Y BE(I) =) (0P(I; =0)+1P(I; = 1))
k=1 k=1 k=1
=Y Py =1)=) P(Tx <t)=) Fi)
k=1 k=1 k=1
O
Proposicién 2.4.4. La funcién de renovacién m® verifica
t
mé(t) = F(t) + / mé(t — ) dF(2) (2.9)
0

donde F' es la funcion de distribucion comin de Xo, X3,...
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Demostracion. Partiendo de (2.8) y teniendo en cuenta la propiedad distributiva de las
convoluciones (véase la Proposicién A.0.2 del Apéndice) llegamos a la igualdad buscada

= Z Fi(t) = F{'(t) + ZFI?(t) = FUt) + Y (FL = F)(t) (k)

k=2
_ iFk*F d(t)+<<iF£>*F> (t)
k=1 k=1

= Flt) + (m?* F)(t) = F(t) + /Ot mi(t — ) dF(z).

—

Notemos que en la igualdad (%) hemos considerado la relacién F, ,gl =F g_l * F', que puede

obtenerse de forma analoga al Lema 1.3.7.
O

En un proceso de renovacién retardado, como hemos visto, solo ha cambiado la distri-
bucién de probabilidad del tiempo de la primera llegada. Por tanto, como cabe esperar, el
comportamiento asintotico de este tipo de procesos es igual al comportamiento asintético
del correspondiente proceso de renovacion ordinario.

d

Con nuestro conocimiento de las propiedades de m, podemos ver que m® verifica los

teoremas de renovacién. Denotemos p = E(X3).

Teorema 2.4.5. Se verifica que

(a) %md(t) — 1

t—oo M

(b) Si Xy no es aritmética

h
mé(t + h) —mi(t) — = para cualquier h. (2.10)

t—o0 ol

Si Xy es aritmético con periodo \ entonces (2.10) es cierto cuando h es un maltiplo

de \.

Demostracion. (a) La demostraciéon es andloga a la realizada en el Teorema elemental
de renovacién (Teorema 1.4.3).

(b) Se prueba de forma analoga al Teorema de renovacién (Teorema 1.4.6).

O

Por ltimo, estudiemos brevemente el caso particular en que el proceso de renovacién
retardado es estacionario.

Proposicién 2.4.6. El proceso de renovacion retardado estacionario de tasa p = E(X)
verifica

mi(t) = E(N4(t)) = ;, para t > 0. (2.11)
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Demostracion. En primer lugar, veamos que m?(t) = tm?(1) para todo t > 0, después
veremos que m%(1) = 1/p.

Para cualquier entero n > 1,

i=1 1=1
= Y BN — BN — 1)) = S m() — mi(i - 1)
i=1 =1
=0%) zn:md(z —(i—-1) = zn:md(l) = nm’(1)
=1 i=1

En () se ha usado que el proceso tiene incrementos estacionarios.

Con un argumento similar obtenemos m?(1) = nm?(1/n), por lo que m?(1/n) =
%md(l). Asi, continuando con esta idea, vemos que para cualquier nimero racional r =
n/m, m®(r) = rm?(1).

Para cualquier ¢ > 0 irracional, elegimos una serie decreciente de racionales r; | t.
Por la continuidad por la derecha y por las propiedades no decrecientes de los procesos de
conteos, N%(ry,) | N4(¢).

Por tanto, por el Teorema de la convergencia dominada (véase el Teorema A.1.3 del Apén-
dice), como N%(ry) | N4(t) y 0 < N(ry) < N%ry), k > 1, entonces m?(r) | m?(t)
(B(N(1)) = 1im E(N%(ry))).

Ast, m4(t) = t m?(1), pues acabamos de ver que m?(r;) | m?(t) y habiamos visto que por
ser 7, racionales tales que 7y, | t se cumple m?(ry) = rp m(1) | t m?(1).

d
Por el Teorema elemental de renovacién, Teorema 1.4.3, mf(t) — i, pero aqui md(t) =

tm?(1) y concluimos que m?(1) = % O

Finalmente, el estudio del caso estacionario nos conduce a un importante resultado
sobre la funcién de distribucién F¢, que vemos en este tltimo teorema. Este determina
la condicién necesaria y suficiente para que un proceso de renovacion retardado presente
incrementos estacionarios.

Teorema 2.4.7. El proceso N¢ tiene incrementos estacionarios si y solo si
1

Fy)= /Oy(1 _ F(a))de. (2.12)
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Si F? viene dado por (2.12), entonces N¢ se denomina proceso de renovacién estacio-
nario (o en equilibrio). Deberiamos reconocer (2.12) como la distribucién asintética del
Teorema 1.5.4 del tiempo de vida restante del proceso de renovaciéon ordinario N. Veremos
que en este caso m?(t) = t/u para todo ¢ > 0.

Demostracion. =)
Supongamos que N¢ tiene incrementos estacionarios, entonces por la Proposicién 2.4.6
sabemos que m?(t) = t/u. Partiendo de la expresién (2.9) tenemos, despejando F%(t)

Fd(t)zlt—/tl(t—:r)dF( ) = lt—lt tF’(x)dm+1/th’(a:)dx
H 0 M 2 noJo

1t—it/0tf( dx + — /xf )dr = — /dac——tF() i/ota:f(x)dx

/dx—fF /dx+ /xf

v lo que buscamos es

1 t(l—F(x))dx: tldm— tlF(x)dZC-
w Jo

Asi, lo que tenemos que probar es

—;F(t) /()tdx+;/0txf(x)dx:— "L () da

/Ot(F(t) — 2 f(2)) du = /Ot F(z) dz

es decir,

Veamos esta igualdad

[0~ s@yds = [Pz [rp@yaz = er) - [ pwas

e integrando por partes obtenemos

—{F(t)—tF(t +/ d:c—/F

Por tanto, podemos concluir que F?(t) = m L (1~ F(z)) da.

<)
Supongamos que F? viene dado por (2.12)
1 /v
Fiy) =~ ['(1- Fla)) do
KnJjo



Notemos que esta es una distribucién continua con funcién de densidad fI(t) =
F(t)). A partir de la ecuacién de renovacién (2.7)

1
S

mi(t) = F4(t) + /0 "t — ) dFY@) = FUE) + (m + FO)(0)

y recordando las propiedades de las convoluciones (véase la Proposicién A.0.2 del Apén-
dice), el Lema 1.3.10 y el Lema 1.3.7, se sigue que (m?)’ verifica

(md)/:(Fd+m*Fd)/:(Fd)/—{—(m*Fd),:(Fd),—}—m*(Fd)/:(Fd),—l—(Fd),*m

—20-F)+

. ; *iF_———F Z( *F>

11 > /1 1 1
=——-F+> (=xF,——FxF, ———F+Z = Fn
B =\ I =1 o
! 1F+Z F, Z F, Lo lpy Z F, ilF

= — — 1= — — —
poop = 1u T At e
11 1 1 1 1
:———F+—F1:———F+—F:—.
poop I B I I
Por tanto,
md(t) =t/p. (2.13)

Ahora, N tiene incrementos estacionarios si y solo si la distribucién de E%(t), el tiempo
de vida restante de N¢ en ¢, no depende de ¢ (en este caso solo utilizaremos la implicacién
hacia la izquierda). Pero

PIEYD) > ) = 3 PIEX() > g N(1) = k)

= P(E%(t) >y, N4(t) = 0) + i P(EYt) > y, N4(t) = k)
k=1
= P(Et) > y, NU(t) = 0)

+ i /Ot P(E(t) >y, NU(t) = k|Ty = z) dF{ ()

- 1—Fd(t+y)+/0t(1—F(t+y—x))d(iF,f(m))
k=1

y utilizando (2.8) obtenemos

t
— - Fit 4 y) +/ (1— F(t+y— ) dmi(@).
0
Veamos con més detalle las igualdades antepentltima y pentltima.
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e Vemos que P(E4(t) >y, N4(t) = k) = [} P(E%(t) >y, NU(t) = k|T}, = =) dF(z).

P(E*(t) > y, NU(t) = k) = E(P(E*(t) > y, N(t) = k|Ty))
Considerando que la k-ésima llegada no se puede producir

en un instante negativo :
o0
- / P(EU(t) > y, NU(t) = k|Ty = z) dF(z)
0

Ademés, teniendo en cuenta que N(t) = méx {n : T, < t}

los valores de T, buscados (denotado como z) son [0, ] :
t

_ / P(EU(t) > y, NU(t) = k| Ty = ) dF(z).
0

e En el caso de la peniltima igualdad tenemos que analizar dos puntos.

(i) Veamos que P(E4(t) >y, N4(t) =0) =1 — Fi(t +y).

Por un lado,

Tn(y+1 > t+y < La (N(t) + 1)-ésima llegada se produce después de (t + y)
< En (¢,t + y] no se produce ninguna llegada.

Y por otro lado
N%(t) = 0 < En [0, ] no se produce ninguna llegada.
Luego, tenemos que
= {TN(t)+1 >4 y} n {Nd(t) = O} = No se produce ninguna llegada en [0, ¢ + y]

= La 12 llegada se produce después de (t + y)
= {X1 >t+ y} .

Teniendo esto en cuenta, obtenemos
P(EYt) >y, NUt) = 0) = P(Tyyp1 —t >y, NU(t) =
= P(Tn(y1 >t +y, NUt) =
=1— Fit+vy).
(ii) Veamos la igualdad

S [ P >y, N = KT = ) dFf(e) = [ (1-Flt+y—2))d (Z F,?(x)) .

k=10 0 k=1

Notemos que

Elt)>y e Tn(#)+1 >t +y < En (¢, 4 y] no se produce ninguna llegada.
N%(t) = k < En [0,] se producen k llegadas.
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Asi, tenemos

{Ed(t) > y} ﬂ {Nd(t) = k} = La (k + 1)-ésima llegada se produce después de (¢t + y)
={Tk+1 >t +y}.

Considerando esta tltima expresién obtenemos la igualdad buscada

i /Ot P(EY(t) > y, NUt) = k|T), = ) dF{ (z)

8

t
=3 i P(Tji1 >t +y|Ty, = x) dFf(z)
k=1

- Z/tP(TkH — Ty > (t+y) — ) dFf (x)
k=10
—I;/OtP(XkH >t 4y — ) dFf(z)

—OO ' — —x (o
=3 ) (0= Fle+y —a) dFa)

= /(:(1 ~F(t+y—x))d (i Fz?(fb)) :
k=1

De esta forma, queda probado que P(E(t) > y) = 1—F(t+y)+ [i (1—F(t+y—z)) dm?().

Ahora, sustituyendo (2.12) y (2.13) en esta ecuacién obtenemos el resultado, pues
sabfamos que N? tiene incrementos estacionarios si y solo si la distribuciéon de E%(t) no
depende de t y se verifica esto dltimo

P(EYt) > y) = 1—Fd(t+y)—|—/Ot(1—F(t—|—y—x))dmd(:c)
:1—Fd(t+y)+/t(1—F(t+y—x))d<x>
0 I
:1—Fd(t+y)+1/t(1—F(t+y—x))dm
1

:1—M/0t+y(1— F(x))dx + — /1— F(t+y—x))dx

/t( ) da + — / (1—F(z))dz (%)

/y T - F@)

donde en la igualdad (%) hemos tenido en cuenta los dos puntos siguientes.
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e Veamos que

1 [ty 1 [oo 1 rt+y 1 oo
1_M/O (1—=F(x)) do = M/O (l—F(x))da:—,u/O (1—F(x)) de = M/Hy(l_F(x))dx.

Para demostrar esto basta probar que 1 = if(fo(l — F(x))dx, es decir, p = [57(1 —
F(z))dx. Sea k > 2

/Ooo(l—F(a:))d:c:/OooP(Xk>:r)d:n:/Ooo/:of(u)dudx:/Ooo/ouf(u)dxdu
:/Ooof(u)/o“da;du:/Ooouf(u)du:E(Xk):M.

e Haciendo el cambio de variable x = t 4+ y — = tenemos la igualdad

1 t 1 Y 1 t+y
M/O (1—F(t+y—x))dx:M/Hy(l—F(:r))(—d:c):M/y (1= F(x))de.
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Apéndice A
Resultados auxiliares

En este apéndice recogemos las definiciones y principales resultados auxiliares necesa-
rios en el desarrollo de la teoria de procesos de renovacién tratada en esta memoria.

Definicién A.0.1. (Ver [4]). Dadas g,h : R — R se define la convolucién de g y h,

denotada g * h, como
+oo

(9+h)() = [~ glw—y)dn(y).

—00

Proposiciéon A.0.2. (Ver [8]). Propiedades de las convoluciones.
(i) Conmutativa: f*g=g=* f.
(ii) Asociativa: fx (g*xh) = (f *g) *h.

(iii) Distributiva: f* (g+h) = (f*g)+ (f *h).

(iv) Regla de derivacion: D(f xg) = Df x g = f % Dg, donde Df denota la derivada de
f-
Teorema A.0.3. (Ver [}]). Si X e Y son variables aleatorias con funcion de densidad
conjunta f entonces X +Y tiene funcion de densidad

Ixtv(z) = /_O:O f(z,z —x)dz.

Proposicién A.0.4. (Ver [8]). Una variable X tiene distribucion geométrica con pard-
metro p, denotado X ~ Ge(p), si

PX=xz)=0-p)*1'p paraz=1,2,..
Si X ~ Ge(p), entonces E(X) =1/p.

Definicién A.0.5. (Ver [4]). La transformada de Laplace-Stieltjes de g : R — R se define
como

g (0) = / e % dg(z) donde e C

cuando esta integral existe.
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Proposicién A.0.6. Convolucion. (Ver [4]).
Sik(z) = [Z0, 9(z — y) dh(y), entonces k*(0) = g*(0) h*(0).

Lema A.0.7. (Ver [{]). Sea X una variable aleatoria no negativa con funcion de distri-
bucion F', entonces

B(X) = /000(1 _ P(x))da.

A.1. Teoremas limite

Teorema A.1.1. Ley fuerte de los grandes nimeros. (Ver [11]).
Sean X1,..., X, variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con E(X;) =
1 < oo para todo i, y definimos S, = X1 + ... + X,,. Se verifica

Sn
- —— p.
n n—,oo
Teorema A.1.2. Teorema del limite central. (Ver [11]).
Sean X1,..., X, variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con E(X;) =

Dy Xinp
o\/n
cion a una variable Z, con distribucion N(0,1) y lo denotamos

n
Y1 X —
M% Z, con Z ~ N(0,1).
o\/n

Teorema A.1.3. Teorema de la convergencia dominada. (Ver [10]).

Sea {fn} una sucesion de funciones integrables, la cual converge puntualmente a una
funcion medible f. Si existe una funcion g integrable cumpliendo que |f,| < g para todo
n, entonces la funcion f es integrable con [ f =1im [ f,.

< ooy Var(X;) = 02 < co. Entonces se verifica que converge en distribu-

Teorema A.1.4. Teorema de la convergencia mondtona. (Ver [10]).
Sea { fn} una sucesion mondtona (creciente o decreciente) de funciones medibles. Si alguna
de las funciones de esta sucesion es integrable, entonces las dos expresiones, lim [ f, y

Jlim f,,, existen y
lim/fn = /limfn.
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