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Introduccion

Esta no es una tesis centrada en un tema, desarrollando distintas facetas del
mismo y obteniendo nuevos resultados y aplicaciones de diferente interés que re-
suelven algunos problemas abiertos.

O si.

Solo que ese tema central no es explicito. Y si lo es, no lo es explicitamente.

Porque esta tesis trata de como transformar con continuidad la bola unidad
de una quasinorma en otra. El significado de “con continuidad” necesita una ex-
plicacién que se dara en el Capitulo 1, que trata sobre el espacio vectorial de las
quasinormas en R™: no es un estudio de propiedades topolégicas del conjunto de
las quasinormas dentro del espacio de las funciones continuas en R™, sino que se
dota al conjunto de las quasinormas Q de una estructura natural de espacio vec-
torial (primero) y de espacio de Banach (a continuacién). La configuracién de esa
estructura debe mucho al tema desarrollado en la segunda parte de la memoria: la
interpolacion compleja.

Una vez construido el espacio de Banach Q, el Capitulo 2 desarrolla la idea
de transformacién continua entre la bola unidad de la quasinorma || - ||; y la de
la quasinorma || - || y la cristaliza disponiendo de una curva continua en Q entre
|- Ili v || - |lo- Estas ideas, de nuevo, deben bastante a la teoria de interpolacién:
después de todo, una escala de interpolacion de extremos X, y X; es, en cierto
modo, una transformacion continua entre la bola unidad de Xy y la de X; en la
que “los estados intermedios” son (las bolas unidad de) los espacios de la escala.

El material contenido en los Capitulos 1 y 2 forma parte del articulo

[6] The Banach space of quasinorms on a finite-dimensional space, (J. Cabello
Sanchez, D. Morales), The Journal of Geometric Analysis 31 (2021), 11338-11356.

La informacién basica acerca de la teoria de interpolacién, métodos de inter-
polacién y, en particular, el método de interpolacion compleja, puede encontrarse
en la secciéon de Preliminares.



Durante la segunda parte, trabajaremos en el contexto de los espacios de Kothe.
Para ponerles cara en esta Introduccion, pensemos en espacios de Banach con
base incondicional que llevan asociada una estructura natural de £,.-modulo. Un
centralizador €2 actuando en un ¢,-moédulo X es una aplicacién homogénea (2 :
X — [l con la propiedad de que para cierta constante C, todo £ € o y x € X
se tiene que Q(&z) — £Q(z) € X y, ademds

192(&x) = £Q(2) || < Clélloc I

Cada vez que un espacio X se obtiene por interpolacién compleja a partir
de una familia (X,,), de espacios de Banach, se genera un centralizador  en
X. De modo que ya tenemos una conexion entre familias de espacios de Banach
distribuidas en la frontera de un dominio del plano complejo y centralizadores
(definidos en el correspondiente espacio de interpolacién generado por la familia).
El teorema central que establece dicha conexion es el Teorema de Kalton, tal y
como se cuenta en el Capitulo 3. Nuestro trabajo en este capitulo consiste en
establecer la conexién entre el centralizador €2 y la configuracion de los espacios de
la familia en la frontera. Pongamos el ejemplo mas sencillo: si elegimos la banda
unidad S = {z € C: 0 < Rez < 1} y la familia X, = Xy paraw =it y X, = X
para w = 1 + it y llamamos X al espacio interpolado en 1/2 y Q al centralizador
asociado en X resulta que cambiar la disposicion de la familia y poner X, = X;
para w =it y X, = Xy para w = 1 4 it produce el mismo espacio interpolado X
mientras que el centralizador cambia a —(). Es decir, que mientras que el proceso
de interpolacién no es sensible a la configuracién de los espacios de la familia, la
obtencion del centralizador si lo es.

En el Capitulo 3 estudiaremos la relacién entre diferentes configuraciones de un
nimero finito de espacios equidistribuidos en arcos de la circunferencia unidad y
los centralizadores que generan. Dos resultados tipicos de este capitulo son el que
hemos denominado Lema de la Mariposa y otro que establece qué configuracién de
espacios genera el centralizador 2+ ®7 a partir de las configuraciones que generan
Qy .

En el capitulo se incluyen aplicaciones de las ideas anteriores que completan
algunos aspectos del Teorema de Kalton y un estudio del proceso de fragmentacion
y amalgama de escalas de interpolacion.

El material de este capitulo forma parte de los articulos

[13] The Butterfly lemma (JMF Castillo, D. Morales), Nonlinear Analysis 215
(2022),112630, 9 pp.

[14] Derivation of vector valued complex interpolation scales (JMF Castillo, D.



Morales, J. Suérez de la Fuente), Journal of Mathematical Analysis and Applica-
tions 468 (2018), 461-472.

Un espacio twisted Hilbert es un espacio de Banach X que tiene un subespacio
de Hilbert H de modo que X/H es también un espacio de Hilbert. Es claro que
un espacio twisted Hilbert posee todas las propiedades de los espacios de Hilbert
que sean propiedades 3-espacios (superreflexividad, ¢s-saturacion, ...). Acerca del
resto de propiedades, en general, las de los espacios twisted Hilbert estan cerca de
las de los espacios de Hilbert (tienen tipo p para todo p < 2 y cotipo ¢ para todo
q>2,..).

La comprensién de los espacios twisted Hilbert pasa por determinar si es posible
construir (y cémo) espacios twisted Hilbert que sean o bien muy diferentes de los
espacios de Hilbert o bien muy parecidos... sin llegar a ser Hilbert. Esta idea esta
presente en el articulo [43] A weak Hilbert space that is a twisted Hilbert space (J.
Sudrez de la Fuente) Journal of the Institute of Mathematics of Jussieu 19 (2020),
855-867, donde el autor cumple la aparentemente imposible tarea de construir un
espacio twisted Hilbert que es débil Hilbert y no Hilbert. Siguiendo con estas ideas,
tenemos el articulo

[37] Some more twisted Hilbert spaces (D. Morales, J. Sudrez de la Fuente)
Annales Fennici Mathematici 46 (2021), 819-837.
cuyo contenido conforma el iltimo capitulo de la tesis y donde podemos encontrar
tres nuevos ejemplos de espacios twisted Hilbert bastante singulares: un espacio
asintéticamente Hilbert pero no débil Hilbert, un espacio no asintéticamente Hil-
bert y un espacio HAPpy (un espacio cuyos subespacios tienen la Propiedad de
Aproximacion).

El material que compone la tesis es en su mayor parte original. Podriamos ha-
ber doblado el tamano de la tesis incorporando otros resultados de la literatura,
que seguramente habrian sido necesarios para poner los nuestros en contexto. Y
quiza deberia haberlo hecho. La primera decision arriesgada ha sido no hacerlo.
Pero si me gustaria dejar aqui constancia de los mismos: el Teorema de Kalton, las
construcciones de Enflo, Lindenstrauss y Pisier, y la de Kalton y Peck, y por su-
puesto, la construccion de Jestis Suarez de un espacio débil Hilbert que es también
twisted Hilbert.






Preliminares

Sea X un espacio vectorial. Diremos que una aplicacién || - || : X — R es una
quasinorma sobre X si cumple

1) ||z|| > 0, para todo z € X y ||z|| = 0 si y solo si z = 0.
2) || Az|| = |Al||x||, para todo A € R.

3) Existe C € R tal que ||z +y|| < C(||z]| + [|y]]), para todos z,y € X.

Si C' = 1 entonces decimos que || - || es una norma. Al espacio X dotado de una
quasinorma (resp. norma) lo llamaremos espacio quasinormado (resp. normado), y
si ademas, el espacio es completo diremos que es un espacio quasi-Banach (resp. de
Banach). Cuando pueda haber dudas sobre qué quasinorma estemos considerando
en X usaremos la notacién (X, | - ||).

Ejemplo. Sea (U, p) un espacio de medida, donde p es una medida positiva, y
K =R, o C dotado de su medida de Lebesgue. Identificamos, haciendo cociente,
las funciones medibles f : U — K que coincidan salvo en un conjunto de medida
nula. Sea 0 < p < oo, denotamos por L, (U, i, K), o simplemente L,(U), al espacio
de las funciones medibles f : U — K tales que

1= ([ 1rran) "

es finito. Cuando 1 < p < oo el espacio L,(U) es un espacio de Banach, y cuando
0<p<1, L,(U) es quasi-Banach. El espacio L. (U) es el espacio de Banach que
esta formado por las funciones medibles y acotadas, y su norma es

[fllee = sup [f ().
zeU

Escribiremos L, cuando el espacio de medida sea la semirrecta que forman los
reales positivos Ry = (0,00) con su medida de Lebesgue y ¢, cuando estemos
considerando los niimeros naturales con la medida de contar.



Llamamos bola unidad de un espacio quasinormado al conjunto B = {z € X :
|z|| < 1}, y cumple las propiedades siguientes:

1) Es absorbente; para cada x € X, existe o > 0 tal que x € oB.

2) Es acotado;

N -B= {0

neN

3) Es equilibrado; si x € B y |A| < 1 entonces \x € B.

Reciprocamente, es facil ver que dado un conjunto B que cumpla estas propiedades,
su funcional de Minkowski, pp(z) = inf{ec > 0 : © € 0B}, es una quasinorma
sobre X. La bola unidad de un espacio normado es un conjunto que cumple las
propiedades anteriores y ademas

4) Es convexo; si z,y € B entonces (1 — 0)x + 0y € B, para todo 0 < 6 < 1.

Si (X, || - ||) es un espacio quasinormado, las bolas abiertas B(z,e) = {y € X :
|ly — z|| < £} son entornos bésicos que generan la topologia sobre X inducida por
la quasinorma || - ||. Dados dos espacios normados X e Y, y una aplicacién lineal
T : X — Y sabemos que T es continua cuando sea acotada en la bola, es decir,
que

1T} = sup{[|Tzlly : [lz]lx <1} < o0,

y diremos que T tiene norma ||7°||.

0.1. Interpolacién de parejas de espacios de Ba-
nach

Veamos algunas definiciones que aparecen en [2].

Definicién 0.1. Sea X un espacio vectorial topologico Hausdorff al que llama-
remos espacio ambiente y sean dos espacios de Banach Xo y Xy con inclusiones
lineales y continuas iy : Xg — X, 41 : X1 — X. Llamaremos a (Xy, X1) pareja
compatible de espacios de Banach.

Nota. Es esencial observar que una pareja compatible (Xg, X7) no solamente es
el par de espacios de Banach X, y X;. Siempre que escribamos pareja compatible
(X0, X1) nos estaremos refiriendo a los espacios Xy y X7 que podemos identificar
como subespacios de un espacio ambiente X a través de las inclusiones iq, ;.
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Dada una pareja compatible de espacios de Banach (X, X;), podemos formar
el espacio suma Xo+ X3 = {r € ¥ : v =20+ 21,2; € X;,7 = 0,1}, que es un
espacio de Banach con la norma ||z| x,+x, = Mforgra {l|zollx, + |z1llx, }, v €l
espacio interseccién Xo N Xy = {x € £ : 2z € X,,j = 0,1}, que es de Banach con
la norma ||z]| xynx, = max{]|z|lx,, [lz]x, }-

Definicién 0.2. Dada una pareja compatible (Xg, X1) de espacios de Banach, un
espacio de Banach X es un espacio intermedio entre Xg y X si es un subespacio
de Xo 4+ X1 que contiene a Xo N Xy como subespacio. El espacio X es un espacio
interpolado entre Xy y X1 si ademas cualquier operador T : Xo + X1 — Xo + X3
tal que T(Xo) C Xo y T(X1) C Xy cumple que T(X) C X.

Obsérvese que cuando los espacios Xy y X7 son de dimension finita, los espacios
que sean interpolados, lo serdn con cualquier norma. Por tanto, el problema de
encontrar un espacio interpolado entre espacios de dimension finita es una cuestion
algebraica.

Ejemplo 0.3. Consideremos R? como espacio ambiente, los espacios Xy = (R?, ||-]1)
y Xi = (R,]-|), y las inclusiones

Z.O:XO_>R3 (I,y)'_)(l‘,y,())

i1 X =R 2 (0,0,2).

El espacio suma es (R?, ||-]|1) porque la tinica descomposicién posible de (z,y, 2) €
Xo+ X1 es (z,9,0) 4+ (0,0, 2), y por tanto

Iz, y, )| = [l yll + [2].

El espacio interseccién es Xy N Xy = 0.

Los espacios interpolados entre X, y X son R?, y los subespacios {(z,y,2) €
R3:2 =0}, {(z,y,2) € R®*: 2=y =0} yel 0. Un espacio que no es interpolado
es E = {(z,y,2) € R®: z = 0}, porque las rotaciones T cuyo eje es el subespacio
Xj, cumplen que T'(Xy) C Xoy T(X;) C X; pero no que T(E) C E, véase la
Figura 1.

Ejemplo 0.4. Si del ejemplo anterior conservamos tanto el espacio ambiente como
la inclusién g, pero cambiamos de lugar al espacio Xy, por ejemplo, consideramos
la inclusion

j12X1—>R3 LE'-)(SL’,0,0),



Xo

Figura 1

es facil comprobar que el espacio suma es Xy + X; = Xj y el espacio interseccion
es Xo+ X1 = X4

En este caso, los espacios interpolados son los subespacios {(z,y,2) € R®: z =
0}y {(z,y,2) eR®:y =2 =0}.

Vamos a denotar por B a la categoria cuyos objetos son los espacios de Banach
y los morfismos son los operadores. Denotaremos por C a la categoria que tiene
por objetos las parejas compatibles de espacios de Banach y cuyos morfismos de
(X0, X1) en (Yp, Y7) son los operadores T': Xo+X; — Yp+Y) talesque T : Xy — Y
y T : X; — Y; son operadores.

Definicién 0.5. Un método de interpolacion de parejas es un funtor F : C ~» B
tal que F(Xo, X1) es un espacio interpolado entre Xo y X1, y tal que F(T) =T
para todo T : (Xg, X1) = (Xo, Xy).

Los dos ejemplos mas sencillos de método de interpolacién son el funtor in-
terseccion A(Xp, X1) = Xo N Xj y el funtor suma 3(Xy, X;) = Xy + Xj, con
A(T)=%(T)=T.

0.1.1. El método K

Ya sabemos que dada una pareja compatible (X, X) de espacios de Banach,
la funcion

2]l x0+x, = If {llzollx, + llz1]lx, }
T=x0+2x1
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es una norma en Xy + X;. Pues bien, dado z € Xy + X; y t > 0, se define el
funcional K por

K(t,x) = inf {|lzollx, +tllallx ).

T

Es facil ver que para cada t > 0, K(t,-) es una norma en Xy + X; y que ademads
es equivalente a || - || x,+x, puesto que

min{L, ¢} ([|lzollxo + [l21llx,) < llzollxo + tllz1lx, < maé{L, £} (flzollxo + ll21llx)-

Vamos a construir un espacio de interpolaciéon usando el funcional ®g,, que de
cierta forma promedia los valores de una funcién no negativa f(t). Dados 0 < 6 < 1
y 1 < q < 00, este funcional se define como

- ([ () )"

Observar que si fijamos z € Xy + X7, la funcién ¢t — K(t,z) es no negativa. Se
define (Xo, X1)p,4,x como el espacio formado por todos los € Xy + X para los
que los valores
®p (K (t,x)) paral<gq< oo,
2l = K(t,x
Py T

~—

si g = oo,

son finitos, y se demuestra que es un espacio interpolado entre Xy y X, véase el
Teorema 3.1.2 de [2].

0.1.2. El método J

De la misma manera que construiamos el método K a partir del espacio Xo+ X1,
ahora nos fijaremos en el espacio Xy N X; para construir el método .J. Dado x €
XoNX; yt>D0, el funcional J se define por

J(t, ) = méax{]|z]| x,, ¢l x, }-

Al igual que en el método K, para todos los t > 0, J(¢,-) son normas equivalentes
en Xy N Xy, pues

min{1, t} max{||z(|x,, [[#llx,} < J(t, 2) < max{1, ¢} max{[|z|x,, [l=]x, }-

9



El espacio (Xo, X1)g,q. €s un espacio interpolado (véase el Teorema 3.2.2 de [2])
entre Xy y X; que estd formado por los elementos x € Xy N X; que se pueden

o dt
x :/ u(t)—,
0 t

siendo u : Ry — Xy N X; una aplicacion medible que cumple @ ,(J(t, u(t))) < oo.
La norma de (X, X1)g,4.s se define como

escribir de la forma

]0,40 = f{}f oo (J(t, u(t))),

donde el infimo se toma sobre todas las posibles elecciones de u.

0.1.3. Meétodo de interpolacién real y espacios de Lorentz

Debido al siguiente teorema, se suele hablar del método de interpolacién real,
y los espacios interpolados se denotan por (Xg, X1)g,-

Teorema (Teorema 3.3.1. de [2]) Si0 <6 <1yl <gq< oo, se tiene que
(Xo, X1)o.g.c = (Xo, X1)o.4.0 con equivalencia de normas.

Introduzcamos los espacios de Lorentz. Consideremos la semirrecta que forman
los reales positivos R, = (0, 00), dotada de la medida de Lebesgue que denotaremos
por m. Sea L el espacio de las funciones medibles f : R, — R, donde identificamos
funciones que coinciden salvo en un conjunto de medida nula. Dada una funcién
f € Ly, su funcién de distribuciéon Ay se define como

Ap(t) =m{s:[f(s)] > t},
y su reordenamiento decreciente es
fr(t) =inf{s > 0: Ap(s) <t}

Intuitivamente hablando, para una funcién positiva f, si suponemos que el
conjunto que queda por debajo de la gréafica de f son tablas apiladas, el reordena-
miento de f se consigue empujando todas esas tablas hacia la izquierda hasta que
quedan pegadas al eje vertical (ver Figura 2).

Ahora, dados 0 < p,q < oo ponemos

0 % 1/
2 LU ErE) ) g <
- sup, t'/7 f*(t) si g = o0.

10



Figura 2

El espacio de Lorentz L, , es el espacio de todas las funciones f € L, para las que
| fllp.q es finito. Los espacios L, , son por lo general espacios quasinormados, y se
tiene que L,, = L, con igualdad de normas. Hay una dependencia clara entre un

1

espacio L, , y los inversos de sus indices p~! y ¢!, por lo que en los ejemplos y

figuras de esta seccion los representaremos en un cuadrado como el de la Figura 3.

1
q_l Lp7q
0 pil 1
Figura 3

La siguiente féormula indica céomo interpolar los espacios de Lorentz por el
método de interpolacion real.

Teorema (Teorema 5.3.1. de [2]) Sean 0 < po, p1, 90, 1,9 < 00, y p tal que
1 1-6 0

)

p Po Y4

con 0 < 0 < 1. 8ipy# p1 entonces

(Lpo,qo ) Lm,tn )0,q = Lp,q~

11



Y en el caso py = p1 = p, la formula se cumple st

1 1-6 4
+

q qo0 qQ1

Observar en la Figura 4 que si vamos variando el valor de 6 desde 0 hasta 1
los espacios interpolados resultarfan en la linea discontinua horizontal, desde L, 4
hasta Ly, 4.

1
q_l__ Lp.’q ______ 5
Lplqu
.
LPO»‘]O
0 p_l 1
Figura 4

Un ejemplo concreto: Para ningin 0 < 6 < 1 el espacio interpolado (L1, L2)g 3
es un espacio L, (valdria cualquier ¢ > 2). Véase la Figura 5.

1 Ly
Ly
1/3 S
0 1
Figura 5

12



0.1.4. EIl método de interpolacién compleja de Calderén

Consideremos el conjunto S = {z € C : 0 < Re(z) < 1}. Dada una pareja
compatible de espacios de Banach (Xy, X7), el espacio de Calderén C (Seccién 2
de [7]) est4 formado por las funciones f : S — X + X, que cumplen

= f es acotada y continua en S;
= f es analitica en S;

» Las funciones h; : R — X;, t — f(j +it), con j = 0,1, son continuas, y
h;(t) — 0 cuando |t| — oo.

El espacio C dotado con la norma
1flle = méx{sup{[[f(it)llo}, sup{|lf(1 + it)ll1 }}-

es de Banach.
Se define [ Xy, X1]p como el espacio formado por todos los = € Xy + X tales
que z = f(0) para alguna funcién f € C. La norma en [Xy, X1y es

lzllo = mf{[| flle - 2 = f(0)}

y se demuestra que es un espacio interpolado entre X, y X, véase el Teorema 4.1.2
de [2]. Llamaremos escala de interpolacion entre Xy y X; a la familia de espacios
interpolados (Xp)o<g<1-

0.2. Interpolacion de familias

Consideremos el disco unidad D = {z € C : |z| < 1}. Denotaremos por T =
ID = {£ € C: |¢] = 1} a la circunferencia unidad. Consideremos la curva

v :10,27] — T, tes el

Dado A C T, denotaremos por u a la medida de Haar en T definida

) = M),

siendo m la medida de Lebesgue en [0, 27]. El factor (27)~! hace que u(T) =1y
si A es un arco de circunferencia entonces p(A) es su longitud de arco dividida por
2m.

13



Consideraremos una familia de interpolacion (X¢)ecor de espacios de Banach,
todos ellos contenidos de forma lineal y continua en un mismo espacio de Banach
Y., al que llamaremos espacio ambiente.

Una familia (X¢)eer se dice que es admisible si existen dos funciones h, k € Ly

| fE|lo para todo & € T. Una familia admisible (X¢)eer se dice que es fuertemente

estrictamente positivas tales que dada f € Lo se cumple que ||fhlj; < [|f][x, <

admisible si ademas existe un subespacio V' C Ly de dimensién numerable que es
denso con respecto a la topologia de Lo en Bx, para casi todos los § € T. Decimos
que una familia es finita cuando esta formada por finitos espacios distintos. Toda
familia finita de espacios separables es fuertemente admisible. Ademas, definir una

familia en un subconjunto A de T con p(A) = 1 es equivalente a definirla en todo
T.

Una funcién f analitica en D se dice que pertenece a la clase N (péagina 16 y
Teorema 2.10 de [21]) si las integrales

2m
/k@uwmw
0

estan uniformemente acotadas para r < 1, con la notacién log™ x = max{0, log },
y ademas

21 27
Hq/k@vwww:/l®wwmw
r— 0 0

Dada una familia admisible (X¢)eer, se define el espacio N de funciones f :
D — Ly tales que

= [a funcién

F,:D—C, z+— f(2)(s)

pertenece a la clase N* para todo z € D.

= [[flla+ = ess supeer [ f(§)llx, < oo, siendo € = € y f(§) = lim,; f(re”)
con respecto a la topologia de L.

Para z € D definimos X, el espacio formado por todos los z € X tales que
r = f(z) para alguna funcién f € N*. La norma en X, es

2]l = Wf{{|flla+ -2 = f(0)}-
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0.3. Otras formas de interpolar

Cuando interpolamos una pareja, pedimos que ciertos operadores cumplan una
acotacién en los espacios interpolados, véanse las Definiciones 0.2 y 0.5, y en el
caso de la interpolacién de familias, el Teorema 2.7 de [27] establece una acotacién
similar en ciertos operadores en los espacios interpolados. En [19], Coifman y Sem-
mes comentan que deberiamos buscar nuevos métodos de interpolacion en los que
no sea necesaria dicha acotacion de los operadores en los espacios interpolados. La
construccién que plantean es la que sigue.

Fijemos un espacio vectorial complejo V' de dimensién finita y denotemos por
N (V) el espacio de las normas sobre V. Sea D una regién (conjunto abierto, conexo
y no vacio) de R™ y supongamos que tenemos dada una aplicacién

f:0D — N (V).
Dar un método de interpolacion es dar una aplicacién
F:D— N(V),

tal que F(§) = f(&) para todo & € dD. Diremos que (V, F(z)) (o simplemente
F(2)) es el espacio interpolado en z € D.

Hay que pedir que un método cumpla ciertas propiedades, por ejemplo, en [19]
piden que el método esté relacionado con ciertas ecuaciones diferenciales. Como las
regiones en R son los intervalos, en cuya frontera tendremos dos espacios, digamos
X eY, podemos relacionar estos métodos de interpolacién con las curvas en (V)
de X aY.
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Parte 1

Transformaciones de espacios
quasinormados
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Capitulo 1

Quasinormas en espacios de
dimension finita

Perdona Jet, ;no habfas dicho
que habia qingjiao rou si?

Spike Spiegel

1.1. Quasinormas en espacios de dimension finita

El objetivo principal de este capitulo es dotar de estructura de espacio de
Banach al conjunto de las quasinormas continuas definidas en R™. Comenzaremos
dotando a este conjunto de estructura de espacio vectorial. Elegiremos la norma

|| - ||2 como el origen y el punto medio de || - ||x vy || - ||y como la quasinorma
- 10 1
Entonces, dada una quasinorma || - || x, su quasinorma opuesta || - || ¢+ debe cumplir
11 =1

Definicién 1.1. Denotemos X = (R, || - ||x) e Y = (R, || - |ly). Dado 6 € [0,1],
denotaremos por (X,Y )y al espacio R™ dotado de la quasinorma || - ||%| - |57 v lo
llamaremos espacio interpolado entre X e Y en 0.

Vamos a fijar n > 2 para el resto del capitulo. Denotaremos por Q al conjunto
de todas las quasinormas continuas definidas en R".
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Definicién 1.2. Denotemos por Q = Qy/ ~, con || - ||x ~ || - ||y si y solo si
I“llx =Xl |ly, para algin X\ > 0. Pongamos [|| - ||2] como origen y definamos el
punto medio de dos clases de quasinormas como

(U 1,01 Iy = (I 120187
por lo que la opuesta de [|| - || x] es

s

I-llx =
0 lx

en R™\ {0} y [|0]|x = 0; el producto por escalares viene dado por

Ox (Il Ilx] = I 150 - 1277 (=0) <0l Hlxd = (I 1% - 1127°)

para 6 € [0,00); y la suma de dos clases de quasinormas por

0Dl @ - D] = 2% - o] -
Proposicion 1.3. Q es un espacio vectorial.

Demostracion. Para cualquier par de quasinormas continuas || - [|x y || - ||y sobre
R™ y dado 6 > 0, el conjunto

By ={z € R": [lz|kll=[y™" < 1}

es absorbente, acotado y equilibrado, por lo que || - ||§</2|| . ||;/ ? es una quasinorma,

y es continua porque || - ||x v || - ||y lo son. El producto por escalares y la suma
también estan bien definidas y estd claro que estas operaciones no dependen del
representante elegido. O]

Una vez que tenemos la estructura de espacio vectorial introduciremos en Q la
siguiente distancia multiplicativa definida en [31] y [41] dada por:

d({ll - [[x] - My D) = min{pe = |- lx < Al lly < pll - [lx para algin A > 0}. (L.a)

Usaremos la palabra quasinorma de aqui hasta el final del capitulo para refe-
rirnos a quasinorma continua.

Proposicién 1.4. La funcion d definida en (1.a) es una distancia multiplicativa.

Demostracion. Vamos a ver que d cumple las propiedades:
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Lod([|l - llx], [l - lly]) =1 siysolosi| -|x y] |y son proporcionales.

2 d({l] - Ml - Wy D) = adlll - My 30 1)
3o ([l - T I - D) < ddlll - WD 0 Dl - 112 T - v D)-

La primera propiedad es obvia por cémo hemos construido el cociente.
La simetria se debe a que

d([l - [x] [ lv]) =min{p - lx Al lly < ol - llx}
=min{u: | |x <Ay <pll-llx <pAl -y}
=min{p: A|| - |ly <pll-llx <pA|l-lv}
—minf: |-y < 51 lx < pll- v}

=d({ll - [Iy], Il - [1x])-

Y para la desigualdad triangular, pongamos que u = d([|| - [|x],[|| - l1z]) ¥ que
p = d([ll - llz] [l - [ly]). Existen A, X' tales que

I llx Az <ull-llx oy - llz <X Hly < @l llz,
y uniendo ambas parejas de desigualdades obtenemos que
I llx < Al Hlz < AN [y < M-z < ol s

lo que implica que d([||- [|x], [Il-[Iv]) < " = d([ll-[[x], (- NzD (M- 2] (1] D). O

Lema 1.5. Sean dos quasinormas || - ||x v || - [y, A > 0 y u > 1 tales que
I llx < Al lly < pll-||x. Entonces = d([||- ||x], Il - lv]) siy solo silos conjuntos
Sx NALSy y A71Sy N u~tSx son no vacios.

Ademas, p=d([|| - ||x], Il - llv]) st y solo si existen dos representantes || - ||x v
| - ||y tales que:
LA lx <M1 lly < pll - llx

2. Existenx € SxNSy ey €Sy Npu1Sx.

Demostracion. La cadena de desigualdades ||-||x < Al|-|ly < p]|-||x es equivalente a
la cadena de inclusiones = *By C A™'By C Bx. Supongamos que Sy NA~1Sy = ().
La distancia entre los compactos A™'By y Sx se alcanzaria y serfa estrictamente
positiva. Por tanto existiria € > 0 tal que

(1+e)u'Bx C (1+¢e)A\'By C By,
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que es equivalente a que

e [ 1=l [ P8
y llegamos a contradiccién porque p' = 1L+€ < u, por lo que Sy N A~LSy £ 0.
Andlogamente A\~'Sy N 1Sy # 0.
Obsérvese que si elegimos al representante de ||| - ||y] cuya bola esté inscrita en
Sx, es decir, que no se puede agrandar sin salirse de By, obtenemos que || - ||x <
|- lly < pll - |lx y ademds, que existen z € Sx NSy ey € Sy Nu~'Sy. O

Sx

Figura 1.1: Puntos z e y del Lema 1.5 para dos normas en dimension 2.

Denotemos por X = (R™,| - ||x) e Y = (R",|| - ||v), y consideremos las inclu-
siones canodnicas

1: X =Y 7:Y =X

Obsérvese que [|i|| = sup{||z|ly : ||z]|x < 1} es el minimo nimero por el que
hay que multiplicar la bola By para que contenga a la bola By, y que ||j|| =
sup{|ly|lx : [|y|ly < 1} es el minimo niimero por el que hay que multiplicar la bola
Bx para que contenga a la bola By. Es facil ver que la distancia definida en (1.a)
es exactamente

. lallx 16y
d({ll - [Ix], - D) = llall - el = sup - sup :
acrn [[ally  vern [[bllx
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Wﬂxy bRIWW
lally = bl x
puntos x € Sy NSy e y € Sy N u~ 1Sy respectivamente, y se tiene que

Por el Lema 1.5, sabemos que sup,cgn se alcanzan en los

]l x . lylly _
lzlly Iyl

Proposicién 1.6. La distancia d definida en (1.a) es invariante por traslaciones,
es decir, cualesquiera que sean [|| - || x], [l - llv] v [Il - ||z], se cumple

d({ll - IxT @ Il - Iz [l - Tyl @ {Il - ) = adlll - 1], 111 - [y D)-

Demostracion. Para ver que d es invariante por traslaciones vamos a tomar || - || x,
|- |ly v Il - ||z v tendremos en cuenta que

d({ll - lixT@ -zl - vl @ Q- lz]) =d@+ Il - iz o]y 2% M1 - llvz),))

:d(Pkwgtsz{H”kau})

Para todo z € R", z # 0 tenemos que

ENEE
EF )
FElvlalz ~ Tl |
B[P

Sea p=d([|| - llx], [l - [lv])- Por el Lema 1.5 podemos suponer que || - ||x < ||y <

wll -l x y elegir x e y tales que ||z||x = ||z]ly = |lylly =1y ||lyl|x = 1/u. Ahora, la
ecuacién (1.b) implica que

lzllxllzllz  [lyllyllyllz

lelx vy~ il il

d . ; . p— p— . pr— .

T Ay =r= 32 i = Tl Tollxlllz
el vl

<d({ll - [l @ [l - 2] I - Iyl @ 0l - [l.2])-

De forma similar, ahora aplicando el Lema 1.5 a || - ||xaz ¥ || - |[vez se obtiene la
otra desigualdad. O]

Teorema 1.7. FEl espacio Q dotado de la norma

IV 110 = ogadllt - 113, {11 - [1=1))

es un espacio de Banach.
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Demostracion. La aplicacion estd bien definida porque no depende del represen-
tante elegido de [|| - ||]. Comprobemos que || - || es una norma en Q.

Es evidente que || [||-]]]]|| = 0 siy solo si d([||- [I], |l ]l2]) = 1, que es equivalente
a que [[| - [|[] = [[| - [|2]-

Para [|| - ||]] v @ > 0, elijamos al representante || - || que cumple || - || > || - [|2
y tal que SN Sy # (. Entonces, la quasinorma (|| - ||, || - ||2)¢ también cumple que
(=151 M2)e = M- Hl2 ¥ Sairlz)e NSz # 0; més atn, se puede ver que los conjuntos
SULI-2)e NS2 y SNSy coinciden. Ahora, por el Lema 1.5 sabemos que existe y € Sy
tal que

d({l] - 10 102D = Myl

y es claro que

ALl 11 18- )], 0 - ll2) = Tyl Nyl ™ = N1yl

de donde obtenemos que |H9* [ - HHH =0- HHH : HH”
Para los valores negativos de # basta ver que

=2y < 01 I =10 1)
=log(d([]l - ][Il l12]))
=log(d([|| - Ilx), Il - Il2)))
=11 1|l

La desigualdad triangular se obtiene de la invarianza por traslaciones de la
distancia (Lema 1.6).

- & [ - ]l =tog d ([Il - lx] & {1l - v, [IF - 112])
=logd([[l - IxJ@ [l - kT [l - Igl [l - llT @ [l - [l+])
=logd ([l - llx] [l &)
<log (d ([l| - lx] Il - l2) - @ (1l - la], {11 - 1))
[

=logd ([l Ilx); [Il - l2]) + Yog d ([ - ], [Il - ll2])
=100 1+ (I 1)

Obsérvese que para cualquier X se tienen las igualdades

- lxd e M-Il =10y - lxde@ -l =10 - 1]

Nos falta ver la completitud de la norma. Sea una sucesiéon de Cauchy

COF- 9L T 127, T 1T, ) € @
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Eligiendo los representantes de cada clase para que cumplan || - ||*)(e;) = 1, siendo
er = (1,0,...,0) (se podria haber fijado cualquier otro vector), tenemos que existen
e, M > 0 tales que

el 2 < || - H(k) < M|| - ||2 para todo k. (1.c)

La definicién de || - || implica que para cada € R", la sucesién ||z]|*) también es
de Cauchy, asi que pondremos

]| = lim [|[|*).
k—o00

Se deduce de la ecuacién (1.c) que B = {x € R" : ||z|| < 1} es un conjunto

acotado y absorbente, y es equilibrado por la definicién de || - ||. Asi que || - || es una
quasinorma, y es continua porque localmente es el limite uniforme de quasinormas
continuas. Es fécil ver que [|| - [[] = limg (|| - [|[¥)], lo que implica que || - || es
completa en Q. O]

Es natural preguntarse cémo es el subconjunto A" formado por las clases de
equivalencia de las normas sobre R". Tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 1.8. El conjunto N es cerrado en Q y no es convezo.

Demostracion. Para ver que es cerrado consideremos una sucesion

(1O 1@ T 9T, 0) e .

Eligiremos los representantes que cumplen || - |*)(e;) = 1 y pondremos
2| = Mz ®.
k—oo

Si suponemos que la bola B no es convexa, existen dos puntos a,b € R" en la
esfera de la quasinorma || - || tal que su punto medio cumple ||%2|| > 1. Pero

a+b (k)

2

1
< S(lal™ + 1o *) =1,

y tendriamos una contradiccién.

Veamos que N no es convexo en Q con un contraejemplo en dimensién 2
facilmente aplicable a cualquier dimensién. Definimos sobre R? el par de normas
isométricas a || - ||z

1 1
I{a, b)llx = 2lal + 516l 'y l(a,0)lly = 5lal +2[0].
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Tenemos que
1
I1(2,0)llx =2 =1/0, )y v (0, D)llx = 5 =L 0y,
mientras que ||(1,1)||x =5/2 = ||(1,1)]|y, por lo que

I Dllxyn e > 10 leeyye + 100, Dl ey, o

Figura 1.2: La bola B(X7y)l/2 Nno es convexa.

1.2. El espacio Q

Denotemos por P,_; al espacio proyectivo de dimensién n — 1, es decir,

P = (Rn \ {0})/’\’7

con x ~ y siy solo si z = Ay para algin A € R\ {0}, dotado de la topologia
cociente, y por C(P,_1)/ = al espacio de funciones continuas en P,,_; con f =g
siy solosi f =g+ A para algin A € R.

Lema 1.9. La funcion rg [f] = max f —min f es una norma en C(P,_1)/ =.

Demostracion. El valor del rango es independiente de la eleccion del representante
de [f], pues rg [f] =g [f + A

» 1g [f] =0 siy solosi f es constante;
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= g [Af] = A-rg [f] para A > 0,y rg [~ f] =g [[];

g [f +9] = mix(f+g)—min(f +g)

max(f + g) + max((—f) + (—g))
méx [ + méx(—f) + méx g + méx(—g)
rg [f] +rg [g].

IN

]

Proposiciéon 1.10. Los espacios (Q, ‘” . HD y (C(]P’n,l)/ =19 ()) son isométri-
cos.

Demostracién. Denotemos S" ! a la esfera de (R, - ||2). Una quasinorma en
R" queda determinada por los valores que toma en S"!; esto se debe a que
las quasinormas son absolutamente homogéneas, es decir, ||Az| = |\|||z] para
cualesquiera que sean € R" y A € R.

Obsérvese que podemos identificar el espacio proyectivo P,_; como el cociente
S/~ con x ~ y siy solo si x = +y. Ademas, el espacio IP,_; es compacto por
ser la imagen continua de un compacto.

Supongamos que f : S""! — R es una aplicacién continua tal que f(z) =
f(—z), entonces por la propiedad universal del cociente tendremos que la aplicacion
f:P,_; = R definida por f([z]) = f(z) es también continua. Teniendo en cuenta
esto, es claro que cada quasinorma continua || - || x define una aplicacién continua
fx :Pp_y — (0,00).

Dada una funcién continua f : P,y — (0,00), definimos ||[Az|; = |A|f([z])
para todo z € S""! y todo A € R. Denotemos By = {\x € R" : ||[Az|; < 1}. Es
facil comprobar que By es absorbente porque f alcanza minimo en el compacto
P,,_1; es acotado porque f también alcanza maximo; y es equilibrado por la propia
definicién de || - || 4.

Obtenemos asi una correspondencia biunivoca entre el espacio de las quasinor-
mas continuas || - || : R* — R y el espacio de las funciones continuas y positivas
P,_1 — (0,00). Si consideramos la relacién de equivalencia || - || x ~ || - ||y si y solo
si]l-]lx = Al - |ly, para algin A € R\ {0}, esta correspondencia se mantiene si
hacemos equivalentes las funciones de C'(IP,,_1, (0,00)) que son proporcionales, es
decir, f~ gsiy solosi f = Ag, para algin A € R\ {0}. De esta forma ya tenemos
la biyecciéon Q <« C(P,_1,(0,00))/ ~, y para acabar con la biyeccién considere-
mos la aplicacién log : C(P,,_4, (0,00)) — C(P,—;). Para que C(P,_1, (0,00))/ ~
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y C(P,—1)/ = sean equivalentes tenemos que dotar a C(P,_;) con la relacién de
equivalencia f = ¢ si y solo si f = XA+ g, para algin \ € R.

Q —— C(P,_1,(0,00))/~ —— C(P,,—1)/ =

- 11 > f > log f.

|- v (C(Pn1)/ =,rg () son isométricos, sea [|| - |]] € Q
y elijamos el representante || - || como se indica en el Lema 1.5 de tal forma que

Para ver que (Q,

<Al < pell - ] (1.d)

siendo p la distancia entre || - || y || - ||2- Teniendo en cuenta la biyeccién anterior,
la ecuacién (1.d) es equivalente a

f<1<upuf,

equivalente de nuevo a
log f <0 <logu+log f,

de donde se obtiene que log = rg [log f], y por tanto

- 1l = tog d([ll - I Il - [l2]) = log j2 = xg [log f].
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Capitulo 2

Transformaciones de espacios
quasinormados

. Qingjiao rou si? ;Sin carne?

Definicién 2.1. Dados un espacio topologico X, un par de puntos x,y € X,
y un intervalo [a,b] de R, llamaremos curva de x a y a una aplicacion continua
v la,b] = X tal que y(a) =z y v(b) = y.

Definicién 2.2. Sean X = (R",||-||x) e Y = (R", ||-|ly) espacios quasinormados.
Llamaremos transformacion de X en Y a cualquier curva v : [a,b] — Q de [|| - || x]
afll-[lv]-

Fijandonos en la bola unidad de los espacios normados, podemos estudiar la
interpolacion de espacios normados como un problema de deformacién de conjuntos
convexos. Concretamente, en [41] se formula la siguiente pregunta: “dados dos
conjuntos convexos By y By de R", ; cudles podrian ser formas 6ptimas de conectar
ambos conjuntos mediante una curva de conjuntos convexos de R"? ;Y qué deberia
significar 6ptima?” En el Capitulo 1 hemos visto que el espacio de las quasinormas
tiene estructura de espacio normado. Usaremos la distancia definida en (1.a) para
conectar dos espacios quasinormados con segmentos métricos, que son imagenes
de curvas de minima longitud, teniendo asi una nocién de optimalidad.

Ejemplo 2.3. El espacio interpolado por el método de interpolacién compleja de
Calder6n (véase la Seccién 0.1.4) entre (R?, || - [|2) y (R?, ]| - ||oo) en 6 es

2
(B0 z, ) -
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La Figura 2.1 muestra la transformacién de la bola unidad de (R?, ||-||2) en la bola

unidad de (R, || - [|)-

- B3 - BG — Boo

0 =0 0=1/3  0=2/3 =1

Figura 2.1

2.1. Transformaciones por segmentos métricos

Sea (X, d) un espacio métrico.

Definicién 2.4. Dado un par de puntos distintos x,y € X, se dice que z € X
esta entre x e y si v # z # y cumpliéndose que

d(z,z) +d(z,y) = d(z,y).

Definicién 2.5. Sean x,y € X dos puntos distintos. Un subconjunto S C X es
un segmento métrico de x a y (diremos que x e y son los extremos de S) si existe
una isometria

v la,b] = X

tal que y([a,b]) = S, y(a) =z y y(b) = y.

Lema 2.6. Todos los puntos de un segmento métrico estin entre sus extremos
(salvo los propios extremos).

Demostracion. Sea S un segmento métrico de x a y y una isometria
v [a,b] = X.
Dado z € S existe ¢ € [a,b] tal que z = v(c) y se cumple

d(xvy) = |a_ b| = |6L—C| + |C_ b| = d(l’,Z) +d(2’,y)
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Definicién 2.7. Se define la longitud de la curva « : [a,b] = X como

L(v) = sup {Z d(’Y(til)a’Y(ti))} ;
i=1
donde el supremo se toma sobre las particiones finitas a =ty < t; < ... <t, =0

del intervalo [a,b] yn € N.

Definicién 2.8. Se dice que una curva 7y : [a,b] — X es de minima longitud si
L(v) < L(¥) para cualquier otra curva 7 : [c,d] — X tal que 5(c) = v(a),5(d) =
().

Lema 2.9. Los segmentos métricos son imagen de curvas de minima longitud.

Demostracion. Dada una curva v : [a,b] — X de x a y y una particién a = ¢y <
t; < ...<t, ="bdea,b], se tiene por la desigualdad triangular que

d(z,y) < Zd(’Y(tFl)?'y(ti))y

y por tanto d(z,y) < L(7).
Si ademads v es una isometria obtenemos que

d(z,y) = la —b| = thzl—tl—zd (£:))

para todas las particiones, y por tanto d(z,y) = L(7). ]

Trabajaremos con intervalos de la forma [0, ] (con b > 0) para simplificar los
calculos.

Sea v : [0,0] — Q una curva de gy a ¢;. La curva v es una isometria si dados
0 < s <t<1secumple que

d(y(tb),y(sb)) = (t = s)b = (t — 5)d(q0, 01)-

Dadas dos normas ng y n; en R", se define la curva de Calderon de ng a ng
como la curva v : [0,b] — Q dada por

~v(0b) = ng,

para cada 0 < 6 < 1, donde ny es la norma del espacio interpolado en 6 por el
método de Calderén entre (R”,ng) v (R™, ny), véase la Introduccién.
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Dada una curva de Calderén y dados 0 < s < t < 1, se cumple que (ver seccién
2 de [41])
d(nt,ns) = (t — s)d(ng,ny),

por lo que las imagenes de las curvas de Calderén son segmentos métricos. En
particular, el conjunto N de las normas es conexo por arcos e incluso conexo por
segmentos métricos.

Proposicién 2.10. Sea 7y : [0,b] — Q una curva. Representaremos los elementos
de Q como elementos de C(P,_,)/ =. Pongamos que y(0b) = fa, con 0 < 6 < 1.
Entonces existe un punto y € P,,_y y representantes fo y fi de fo y fi tales que

g (E—%) =19 (fi — fo) = (f — fo)(y).

Ademds, si vy es isometria, entonces para todo 0 < 6 < 1 existe un representante
de fy para el que se tiene que

foly) = (1 =0) fo(y) +0f1(y).

Mas aun, dados 0 < s <t <1 se cumple

rg (fe = Jo) =19 (fe = fo) = (fe = [) ().

Demostracién. Podemos elegir fy y fi, representantes de fy v fi respectivamente,
tales que

Jo< i < fo+rg (fi — fo),

o equivalentemente, tales que

0<fi—fo<rg (fi— fo),

es decir, la funcién f; — fy, que es continua en el compacto P,,_; y no negativa,
esta acotada por su propio rango, asi que existen dos puntos z,y € P,,_; para los
que

(fr=f)@)=0 v  (A—Sf)y) =18 (fi = /o)
Si ademads ~ es isometria, entonces

ig (fo—fo)=0b vy rg(fi—fo)=(1-0)

Por el primer apartado tenemos que hay un representante fy para el que se obtienen
las desigualdades

Jo(y) < fo(y) +0b
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fo(y) = fily) — (1 = 0)b = fo(y) + 0,

y por tanto tenemos que

foy) = foly) +0b
fo(y) +0(f1 — fo)(y)
= (1=0)foly) +0fi(y).

De esta ecuacién se obtiene facilmente que, para 0 < s <t < 1,

(fe = f)) = (t = s)(fr = fo)(y) = (t = )b =g (i = f).

[
Ejemplo 2.11. Consideremos en R"™ las normas || - ||y v || - || ¥ sea v : [0,n] — Q
la curva de Calderén de || - ||; a || - ||oo, que viene dada por

2(0m) = 11111,
con 0 < < 1. El punto Y, e; € R™ determina las distancias
11
(-l - 1) = b3l

Obsérvese que p > ¢ implica que || - ||, < || - ||, ¥ que |le1|l, = |le1]l; para todos

b, q.

2.1.1. Transformaciones por Emersion e Inundacién

La Proposicién 2.10 da lugar a las siguientes dos transformaciones. Dadas dos
funciones fo y fi tales que 0 < f; — fo < rg (fi — fo) = b construimos las curvas
v, 71+ [0,0] = Q de fy a f; poniendo para 0 < § < 1

Ye(0b) = méx{ fo, fi — (1 — 0)b},
a la que llamaremos transformacion por emersion, y

Y1(0b) = min{ fo + 0, f1},

a la que llamaremos transformacion por inundacion. Véase la Figura 2.2.
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h fi e
y A
/ \
/ \
0 f y m 0 fo y o7
(emersion) (inundacién)

Figura 2.2: Intuitivamente hablando, a la izquierda f; emerge de f, mientras que
a la derecha fy inunda a f.

FEjemplo 2.12. Las funciones continuas en la recta proyectiva P; se identifican con
las funciones f continuas en el intervalo [0, 7] tales que f(0) = f(7). Supongamos
que fo = 0y fi es continua, no negativa y tal que f1(0) = fi(w) = 0. La Figura
2.2 muestra las transformaciones por emersion y por inundacién de fy en f.

Proposicién 2.13. Las curvas vg,7v; : [0,b] — Q son isometrias, es decir, sus
imdgenes son segmentos métricos.

Demostracion. Dados 0 < s <t < 1, es claro que

rg (y(tb) — (b)) = (t — 5)b

donde v = vg, v, por tanto

A((t6), 7(s5)) = (¢ — )b = (¢ — 5)d(3(0), ().
]

Ejemplo 2.14. En la Figura 2.3 vemos cémo son las transformaciones por emersion
y por inundacién de (R?, || - ||1) en (R?, || - ||o0)-

Observar que en la expresién de g, tomar el maximo de las dos funciones
equivale a tomar la unién de las bolas correspondientes, mientras que en la expre-
siéon de 77, tomar el minimo equivale a tomar la interseccion de dichas bolas. Esto
quiere decir que si 77 es una curva entre dos normas, entonces

Vr(0b) € N

para todo 0 < 6 < 1 porque la interseccién de conjuntos convexos es un conjunto
convexo. En cambio, y(0b) pueden ser quasinormas (como en el Ejemplo 2.14).
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N - <| |> — Boo (emersién)

Boo (inundacién)

Figura 2.3: Intuitivamente, arriba B, emerge de By y abajo By inunda a B.

2.2. Normas Difusas

Sea X un espacio vectorial sobre K =R, C.

Definicién 2.15. [1] Una norma difusa en X es una funcion N : X x [0,00) —
[0,1] que cumple:

(N1) N(z,0) =0, para todo x € X;

(N2) [N(z,t) =1, para todo t > 0] si y solo si x =0;

(N3) N(A\x,t) =N (:17, |t7|>, para todot >0,z € X y0# X e K;

(Nj) N(z+y,t+s)>min{N(x,t), N(y,s)}, para todo x,y € X yt, s > 0;
(N5) Para cada x € X, limy_,oo N(z,t) = 1.

Diremos que (X, N) es un espacio normado difuso.

Observar que para cada z € X la funcién N, : [0,00) — [0, 1], N,(t) = N(z,t)
es no decreciente. Para todo t < s, y aplicando (N2) y (N4) tenemos

N.(s) = N(z,s) > min{N(0,s —t), N(z,t)} = N(x,t) = N.(t).
Ejemplo 2.16. Dado un espacio normado (X, || - ||), la funcién
Ny = X % [0,00) = [0, 1]
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definida por
t

Nyj(z,t) = t+ |zl

Ny (0,0) =0,
es una norma difusa en X y la llamaremos norma difusa estdndar.

Definicién 2.17. Dado el espacio vectorial X, una funcion f : X — R se dice
que es quasiconcava si para todos x,y € X y0 < A <1 se cumple que

fx+ (1= A)y) = min{f(z), f(y)}

Vamos a denotar por F al conjunto de las normas difusas en X y sea A el
conjunto de las funciones quasicéncavas f : X — R que cumplen

(A1) f(0)=1,ysi f(tx) =1 para todo t, entonces = = 0;

(A2) limy,o f(tz) = 1 para todo x;

(A3) f(Az) = f(]A|z) para todos A € K,z € X.

Proposicién 2.18. (Caracterizacién de las normas difusas) La aplicacion

A — F

CJr®) i t#0;
f L Nf('r?t)_{o Zf tIO;

es biyectiva.

Demostracion. Es facil ver que estd bien definida, vamos a ver que dada f € A,
Ny es una norma difusa en X:

(N1) N¢(z,0) =0, para todo = € X por la definicién de Ny.

(N2) N(0,t) = f(2) =1, para todo ¢t > 0. Si z # 0, entonces (A1) implica que
existe algin ¢t € R tal que Ny(x,t) = f (%) £ 1.

(N3) Ny(Az,t) = f (%) = f(%) = Ny (:I;,ﬁ), para todot > 0, 2z € X y
0#XeK.
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(N4) Para cada z,y € X y t,5s >0

Ni(z+y,t+s) = f(x+y)

V
=
=
—
(g
VRS
~+ | 8 .
~—— |8
(g
VRS
» <
N—
——

= min{Ns(z,t), Ne(y,s)}:
donde la desigualdad se obtiene por la quasiconcavidad de f.

(N5) Dado z € X, limy_,o, Ny(x,t) = lmy_,o f (%) = lim;_,o f(tz) = 1.

Nos falta la sobreyectividad, dada N € F, la funcién fy(z) = N(z, 1) pertenece
a A:

(AO) fn es quasiconcava: para cada z,y € X, \ € [0, 1], se tiene que

Iz + (1= Ay)

NAz+ (1—=Ny,1)

min{ N(Az,\), N((1 = Ny, 1 —)\)}
min{N(x,1), N(y,1)}

min{ fx(z), fy(y)}-

(A1) fn(0) = N(0,1) = 1y,siz # 0, entonces existe t tal que fy(z) = N(z,1) # 1
por (N2).

v

(A2) lmy fn(te) = im0 N(tz, 1) = limy_,oo N(x,t) = 1 por (N5).
(A3) fv(Az) = N(Az, 1) = N([Alz,1) = fn(|Alz) por (N3).
[l

Identificar las normas difusas con las funciones quasicéncavas ofrece la posibi-
lidad de interpretarlas geométricamente. Es conocido que una funcién f: X — R
es quasiconcava si y solo si los conjuntos S(f,\) = {z € X : f(x) > A} son con-
vexos. Ademas, si f cumple que f(z) = f(—x) también tenemos que S(f,\) son
simétricos. Lo unico que les faltarfa cumplir a los cunjuntos S(f, ) para que sus
funcionales de Minkowsky definieran normas es que sean acotados y absorbentes,
y estas propiedades estan relacionadas con el comportamiento de f(tx) cuando
t — 0yt — oo. Tenemos el siguiente resultado que permite ver las normas difusas
como transformaciones de espacios normados.
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Teorema 2.19. (de descomposicién de normas difusas) Sea (X,N) un
espacio normado difuso. Supongamos ademds que

(N6) Para cada x € X, N(x,t) converge a 0 cuando t — 0,

y para cada 0 < a < 1 consideremos la funcion
Pa(z) =mf{t >0: N(z,t) > a} =f{t >0: fn(z/t) > a}.
Entonces P = {po : a € (0,1)} es una familia ascendente de normas en X.

Demostracion. Veamos que p, es una norma en X:

(i) Se anula tunicamente en x = 0. Como N(0,t) = 1 para t > 0, tenemos que
Pa(0) = 0. Y, si py(x) = 0 entonces z = 0 porque para cada z # 0, se tiene que
lim; o N(z,t) = 0 por (N6).

(ii) Es positivamente homogénea:

Pa(Az) = mf{t >0: N(\z,t) > a}

t
= inf<t>0:Nz,— | >«
{ ( IAI) }

= f{|A\|t >0: N(x,t) > o}
A inf{t >0: N(z,t) > a}
= [Alpa(@).

(iii) Y satisface la desigualdad triangular:
Sif(x/t) > ay f(y/s) > a, entonces por la definicién de quasiconcavidad tenemos
la desigualdad f(Az/t+(1—X\)y/s) > « para todo A € [0, 1]. Poniendo A = t/(t+3s)
obtenemos

S
t+ s

o<t (el ls) = fle )0+

Asi, po(z) <ty pa(y) < s implican que po(z +y) <t +s.
Ahora, para ver que P = {pa }o<a<1 €s una familia ascendente observemos que
para a < 3 se tiene

Po(z) = MWf{t>0:N(z,t)>a}
< inf{t >0: N(z,t) > 5} = ps(z),

porque N(z,t) > [ implica que N(z,t) > a. ]
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Parte 11

Interpolacién compleja y espacios
twisted Hilbert
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Capitulo 3

Interpolacién compleja

iHay que ver! Llamar a esto
qingjiao rou st...

Sea (S, A, 1) un espacio de medida o-finito y denotemos por Lg el espacio de
funciones reales o complejas pu-medibles en S. Haremos equivalentes dos funciones
si coinciden salvo en un conjunto de medida nula. En Ly, consideramos la topologia
de convergencia en medida, en la que dado A € A de medida finita y £ > 0, los
conjuntos

{g€Lo:p{seA:[f(s)—g(s)| > e} <e}

son entornos de la funcién f € Ly. El espacio Ly es Hausdorff.

Definicién 3.1. ([27]) Un espacio de Kothe sobre S es un subespacio vectorial
X de Lo con una norma || - || que lo hace espacio de Banach y tal que

(1) La bola unidad Bx = {x € X : ||z|| < 1} es cerrada en Ly.

(2) Existen dos funciones h,k € Ly estrictamente positivas tales que

[ flle < WA < 15 oo,
para toda funcion f € Lyg.
(3) Sixe X, feLoylfl <zl entonces f € X y | f] <.

Decimos que una funcién f estd esencialmente acotada cuando |f| < M casi
siempre, es decir, cuando existe M > 0 tal que |f(s)] < M salvo en un conjunto
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de medida nula. Denotaremos por L., el espacio de las funciones esencialmente
acotadas con su norma

| fllco = ess sup |f| =mf{M > 0:|f|] < M casi siempre}.

Llamaremos espacios de sucesiones a los espacios de Kothe sobre el espacio de
medida N con la medida de contar. Obsérvese que en los espacios de sucesiones el
supremo esencial coincide con el supremo. Ejemplos de espacios de sucesiones son
los espacios de Banach con base 1-incondicional.

Definicién 3.2. Una base (u,)22, de un espacio de Banach es K-incondicional,
con K > 1, si para todo N € N se tiene

N
E ApUp,
n=1

con |a,| < |b,| paran=1,...,N.

<K-

?

N
E by,
n=1

Un espacio con una base K-incondicional se puede renormar para que K = 1.

3.1. Sumas torcidas y centralizadores

Una suma torcida de dos espacios de Banach Y, Z es un espacio de Banach X
que tiene un subespacio cerrado Y; isomorfo a Y y cuyo cociente X/Yj es isomorfo
a Z. Una sucesion exacta corta de espacios de Banach es un diagrama

0—-Y—=>X—27—0,

formado por espacios de Banach y operadores donde la imagen de cada operador
coincide con el ntucleo del siguiente. Por el teorema de la aplicacion abierta, X
es una suma torcida de Y y Z. Se dice que dos sucesiones exactas 0 — Y —
X172 —-0y0—=Y — X9 - Z — 0 son equivalentes si existe un operador
T : X1 — X5 que hace conmutativo el diagrama

0 Y X, Z 0
.
0 Y X, Z 0,

y se dice que 0 - Y — X — Z — 0 es trivial si es equivalente a 0 — Y EN
Y& Z% Z—0,siendo j(y) = (y,0) y qly, 2) = 2.

Diremos que una aplicacién 2 : X — Ly es homogénea si Q(Azx) = AQ(x) para
todo A € C y todo z € X.
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Definicién 3.3. Sea X un espacio de Kdthe. Diremos que una aplicacion ho-
mogénea €2 : X — Ly es un centralizador en X si existe una constante C' tal que
Q(fx) — fQz) € X para todo f € Lo y todo x € X, y ademds

12(fz) = fQ2)|lx < Cllfllscllz]x- (3.a)
Un centralizador €2 en X induce una sucesion exacta
0=+ X5 XX %X =0,
siendo X ®q X = {(f,z) € Lo x X : f — Q(x) € X} dotado con la quasinorma

ICf,2)lle = [ = Q@) llx + ll2]lx,

y con j(z) = (x,0) y q(f,z) = x. Un centralizador 2 se dice que es trivial si la
sucesion exacta que induce es trivial. Decimos que una aplicacién homogénea F
es acotada cuando supy, < [|Fz| es finito. Un centralizador €2 es trivial si y solo
si existe una aplicacion lineal L : X — Ly tal que 2 — L : X — X es acotada,
y diremos que dos centralizadores Q, ¥ son equivalentes (respectivamente acota-
damente equivalentes) si su diferencia {2 — W es trivial (respectivamente acotada).
También diremos que dos centralizadores €2, U son proyectivamente equivalentes
cuando exista w € C tal que 2 y wV¥ son equivalentes.

3.2. Interpolaciéon compleja y derivaciones

En [7], Calderén construye un método de interpolacién compleja para parejas de
espacios de Banach que hemos descrito en la Introduccién. Posteriormente, en [18]
se construye otro método para interpolar familias de espacios de Banach que luego
Kalton modificé en [27] y esencialmente es el que se puede ver en la Introduccion.
Lo que nos interesa en este momento es como se pueden construir sumas torcidas
a través de la interpolacién, y para eso vamos a hacer una construccién general
que puede verse en la Seccién 10 de [29] y en [11].

Sea U un conjunto del plano complejo conformemente equivalente al disco uni-
dad D = {z € C : |z| < 1}; de hecho, solamente consideraremos Y =S = {z € C :
0 < Re(z) < 1}, que usaremos para interpolar parejas, o bien U = D, que usare-
mos para interpolar familias. En la frontera U, colocamos una familia (X¢)ecau
de espacios de Banach, todos ellos contenidos de forma lineal y continua en un
mismo espacio de Banach ¥, al que llamaremos espacio ambiente. Se construye un
espacio de Banach F de funciones analiticas f : U — X tales que:
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» Para cada z € U, la evaluacion
0, F— 3, e f(z)
es continua.

= Sip: U — D es una equivalencia conforme, entonces f € F si y solo si
of € Fyllefllz=Iflr

Este espacio serd el espacio de Calderén C en el caso de estar interpolando parejas
o el espacio Nt en caso de interpolar familias, véase la Introduccidn.
Definimos el espacio interpolado en z € U como

X, =0,(F)={reX:x= f(z) para algin f € F},

dotado con su norma cociente ||x||, = inf{||f||7 : = = f(z)}. La evaluacién de la
derivada

8 F =3, f—=f(z)

también es continua y llamaremos espacio derivado en z € U a
dX, = (6., 0.)(F) ={(x1,29) € L X X : 21 = f'(2),22 = f(2) para algin f € F},
y Su norma es

(1, 22)l| = f{|[ fl|7 2 21 = f(2), 22 = f(2)}-

El subespacio Y = {(z1,x2) € dX, : 25 = 0} es una copia isométrica de X,. En
efecto, dado un elemento (x,0) € Y, existe f € F tal que f'(z) =z y f(2) = 0. Sea
¢ : U — D una aplicacién conforme tal que ¢(z) = 0. Como f(z) = 0, podemos
escribir f =gy [|fll7 = llgllz. Entonces f'(w) = ¢'(w)g(w) + p(w)g'(w), y por
tanto f'(z) = ¢'(2)g(2) ¥

12, 0)llax. = I¢'(2)| " [l2llx.-

Por otra parte, dX,/Y es isométrico a X, asi que podemos formar la sucesion
exacta 0 — X, — dX, = X, — 0, es decir, el espacio derivado dX, es una suma
torcida de X, consigo mismo.

Diremos que una aplicacién B, : X, — F es una seleccion de o, : F — X, si
5.B, = Idx, ysi||B.(z)|| < K||z|., entonces decimos que B, (z) es un K -extremal
para x en z. Llamaremos derivacion en z € U a una aplicacién 2, = §.B,, siendo
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B. : X, — F una seleccién homogénea y acotada de la aplicacién 6, : F — X..
Dada una derivacién €., el espacio

do. X, ={(f,z) e Ex X, : f—Q.(z) € X.}
es una suma torcida de X, consigo mismo, y las sucesiones exactas
0—-X,—dX,—>X,—>0 y 0= X, =>do.X,—X,—0

son equivalentes, véase [29)].

Si elegimos dos selecciones B, y V. y sus derivaciones 0. B, y d.V, son distintas,
su diferencia 0. B, — 0.V, es una aplicacién acotada, y por tanto 6.5, y 0.V, son
acotadamente equivalentes, lo que provoca que los espacios derivados ds g, X, y
ds; v, X sean isomorfos, véase [12].

Ejemplo 3.4. Llamaremos peso a una sucesiéon w = (w;)32; de nimeros reales
estrictamente positivos. Consideremos los espacios ¢, con peso, definidos por

lp(w) = {(yz)fil eRY: Z |y |Pw; < oo}

con la norma ||y = (3 |yi[Pw;)"/?. Sean wy,w; dos pesos y consideremos la pa-

reja de interpolacién (€(wp), £p(w1)). El espacio interpolado es [€,(wo), €p(w1)], =

(0-2)/p
p(wp™wl) (Seccién 5.4 de [2]). Como la aplicacién By(x)(z) = x (ﬁ—; es
una seleccién acotada y homogénea de la evaluacién & : C — £,(wh~%w?), la deri-
vacion asociada es la aplicacion lineal x — —%xlog g—é, y por tanto es trivial. En

particular, [¢5(w™!), l5(w)}; ;o = €2 con derivacién trivial.

FEjemplo 3.5. La pareja de interpolacién ({o, ¢1) tiene como espacio interpolado en
1/2 a {3, y la aplicacién Bjjs(z)(z) = % es una seleccién homogénea y acotada
de la evaluacion 6,9, asi que la derivacion es

(B1)2(2)(2))(1/2) = 2z log z,

para ||x|2 = 1. Si, en cambio, consideramos la pareja ({1, £ ), el espacio interpolado
en 1/2 también es {5, pero ahora una seleccién acotada es Vy o(z)(z) = 22072, y

por tanto la derivacién queda

(Vipa()())(1/2) = —2xlogz,

para ||z||2 = 1. Vemos que el espacio interpolado no depende del sentido en el que
recorramos la escala, es decir, [X, Y]y = [V, X]1_g, pero la derivacion si cambia; si
la derivacién de (X,Y") en 6 es Q entonces la derivacién de (Y, X) en 1 — 6 es —Q.
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Dados dos espacios de Banach X,Y de dimension infinita, se dice que Y es
finitamente representable en X si dado cualquier subespacio E de Y de dimensién
finita y dado ¢ > 0, existen un subespacio F' de X y un isomorfismo lineal T :
E — F tal que |[T]| - [T7']| < 1+ &. Se dice que un espacio de Banach X es
superreflexivo si todos los espacios finitamente representables en X son reflexivos.
Ejemplos de espacios superreflexivos son los espacios L, con 1 < p < oo.

Un centralizador 2 en un espacio de Kéthe X se dice que es real si () es real
siempre que x sea real.

Teorema 3.6. [Teorema de Kalton]

» Dada una pareja de interpolacién (X, X;) de espacios de Kéthey 0 < 0 < 1,
la derivacién 2y es un centralizador real en Xj.

= Para todo centralizador real {2 en un espacio de Kothe X separable y super-
reflexivo existe € > 0 y una pareja de interpolacién (X, X;) de espacios de
Kéthe tales que X = [Xo, Xi]1/2 y el centralizador inducido €2y, es acotada-
mente equivalente a £{2. Ademds, si (Yp, Y1) es una pareja de interpolacién
de espacios de Kéthe tal que Yy, Y1]1/2 = X y cuyo centralizador inducido es
acotadamente equivalente a €2, entonces los espacios Xy e Y tienen normas
equivalentes y los espacios X; e Y; también tienen normas equivalentes.

» Para todo centralizador €2 (real o no) en un espacio de Kéthe X separable y
superreflexivo existe € > 0 y tres espacios de Kéthe X (j), j = 1,2, 3 tales que
si formamos la familia de esos tres espacios distribuidos en tres arcos de igual
longitud en T, entonces X = Xy y €2 y €y son acotadamente equivalentes.

3.3. Factorizacion

Sean X,Y dos espacios de Kothe sobre el mismo espacio de medida y L el
correspondiente espacio de funciones medibles. Dado 0 < 6 < 1, podemos formar
los siguientes espacios:

» X’ ={f€Lo:|fI” € X}, con la norma || f|| = [[[f]"/*]%-

» XY ={f € Ly:|f|] = |z||y| para algunos z € X,y € Y}, con la quasinorma
I/l = mf{{lzllxlylly « |f] = [=[lyl,z € X,y € Y}.

» X1V = {f € Ly: |f| = |2|'7%y|° para algunos z € X,y € Y}, con la
norma || f[| = imf{ [l [l 13 - [f] = |=['"lyl’, 2 € X,y € YV}
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Dada una pareja (Xg, X;) de espacios de Kéthe sobre el mismo espacio de
medida, Calderén [7] probé que [Xo, X1]o < X;?XY?, v posteriormente, Shesta-
kov [42] demostré que [Xo, Xi]p = XoN X, C X37°X? v que existen parejas de
espacios de Kothe para las que Xo N X7 no es denso en Xé’eXf, y por lo tan-
to [Xo, X1]o # Xa ?X? en general. Diremos que la pareja (Xo, X;) es regular si
XoN Xj es denso en X y en X;. Esta factorizacion facilita el calculo de los espa-
cios interpolados, pero ademas también nos facilita la obtencién de la derivacion.
Cuando calculamos ||z|| = inf{onHﬁ(_OeHleS)(l} tal que |z| = |zo|*?|21]%, podemos
suponer que ||zgl|x, = ||z1]/x,, por la homogeneidad de las normas. Diremos que
2| = |2o|'7%|21|? es una factorizacion K-éptima de x si ||zo||x, = [|21]|x, < K||z]|.
Si no especificamos la K, diremos que es una factorizacién casi dptima. Para K fi-
jo, y dada una factorizaciéon K-éptima |x| = |zo|' %) 21|’ construimos la aplicacién
homogénea

1]

Uy(x) = xlog — (3.b)

|5U0|'

En la Proposicién 1 de [4] se demuestra que Uy es un centralizador en el producto
Xé_eX 9. Ademads, Uy se puede ver como la derivacién asociada €y, porque

By(x)(2) = |wo|'*|21|*
es una seleccién acotada, y por tanto la derivacion queda

X X
Qo) = 8 Ba(z) = o] “]es | log L2 = ] 1og 1221,
|I0| |ff0|

Cuando podemos escribir un espacio X como un producto, pongamos X =Y 7,
podemos obtener un centralizador en X como acabamos de ver. Si consideramos la
identidad obvia X = L., X, y la factorizacién f = u|f| de un elemento normalizado
f € X obtenemos el centralizador de Kalton y Peck en X

KPx(f) = flog|f].
Por la homogeneidad de KPx tenemos para cualquier f € X que

/]

KPx(f) = flog

1fllx
Sea X un espacio de Kéthe. Lozanovskii [34] probé que Ly = X X*, y que dado
f € Ly, hay una unica factorizacion f = z-2* con ||z||x = 1,2 > 0, ||[z*||x- = || f]l1

y los soportes de x, x* y f coinciden. Nos referiremos a esta factorizacién como
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la factorizacion de Lozanovskii de f. Ademés, dado un centralizador 2 en X, su
levantamiento a L se define en el Teorema 5.1 de [26] como QU(f) = Q(z)z*. El
Teorema 7.2 de [27] establece que si Xy, X; son espacios de Kéthe y X = [Xo, X1y
con centralizador inducido €2y entonces dado f € L se tiene que

QU (f) = f(logz1 —logzo),

siendo |f| = x¢ - xf = x1 - 27 las factorizaciones de Lozanovskii de | f| con respecto
a X y a X respectivamente (obsérvese que el centralizador QY no depende de
0). Podemos dar una demostracién sencilla de este resultado, pues si ponemos
f = xa* como la factorizacién de Lozanovskii en L; = X X* se tiene que f =
zx* =z 282502 y por tanto

QU = Qg (a57%27) (25)'~(27)’

L1, s\1-0/ *
= xlogm—(xo)l e(xl)e

Ejemplo 3.7. [Escalas de espacios de Lorentz]

Consideremos la pareja de interpolacién de los espacios de Lorentz Ly, . ¥
Ly, ¢.- En [4] se muestra que el espacio interpolado en 0 < 6 < 1 es [Lp, 405 Lpy.an)o =
Ly, con (p,q)~t = (1= 0)(po,q) " + 0(p1,q1) ", vy que la derivacién asociada es

or=a(g )i (23 2)- (3 -2)) oo

donde Ky(x) = xlogr,, con r,(t) = m{s :|z(s)| > |z(t)] o |z(s)| = |z(t)| y s < t},
es el centralizador de Kalton en el espacio L, , (véase [4]). Resolviendo el sistema

’q(l 1) (1 1)_0‘
P \ 9o q1 Po 1

de ecuaciones

1 1-6 0
4+ =
\ q qo q1 )

se obtiene que los centralizadores asociados a las escalas que cumplen qo/po = ¢1/p1

son proyectivamente equivalentes a K'Py. Las escalas que cumplen gy = ¢; tienen
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0 p_l 1 0 p_l 1

Figura 3.1: A la izquierda, algunas escalas con centralizador proporcional a KPy,
y a la derecha algunas escalas con centralizador proporcional a Ky.

centralizadores asociados proyectivamente equivalentes a Ky. Los centralizadores
asociados al resto de escalas son combinaciones lineales de Py v Ky. Véase la
Figura 3.1.

Vamos a ver ahora los centralizadores que se generan de la interpolacion de
familias finitas distribuidas en arcos de T. Esta idea aparece en [11].
Dado un arco A de T y un punto zg € D se define la medida armoénica de A

20 — &2 2m

con pOlO en zp Ccomo

siendo m la medida de longitud en T. Cuando el polo es el origen, la medida
armoénica de un arco coincide con su longitud de arco dividida por 2.

Sea zp € Dy sea X(1),..., X (n) una familia de espacios de Kothe sobre el
mismo espacio de medida distribuida en n arcos Ay, ..., A, disjuntos de T tales
que U’;zl A; =T, es decir, X¢ = X(j) cuando £ € A;. Denotaremos por ¢; a una
funcion analitica en D tal que Rep; = xa; en T, siendo x4, la funcién indicadora
de A;. Se cumple que Rep;(29) = 12,(A;) y se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 3.8. Fl espacio interpolado en zy € D es

X, = X(l)MZO(Al) .X(Q)#zo(z‘b) .. X(n)uzo(An)

Y
y la deriwacion asociada es

Q,,(z) = x(gp’l(zo) log x1 + ... + ¢, (20) log [En),

2o (A 20 (An
//'0( 1)xg0( )

siendo © = 1 una factorizacion casi optima de x € X, .
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20 (A 20 (An
/‘0( 1)x¢’;0( )

Demostracion. Si fijamos Ky x = x3 es una factorizacién K-

6ptima de z, entonces la aplicacién B(z)(z) = mfl(z) e 2" es un K-extremal
para x en 2y, y por tanto
Q. () = 0., B(z) = z(¢(20) log z1 + ... + ¢, (20) log 2y,). O

Aunque el resultado esta enunciado para cualquier zy € D, se puede reducir
al caso en el que zy = 0, a través de una aplicacién conforme, asi que estaremos
pensando en el espacio interpolado en el origen. En el ejemplo 3.5 velamos cémo
influye en la derivacion el sentido en el que recorremos la escala de interpolacion.
En el resultado que sigue veremos que las rotaciones de la misma familia en la
circunferencia dan lugar a centralizadores proyectivamente equivalentes.

Proposicién 3.9. Sea X(1), ..., X (n) una familia de espacios de Kéthe distribuida
en n arcos Ay, ..., A,, y sea Q la deriwacion asociada en z = 0. Si rotamos la
distribucion un dngulo «, es decir, colocamos los espacios X (1), ..., X(n) en los
arcos A_j = e™A;, para 1 < j < n, entonces la derwacion asociada en z = 0 es

Q = e Q).

Demostracion. Sea A un arco de T y sea ¢ una funciéon analitica en D tal que
Rey = x4 en T, siendo x4 la funcién indicadora de A. Como ¢ es analitica, Rep
es una funcién arménica en D. La condicién Rep = x4 en T hace que la funciéon
Rey sea tnica por el comportamiento de las funciones armoénicas. Ademads por las
ecuaciones de Cauchy-Riemann sabemos que la derivada de ¢ solo depende de las
derivadas direccionales de su parte real. Concretamente, si vemos C como R? y
tenemos el punto zyp = (xg, yo), entonces

, ORe . ORe
¢'(20) = axgo (20, 90) — 1 - 8;0(950,.%)-

Si % es una funcién analitica en D tal que Rep = x, con A = e**A, entonces por
la unicidad de las funciones arménicas tenemos que (Re@)(z) = (Rep)(e7*'2), es
decir, que la grafica de la funcion Rep es la grafica de la funcién Rey rotada. A
partir de aqui es facil comprobar que @'(0) = e~*¢’(0). Si rotamos toda la familia
se obtiene directamente que ) = e~*. O

3.3.1. Lema de la Mariposa

Lema 3.10. (Lema de la Mariposa) Sean (X, X1) y (Yo,Y1) dos parejas
requlares de espacios de Kothe sobre el mismo espacio de medida y sean 0 <
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n,0 < 1 fijos. Supongamos que [Xg, Yolg = [X1,Y1le y sean Qo y Q1 las respectivas
derivaciones asociadas. La derivacion asociada a la pareja ([Xo, X1ly, [Yo, Yil,) en
0 es (1 —n)Q + 7.

Demostracion. Aplicando la férmula 3.b sabemos que el espacio interpolado es
[1X0, Yola, [X1, Yilal, = X5 "Xy = (1, Xy (Yo, Vil

Una factorizacion optima de una funciéon f del espacio interpolado es f =

f(l 9)(1 n f(l 977 O )6 )7110 Como [X07}/E)]6 = [lei/l]67 pOdemOS Calcular el cen-

tralizador €2 asociado a [[Xo, X1],, [Yo, Y1]y], usando la férmula 3.b y obtenemos:

f fyl

f“ "
(1-m) n

:f(logi( —|—ng]:27/1>

Xo

_ ((1 ) log ;Xz plog jf; )

= (1 =n)Q0(f) +nu(f). O

El lema de la Mariposa se podria considerar un resultado de reiteracién para

Qf) = flog

las derivaciones. Su nombre se debe al siguiente dibujo, que da una idea de cémo
se obtiene (2

X, Yo
[X07X1]77 [%73/1]77
Xo Y

Corolario 3.11. Sean (Xo, X1) y (Yo, Y1) dos parejas requlares de espacios de
Kdthe tales que [Xo, X1]1/2 = [Yo, Y1]1/2, con centralizadores asociados Qx y Qy-.
Se tiene que Qx + Qy es proyectivamente equivalente al centralizador asociado en
1/2 a la pareja ([ Xo, Yol1/2, [X1, Yil1/2)-

Ejemplo 3.12. Sea 1 < p < oo y sea p* tal que 113 + ]% = 1. Consideremos las pa-
rejas de interpolacién (L, Ly<) v (Lpa, Ly« 2). Ambas parejas tienen como espacio
interpolado en 1/2 al espacio Ls, y los centralizadores asociados son ulCPs y vy
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respectivamente, siendo u, v dos constantes (véase el Ejemplo 3.7). Por el Lema

de la Mariposa, el centralizador asociado a ([Lyp, Ly 2]1/2, [Lp+, Lp+ 2]1/2) en 1/2 es
U’CPQ + 'UICQ

2

0 p_l 1

Figura 3.2: La mariposa del Ejemplo 3.12.

En cuanto a las familias, el caso que mas nos interesa es el que distribuye los
espacios X (1),...,X(n) en los n arcos A; = {e" : % <t < 2} de la misma
longitud. El espacio interpolado en z = 0 es X(1)Y/™. X (2)/". ... X(n)/" y la
derivacion es

Q(z) = z(¢1(0) log 1 + ... + ¢,,(0) log ,,) .

Si llamamos wj = e« *, con j = 1,...,n — 1, a las raices n-ésimas de la unidad,

entonces p;1(z) = pa(w12) = Y3(wez) = ... = pp(w,_12) y por tanto €2 se puede

escribir como
n—1
Qz) = ¢, (0)x (Z Wy—j log xj> :
j=1

Proposicién 3.13. Sean (Xo, X1) y (Yo,Y1) dos parejas regulares de espacios
de Kdthe tales que [Xo, Xil12 = [Yo,Yi]1/2, con centralizadores asociados Qx y
Qy respectivamente. Consideremos los cuatro arcos Ay = {e : 0 < § < 7/2},
Ay ={e?:7/2 <0 <7}, Az ={e? :7m <0 <3m/2}, Ay = {e? : 37/2 < 0 < 2r}.
Coloquemos la siguiente configuracion: Yy en Ay, Xg en As, Y7 en Az y X1 en Ay
(véase la Figura 3.3). El centralizador asociado en z =0 es ¢ (0)(Qx +iQy).

Demostracion. Sea x € )(3/2)(11/2 = Y()1/2Y'11/2 y supongamos que r = xémxim =

yé/ 2y11/ ? son factorizaciones casi optimas. El espacio interpolado en z =0 es X =

52



Figura 3.3

X&/4)(11/43/01/4}/11/4 yT = x(l)/4xi/4yé/4y%/4 es una factorizacion casi 6ptima. Tenemos
Qz) = ¢y, (0)x (—ilog yo — log zg + ilog yy + log 1)
x
= ¢, (0)z <log 1:_1 + ilog %) = ¢, (0) (Qx +1iQy). O
0 0

Corolario 3.14. Intercambiando de lugar los espacios Yy e Y generamos un
centralizador proyectivamente equivalente a Q1x — 182y . Los centralizadores —S)x +
1y, —Qx —iQy, Qy +iQx, Qy —iQx, —Qy +1Qx yv —Qy — iQx se pueden
obtener rotando las familias que generan Qx + 1y y Qx — iy

En la Seccién 4 de [27] se define la funcién indicadora de X como ®x(f) =
flogx, siendo f = x - x* la factorizacion de Lozanovskii de f en L; = X - X*.
Después, en la Seccién 7 se define el indicador de un centralizador Q2 como ®(f) =
JQUN(F) du.

Supongamos que tenemos una familia de cuatro espacios A, B, C, D distribuidos
en los arcos Ay, As, A3y Ay de la Proposicion 3.13. El espacio interpolado en z = 0
es X = AVABYACY/ADY4 vy por la Proposicién 7.4 de [27] es inmediato que

2m L dt
()= [ e 5

N dt L dt
— —lt¢ 7 —”Lt(I) had
[ ge [ et g

—ztcp hatd _lt(I) haad
o e g [ et g

= (== )@AG) + (14 )(f)+
+(i+ DPc(f) + (1 - )Pp(f))

_ 1;:' (= i®a(f) = 1D5(f) +i®c(f) + Dp(f)).
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Si consideramos las parejas (B, D) y (A, C) con centralizadores QF y QF, entonces
P = &) — Dy y PU% = P — Dy y por tanto

14

5 (P8 (f) +id%a(f)).

o°(f)
Por el Lema 7.1 de [27], dado un centralizador €2 en un espacio de Kéthe X
existen dos centralizadores reales (2x, )y tales que Qx + i€y es acotadamente
equivalente a 2. Por el Teorema de Kalton, existen dos parejas de interpolacion
(X0, X1) y (Yo, Y1) tales que [Xo, Xi]1/2 = [Yo, Y1]1/2 ¥ con centralizadores asociados
Qx y Qy respectivamente. La Proposicién 3.13 da una distribucién para obtener
un centralizador proyectivamente equivalente a Qx + 1€2y. Asi, podemos escribir
el apartado del Teorema de Kalton para centralizadores complejos de la siguiente
forma:

= Dado un centralizador €2 en un espacio de Kothe X, existen cuatro espacios
de Kothe Xg, X1, Yo, Y7 tales que € es proyectivamente equivalente al centra-
lizador generado en z = 0 por la familia Xy, X1, Yy, Y; distribuida en cuatro
arcos de la misma longitud.

A continuacién veremos un ejemplo de centralizador que no puede obtenerse
interpolando dos espacios. Esta idea fue de Félix Cabello y puede encontrarse
en [20] (Teorema 3.2). Willian Corréa advertia de que “en la bisqueda de un
ejemplo asf uno estd tentado a usar las escalas de los espacios £, o de los espacios
0, 4. Sin embargo, el resultado de reiteracién de [11] muestra que esta busqueda
fracasarfa”. En la Seccién 5 de [20] puede verse un ejemplo bastante sofisticado
que construyé usando tres espacios de Orlicz. Veamos que usando cuatro espacios
la busqueda se hace mucho mas sencilla y ademas lo haremos con espacios de
Lorentz. Necesitaremos los siguientes hechos:

» (Lema 3.1 de [20]) Si dos centralizadores reales no triviales ® y ¥ no son
proyectivamente equivalentes, entonces ® + ¥ no es proyectivamente equi-
valente a un centralizador real.

» El centralizador asociado a la pareja (Ly 2, L, 2) es proyectivamente equiva-
lente a Ky (véase el Ejemplo 3.7).

» El centralizador asociado a la pareja (L, L, ) es proyectivamente equivalente
a KCPy (véase el Ejemplo 3.7).

» (Proposicién 2 de [4]) KP2 y K3 no son proyectivamente equivalentes.
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Ejemplo 3.15. Sea 1 < p < oo y consideremos los cuatro arcos Aj, Ay, As, Ay de
la Proposicién 3.13. Pongamos X¢ = Lo para § € Ay, X¢ = L, para { € Ay,
Xe = Lyo para & € A3 y X¢e = L,» para £ € Ay (véase la Figura 3.4). El espacio
interpolado en z = 0 es

1 1 1 1 1 1
_ 2 2 __ T4 4 4 4
Ly=Li Li=1Lj Li L, Li,

y el centralizador asociado €2 es proyectivamente equivalente a u/CPs+1vKs, siendo
u, v dos constantes positivas. Como KPs y K2 no son triviales y no son proyecti-
vamente equivalentes, {2 no es proyectivamente equivalente a un centralizador real
y por tanto no puede obtenerse a partir de la interpolacién de dos espacios.

L L

D,2

Lp’ﬂ?

p*

Figura 3.4: Configuracion del Ejemplo 3.15.

3.4. Fragmentacién y amalgama de escalas de in-
terpolacion

Sea L un espacio de sucesiones tal que L y L* tienen una base incondicional
comun. Dado un subconjunto A C N finito, definimos el espacio de dimension
finita L(A) como el subespacio de L formado por todos los elementos con soporte
contenido en A dotado con la norma ||z| 1) = ||1az||z-

Lema 3.16. [L(A),L*(A)], = [L,L*|p(A) con derivacion asociada Qa(x) =
1AQ(1AQ?)

Demostracién. Obtenemos que [L(A), L*(A)]y = L(A)*?L*(A)? con igualdad de
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normas porque [L, L*]g = L'*~9L*’

oy oar, = WYL 12020}
= mf{|[1ayll;" 9||1AZ|L*}

Lazlliz,ze),

= [l z900)-
Para calcular la derivacion, si B es una seleccién acotada y homogénea de la
evaluacién dp : C(L, L*) — [L, L*]y, entonces Ba(z) = 14B(142) es una seleccion
acotada y homogénea de dg : C(L(A), L*(A)) — [L, L*|4(A). Por tanto la derivacion
asociada es Q(x) = §gBa(r) = 1489 B(14x) = 14Q(142). O

Sea A un espacio de sucesiones con base 1-incondicional (e,,). Dada una sucesién
de espacios de Banach (X,,),en, se puede construir el espacio de Banach

A N) = {(wn)oen : 7 € X l@aall = | lanllxen

y denotaremos A(X) si X,, = X para todo n € N.
Si X tiene base incondicional, entonces A(X) también tiene base incondicional.

<+oo},
A

Sin embargo, esto es falso si consideramos una sucesion arbitraria de espacios
de Banach (X,,). Se puede encontrar un contraejemplo en la pagina 27 de [33];
l5(L,, . N) no tiene base incondicional cuando lim p, = 1. En la Seccién 5.1 de [2],
se demuestra que [€y,(Xo), lp, (X1)]o = €,([Xo, X1]o) para 119 = 110;09 + pil. Vamos a
ver una generalizacion de este resultado y a calcular la derivacion asociada.

Sea A un espacio de Kothe definido en un espacio de medida S. Dado un
espacio de Banach X podemos construir el espacio de Banach A(X) formado por
las funciones medibles f : S — X tales que la funcién f() =[fC)x: 9 =R

definida por ¢t — || f(t)||x pertenece a A, dotado con la norma ||| f(+)||x]a-

Teorema 3.17. Sea 0 < 6 < 1 fijo. Sea (Mg, A1) una pareja de interpolacion de
espacios de sucesiones sobre el mismo espacio de medida para la que [Ag, A1]g =
AP con derivacion asociada wg. Sea (Xo, X1) una pareja de espacios de Banach
con derivacion g en 6. Supongamos que Ao(Xy) es reflexivo. Entonces

[Ao(Xo), Ay (X1)]o = Mg AT ([Xo, Xio)

y la derivacion asociada Py estd definida en un subespacio denso de funciones
) . ) - N
simples como sigue: dada f =", ay,la, entonces

Py (f) = wp (J? )Zuan La, +ZQH an)1

nll
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Demostracion. El calculo del espacio interpolado puede verse en la seccion 13.6 de
[7]. Para obtener la derivacion sean by(v) y By(x) extremales para v € [Ag, A1y
y z € [Xo, X1]p respectivamente, asi que by(v)'(0) = we(v) y By(x)' (0) = Qp(z).
Entonces la férmula (5) de la seccién 33.6 de [7] establece que

Fz = bg(‘}?\)ZBg (HZ—nH) 1An

es un extremal para f € [Ag(Xo), A1(X1)]s. Por tanto
Co(f) = (Fz)'(9)
= 71O Y B (72 ) @, + D0 Y B (722 ) 011,

l|anl]
= wN HZ—:HL‘” + 1> (“—”) La,

lanl
~ an,
= w()) lanl la, + Y Qplan)la,
por la homogeneidad de €2y. O

Dado un espacio de sucesiones A con una base l-incondicional (e,) y dado
1 < p < 400, se define su p-convezificacion A, como la complecién del espacio de
sucesiones de soporte finito dotado con la norma

o) %s)
> Aeall =3 Anlen
n=1 n=1

Un caso interesante se da cuando los espacios A;, j = 0,1, del Teorema 3.17

1/p

Ap A

son pj-convexificaciones del mismo espacio A con base incondicional.

Lema 3.18. Sea A un espacio de Banach con una base K-incondicional (ey,) y
sea 0 <6 <1 talqueézlp—;@qu%. Se tiene

|2 taul 1t %, > laalen|, || alen

La demostracion es rutinaria. Con este resultado podemos obtener la siguiente

1-6 0
‘ < KYP
Ap - Apo Apl

versién del Teorema 3.17 sin la hipdtesis de que Ag(Xp) tenga que ser reflexivo.

Teorema 3.19. Sea A un espacio de sucesiones con base 1-incondicional y sean
0 <6 <1, py, pr yp tales que + = =2 4 p%. Si (Xo, X1) es una pareja de

p Ppo
interpolacion de espacios de Banach con derivacion asociada g en 0, entonces

(Apo(Xo), Ap, (X1))o = Ap(Xo)
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con iqualdad de normas y la derivacion asociada Py definida en los elementos de
soporte finito a = Ziv:l anen, € Npy(Xp) es

p_p ]|

Dy (a) = (— — —) nlog ———e, + Qy(a

AT Z fal Z

Demostracion. Para la parte del espacio interpolado basta tener en cuenta el Lema
3.18. En cuanto a la derivacién, dado a = ZnN:1

extremales g, con respecto a la pareja (Xo, X7), tales que g,(0) = a, v ||gn|l <
(14 ¢)||an||x, se obtiene que

ane, con a, € Xy, tomando

p(E-2)0-2)
|| x 0P
fn(z) — gn(z) (&)
lalla, xo)
es un extremal con respecto a la pareja (Ap,(Xo), Ap, (X1)), y por tanto la deriva-

cioén asociada es

oa) = £10) = (£ - ) nz:gn<9> og (e Y 4 Zgn

lalla, (x4)
Como podemos suponer que ¢, (0) = Qy(a,), hemos acabado. O

En el caso particular en el que Ag, A; son espacios de sucesiones con base
incondicional y 14, = ¢,, si ademas A, es la p;-convexificaciéon de A, j = 0,1,

. ., . P P N |an||
entonces w es la aplicacion de Kalton y Peck vectorial <p1 p0> Doy Gn log ral] €ns

y la derivacion asociada es

By (f) = w(f(-))i Z" en—i—iﬂg(an)e
- (- &) oot Z|| nu"*ZQ@“"
- (£‘£>i s !\€"+ZQM”

b1 P/

Ejemplo 3.20. Tomemos las parejas (€, ¢y+) y ({y+,¢,) (en orden contrario) y cal-
culemos la derivacién asociada en f5(¢3), que es el espacio interpolado en 1/2 por
el Teorema 3.17. Para la primera pareja, la derivacién en 1/2 es

1 2 2 ||
- —— kP i 2 log -y
(p p) 2(2) = (p p*); A P
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donde (uy) denota la base candnica de f5, mientras que para la segunda pareja, la
derivacién en 1/2 es

11 2 2 |
- - — ICPQ(Z‘) = — (— — —) T IOg — €L
<p p*) p P Xk: ]
Asi, la derivacién asociada en a = Zivzl apug con ap € fo es

(22 VS (e ol S g JE Y
o=} p*>z<“g||a|| 2 olmlog S ) :

k=1

Fijemos el espacio A y sea (Xp, X;) una pareja de interpolacién con deriva-
cién Qy en 0. Si X es el espacio ambiente de la pareja (Xo, X;), podemos asumir
que el de la pareja (X¥, XV) es BV y el de (A(Xp), A(X])) es BN, Asi, la deri-
vacién asociada a [XY, XNy = [Xo, X1]o" es Qo™ y por tanto la derivacién de
[A(Xo), A(X1)]s = A([Xo, X1]o) se puede escribir como A(£2y) con el significado de
que para todo elemento de soporte finito x = (x1,...,zn,0,...) € A([Xo, Xi]s) =
[A(Xo), A(X1)]g se tiene

A(Q)(x) = (Q(21), - .., Q(zx),0,...).

Ejemplo 3.21. Consideremos los espacios de dimensién finita €’I§ y sea la sucesion
de parejas de interpolacién (fﬁz,ﬁgg). Podemos formar la pareja de interpolacién
(02(hm ), 82(€§S,N)). El espacio interpolado en 1/2 es f5(¢5 N) y la derivacién
asociada es

kn

k

i 2 2 |z

Zx”u’-‘ — Lo (———*)anlog k z u")
( ’ ) ( Pn D IS el

Jj=1 J

29






Capitulo 4

Espacios twisted Hilbert

iNo lleva carne!

Decimos que un espacio de Banach X es un espacio twisted Hilbert cuando
X tiene un subespacio H isomorfo a un espacio de Hilbert de tal manera que el
cociente X/H también es isomorfo a un espacio de Hilbert, o equivalentemente, si
es una suma torcida de dos espacios de Hilbert. Existe la sucesion exacta

0—-H—X—X/H—D0,

y decimos que el twisted Hilbert X es trivial si la sucesion exacta es trivial. El
espacio X es trivial si y sélo si es un espacio de Hilbert.

El primer ejemplo de twisted Hilbert no trivial lo construyeron Enflo, Lindens-
trauss y Pisier [22], lo denotaremos ELP y tiene la forma

1/2
£2<Fn7N> = (:CTL)TLGN T € Fn7 (Z ||an%n> < ?

neN

siendo (F},), una sucesién de espacios de Banach de dimensién finita. Posterior-
mente, Kalton y Peck [30] construyeron otro ejemplo diferente que denotaremos
Zy.

Una forma de obtener espacios twisted Hilbert es a través de interpolacion
compleja. Dada una pareja de interpolacién (Xy, X1) que cumpla Xy = /o, el
espacio derivado d Xy es un espacio twisted Hilbert. En este capitulo veremos cuatro
ejemplos obtenidos a través de interpolacion compleja.
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Dada una pareja (X, X*) tal que [X, X*];/, = {5, denotaremos al espacio de-
rivado en 1/2 por Z(X) para poder distinguir con qué pareja de interpolacién se
ha obtenido. Si denotamos por 2 a la derivacién asociada, la norma de Z(X) es
equivalente a la quasinorma

Gz )l = [l = Q)] + llyll- (4.a)

Vamos a enunciar dos resultados que usaremos sobre Z(X). El primero es que
Z(X) es isomorfo a su dual, véase el Corolario 4 de [3]. El segundo es la Proposicién
2 de [43] que podemos ver a continuacion.

Proposicién 4.1. Sea (¢;)%2, la base candnica e incondicional de ly y conside-
remos vaj_1 = (e;,0),v9; = (0,¢;) para j € N. Entonces
(i) La sucesion (v;)32, es una base de Z(X).

(49) La sucesion (vy;)32, es incondicional.

Corolario 4.2. Sean X y X* espacios con base incondicional comun tales que
(X, X*)1/2 = ly. Son equivalentes las siguientes condiciones.

1. Los espacios X 1y {y tienen normas equivalentes.
2. El espacio twisted Hilbert Z(X) es isomorfo a ls.
8. El espacio [vg]32, es isomorfo a £y,

Demostracion. (1) = (2) Si la norma de X es equivalente a la de ¢, entonces
también lo es la norma de X*. Por tanto, para cada x € {5, la aplicacién constante
B(z)(z) = x es una seleccién acotada y la derivacion Qx = 0.

(2) = (3) Obvio.

(3) = (1) Si [vy;]32, es isomorfo a £y, existe C' > 0 tal que

- o 1/2
' <O,Zsjajej> <C (Z a?) ,
i=1 j=1

para cada (a;)?2; € f5. Como la base {(0,¢;)}32, es K-incondicional por la Pro-

posicién 4.1(ii), obtenemos que
j=1

50 1/2
< KC <Z a?) , (aj>;?i1 S 62.
j=1
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Usando la expresion 4.a, se sigue que

00 0o 1/2
QX (Z CLjGj) S (KC - 1) (Z af) y ((Zj)j-il S 62,
j=1

j=1
es decir, la aplicaciéon 2x es acotada y el Teorema de Kalton implica que X y ¢

tienen normas equivalentes. O

4.1. El espacio de Kalton y Peck fragmentado

Un operador q : X — Z es estrictamente singular si para todo subespacio
S cerrado y de dimensién infinita de X, su restriccién qg : S — ¢(S) no es un
isomorfismo. Una sucesion exacta

0—-Y—->X—>272—-0

se dice que es singular cuando el operador X — Z es estrictamente singular.
Se dice que un centralizador es singular si su restriccion a cualquier subespacio
cerrado de dimension infinita no es trivial. Una sucesion exacta inducida por un
centralizador es singular si y solo si el centralizador es singular (véase el Lema 1
de [15]). Para todo 0 < p < oo el centralizador KP,, en ¢, es singular (véase [30] y

[5])-

Definicién 4.3. Un centralizador €2 en X se dice que es estrictamente no singular
si todo subespacio A C X de dimension infinita contiene otro subespacio B C A
de dimension infinita tal que Qp es trivial.

Una sucesion exacta inducida por un centralizador se dice estrictamente no
singular si el centralizador asociado es estrictamente no singular. Una aplicacion
cociente ¢ : X — Z se dice que es estrictamente no singular si la sucesién exacta
0 — kerqg = X — Z — 0 es estrictamente no singular.

Una sucesién (x,,) en X se dice que es débilmente p-sumable, con 1 < p < oo,
si (z*(zy))n € ¢, para todo z* € X*. Se dice que un espacio de Banach tiene la
propiedad W, si es reflexivo y toda sucesién débilmente convergente a 0 admite una
subsucesion débilmente p-sumable. Es facil ver que el espacio ¢, tiene la propiedad
W,+, paratodo 1 < p < oo. Se dice que un espacio de Banach es ¢,,-saturado cuando

todo subespacio cerrado de dimensién infinita contiene un subespacio isomorfo a
l,.
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Lema 4.4. Una sucesion evacta 0 — Y — X — Z — 0 en la que Z es {,-saturado
y X tiene la propiedad Wy« es estrictamente no singular.

Demostracion. Sea H un subespacio de dimensién infinita de Z y sea (h,) una
sucesion en H equivalente a la base canénica de ¢, dentro de H. Como ¢ es una
aplicacion abierta, existe una constante C' > 0 tal que para cada h, podemos
elegir z,, € X con |z,|| < Cy tal que qx,, = h,,. Como X es reflexivo podemos
suponer que (z,) es débilmente convergente, denotemos z al limite. Nétese que
gx = 0, pues h,, es débilmente convergente a 0. Por la propiedad W,- de X, existe
una subsucesién (xp — ) débilmente p*-sumable. Por tanto, la aplicacién lineal
hi, — x) — x es una seleccion continua de g, O

En el Teorema 1 de [16] se puede ver que si A es un espacio de Banach con base
incondicional con la propiedad W, y X es un espacio de Banach con la propiedad
W), entonces A(X) también tiene la propiedad W,. Es falso que se cumpla para
(,(X,,N), siendo (X,,),, una sucesién arbitraria de espacios con la propiedad W,,
sin embargo, si los espacios X,, son de dimension finita, el resultado si es cierto.
Los argumentos que necesitamos estan esencialmente contenidos en la prueba del
Teorema 1 de [16].

Lema 4.5. Dada una sucesion (F,) de espacios de dimension finita, ,(F,,N)
tiene la propiedad Wy~ .

Sea (A,) una particién de N, A un espacio de Banach con base 1-incondicional
y L un espacio de Banach tal que L y L* tienen una base incondicional comun.
Supongamos que €24, ¢ es el centralizador asociado a la escala (L(A,), L*(A,)) en
0. Se sigue del Teorema 3.19 que

[A(L(An>’N)= A(L*<An)7N)]0 = A ([L(An)v L*<An)]0 ) N) =A ([L’ L*]G (An)7N>

con centralizador asociado A(§24, ¢, N), con el significado de que para todo ele-
mento de soporte finito x = (z1,...,2n,0,...) € A([L,L*],(A,),N) se tiene que
A(Q4,0,N)(2) = (Qa4,,0(2n))-

Consideremos la escala (¢, ¢1). El espacio interpolado en 1/2 es {5 y el centra-
lizador asociado es KP. Sea (A,,) una particién de N y consideremos la sucesién
de escalas ({5 (A,), 1(A,)) cuyos espacios interpolados en 1/2 son (5(A,), v cu-
yos centralizadores son KP)g, (4, Entonces, la escala (£5(€x(A,), N), €2(41(A,), N))
tiene como espacio interpolado en 1/2 a ¢5(l2(A,), N) y el centralizador asociado es
Uy(KCP)ty(a,), N). El centralizador ICP es simétrico, lo que significa que su restriccion
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a cualquier espacio f5(A) de dimensién finita solo depende del tamano del conjunto
A. Esto implica que cuando sup |4,| < +oo las restricciones KPg,4) son unifor-
memente triviales y por tanto €o(KP s, a,), N) es trivial. En el caso sup |A4,| = 400
tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 4.6. Sisup|A,| = oo entonces lo(KKPsya,),N) no es trivial y es
estrictamente no singular.

Demostracion. Que no es trivial se puede deducir del Teorema 6.3 de [30], y por
el Lema 4.4 y el Lema 4.5 obtenemos que es estrictamente no singular. O]

4.2. Otros twisted Hilbert
Dado un espacio de dimension finita E, escribiremos
dp = d(E, 65™"),
siendo d la distancia de Banach-Mazur. Sea X un espacio de Banach. Definimos
d,(X) = supdg,

donde el supremo se toma sobre todos los subespacios £ de X de dimension n. El
nimero a, ,(X) se define como la menor constante a tal que

n n 1/1’
> x| <a (Z ||xj||p) ,
j=1 J=1

para cualesquiera y,...,z, € X y donde la media E se toma sobre (g;)7_; €
{—1,1}". El espacio X tiene tipo p si a,(X) := sup,,cy tnp(X) < 00. La constante

E

np(X) de cotipo p se define como la menor constante ¢ tal que

n 1/p n
(Z H%’Hp) <c E|> e
j=1 j=1

para cualesquiera z1, ..., x, € X y X tiene cotipo p si ¢,(X) 1= sup, ey Cnp(X) < 00.
El espacio ¢, tiene tipo min{p, 2} y cotipo max{p, 2} (véase [36]). Un resultado de

)

Kwapieni [32] es que
dE S CLQ(E) . C2(E).
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Los espacios twisted Hilbert son parecidos a los espacios de Hilbert en varios
sentidos, por ejemplo, son fy-saturados, superreflexivos, y tienen tipo 2 — ¢ y co-
tipo 2 + ¢ para todo ¢ > 0 [22], sin embargo, los twisted Hilbert no triviales no
pueden tener tipo 2 ni cotipo 2 [35]. También se sabe que no pueden tener base
incondicional [28]. En [43] Jests Sudrez construye el espacio Z(73), siendo 75 la
2-convexificacién del espacio de Tsirelson, véase [10] para los detalles de este espa-
cio. El espacio Z(Tz) es un espacio débil Hilbert, una propiedad que intuitivamente
hablando “esta cerca” de ser un espacio de Hilbert. En los tres ejemplos que cons-
truiremos, consideraremos otras propiedades que también “estan cerca” de ser un
espacio de Hilbert, como ser asintéticamente Hilbert, la propiedad (H), diferentes
formas de propiedades F(n,n, K) y la propiedad de aproximacién hereditaria.

= Decimos que un espacio de Banach X es débil Hilbert si existen 0 < dp < 1
y una constante C' con la siguiente propiedad: todo subespacio F de X de
dimensién finita contiene un subespacio F' C E con dim F > Jydim E tal
que dr < C'y existe una proyeccién P : X — F con ||P| < C.

= Decimos que X es asintoticamente Hilbert si existe C' > 0 tal que para cada
n € N existe un subespacio X, de X de codimensién finita tal que todo
subespacio F de X,, de dimension n cumple que dg < C.

» Decimos que X tiene la propiedad (H) si para cada A > 1 existe K(\) tal
que para cada n € Ny cualquier sucesion basica A-incondicional normalizada
(uj)i—; € X, se tiene

K\ 'Wn < < K(\)vn.

n
D
j=1

= Sea X un espacio de Banach con una base (e;)32, y sean K > 1y m,n € N,

Decimos que (e;)32, es (m, K)-euclidea, si para cada subconjunto A C N con
|A| < m, (e;)jea es K-equivalente a la base unitaria de £|2A|. Decimos que
(ej)32, tiene la propiedad E(n,m, K) si existe un subconjunto I € N con

|I| = n tal que
fe; 15 € N\I}

es (m, K)-euclidea. Decimos que (e;)32, tiene la propiedad Ey(n,m, K) si
{e; :j >n+1} es (m, K)-euclidea.
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= Decimos que un espacio de Banach X tiene la propiedad de aprorimacion
si para todo conjunto compacto K C X y todo £ > 0 existe un operador
T : X — X cuya imagen es de dimensién finita tal que ||T(x) — z|| < € para
todo x € K. Decimos que X tiene la propiedad de aproximacion hereditaria,
o que es un espacio HA Ppy, si todos los subespacios de X tienen la propiedad
de aproximacion.

Se puede probar que los espacios débil Hilbert tienen la propiedad (H), y los
espacios con la propiedad (H) son asintéticamente Hilbert, véanse la Proposicién
14.2 y el Teorema 14.4 de [40]. Para cada base incondicional (u;)32; con la pro-
piedad (H) existe K > 0 tal que (u;)32, tiene la propiedad E(n,n, K) para todo
n € N, véase la Proposicién 3.8 de [38].

4.3. Espacio asintéticamente Hilbert y no débil
Hilbert

Consideremos para cada n € N los ntimeros k,, = 2" y p,, p;, tales que

1 1 1 1 1

o 2 n 2 p
y construyamos los espacios J = 62(6152,1\1 Yy T =1, (6’;:{, N), que cumplen que

Teorema 4.7. FEl espacio Z(J) es asintdticamente Hilbert y no tiene la propiedad
E(n,n,K). En particular, no tiene la propiedad (H) y no es un espacio débil
Hilbert.

Demostracion. Haremos la demostraciéon en tres pasos.
Paso 1) Los espacios J y J* son asintéticamente Hilbert y no son de Hilbert.

Para ver que J no es un espacio de Hilbert basta observar que

1

1
d(thr 5y = k2 = 2V UV o,
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cuando n — oo. Como J no es de Hilbert, J* tampoco lo es. Comprobemos que
J es asintéticamente Hilbert. Para m > n?, se tiene:

a2 (f5m) < kT
< gt
= 2Y/n.2
< 4

Y

donde la primera desigualdad se obtiene de la prueba del Ejemplo de la secciéon
9.3 de [36] y de la desigualdad de Kahane (véase la seccién 9.2 de [36]). Tenemos
que

ap, 2 (B_,205m), < 4. (4.b)

Vamos a denotar 7,2 = ( o 6’;:;) 5" Si B C J,2 con dim E < k,, entonces

m=n?2

dg az(E) - co(E)
2\/% : aka(jn?) : Ckn,2(t7n2)
8\/% . Ckm2(s7n2)

8V 2 - Co,

para algin c; > 0 porque J (y por tanto [J,2) tiene cotipo 2. La segunda de-
sigualdad se obtiene del Teorema 2 de [38]. Por tltimo, el subespacio 7,2 tiene
codimensién Z:f:_ll km = 2(27° — 2), asi que terminamos para 7. Intercambiando
los papeles del tipo y el cotipo, nos sirve un argumento similar para J*. De hecho
tenemos

IACIA IA A

O,y 2 <@$§:n2€§§z)2 < ao, (4.c)

para algin ay > 0 porque J* tiene tipo 2.
Paso 2) El espacio Z(J) es asintéticamente Hilbert.

Consideremos el subespacio J,2. Aplicando la Proposicién 3 de [43] y las desigual-
dades (4.b) y (4.c) obtenemos que

ag, 2 (Z(Tn2)) < C, (4.d)

para algun C' > 0. El espacio Z(7,2) es A\-isomorfo a su dual para alguna constante
A > 0 independiente de n, por lo que obtenemos

chna (Z(Tn2)) < A~ C, (4.e)
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usando un argumento de la Proposicién 3.2 de [39]. Por tanto, si E C Z(J,2) es
un subespacio con dim E < k,,, tenemos por (4.d) y (4.¢) que

dE S QQ(E) . CQ(E)
< 2V2m - g, 2 (Z(Tn2)) - G2 (Z2(Tn2))
< V21 - \-C
Para terminar, obsérvese que Z(J,2) es un subespacio de Z(J) de codimension
230 Lk, = 22027 - 2).
Paso 3) Si Z(J) tiene la propiedad E(2",2", K), entonces 2K > /n.
Consideremos Z(¢») para cadan € N, tal que Z(J) = l2(Z((;"),N) y supongamos
que Z(J) tiene la propiedad E(n,n, K). Entonces la sucesién incondicional
U={(0,¢;) € Z(lir):j=1,....;kp;n € N}

tendria la propiedad E(2",2", K) para algin K > 0. Fijemos n y tomemos cual-
quier conjunto A de 2" vectores en U. Obsérvese que el nimero de vectores (0, e;)
en cada Z(f’;z) es exactamente k,,, = 2-2" para cada m € N. Asi, podemos tomar
un conjunto B, disjunto con A, de 2" vectores de la forma (0,¢;) en Z(f';z). Por
definicién de la propiedad E(2",2", K), el conjunto B es K-equivalente a la base
de €|23|. El centralizador en Z((5") es

2 2
KP, = <—*——) KPPt — w,
pn pn
y se obtendria por tanto que
KP, (Z ej> < (K -1 el = (K - 1)V, (4.1)
jEB jEB

Pero por otro lado, hemos elegido
1 1 1 1 1 1 2

pn Py P 22 ph AW
y se obtendria que

KPn (Zq)”:\2/—;-\/2_”log\/2_”:2~\/ﬁ-\/2_”10g2. (4.)

Juntando las expresiones (4.g) y (4.f) llegarfamos a la contradiccién

vn-2log2 < K — 1.
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4.4. Espacio con la propiedad F(n,n, K) y que no
es asintéticamente Hilbert

Un subconjunto finito A = {n; < ... < ni} de N es admisible si k < nq, y
denotaremos por A el conjunto de subconjuntos admisibles. El espacio de Schreier
S se define como la complecion del espacio cgg de sucesiones de soporte finito con
la norma

z|ls = sup > gl
€Ajea

Denotaremos por §? a la 2-convexificacién de S. Tenemos que [S?, (8%)*]1/2
y {5 tienen normas equivalentes por el Corolario 4.3 de [17]. El espacio derivado
Z(8?) es un espacio twisted Hilbert cuya base tiene la propiedad E(n,n, K).

Proposicién 4.8. Eziste K > 0 tal que la base (v;)52, de Z(S?) tiene la propiedad
E(n,n, K) para todo n € N.

Demostracion. Probaremos primero que existe K > 0 tal que la subsucesion
(v25)32, tiene la propiedad E;(n,n, K) para todo n € N.
Dado y € ¢y con sop (y) € A, obtenemos que
max(([ylls2, [ylls2)) = [[¥lle

y consideremos la aplicacion constante
B(y)(z) =y € C(S*,(5?)").

La aplicacién B(y) es una seleccién acotada para y, asi que el centralizador (y) =
Q/QB(y) debe ser cero. Por tanto, para y € cgy con sop (y) € A, tenemos que

121+ iyl = llyll-

. . . ) A
De la expresién anterior se sigue que (va);eca €s equivalente a la base de €|2 | Esta
equivalencia se obtiene en la quasinorma inducida por €1, que es equivalente a la

norma de Z(8?) (Proposicién 7.2 de [8]).

Para el caso general, dado n € N, tomemos el subconjunto A C N\ {2, ...,2n}
con |A| = n y consideremos {v;}jea. Sea E = {j : 2j € A}. Si E = (), tenemos
que cualquier elemento del espacio [v;]jca es de la forma (x,0) y terminamos. De
otra forma, E es admisible y por tanto Q(y) = 0 si sop (y) € E. Si tomamos
(x,y) € [v;]jea, se sigue que sop (y) C E y entonces

1z, )l = [l = Q)+ llyll = [zl + vl
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Lema 4.9. FEl espacio Z(8?) contiene una copia isomorfa a Zs.

.. 1-n 2n—1 .
Demostracion. Los bloques u, = 272 ijzn_l ej, con n € N, generan una copia

isométrica de ¢y en 82, véase la Proposicién 0.7 de [10]. Estos bloques generan una
copia de £; en (8?)*. De hecho, como el soporte de u,, es un conjunto admisible,
se tiene que ||u,[|(s,)» = 1, y entonces

N
E Anly,
n=1

N
> Palun
n=1

(82)* (82)*
N
= sup Z|)\n|<un,x>
lallg2 <1 <=

N
= ) Il
n=1

donde la ultima desigualdad se obtiene al tomar el vector x = u; + ... + uy de
norma uno. Dado ()22, € ¢go con [[(An)52|le, = 1y escribiendo A = >~ Ay,
la aplicacién
BONE) = 30 Ml Al € C(S% (7))
n=1

esta bien definida y es una seleccién acotada para A, asi que obtenemos que
n=1
Este centralizador induce la quasinorma en el espacio de Kalton y Peck (véase

[30]), por lo que [(uy,0), (0,u,)]32, genera una copia de Zs. O

Una base (e,,)$°; de un espacio de Banach se dice que es simétrica si es equiva-
lente a (e () )pe; para toda permutacién 7 de N, es decir, si y solo si las aplicaciones
€n F €x(n) SON isomorfismos.

Proposicion 4.10. El espacio Zs no es asintoticamente Hilbert.

Demostracion. El espacio Z, contiene el subespacio £y = [(0,¢;)]32;. Se puede
ver que la base de f;; es simétrica por la Proposicién 4.1 y por la forma del
centralizador .
x.
KP(x) = ij log H| T|| ej.
, T2
7j=1
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Si Zy fuese asintoticamente Hilbert, el espacio ¢, también lo seria. Sea X un
subespacio de codimension finita en Z,, entonces X N¢y, también es de codimension
finita en ¢,;. Pero los espacios asintéticamente Hilbert no pueden tener una base
simétrica a menos que sean isomorfos a (5, véase la pagina 11 de [23]. Y llegamos
a contradiccion porque el espacio £, no es isomorfo a ¢, por el Corolario 4.2. [

Proposicién 4.11. El espacio Z(S8?) no es asintéticamente Hilbert.

Demostracion. La propiedad de ser asintéticamente Hilbert es hereditaria, y el
enunciado se obtiene del Lema 4.9 y la Proposiciéon 4.10. En particular, ningin
espacio que contenga una copia de Z; es asintéticamente Hilbert. O

Veamos que Z(S8?%) no es isomorfo a ningtin subespacio de Z, ni a ningin
subespacio de ELP.

Lema 4.12. FExiste K > 0 tal que para cada subconjunto finito B C N, hay un
subconjunto A C B con |A| > 27| B para el que (vj);ea es K-equivalente a €|2A‘.

Demostracion. Sea E = {n : 2n € B} y supongamos que |E| es par. Entonces, los
tltimos 27! E| elementos de E forman un subconjunto admisible que denotaremos
por E’. Para cada y € ¢og con sop (y) C E’ se tiene que

max([|ylls2, [[Ylls2)-) = [lylle.-

El conjunto A := {2n — 1 € B} U {2n : n € E’} cumple el enunciado del lema.
Por la Proposicién 4.8, dado y € ¢ tenemos 2(y) = 0, y por tanto dado z € {5 y
Y € coo con sop (y) C E', obtenemos

[z = Q)+ llyll = [lll + vl -

. . A .
Esta expresiéon muestra que (v;);ca es equivalente a la base de A Para terminar
J/)J€ 2 )

obsérvese que

Al={2n—1€ B}|+|{2n:n € E'}| > {2n—1€ B} +27'|E| > 27} B].

Si |E| es impar, entonces los tltimos (|E|+ 1)/2 elementos forman un subconjunto
admisible y razonamos con el mismo argumento. O]

Proposicién 4.13. 1. El espacio Z(8?) no es isomorfo a ningin subespacio
ni a ningun cociente de Zs.

2. El espacio Z(8?) no es isomorfo a ningin subespacio ni a ningin cociente
de ly(F,,N) con dim F,, < oo para todo n € N.
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Demostracion. Las afirmaciones para los cocientes se siguen de la dualidad, véase
el Corolario 4 de [3]. La demostracién es similar a la de la Proposicién 4 de [43].
Es suficiente mostrar que ninguna subsucesién de (v9;)52, en Z(S?) es equivalente
a ly 0 al espacio £ de Z, (véase el Lema 5.3 de [30]). Si (van, )32, es equivalente a
{5 entonces (eay, )J"‘;l en 8? también es equivalente a f5 por el Teorema de Kalton,
y asi obtendriamos una copia de ¢; en S, pero esto no es posible por el Teorema
0.5 de [10]. Como la tnica base simétrica que cumple el Lema 4.12 es /5, el caso
de ¢, se reduce al anterior. O

Hemos visto que Z(S8?) no es isomorfo a Z(J) ni a los anteriores ejemplos
de espacios twisted Hilbert: ELP, Zy y Z(T?). También hemos visto que Z(J)
no es isomorfo a Z(7?). Y como Z, no es asintéticamente Hilbert, sabemos que
Z(J) tampoco es isomorfo a Z,. Falta comprobar que Z(7) es diferente de ELP.
Veamos que ELP no es asintoticamente Hilbert.

Una sucesion (F,,)32, de subespacios de dimensién finita de un espacio de
Banach X se dice que es una descomposicion finito dimensional de X si todo
x € X tiene una unica representacién de la forma x = Zzozl xr, con x, € F,
para todo n € N. Dada una descomposicién finito dimensional de X se definen
las proyecciones P, (> oo, x;) = >, @;. Una descomposicién finito dimensional
(F,)2, de X se dice contractiva si las proyecciones asociadas cumplen

lim |Prz* —2*|| =0
n—oo
para todo z* € X*.

Lema 4.14. Sea X un espacio de Banach con una descomposicion finito dimen-
stonal contractiva (F,)°,, y sea F un subespacio de X de codimension m. Dado
e >0, existe M = M(m,e) € N tal que F' contiene una copia (1 + €)-isomorfa de

[Enlinr
Demostracion. El espacio (X/F)* tiene dimensiéon m. Dado § > 0, podemos en-
contrar un J-recubrimiento finito {yj*}jvzl de su bola unidad por compacidad, es
decir, para cada x* € Bx- existe j < N tal que [|2* — y;| < 0.
Para cada j < N, como (F,)7, es contractiva, podemos tomar m; € N tal que
€
*
. oo < —
197 © Qe | <
siendo @ : X — X/F la aplicacién cociente natural. Tomando M = méx <y m;,
veamos que

Q)] < %HxH, € [Fiin (4.h)
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Tomemos = € [F,]°°,, con ||z|| = 1. Entonces ||Qx| < 1y podemos elegir z* €
(X/F)* también con ||z*|| = 1 tal que ||Q(x)| = |x*(Q(x))|. Para 2* existe jo < N
tal que |[2* — 7 || < 6. Por tanto

1Q(x)]] = [2"(Q(x))]
< (@ = y; ) (Q@)] + |y;, (Q(x))]
< 5+%.

Si ponemos § = ;=-, se obtiene la acotacién (4.h).
Vamos a usar la expresién (4.h) para la acotaciéon de una proyeccién de X sobre

*

F.Sea{z, ...,z } una base de X/Fcon funcionales biortogonales {z], ..., 2% } tales

que z(z;) = 045 ¥ ||25]] = [|2]| = 1 para j < m. Para cada z; tomemos z; € X tal
que Q(z;) = z; y ||| <2 para todo j < m. Entonces, la aplicacién

P: X —kerQ =F,

dada por
P(z)=2—) (25,Q(z))x;
j=1
esta bien definida ya que

Q (Z(Z}*, Q(fﬁ))%’) = (%.,Q)z = Q(x).

j=1

Y esta acotada porque

|P(@)]| = x—Z(Z}CQ(l‘)m
< ||$||+Z!<Z}UQ(I))|I|%H
<zl + [|Q()[|2m
< (14 2m)||z|.

Por la expresién (4.h) se obtiene para x € [F,]>2,, que
I1P()] < (1 + &)l

y también
[1P(@)]| = [lz]l = 2m[|Qz)]| = (1 — &),

es decir, que P restringida a [F,]°,, es un (1 + €)-isomorfismo. O
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Proposicion 4.15. El espacio ELP no es asintoticamente Hilbert.

Demostracion. El espacio ELP tiene la forma £5(E,, N), con &, = (3" @, €3, siendo
fn unas ciertas funciones no lineales definidas recursivamente de tal manera que
dada f,, se construye fs,, véase [22]. Usando esto y la expresiéon (12) del Lema 1
de [22], se tiene que

En C Ean (4.1)

isométricamente para cada n € N. Del Corolario en [22] se obtiene que

dgn Z Cy/ lognv (4J)

para algun ¢ > 0.

Supongamos que ELP es asintéticamente Hilbert. Fijemos la dimensién n? +
n y tomemos un subespacio F' de (5(&,,N) de codimensién finita tal que todo
subespacio de F' de dimensién (n? + n) es C-isomorfo al espacio de Hilbert. Por
el Lema 4.14, como (&,)22, es una descomposicion finito dimensional contractiva
de ¢5(&,,N), el subespacio F' contiene una cola 2-isomorfa de la descomposicion,
pongamos (@;“; g(n)gj)g. Asi que podemos afirmar lo mismo de esta cola pero con
constante 2C. Es claro, por (4.i), que existe m > g(n) suficientemente grande tal
que

En C Em,

con dim &, = n? + n. Pero usando (4.j) llegamos a que cyv/logn < dg, < 2C, lo
cual es absurdo si n es suficientemente grande. O]

4.5. Espacio HAPpy sin la propiedad E(n,n, K).

Dadas dos funciones f y g, se dice que g es cota superior asintotica de f si
existen o € R y una constante ¢ > 0 tales que para todo = > x4 se cumple que
f(z) < c-g(x), y se denota por O(g(x)) al conjunto de funciones para las que g es
cota superior asintética.

La jerarquia de crecimiento rdpido (véase Capitulo 4b de [10]) es una familia
de funciones de N en N definida inductivamente para £ > 1 como

{ go(k) =k +1,

Gns1(k) = gﬁf)(k), para n > 0,
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donde ¢ denota la k-ésima iteracién de g,, es decir, g,(fH)(k) = gn(gg)(k)). Se
puede combrobar facilmente que

La funcién de Ackermann es
n = gn(n),

y la inversa de la aplicacién
n— gn(2),

tiene el mismo comportamiento asintdtico que la inversa de la funcion de Acker-
mann, véase [24]. Denotaremos por a(n) al inico nimero entero i tal que

9i(2) < n < gia(2).
La jerarquia de crecimiento rapido aparece en resultados como el que sigue de [10].

Proposiciéon 4.16. FExiste C' > 0 tal que todo subespacio de [tj]Jo-‘;k en T2 de

dimension g,(k) es C™-isomorfo al espacio de Hilbert.

En particular, se pueden describir las distancias de Banach-Mazur de los subes-
pacios de dimensién n de T2 al espacio de Hilbert en términos de la inversa de la
funciéon de Ackermann.

Corolario 4.17. Para n € N suficientemente grande, todo subespacio de T* de
dimension ga(my+1(2) (y por tanto también de dimension n) es 2™ isomorfo al
espacio de Hilbert.

Vamos a construir un espacio twisted Hilbert que es HAPpy. Para comprobar
que es HAPpy usaremos el Teorema 2.1 de [25] de Johnson y Szankowski, que
establece que si d,(X) — 0oy d,(X) € O(a(n)), entonces X es HAPpy.

Vamos a considerar una versién con base simétrica de T2, que denotaremos
por T2. Se pueden encontrar todos los detalles de este espacio en [9] de Casazza
y Nielsen, donde se denota al espacio por S(7?). Utilizaremos la Proposicién 3.9
de [9] que establece que d,(T2) = co y que d,(T2) € O(log'?(n)) para cualquier
iteraciéon ¢ € N del logaritmo.

Proposicion 4.18. Para todo subespacio E de T2 de dimensidn finita suficien-
temente grande se tiene que

dE < 2O(a(dimE)). (41{)
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Demostracion. Sea n = dim E y supongamos que E estd contenido en el espacio
generado por n" vectores con soportes disjuntos. Entonces, razonando exactamente
como en la Proposicién 3.9 de [9], y usando el Corolario 4.17 con la estimacién 2ca(n)
para los subespacios de dimensién n, siendo ¢ > 0 una constante fija, llegamos a
que

dp < K - 2%,

para algin K > 0. Solo queda comprobar que

a(n™) < a(n) + 2,

pero esto se sigue de

Jamy(2) <n" < gs(n)
< 93(Gam)+1(2))
< Ja(n)+1 (ga(n)+1<2))
= ga(n)+2<2)a
asumiendo que 2 < «(n) en la cuarta desigualdad. ]

Se obtiene una estimacién similar para (72)*.

Corolario 4.19. Para todo subespacio E de (T2)* de dimensidn finita suficien-
temente grande, se tiene que

dE < QO(a(dimE))' (41)

Demostracién. Fijemos E y tomemos F en T2 que sea 2~ '-normante sobre E, es
decir,

lell < 5 supte(s) - f € Br}

para todo e € E. Se puede tomar F con dim F < 5™ ¥ véase el Lema de la pagina
7 de [36]. Entonces la aplicacién B : E x F' — K dada por B(e, f) = e(f) define
un 2-isomorfismo de £ en F™*. Por tanto,

dp < 2dp. = 2dp < 2. 2000""7) < garaldimB)
Para la ultima desigualdad hemos razonado como en la prueba de la Proposiciéon
4.18 para dim E suficientemente grande, y para la desigualdad anterior hemos

usado la estimacion (4.k). O
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El espacio 77 es reflexivo [9], y por tanto [T2, (72)*]1/2 = (s, véase [44].

Proposicién 4.20. Para todo subespacio E de Z(T?) de dimensidn finita sufi-
cientemente grande, se tiene que

dE < 2O(a(dim E)) (4m)

Demostracion. Obsérvese que a,2(X) < d,(X). Por tanto, usando las estimacio-
nes (4.k) y (4.1), tenemos que para algin ¢ > 0 se cumple que

méx{ans(T7), an2((T2))} < 20,
si n es suficientemente grande. Por la Proposicién 3 de [43] se tiene
an2(Z(T72)) < e2 - 270,

para algiin ¢; > 0. Si E es un subespacio de dimensiéon n, entonces, razonando
como en el Teorema 4.7, obtenemos que

dg a2(E) : CQ(E)
2V/27 - s (Z(T2)) - np (Z(T1))
221 - A - anz (2(T2))°

2V/21 - A - 3220,

IA A

IAIA

siendo \ la constante del isomorfismo entre Z(7?) y su dual (véase el Corolario 4
de [3]). O

Corolario 4.21. Los espacios Zs, l5(E,,N) y Z(S?) no son isomorfos a ningin
subespacio ni a ningun cociente de Z(T2).

Del Teorema 2.1 de [25] y de la estimacion (4.m) se sigue que
Corolario 4.22. FEl espacio twisted Hilbert Z(T?) es HAPpy.
Solo queda distinguir el espacio Z(7?) de los que son asintéticamente Hilbert.

Proposicién 4.23. El espacio Z(T2) no es asintdticamente Hilbert y su base
(v;)22, no tiene la propiedad E(n,n, K).

Demostracién. Supongamos que Z(T2) es asintéticamente Hilbert. Como las bases
de T2 y de su dual son simétricas, podemos suponer que el centralizador asociado
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Q) es simétrico. Entonces, debe existir C' > 0 tal que para cada permutacion o de
N, se tiene que

T, 0 Q) — Qo T,(x)|| < Cllzl|, = € coo, (4.n)

siendo T, (30" | anen) = Y o | Gnéyn). Para verlo, sea B un selector 2-acotado tal

que 3 /QB = (2, la linealidad de T, implica que
TO’ O 51/28 - (51/2T0- o] B

Por tanto,
T,0Q—=QoT, =0 ,(T,0B—BoT,).

Como T, o B(x) — B o T,(x) € ker 01/, podemos aplicar el Teorema 4.1 de [8], y
obtenemos que

161/5(To © B(z) = B o Ty (x))|l2 < C||T5 © B(z) = B o Ty (x)]c,

para algin C' > 0. Es facil acotar B o T,,. Para acotar T, o B usaremos que los
operadores T, estan acotados (uniformemente) cuando actian sobre 72 y su dual
porque sus bases son simétricas.

De la expresion (4.n) se sigue que la base (v;)32, es simétrica. El tinico espacio
asintGticamente Hilbert con base simétrica es £ pero si [vy;]52, &~ {5 entonces el
Teorema de Kalton implicarfa que 72 y ¢5 tienen normas equivalentes. Con un
argumento similar se prueba la parte de la propiedad E(n,n, K). O

Corolario 4.24. Se cumple lo siguiente:
1. Z(T2?) no es isomorfo a ningiin subespacio ni a ningin cociente de Z(T?).

2. Z(TZ2) no es isomorfo a ningin subespacio ni a ningin cociente de Z(J).
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4.6. Mapas

Para terminar el capitulo, vamos a ver un par de diagramas que podrian ser
utiles a la hora de entender las relaciones entre los espacios twisted Hilbert pre-
sentes en este trabajo. El primer mapa conecta dos espacios que son similares de
algin modo. Por ejemplo, Z; esta conectado con ELP porque las distancias de sus
subespacios de dimensién n al Hilbert son extremas, del orden O(logn). Los espa-
cios Z(J) y ELP estan conectados porque ambos son fy-amalgamas de espacios
de dimensién finita. La conexién entre Z(J) y Z(T?) se debe a que son espacios
asintéticamente Hilbert, mientras que Z(7?2) y £ son espacios débil Hilbert. Por
otro lado, Z(T?) y Z(T?) son espacios HAPpy, y tanto Z(7?) como Z(S8?) tienen
la propiedad E(n,n, K). Por tltimo, Z, estd conectado con Z(S8?%) porque Z es
subespacio de Z(S?).

E(n,n, K)

+++++++++++++++ ATy

Débil Hilbert % 77777777777777777

Mientras que el primer mapa muestra similitudes entre los espacios twisted
Hilbert, el segundo es un resumen de las propiedades que los diferencian. El nombre
de cada flecha indica la propiedad que diferencia a los espacios que conecta, y
apunta hacia el espacio que tiene dicha propiedad. Por ejemplo, el espacio Z(7?)
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es débil Hilbert, mientras que Z () no lo es. Ser asint6ticamente Hilbert diferencia
a los espacios Zo, ELP, Z(8?) y Z(T?) del espacio Z(J), y por tanto de Z(T?) y
de /5, pues ser débil Hilbert implica ser asintoticamente Hilbert. Lo que diferencia
a los espacios Z(T2) y Z(S?), es que este tltimo tiene la propiedad E(n,n, K).
Por otro lado, el espacio Zs no es una fs-amalgama como el espacio ELP, y a su
vez, estos dos espacios se pueden diferenciar de Z(72) y Z(8?) por las distancias
de sus subespacios de dimensién finita al espacio de Hilbert.

Débil Hilbert

Hilbert
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