UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

UNIVERSIDAD DE EXTREMADURA

FACULTAD DE CIENCIAS

Grado en Estadistica

Memoria de trabajo fin de grado

MODELOS LINEALES
GENERALIZADOS Y ADITIVOS
GENERALIZADOS

Francisco José Clemente Garcia

Junio, 2022






D. Miguel Gonzalez Velasco, profesor del Departamento de Matematicas de la Univer-

sidad de Extremadura, y

D. Manuel Mota Medina, profesor del Departamento de Mateméticas de la Universidad

de Extremadura,

INFORMAN:

Que D. Francisco José Clemente Garcia ha realizado bajo su direccion el Trabajo Fin

de Grado y que la memoria retine los requisitos necesarios para su evaluacion.

En Badajoz, 9 de junio de 2022

Fdo.:  Miguel Gonzalez Velasco 'y  Manuel Mota Medina






Indice general

. Introduccién

. Modelo lineal

2.1. Definiciones . . . . . . .. L
2.1.1. Modelo lineal normal . . . . . .. ... ... o
2.2. Modelo lineal de rango completo . . . . . . ... oo Lo

2.2.1. Estimacidén . . . . . . . ...

2.3. Modelo de regresiéon lineal normal . . . . . . . . ..o

2.4. Ejemplo . . . . .. e

. Modelo lineal generalizado

3.1. La familia exponencial de distribuciones . . . . . . . . .. .. ... ... ... ..
3.1.1. Definiciones y resultados . . . . . . .. ... Lo
3.1.2. Distribuciones con parametros de localizacion y dispersiéon . . . . . . . . .

3.2. Modelo lineal generalizado . . . . . . . . . . .. ... L

3.3. Estimacidon . . . . . ...
3.3.1. Métodos numéricos . . . . . . ...
3.3.2. Comportamiento asintotico . . . . . . . . ... ... ...

3.4. Contraste de hipotesis . . . . . . . . . . ...
3.4.1. Bondad de ajuste . . . . . . . ...
3.4.2. Contraste de hipotesis sobre . . . . . . . . ... L.

3.5. Modelos de regresion . . . . . ...
3.5.1. Regresion normal (varianza comin conocida) . . . . . .. ... ... ...
3.5.2. Regresion logistica binaria . . . . . .. ... 0oL
3.5.3. Regresion de Poisson . . . . . . . . ..o L
3.5.4. Regresion exponencial . . . . . ..o oL

11

13
13
14
15
15
19
20
21



3.6. Ejemplo . . . . .

4. Modelo aditivo generalizado

4.1. Modelo aditivo . . . . . . ..
4.1.1. Suavizado . . . . . ..
4.1.2. Definicion . . . . . ..o
4.1.3. Estimacion . . . . . . ..o
4.1.4. Ejemplo . . . . ..o

4.2. Modelo aditivo generalizado . . . . . . . .. .. Lo
4.2.1. Definicion . . . . . ..o
4.2.2. Estimacidén . . . . . ..
4.23. Ejemplo . . . . ..

A. Otros resultados
A.1. Resultados de Analisis Matemético . . . . . . . . . ... ... ... ... ..
A.1.1. Método de Newton-Raphson . . . . . . . . ... ... ... ... ......
A.1.2. Diferenciacién bajo el signo integral . . . . . . ... ... ... ...
A.2. Conceptos de Algebra Lineal . . . . . ... ... ... ... ... .........
A.3. Distribuciones de probabilidad . . . . . . ... ... .. ... ... ...
A.3.1. Distribuciones absolutamente continuas . . . . . .. ... ... ... ...
A.3.2. Distribuciones discretas . . . . . . .. ...
A.4. Resultados de estadistica . . . . . . . . . .. . ..
A.4.1. Estimacion por maxima verosimilitud . . . . . . ...
A5, Suavizado . . ...
A.5.1. Splines cubicos naturales. . . . . . . . ... ...
A.5.2. Regresion local: LOESS . . . . . ... ... oo
A6. Software R . . . . . . . L

Bibliografia

53
93
53
60
60
61
67
67
68
69

73
73
73
74
75
75
75
78
80
80
82
82
83
84

85



Resumen

Este trabajo describe una serie de técnicas para el estudio de modelos estadisticos
que no satisfacen las hipotesis del modelo lineal normal. El modelo lineal generalizado
(MLG) nos permite estimar y contrastar hipotesis en modelos cuya variable respuesta
tiene distribucién de probabilidad perteneciente a la familia exponencial de distribucio-
nes. La esperanza de dicha variable respuesta esta ligada a un predictor lineal, funcion
matricial del pardmetro del modelo, mediante una funcién de enlace que satisface unas
condiciones de regularidad adecuadas. El modelo aditivo generalizado da flexibilidad al

MLG incluyendo técnicas de regresiéon no paramétrica.






Abstract

This essay describes an array of techniques to understand statistical models asside of
normal linear model hypotheses. Generalized linear model (GLM) allows to estimate and
test hypothesis in models whose response variable follows some exponential family distri-
bution. Expectation in responses are linked to a linear predictor, a matrix transformation
of the model parameter, via some link function satisfaying enough regularity contions
. Generalized additive model gives flexibility to GLM adding nonparametric regression

techniques.
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Capitulo 1

Introduccion

Uno de los pilares de la Estadistica como disciplina es la modelizacién de una variable
respuesta (univariante o multivariante) a partir de un conjunto de datos prefijados u

observados aleatoriamente de otras variables conmumente denominadas predictoras.

Historicamente, dada su sencillez y las posibilidades de célculo del momento surge el
modelo lineal (0 modelo lineal general) asentado sobre nociones conocidas del algebra li-
neal y de teoria de la probabilidad y la estadistica. Las hipotesis del modelo, independencia
en las observaciones y relacion de tipo lineal entre la variable respuesta y las predictoras,
son poco exigentes y generalmente han venido acompanadas de una distribucién nor-
mal en la respuesta. La distribucién normal es una de las distribuciones de probabilidad
més estudiadas desde hace siglos, observada en multitud de fenémenos de tipo biologico,
variables antropométricas, teoria de errores en experimentacion fisica, concentracion de
compuestos bioquimicos en sangre, etc. Esta hipotesis adicional da lugar al modelo lineal
normal. El trabajo de R. Fisher en la agricultura profundiz6 el conocimiento estadistico

sobre esta familia de modelos.

Con el tiempo, la teoria de la probabilidad avanzé en el estudio sobre distintas fa-
milias de distribuciones, particularmente en la que se ha dado a conocer como familia
exponencial, al tiempo que se aceleran las posibilidades de calculo numérico gracias a la
computacion. En este contexto, se pretende hallar modelos que ensanchen los limites del
modelo lineal normal, abriéndose a otras posibles distribuciones en la variable respuesta.
Nelder y Wedderburn presentan en 1976 [10] el modelo lineal generalizado, que toma como
hipétesis una buena adecuacion de la respuesta a la familia de distribuciones exponen-

ciales, proporcionando asi un modelo que recoge perfectamente al modelo lineal normal
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pero que también son validos procesos de contaje, tiempos entre eventos o variables de
respuesta binaria. La estimacion, por méxima verosimilitud, no es inmediata como lo era
en el modelo normal, pero se introducen en el modelo conceptos como el de devianza
y métodos iterativos de bisqueda de estimadores maximo verosimiles para contrastar la
buena adecuacion de los datos y la optimalidad de las estimaciones.

Paralelamente, todo un estudio sobre regresion no paramétrica y suavizado concluye
en los modelos aditivos como intento de superar la linealidad anteriormente citada. Para
ello, se articula toda una teoria sobre funciones de suavizado, que escapa al temario del
Grado en Estadistica, y a la que recurriremos auxiliarmente para llegar al punto final de
este trabajo: el modelo aditivo generalizado formulado por Hastie y Tibshirani en 1986
[6]. Este modelo abarcara al lineal generalizado asi como este lo hizo con el lineal normal,
apoyado sobre la aditividad entre funciones de suavizado, que operan, cada una de ellas,
sobre las distintas variables explicativas del modelo.

Teniendo en cuenta todo lo anterior, este trabajo partira de algunas ideas presen-
tadas no del todo conexas entre si a lo largo del Grado en Estadistica (modelo lineal
normal, teoria asintética de distribuciones, familia exponencial, interpolaciéon polinémica
o suavizado mediante splines ctbicos naturales) para construir una teoria de modelizacion
estadistica muy moderna y flexible, de notable importancia en nuestros dias, cuyo obje-
tivo fundamental es el analisis de datos procedentes de de muy diversas fuentes (ciencias
ambientales, economia financiera, salud, etc.) que no pueden ser ajustados bajo hipotesis

restrictivas como normalidad y linealidad.

Notacion. A fin de facilitar la lectura de este trabajo, consideraremos todos los vectores
serén, en su misma notacioén, matrices columna. De manera general, si v € R", b € R™ y
A es una matriz de m x n, escribiremos un sistema lineal de ecuaciones Az =bysiey v

son dos vectores de R", podremos escribir e®v = >"" | €;v;.

Sobre este trabajo. Como nota final, destacamos que este documento ha sido redac-
tado en su totalidad con KTEX, combinado en los ejemplos con el software estadistico R
mediante el paquete kntir (ver [17]). Los graficos mostrados son generados por R a través

del paquete ggplot2 (ver [15]).
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Capitulo 2

Modelo lineal

El modelo lineal con el que iniciamos este trabajo es una de las formas mas generales de
modelizacion estadistica. Tiene como tinicos requisitos la independencia de las observacio-
nes (componentes de un vector respuesta) y la existencia de un vector de menor dimension
al nimero de observaciones que ajusta linealmente (matricialmente) a las medias del vec-
tor respuesta. Como se vera, la generalidad de tener un modelo donde las variables no
siguen ninguna distribucién de probabilidad especifica nos privaré de desarrollar el pro-
blema de estimacion con intervalos de confianza y el de contraste de hipotesis, carencia
que se vera resuelta con la imposicién de la distribucién normal. Todos los resultados
aqui presentados (y més) han sido ya estudiados con detalle en la asignatura Modelos
Lineales del Grado en Estadistica. Por esta razon, este capitulo serda mas esquemético y
breve que los dos siguientes, teniendo por objetivo recordar los resultados mas relevantes
del modelo y dotar de sentido a los siguientes capitulos. Ademés del modelo de regresion
lineal, que veremos hacia el final del capitulo, el modelo lineal contiene toda la teoria
de modelos de disenio de experimentos (completamente aleatorizados, cuadrados latinos,
modelos bifactoriales, etc.) que, por las limitaciones de este trabajo hemos optado por no

desarrollar.

2.1. Definiciones

DEFINICION 2.1 (Modelo lineal). Sean Y = (Y7, ...,Y,)" un vector aleatorio de dimension
n, X una matriz de orden n x p, con p < n, de constantes reales conocidas y [ =

(Brs...,By)" € RP, un vector de pardametros desconocidos. Diremos que Y verifica las
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condiciones de un modelo lineal si para cada coordenada Y;, 1 <i <n:

1. Las Y; son variables aleatorias, incorreladas y homocedésticas con varianza comun

o2, con 02 > 0.
2. E[Y;] = p; = 2;* 3, siendo z; * la i-ésima fila de la matriz X, 1 < i < n.

Por tanto, podremos escribir el modelo lineal, dada la condicién 2 de su definicién del

siguiente modo:

M1 T11 - X1y o Tip B
MZ pumy x’L,l .« e . ‘rl,] DEEEY xz,p /8] (2.1)
_,un_ _mn,l e *Tn,j e mn,p_ _ﬁp_

Podemos definir un vector aleatorio ¢ = Y — E [Y] no observable (al no conocer E [Y])
de dimension n y media nula, E[¢] = E[Y —E[Y]] = 0,, € R"”, de modo que el modelo
queda expresado como Y = X[ + e.

La expresion Y = X + ¢ del modelo hace evidente que este consta de una com-
ponente deterministica, X3, y otra aleatoria, €. Se tiene por tanto que el vector de
medias y la matriz de covarianzas de Y, a partir de esta formulaciéon del modelo, son
E[Y]=E[XB+¢]=XB+E[e] = XBy Cov|[Y] = Cov|[XS3+e¢] = Covle| = 0?l,. La
incorrelacion y la homocedasticidad de las variables aleatorias ¢; e Y; queda reflejada en
la expresion diagonal de la matriz de covarianzas o2I,; cov [g;, ] = cov [V, Y]] = 020,,,

1 <4l <n.

DEFINICION 2.2 (Modelo de rango completo e incompleto). Supongamos que Y se ajusta
a un modelo lineal con E [Y] = X segtn la Definicion 2.1. Si rg (X) = p, diremos que el

modelo es de rango completo. En caso rg (X) < p, es de rango incompleto.

2.1.1. Modelo lineal normal

Un caso particular de modelo lineal es el modelo lineal normal, en el que la variable res-
puesta sigue una distribucién normal multivariante, la cual denotamos Y ~ N,, (X3, 0%1,,)
(ver Definicion A.7 del Apéndice). La incorrelacion entre las variables aleatorias coorde-
nadas de Y se traduce en independencia y su homocedasticidad nos conducen a hablar de

distribuciéon multivariante normal esférica, Cov [Y] = o21,.
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DEFINICION 2.3 (Modelo lineal normal). Diremos que Y se ajusta a un modelo lineal
normal si Y3, ..., Y, son independientes y cada Y; ~ N (x;* 3, 0%) siendo x; * la i-ésima fila

de X.

Luego el vector aleatorio Y puede ser expresado como Y = X 3+¢c cone ~ N, (0,021,).
La condiciéon de homocedasticidad puede no estar garantizada en muchos casos, siendo
cada coordenada de Y tal que Y; ~ N (z;'3,0?). Mediante las transformaciones Y;* =

)

o;'Y; se tiene el vector aleatorio
Y* = (YF,... Y ~N, (2—%Xﬁ,1n> (2.2)

. _1 S _ . ) )
siendo X2 la matriz diagonal de o; 11 <i <, que si es un modelo lineal normal como

el de la Definicién 2.3.

2.2. Modelo lineal de rango completo

2.2.1. Estimacion

Definido el modelo lineal, queremos encontrar estimadores del vector de pardmetros
[ verificando ciertas condiciones que nos garanticen que los estimadores tienen buenas
propiedades en cuanto a linealidad, insesgadez o varianza minima.

Si no asumimos ningin modelo de probabilidad concreto para £, podemos abordar la
estimacion de § mediante el método de minimos cuadrados ordinarios. Este consistira en

encontrar un vector /5’ que minimice la distancia entre Y y su vector de medias:
A , 2
B = arggere min |[Y — X3[;, (2.3)

donde ||z||3 = 31", 2? para cualquier 2 € R™.

Para un estudio mas detallado de la geometria del modelo lineal en el espacio vectorial
R™ y qué representa su solucion minimo cuadratica, se remite al lector a Montanero (2008)
[9].

P 2 .
Para encontrar el vector donde se encuentra el minimo de ||Y — X/||;, definimos la

funcion S : § € R? — S(B) = ||Y — XB||7 = 37,2 € R y resolvemos el sistema de

1=1~1
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ecuaciones

950B) _
081
(2.4)
asB) _
\ Bp 0

Es facil probar que el sistema de ecuaciones (2.4) es equivalente al sistema de ecuaciones
lineales X *X B = X'Y, conocido como sistema de ecuaciones normales del modelo.
Teniendo en cuenta que X * X es una matriz cuadrada de orden p y que rg (X * X) = p (y

por tanto invertible), es inmediato obtener que
B=(XtX)"'X'Yy (2.5)

es la tnica solucion de la ecuacion (2.4). Asi, § es el estimador de minimos cuadrados de
Para probar que S(f) alcanza el minimo en [ asi definido, bastara tener en cuenta

NP . 2
que para todo 3 € R?, severiﬁca||Y—Xﬁ||§:HY—XBH —i—HXB—XB )
2 2

OBSERVACION (Notacion). En lo que sigue de este capitulo, escribiremos abreviadamente

en ocasiones S = X' X y XT = (X*X)"'X* de modo que
B=(X'X)'X'Y = 571Xy = Xty (2.6)

Notemos que [ es un estimador lineal al ser una transformacion lineal de Y. Ademas

es insesgado, pues E [BA} = [. Finalmente, senalamos que Cov [5’] =X X)L

DEFINICION 2.4 (Vector de predicciones). Sea Y = X f+¢ un modelo lineal de rango com-

pleto y sea /5’ = (Bl, e ,Bp)t € R? una estimacion de 3, llamamos vector de predicciones

~

ayY = Xg.

DEFINICION 2.5 (Vector de residuos). Definimos e = ¥ — Y como el vector de residuos

del modelo.

En general, la varianza, o2, del modelo sera desconocida y tendremos que obtener un

estimador suyo. Se tiene que

1 .
52 = HY—XB
n—p

z (2.7)

es un estimador insesgado de o2
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TEOREMA 2.1 (Gauss-Markov). Supongamos que Y se ajusta a un modelo lineal de rango
completo, rg (X) = p. El mejor estimador (en el sentido de los minimos cuadrados) lineal
insesgado de [3 es B = X1Y. Ademas, cada Bj es el estimador lineal insesgado de minima

varianza de 3, 1 < j <p.

TEOREMA 2.2. Supongamos que Y se ajusta a un modelo lineal de rango completo,
rg (X) = p. Sea A € RP un vector de constantes conocidas. Entonces el estimador li-

neal insesgado de minima varianza de \* 3 es A\* XY,

Modelo lineal normal

El modelo lineal normal es un caso particular del modelo lineal sobre el que hemos
desarrollado la teorfa de estimacién mediante minimos cuadrados al estimar §. En con-

2 son estimadores de estos parametros en el modelo lineal normal. Es

secuencia, B y o
inmediato cuestionarse si la estimacion por el método de méxima verosimilitud en el caso
del modelo lineal normal conduce a estos mismos estimadores para (8 y o2

SiY verifica las condiciones de un modelo lineal normal de media p = E[Y] = X3,
su distribucion serd una normal multivariante, Y ~ N, (u,0%I,) = N,, (X3, 021,,), luego

la funcién de verosimilitud! de los parametros dado el vector de observaciones y € R",

L(u, 0% y) puede reescribirse en términos de 3 y o

1 ly=nli3 1 _ lly=X8l13

o L MR Loty @28)

Lip, 0% y) = ————
(k. 0%5) V (2ma?)n V (2ma?)n

Mediante el método de estimacion por maxima verosimilitud (ver Apéndice A.4.1) se

tiene que

B=X'Yy

: A (2.9)

62 ==~ ||v - x5
n

2
) .

son los estimadores maximo verosimiles de 3 y o2, y la funciéon de verosimilitud alcanza

su valor méximo en

L(B,6%y) = (2me6®)"% . (2.10)

Vemos que el estimador méximo verosimil de 8 coincide con el minimo cuadratico, en

consecuencia hereda todas las propiedades ya vistas. En cuanto al estimador de la varianza,

1Se trata de un abuso de notacién, L representa siempre la funcién de verosimilitud de cualquier

parametro, cualquiera que sea la expresion funcional concreta de esta.
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% # 62, pero sf tenemos la relacién

6%:"_Q#=(1—£)# (2.11)
y, en consecuencia, E [6%] = (1 — £)0® # 02, i.e., 67 es sesgado.

OBSERVACION. A continuaciéon trabajamos con distintas distribuciones de probabilidad
continuas que se deducen de relaciones a partir de las distribuciones normal y normal
multivariante. Pueden consultarse con detalle sus definiciones y algunos resultados propios

de la teoria de la Probabilidad en el Apéndice A.3.1.

TEOREMA 2.3. Sea Y ~ N,, (X3,021I,,), i.e., se ajusta a un modelo lineal normal de rango

completo con rg (X ) = p. Los estimadores B y &% verifican las siguientes propiedades:
1. Ambos son insesgados.

2. B~ N, (8,0%571).

n—p)&?
3. =p

| xX*(n —p).
4. 3 y 52 son independientes.

COROLARIO 2.1. Sean Y ~ N,, (X3,02I,), i.e., se ajusta a un modelo lineal normal de
rango completo con rg (X) = p, h(zx) la funcién de densidad de probabilidad de la dis-
tribucién x*(n — p), y ap y ay escalares tales que f(;lol h(z)dz =1 — a (a €]0,1]). Un

intervalo de confianza para o? a un nivel 1 — o es

I-a(0?) = [(n — p)ai ' (n — p)ag 67 (2.12)

PROPOSICION 2.1. Sean Y ~ N,, (X3,0%I,), i.e., se ajusta a un modelo lineal normal
de rango completo con rg (X) = p, h(z) la funcién de densidad de probabilidad de la
distribucion t(n — p) y taj2(n — p) un valor tal que Lj2(n_p) h(z)dz = § (« €]0,1]). Se

verifica:
1. Si (X'X)™ = (¢jr)1<jk<p, €ntonces
Lia(By) = [ = taja(n = P)N/€156% B + tapa(n = p)\/ ;467 (2.13)

es un intervalo de confianza para (3; a un nivel de confianzal —«, 1 < j <p.
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2. Si A € RP un vector de constantes conocidas, entonces el estimador de méaxima

verosimilitud de A* 8 es A*f ~ N (A8, 02A" S~1)\). Ademas
Loa(A'B) =[N G- taj2(n —p)VE2AtSTIA, AtB+ta/g(n —p)Va2At SNl (2.14)

es un intervalo de confianza para \* 3 a un nivel 1 — a.

2.2.2. Contraste de hipoétesis

Sea Y ~ N, (Xf,021,), es decir, se ajusta a un modelo lineal normal de rango com-
pleto, rg (X) = p, podemos plantear distintos contrastes de hipotesis, todos ellos resueltos
a partir del método de razén de verosimilitudes, conocidas las distintas distribuciones de

probabilidad que se deducen de la normalidad del modelo:

Contraste Hy : f = p* € R? conocido. Sea h(z), la funcion de densidad de pro-
babilidad de la distribucion F'(p,n — p) (ver Definicion A.10) y F,(p,n — p) tal que
IS (pn_p) @) dz = (a €]0,1]). El método de razén de verosimilitudes nos conduce a

rechazar Hy para el nivel de significacion « €]0,1[ si F' > F,,(p,n — p), donde

_n—p@
b on

siendo Q = Qy + Q1 = (Y — XB)Y(Y — XB%), Qo = (Y — XB)"(Y — X3). Ademés
F ~ F(p,n — p,v) (ver Definicion A.11) con v = #(ﬁ — [*)ES(B8 = B*).

F

(2.15)

Contraste Hy : A\*f = A*, A € R? y \* € R, ambos conocidos. Sea t,/2(n — p) tal

que f:j(nfp) h(z)dz = § (a €]0,1[), siendo h(x) la funcién de densidad de probabilidad

de la distribucion t(n — p) (ver Definicion A.12). El método de razon de verosimilitudes

nos conduce a rechazar Hy para el nivel de significacion a €]0, 1] si
B =N

\/TW 2 ta/g(n—p). (216)

Contraste Hy : 71 = 77 € R” conocido. Sea el entero positivo r €]0, p[. Sean 7; € R”
y 72 € RP™" vectores tales que 8 = (71]72) y, en consecuencia, X; y X5 son dos matrices
de dimensiones n X r y n X (p —r), de modo que X5 = X1y, + Xovs. Sea F,(r,n —p) tal
que [ ;z (rin—p) h(z)dx = a (a €]0, 1]), siendo h(z) la funcion de densidad de probabilidad

de la distribucion F(r,n—p) (ver Definicion A.10). El método de razén de verosimilitudes
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para contrastar la hipdtesis nula nos conduce a rechazar Hy para el nivel de significacion
a €)0,1]si F > F,(r,n — p), donde

n—p@

F = )
r Qo

(2.17)
siendo

s Qo= (Y —XB)(Y —XB) =Y, - XXH)Y

= Q= (Y = X)) (XX = Xo(X0 ' Xo) T X (Y — Xivf)

Ademés, F ~ F(r,n — p,v) (ver Definicion A.11), con v = 35(y —5) "By — ) v
B = XltXl - XltX2(X2tX2)—1X2tX1'

2.3. Modelo de regresion lineal normal

En el modelo lineal, la matriz de modelo, X, era una matriz de constantes conocidas
fijadas por el experimentador. Por contra, en el modelo de regresion lineal, cada columna
de X seran las observaciones de una variable aleatoria medida en n unidades experimen-

' no vienen prefijadas, sino que

tales independientes. En los casos en los que las filas x;
resultan aleatorias, tendremos que (y;, x; %), 1 < i < n, son n observaciones de vectores

aleatorios de dimension p + 1, (Y, Xy,..., X,)"

Diremos que (Y, X1,...,X,)" es un modelo de regresion lineal normal en n observa-
ciones si
p
Y|(X1:C(31,...,Xp:$p) ~ N (/BO—'_ZBjIjaO-Q) (218)
j=1

y en consecuencia se tiene

L EY|( Xy =21,..., X, =2,)] = B+ Z§:1 Bjx;; siendo z; los n-vectores resultado

de observar la variable aleatoria X;.
2. cov [X;, Xy] =0,
3. Var[Y|(Xy =x1,..., X, =12,) ] =02 < o0y

Consideremos las variables aleatorias independientes Y; ~ N (u;, 02). El vector cuyas

coordenadas son Yi,...,Y, se ajusta a un modelo lineal normal con
p
pi=EY]=2"0= 5+ Zﬁjifi,j, (2.19)
j=1

siendo la matriz X de orden n x (p+1), p+1<nycadafilaz;* = [1,z;1,..., 2,
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DEFINICION 2.6 (Coeficiente de determinacion). Supongamos que Y se ajusta a un modelo
linea. Sea y = (y1,...,yn)* el vector de valores observados de Y e Y = ()71, o ,Yn) t= X8,
Sea Y =n~! >, Y. Llamamos coeficiente de determinacion y lo denotamos R? al valor
D A 0
> (Y= Y)?

que representa la proporcién de varianza total de Y que es explicada por el modelo.

R*=1- € [0,1] (2.20)

2.4. Ejemplo

El siguiente problema viene recogido por Dobson (2002) [3]. Tras seis meses de dieta
alta en carbohidratos en veinte (n = 20) hombres enfermos de diabetes (dependientes de
insulina) se recoge la informacion acerca de su edad (en anos), el peso corporal relativo,
i.e., comparado con el peso ideal tedrico dada la altura, y dos variables asociadas a la
dieta tales como el porcentaje de calorias obtenidas de hidratos de carbono complejos y

el porcentaje de calorias como proteinas.

Los datos vienen recogidos en carbohydrate dentro del paquete dobson en R.
library(dobson); data(carbohydrate)
Mostramos un resumen de estos

summary (carbohydrate)

H#t carbohydrate age weight protein

## Min. :24.00  Min. :23.00  Min. : 8.0 Min. :12.0
## 1st Qu.:32.25 1st Qu.:34.50 1st Qu.:100.0 1st Qu.:14.0
## Median :37.00 Median :47.50 Median :106.0 Median :15.0
## Mean :37.60 Mean :46.15 Mean :110.7 Mean :15.9
## 3rd Qu.:42.25 3rd Qu.:57.25 3rd Qu.:120.2 3rd Qu.:18.0
## Max. :51.00 Max. :64.00 Max. :144.0  Max. :20.0

Modelo. En el estudio se busca establecer un modelo de regresiéon lineal, siendo el
porcentaje de carbohidratos (carbohydrate) la variable respuesta, Y, que predecir a

partir de las demas. Tenemos el siguiente modelo de regresion lineal:

EYi] = Bo + Biwig + Bozin + 3wz, 1 < i < n = 20, (2.21)
que guardamos en R como
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modelo <- 1lm(carbohydrate~aget+weight+protein, data=carbohydrate)

Ademés, veamos la representacion mediante ggplot2 de la variable respuesta Y como

funcion lineal de cada una de las variables regresoras por separado:

» Y frente a X; (edad):

@)
50 O
O
. @)
8
£ (@)
= o O
§ 40 o
E I
3] (@) o O
S O
o @)
c_s O
(&)
¥ 30 © © ©
0]
@)
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Edad

La recta ajustada para modelo de regresion simple es casi horizontal, habiendo
bastante dispersion entre los datos. Cabe suponer que esta variable sea rechazada

una vez ajustado el modelo lineal.

» Y frente a Xy (peso relativo):
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C_g_ o \\
X 30 O © O
(@)
0)
100 120 140

Peso relativo

Los datos describen una relacion lineal negativa entre weight y carbohydrate. No

parece haber mucha dispersion.

» Y frente a X3 (% cal. por proteinas):
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Tampoco parece haber distancias notables entre la linea ajustada y la nube de
puntos de las observaciones, esta vez con una pendiente positiva (i.e., relacion lineal

positiva entre las variables).

Matricialmente, se expresa

H1 1 1,1 Ti2 T1.3 ]
Bo
o

i | = |1 w1 T2 T3 (2.22)
. . . B2
B3
_M20_ _1 T20,1 20,2 $20,3_ -

Fijado el modelo, comprobemos que se verifican las hipotesis del modelo lineal normal

A

a partir del estudio del vector de residuos, e =Y — Y

Normalidad. Debemos contrastar si la variable respuesta se ajusta a un modelo normal
multivariante. Para ello, realizamos el contraste de normalidad de Shapiro-Wilks para los

residuos:

shapiro.test(rstandard(modelo))
iz

## Shapiro-Wilk normality test
##

## data: rstandard(modelo)

## W = 0.93186, p-value = 0.1677

Nos lleva a asumir la hipotesis nula de normalidad en la variable respuesta.
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Homocedasticidad. Sea el contrate de hipotesis

Ho: Var[Yi]=...=Var[V,] (= o?). (2.23)

H,: Existeniyl, 1 <4, <n, tales que Var[Y;] # Var [V]].

Nos servimos del estadistico de contraste de Breusch-Pagan, dado por la funcién bptest ()

del paquete 1mtest:

library(lmtest)

bptest (modelo)

##

## studentized Breusch-Pagan test
#H#

## data: modelo

## BP = 0.50666, df = 3, p-value = 0.9174

El contraste devuelve un p-valor muy superior a la significacién habitual, p = 0.9174 >

0.05 = «, luego no hay razones significativas para rechazar la hipotesis nula de homoce-

2

dasticidad, i.e., existe una varianza ¢° comun.

Incorrelacion Debemos ademas verificar que las coordenadas del vector de residuos e

son incorreladas. Sea el contraste

Ho: covie,e]=0,1<il<n,i#l.
(2.24)

H, : Existen indices i y [, i # [ tales quecov [e;, €] # 0.

Del mismo paquete, usamos la funcion dwtest() para ejecutar el contraste de Durbin-

Watson que evalia la incorrelacion de los residuos.

dwtest (modelo)

##

## Durbin-Watson test

#i#

## data: modelo

## DW = 1.8752, p-value = 0.3314

## alternative hypothesis: true autocorrelation is greater than O

El p-valor obtenido es superior al nivel de significaciéon usual, p = 0.3314 > 0.05, luego

no hay razones estadisticas para rechazar la hipdtesis nula de incorrelacion de los errores.
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Estimaciéon y contraste de hipoétesis. Todo lo que sigue, es una aplicaciéon de la

teoria vista en el Capitulo 2.2.1.
Verificada la hipotesis de homocedasticidad, lo primero serd estimar 2 (que ya hemos
senalado que es inica mediante el contraste de homocedasticidad) a partir de un estimador

insesgado 2. Ejecutamos

summary (modelo)

i

## Call:

## 1m(formula = carbohydrate ~ age + weight + protein, data = carbohydrate)
i

## Residuals:

#i# Min 1Q Median 3Q Max

## -10.3424 -4.8203 0.9897 3.8553  7.9087

##

## Coefficients:

#1 Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

## (Intercept) 36.96006 13.07128 2.828 0.01213 =*

## age -0.11368  0.10933 -1.040 0.31389
## weight -0.22802  0.08329 -2.738 0.01460 *

## protein 1.95771  0.63489 3.084 0.00712 *x

## -

## Signif. codes: O '*#x' 0.001 '#*' 0.01 '*#' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
##t

## Residual standard error: 5.956 on 16 degrees of freedom
## Multiple R-squared: 0.4805,Adjusted R-squared: 0.3831
## F-statistic: 4.934 on 3 and 16 DF, p-value: 0.01297

La funciéon 1m() de R opera para modelos lineales cualesquiera, sin imponer ningu-
na distribucién de probabilidad sobre Y, por tanto las estimaciones B son las minimas
cuadraticas. En nuestro caso ya hemos contrastado y aceptado la normalidad, luego es-
tos estimadores seran ademéas los méaximo verosimiles (ver ecuacion (2.9)). La columna

Estimate recoge estimador de [,

3 = (36.96006, —0.11368, —0.22802,1.95771) * € R*. (2.25)

2

Operando con n = 20 y p = 4, se tiene que ¢° = 35.479. Luego, podemos construir

intervalos de confianza para cada §; a partir de I1_,(f5;) = [BJ —taj2(n —p)/cj ;02 Bj +
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tas2(n —p)y/c;;02], 0 < j < 3. La columna Std. Error son los valores y/c; ;02 en cada

J, ¥ too75(16) = 2.119905 ~ 2.12. Construimos los intervalos de confianza como sigue:
» To95(50) = 36.9601 F 13.0713 x 2.12 = [9.250, 64.670] Z 0,
w Joo5(01) = —0.1137 F 0.1093 x 2.12 = [—0.345,0.118] > 0,
n Too5(52) = —0.2280 F 0.0833 x 2.12 = [—0.405, —0.051] Z 0 e

w Joo5(B3) = 1.9577 F 0.6349 x 2.12 = [0.612,3.304] # 0,

siendo la variable age no significativa para una significacion a = 0.05. Podemos reformular

el modelo excluyéndola como sigue

modelo2 <- lm(carbohydrate~weight+protein, data=carbohydrate)
summary (modelo2)

##

## Call:

## lm(formula = carbohydrate weight + protein, data = carbohydrate)
i

## Residuals:

#i# Min 1Q Median 3Q Max

## -10.6812 -3.9135 0.9464 4.0880 9.7948

##

## Coefficients:

## Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

## (Intercept) 33.13032 12.57155 2.635 0.01736 =*

## weight -0.22165 0.08326 -2.662 0.01642 *

## protein 1.82429 0.62327 2.927 0.00941 x*x

HH# —--

## Signif. codes: O 's*x' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
##

## Residual standard error: 5.971 on 17 degrees of freedom
## Multiple R-squared: 0.4454,Adjusted R-squared: 0.3802
## F-statistic: 6.827 on 2 and 17 DF, p-value: 0.006661

El nuevo vector de parametros estimados es
3 = (33.13032, —0.22165,1.82429) ' € R®. (2.26)

Anéalogamente, tenemos uan nueva columna Std. Error para modelo2 y en esta ocasion

to.o75(17) = 2.109816 = 2.11. los nuevos intervalos de confianza, para o = 0.05 son
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= Ioos(Bo) = 33.1303 F 12.5715 x 2.11 = [6.607, 59.654] # 0,
n Ioos(B3s) = —0.2216 F 0.0833 x 2.11 = [—0.397, —0.046] # 0 e

s Inos(B3) = 1.8243 F 0.6233 x 2.11 = [0.509, 3.139] % 0.

Bondad de ajuste. Para determinar el buen ajuste de los datos al modelo lineal normal
propuesto,

E Y] = 33.1303 — 0.2216x; 5 + 1.8243x;3, 1 <i <n = 20, (2.27)

recurrimos al estadistico F', para modelo2.

Concluimos que el modelo es significativo puesto que el p-valor de significatividad
conjunta de las variables es p = 0.006661 < 0.05 = «, como suele ser habitual.

En cuanto al coeficiente de determinacion R? = 0.4454, es decir, el modelo explica
aproximadamente un 44.54 % de la variabilidad total de la variable respuesta. Hemos
visto que las variables se ajustan a lo exigido por la definicion de modelo lineal normal
y su significatividad. Para un analisis més completo de la investigaciéon realizada en el
ejemplo cabria plantearse al observacion de nuevas variables (con las que no contamos en

el enunciado) mejorando la capacidad explicativa del modelo.
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Capitulo 3

Modelo lineal generalizado

La primera extension del modelo lineal que consideramos en este trabajo es el modelo
lineal generalizado. La propuesta original de este modelo se debe a Nelder y Wedderburn
(1972) [10]. Si bien en el modelo lineal no asumiamos ninguna distribucion para la variable
respuesta, en el modelo lineal normal, como su nombre indica, se asume la hipotesis de
normalidad. El modelo lineal generalizado partira de la hipotesis de que la variable objeti-
vo sigue alguna distribucion de las llamadas exponenciales (estudiadas de manera general
en la asignatura Inferencia Estadistica del Grado en Estadistica), las cuales incluyen la
distribucién normal. Una segunda novedad de este modelo frente al modelo lineal normal
es que la relacion entre las medias y la funcion lineal de los parametros del modelo, £, no
es directa, sino que viene mediada por cierta funciéon de enlace sobre la que impondremos
las condiciones de monotonia y derivabilidad. Se tiene, por tanto, que el modelo lineal
generalizado, como su propio nombre indica, viene a generalizar el modelo lineal normal

recogiendo perfectamente a este como caso particular.

3.1. La familia exponencial de distribuciones

Muchas de las familias de distribuciones que se utilizan en la inferencia estadistica se
encuadran en la llamada familia exponencial. A continuacién presentamos una definicion
formal y completa, proporcionada por Rohatgi (1976) [12]. En el Capitulo 3.1.2 ofrecemos
una expresion de la densidad que nos serd de més utilidad en el ambito de los modelos

lineales generalizados.
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3.1.1. Definiciones y resultados

Sea © un intervalo abierto k-dimensional (posiblemente no acotado) de R, y sea
{p( -;0):0 =(061,...,0,)" € O} una familia de funciones de densidad definidas sobre
R™. Suponemos que el conjunto {z € R" : p(z;6) > 0} es independiente del pardametro

6: (91,...,9k)t.

DEFINICION 3.1 (Familia exponencial). Diremos que la familia de funciones de densidad
{p(-;0):0 € O} es una familia exponencial si existen funciones @; : © — R, 1 <i < k,

y D :© — Ry funciones medibles T; : R" - R, 1 <¢ <k, y S :R" — R verificando

p(z;0) = exp (Z Qi(0)T;(z) + D(8) + S(x)), r eR" (3.1)

OBSERVACION. Llamamos familia exponencial uniparamétrica a la dada en la Definicion

3.1con k=1, p(x;0) =exp (Q(O)T(z) + D(0) + S(z)), para x € R™.

DEFINICION 3.2 (Parametro natural). Sea {p( - ;6) : § € O} una familia exponencial

uniparamétrica. Llamamos parametro natural de p( - ;6) al valor Q(9).

Familia exponencial conn=1y k=1

En lo que sigue, presentamos algunos resultados tutiles cuando la variable aleatoria,
X, es unidimensional y depende un parametro escalar, 6, i.e., su funciéon de densidad de
probabilidad es p(x;0) = exp (Q(8)T'(z) + D(0) + S(x)), para x € R.

En este caso, podemos encontrar expresiones generales para calcular la esperanza y la
varianza de T'(X). En efecto, tenemos que fj;o p(z;0)dx =1 por ser p( - ;0) funciéon de
densidad de probabilidad. Si derivamos a ambos lados respecto a # e intercambiamos la

integracion respecto a x y la derivaciéon respecto a 6, segin el Teorema A.2:

2 ap(a; 0) of > p(x;0)dz o1
) _ o) = =0. 2
/_ o ¢ 0 a0 =Y (32)
[gualmente, si derivamos dos veces, tenemos
0 0%p(;0)

PROPOSICION 3.1. Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad de probabilidad

p(z; 0) perteneciente a una familia exponencial. Se verifica:

1 B[T(X)] = -5 y
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11 6 / 6 9 1 0
2. Var [T(X)] = LOZE-COD0,

Demostracion. 1. De la expresion exponencial de p( - ;6) tenemos que
Op(z; 0 / /
W0 — (r@)Q0) + D O)wr:0) (3.4)

Como f oo 8p (; 9) dx = 0, reordenando y por la definicién de esperanza se tiene que

D'(0)
E[T(X)]=—- . 3.5
[T'(X)] 10 (3.5)
2. Si derivamos dos veces y sustituimos en el segundo sumando resultante, se tiene
0?p(z; 0 " . / /
—%(92 ) (T(2)Q"(0) + D"(0))p(x;0) + (T(x) + Q'(0) + D'(0))*p(x; 0)

= (T(x)Q"(0) + D"(0))p(x:0) + (Q'(0)*(T(x) — E[T(X)])*p(a: 0).

La integral de la expresion anterior también es nula y sustituimos en el segundo

sumando la definiciéon de la varianza, llegamos a

+oo 92 .
oo [ L),

o
= E [T(X)Q"(0) + D"(0))p(x;0) + Q'(0)*(T(x) — E[T(X)])?]
= Q"(0) E[T(X)] + D"(0) + Q'(8)* Var [T (X)] (3.7)
D'(0)

~Q0) (~ g ) + D"0)+ QO Var [T(X)]

)
_ D"(0)Q'(0) — Q"(9)D'(6)

%20 +Q'(0)* Var [T(X)].

Luego
Q"(0)D'(0) — '(6)D"(6)

Var [T(X)] = 00

(3.8)

]

DEFINICION 3.3 (Forma canonica). Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad
de probabilidad p(z;6) perteneciente a una familia exponencial con n = 1y k =

Diremos que p(z; ) esta en forma canénica si T'(z) = x.

Cuando la familia de densidades esta en forma canoénica, la Proposiciéon 3.1 nos pro-

porciona E [X] y Var [X].
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3.1.2. Distribuciones con parametros de localizacién y dispersion

En este aprtado vamos a reescribir algunos resultados y definiciones sobre la familia
exponencial en los casos k = 1 y k = 2, pues seran aquellas que atanen al modelo lineal
generalizado. De hecho, Nelder y Wederburn (1976) [10], Faraway (2016) [4] y Wood
(2007) [16] explican el modelo lineal generalizado a partir de la familia exponencial como

haremos en la ecuacion (3.9).

Definiciones y resultados

Es posible reparametrizar la familia exponencial en el caso k = 1 utilizando el para-
metro natural Q(6) (al que, sin pérdida de generalidad, denotamos en adelante @), siendo
este un parametro relacionado con la localizacion. Ademaés, las funciones D(#) y S(z)
pueden depender de un segundo parametro, ¢, que sin ser el que describe la familia, si
aporta informacion relativa a la dispersion de las distribuciones de la familia exponencial.

Sean las funciones b: © — Ry a : & — R, y las funciones medibles T : R — R y

c: R x ® = R. Asumiremos:

Tenemos entonces la funcién de densidad en términos del parametro natural 6:

T(x)0 — b(0)
a(¢)

En ocasiones contaremos con un tnico parametro, ¢, por lo que implicitamente esta-

p(a;0,6) = exp ( + ez, ¢)>, z €R. (3.9)

remos asumiendo a(¢) = ¢ = 1. En tales casos, la funcién de densidad de probabilidad se

simplifica y toma la expresion
p(z;0) = exp(T(2)0 — b(0) + c(z)), x € R. (3.10)
Podemos reformular la Proposicién 3.1 para la nueva ecuacion (3.9) como sigue:

PROPOSICION 3.2. Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad de probabilidad

p(z; 0, ¢) perteneciente a una familia exponencial de localizacion y dispersién. Se verifica:
1. E[T(X)]=0(0)
2. Var [T(X)] = a(o)b"(0).
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Distribuciones de la familia exponencial y sus propiedades

A continuacién veremos que las distribuciones normal, gamma, exponencial, binomial,
geométrica y de Poisson pertenecen a la familia exponencial en forma canoénica. Luego,
podremos servirnos de su expresion como distribuciones de la familia exponencial y la
Proposicion 3.2 para calcular E [X] y Var [X]. Ademas estaremos interesados en calcular

la informacion de Fisher (ver Definicion A.24)
Z(0) = Cov [Up(X)], (3.11)

siendo Uy(x) el score como se introduce en la Definicién A.23, para el parametro natural.

Veremos que es de utilidad en la estimaciéon de los modelos lineales generalizados.

Distribucion normal. Sea la variable aleatoria X ~ N (u, 0?) (ver Definicion A.6) con

funcién de densidad de probabilidad

p(z;p, 0%) = Weff 2, xelR. (3.12)

Escribimos la funcion de log-verosimilitud como

122+ 2 — 2
{1, 0% 7) = log(2mo?) — 5 =
2 o?
1,2 2 (313)
T — G 1 loo(2m o2 z
=T g |l
luego, los parametros son 6 = j v ¢ = 02, y las funciones son
bo) =
al¢) = ¢ (3.14)
c(z,¢) = 3 |log(2mo?) — i—i]
y podemos calcular la esperanza y la varianza de X:
E[X] =0b(0) = u, Var[X] = a(p)b"(0) = o (3.15)
Se tiene que '(0;z,¢) = Uy(x) = %9, luego la informacion de Fisher para 6 es
1
Z(9) = E [Up(X)*] = 3 (3.16)
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Distribucién gamma. Sea la variable aleatoria X ~ Gamma (a, ) (ver Definicion
A.13) con funcion de densidad de probabilidad
[(a)

Su funciéon de log-verosimilitud es

p(z;a, B) 2™ g e (). (3.17)

Ua, B;x) = log (2! 3% %) — log(I'(a))

o (3.18)
_ w + (@ — 1) log(x) — log(T'(av)),

«

luego los pardametros son 6 = g y ¢ = a~!, y las funciones son

(

b(6) = log(0)
a(¢) = —¢ (3.19)

c(2,6) = 2 + (91 — 1) log(x) — log(T(6 ™)

y podemos calcular la esperanza y la varianza de X:

«

E[X]=V(0) = ik Var [X] = a(p)b"(0) = 7 (3.20)
Se tiene que ¢'(0;z,¢) = Uy(x) = —%(m — %, luego la informacion de Fisher para 6 es
1
_ 21 _
Z(0) = E [Up(X)*] = 7 (3.21)

Distribuciéon exponencial. Es un caso particular de la la distribucién gamma cuando

a =1 (ver Proposicion A.11).

Distribucién geométrica. Sea la variable aleatoria X ~ Geom () (ver Definicion

A.17) con funciéon masa de probabilidad
pla;m) =7(1 — ) e (). (3.22)
Su funcién de log-verosimilitud es
U(m;x) = xlog(l — m) + log(m), (3.23)
luego el parametro es 6 = log(1 — m) y las funciones son

b(0) = —log(e? + 1) (3.24)

c(xr) =0
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y podemos calcular la esperanza y la varianza de X:

_1—7r 1—m

E[X]=V(0) = - , Var [X] =1"(0) = -

(3.25)

m
Se tiene que '(0;x) = Up(z) = + %, luego la informacion de Fisher para 6 es

e6’

Z(0) = E [Up(X)?] = NCES (3.26)

Distribucién binomial. Sea la variable aleatoria X ~ b, (7) (ver Definicion A.18) con

funcién masa de probabilidad

pla; ) = (”) (1= 1) "L,y (). (3.27)

Su funcién de log-verosimilitud es

U(m;x) = log (Z) + x log (%) + nlog(l — )
7r

(3.28)
= zlog [ —— ) - (—nlog(l —m)) + log "
R\ T 1 x)’
luego el parametro es 6 = log(1*=) y las funciones son
b(0) = nlog(l + %)
) ( (3.29)
c(z) =log (")
y podemos calcular la esperanza y la varianza de X:
E[X]=V(0) = nm, Var [X] =b"(0) = nw(1 —7) (3.30)

Se tiene que '(0;x) = Ugp(z) = v — ne’ (1 +€’) 7!, luego la informacion de Fisher para

T es

60

Z(9) = E [Uy(X)?] = et

(3.31)

Distribuciéon de Poisson. Sea la variable aleatoria X ~ Poisson (\) (ver Definicion

A.19) con funcién masa de probabilidad

AT

pla;A) =e”

Zg(x). (3.32)
Escribimos la funcién de log-verosimilitud
(N x) = =X+ xlog(\) —log(z!) = xlog(A) — A — log(x!), (3.33)
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luego el parametro es € = log(\) y las funciones son

b(6) = exp(6)

(3.34)

c(x) = —log(x!)

y podemos calcular la esperanza y la varianza de X:
E[X]=b(0) =\, Var [ X]=V"(0) = A, (3.35)

Se tiene que '(6;z) = Up(x) = x — €’, luego la informacion de Fisher para 6 es

Z(0) = E [Uy(X)?] =€’ (3.36)

3.2. Modelo lineal generalizado
DEFINICION 3.4 (Modelo lineal generalizado). Sean Y = (Y7, ...,Y,,) " un vector aleatorio

de dimension n y media E[Y] € R", X una matriz de dimension n X p, con p < n, de

constantes conocidas, que escribiremos

I
X=1"11, (3.37)
Tt
siendo el vector z; * la i-ésima fila de X,y 8 = (B1,...,5,)" € R? un vector de parametros

desconocidos. Ademés, sea g : R — R una funcién mono6tona y diferenciable. Diremos que

Y se ajusta a un modelo lineal generalizado si verifica:

1. Las coordenadas de Y son variables aleatorias independientes con funciones de densi-
dad p(y;; 0;, ¢i), 1 < i < n, pertenecientes todas ellas a la misma familia exponencial

en forma canénica, T = id.
2. g(p;) = x;* B, siendo x; " la i-ésima fila de X, 1 <i < n.

DEFINICION 3.5 (Predictor lineal). Llamamos predictor lineal de un modelo lineal gene-

ralizadoan = (n,...,n) "' =X, ie, =25, 1 <i<n.

OBSERVACION. Tengamos en cuenta:
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1. En el contexto de los modelos lineales generalizados, ¢g : z € R — g(z) € R recibe
el nombre de funcién de enlace. Si consideramos la funciéon vectorial G : z € R" —
G(z) = (9(z1),...,9(z,)) " € R™, entonces la condicion 2 de la Definicion 3.4 se puede

escribir como G(E[Y]) = X y diremos que G es la funcién de enlace vectorial.

2. En la condicion 1 de la Definiciéon 3.4 hemos indicado que cada Y; sigue una distri-
bucion de la misma familia exponencial, luego E [Y;] = p; = b/'(0;), 1 < i < n. Esta
relacion viene dada por la expresion de la esperanza de las Y;, que estan en forma
canbnica y hemos desarrollado en la Proposicion 3.2: E[T(Y;)] = E[Y;] = ¥/'(0,),

1< <n.

En ocasiones, escribiremos el modelo a partir del predictor lineal, como g(u;) = n; =
z;* B. Alternativamente, por ser g invertible, podemos escribir u; = g~ (n;), 1 <1 < n.

Faraway (2016) [4] propone asumir a(¢;) = a;(¢) = ¢/w; para ciertos valores ¢ € Ry
w; 0,1 <i<n. Con ello! la funcién de densidad de probabilidad puede ser reescrita
como

Yi0; — b(ei)
a(¢i)

yi0; — 5(91)

+ ey, ¢i)} = exp { 5

w; + c(Ys, &) | = p(yi; 0i, D).
(3.38)

P(i; b, ;) = exp

EJEMPLO 3.1. El modelo lineal normal de la Definicién 2.3 es un modelo lineal generali-
zado en el que la familia de distribuciones exponenciales es la normal con el parametro
asociado a la distribucion, 6; = p; y cuya funcién de enlace es g = id ; luego 6; = pu; = n;
y la varianza comin es 02 = a(¢) = ¢ = ¢;, 1 < i < n. Si hubiera heterocedasticidad,

procedemos segun lo senalado en el Capitulo 2.1.1 (pagina 15).

3.3. Estimacion

Consideremos un modelo lineal generalizado como el dado en la Definicion 3.4. Siguien-
do lo propuesto por Dobson (2002) [3], los parametros de un modelo lineal generalizado
seran estimados por maxima verosimilitud (ver Apéndice A.4.1) y no por minimos cua-
drados, ya que la hipotesis de pertenecer a una familia de distribuciones exponencial nos

garantiza que disponemos de las densidades p(y;; 6;, ¢), 1 < i < n. La log-verosimilitud

! Abusamos de notacion en el uso de la funcion c(y, - ) en adelante.
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para un vector de observaciones de Y, y = (y1,...,9n)", de una familia exponencial en

forma canonica y con parametros 6 = (6y,...,6,)" sera:

(0:y,¢) = sz,yz, Zy“ wz+z c(ysr
¢Zyze_b wz"’z y27 ;

(3.39)

donde p; = 0'(0;) y i = g(pi) = x;* B, 1 < i < n. Luego, asumiendo & invertible,
O; = (go )" Hn;) = (go ) x;*B) y escribimos la funcién de log-verosimilitud? en

términos de [ del siguiente modo:

00y, 9 ¢ Z yi; (0:))wi + Zc(yia ¢)
=3 Z[yi(g o) (@i " B) = b((g 0 V) (wi " B)]w; + Z cyne) B4

= ((B;y).

Una propiedad de la familia exponencial de distribuciones es que satisface suficientes
condiciones de regularidad para asegurar que el méximo global de la funcién de log-
verosimilitud se obtiene de manera tinica como solucion del sistema de p ecuaciones en p

incognitas (5;, 1 < j < p):
(

oL4(B;
Upa(y) = —a(gly) =0

(3.41)

0L(B;
Usply) = 2552 =

PROPOSICION 3.3. Sea Y un vector aleatorio n-dimensional verificando las condiciones de

un modelo lineal generalizado. Se prueba que

- oL(B;y) _ . (ys —,Uz‘)%',j

Us i(y) = = L 1< <np, 3.42
B3 (y) aﬂj p Var D/;] g,(lu/l) J p ( )

siendo x; ; la j-ésima coordenada de ;b 1 <i<n.

Demostracion. Derivando parcialmente y aplicando la regla de la cadena en cada coorde-

2Se trata de un abuso de notacién, ¢ representa siempre la funciéon de log-verosimilitud de cualquier

parametro, cualquiera que sea la expresion funcional concreta de esta.

38



nada, se tiene:

O(Biy) <= 0lO:y:) 00; 1 L 00
Usi(y) = 95; _Z; 00, 0B; _$Z; (‘%a@ _b(ei)aﬁj)

1< 1 80 o
=~ WilYi — =~
z Z (y aﬁj 64 Z ) o 98,
1 Opi w; (Y — i) Op On;
¢ Zwl Yi — a2b(9) 8ﬁ ¢ Z w; Var[Y] 8772 aﬁj (3-43)
Yi — i Op 8% o Y 097 i)

— — Var [Yi] Om; 08, v Var[Y)  om, T
_y Wy
— Var [Yil g/ (i)

]

DEFINICION 3.6 (Funcién de varianza). Sea un modelo lineal generalizado con vector de

medias p. Llamamos funciéon de varianza, y lo denotamos V' (y;) a
v'(0;)  VarlYj]

Vi) = = 3.44
(1) = = = = (344
En consecuencia el resultado de la Proposiciéon 3.3 se reformula
1O (Z/i - Mi)%‘j
Ussly) = = 3 o )% (3.45)
7 ¢ ; V(pi)g (1)

Para el célculo de la matriz de informacion Z(3), de dimension p x p, acudimos a su

definicion (ver Definicion A.24) y tenemos que el coeficiente (j, k) de dicha matriz es
(Z(B))jn = El(Us;(y) — EUs;(9)])Usk(y) — E[Usr(y)])] =

_E i (i — 1) 2 i (Y1 — )T :i i vy Var [V

— Var[Y] g'(1;) < Var [Yi] ¢'(1u) - Var [V g/ ) 1<jk<p

(3.46)
porque E[(Y; — u;)(Y; — ;)] = 0 cuando ¢ # [ por la independencia de las Y;; y como
E[(Y; — u;)?] = Var [Yi], 1 < i < n, concluimos que

Z; xzk Z; xzk: .
(B ) J 1< < A
(Z(B) E . Var [V (1) ¢E Vg () <jk<p (3.47)

La matriz Z(f) se puede obtener como
I(5) = X' WX (3.48)

donde W es la matriz diagonal de orden n

. 1 1
W= diag {Var Yilg'(ua)?" 7 Var [Y,,] ¢/ (pn)? } (3.49)
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3.3.1. Meétodos numeéricos
Método de Newton-Raphson

En general las ecuaciones Ug;(y) = 0, 1 < j < p, son no lineales y tienen que ser
resueltas por métodos numéricos. Para resolverlas, nos apoyaremos en los métodos de
Newton-Raphson presentados en el Apéndice A.1.1. El objetivo sera obtener iterativa-
mente aproximaciones B(m) que convergen a una solucién real, /5’ , seglin la ecuacion

5 A(m— *U(Bsy)\ -
(m) _ A(m=1) _ (m—1)
g =p ( 500 )B=B<m—1) U (3.50)

siendo U™~ = (Ug(y), ..., Usp(y)) 5 Bim—1)-

Bajo ciertas condiciones el método es convergente y por tanto 5™ — £,

Método del tanteo

Podemos sustituir la matriz de segundas derivadas parciales por su esperanza, que
aplicando la Proposicién A.21 tenemos la igualdad

E K%)} —_1(6). (3.51)

Luego el método del tanteo queda parecido al de Newton-Raphson pero con la matriz de

informacion

A

B = B 4 1(B) 1, U (3:52)

siendo U™ = (Ug1(y), .-, Usp(y)) *s_pon—n) v asumiendo que Z(3) es una matriz in-

vertible.

3.3.2. Comportamiento asintético

Para obtener la distribucion asociada al estimador méximo verosimil de 3, juegan un
papel muy importante las cantidades Ug ;(y), 1 < j < p.

La matriz de informacion Z(3) es semidefinida positiva (ver Definicion A.4) por ser
matriz de covarianzas. Si ademés la suponemos no singular, seria definida positiva (ver
Definicion A.5) y podemos definir ¥z tal que W2Wz = ¥ = Z(3)~! y se verifica YUs(y) ~
N, (0,1,) (asintéticamente cuando n — oo) porque el vector Ug(y) es siempre de media
nula como se demuestra en la Proposiciéon A.20 y su matriz de covarianzas es la matriz

de informacion.

40



Luego por la relacion entre las distribuciones normal y ji-cuadrado (ver Proposicion

A.4), podemos formular la siguiente proposicion:

PROPOSICION 3.4. Asintéticamente cuando n — oo, Us(y) ~ N, (0,Z(5)) y, por tanto,
Us(y) " ¥Us(y) ~ x*(p)-

~

COROLARIO 3.1. Asintéticamente cuando n — 0o, 3 ~ N, (8,Z(8)7") y, por tanto, (3 —

BYYI(B) (B — B) ~ X2(p).

Demostracion. La demostracion completa contiene elementos de teoria asintotica multi-
variante no estudiada en el Grado en Estadistica. Una introduccién a esta se apoya en los
siguientes resultados:

Que 3 ~ N, (8,Z(8)™") puede verse como Z2(3)(3 — ) ~ N, (0, I,)).

Si Us(y) = (Uga(y), ..., Usp(y))" es el vector scrore para muestras y de tamano n, se

puede escribir el desarrollo de Taylor de Us(y) como
A 1 A A

Us(y) = 0+ Heay) (B)(8 = B) + 5(8 = 5) “F(B)(B - B) (3.53)
donde
2By) . UBw) Plog(ITim, pyisB) . 9%log(IT7, p(yisB))
081081 08108y 0B10p1 0B8108p
Hygp=| + ¢ | = : : , (3.54)
By) .. UBw) P log(ITiz, pyisB) . 9*log(ITiey p(yish))
9BpOS1 0Bp0Bp 0BpOB1 0BpOBp

Hy(s,y) (B) es dicho hessiano evaluado en B y f es una funciéon valorada en el espacio de
las matrices cuadradas de orden p.

~ A ~

Como 8 — B cuando n — oo, podemos asumir que s(B=B)F(B)(B—pB) — 0. Si

ademaés sustiuimos la matriz hessiano por su esperanza

~

(P Us(y) = (8- B) (3.55)
Como Us(y) ~ N, (0,,Z(8)) cuando n — oo, se tiene que

B—B8~N,(0,Z7(3)) (3.56)

A

y por tanto I%(ﬁ)(ﬁ — B) ~ N, (0,I,) queda probado, luego es inmediato que (§ —
B)LL(B)(B — B) ~ X*(p)- O
DEFINICION 3.7 (Estadistico de Wald). Llamamos estadistico de Wald a (3—8) * Z(8)(5—
B).
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OBSERVACION. Para modelos lineales normales los resultados anteriores son exactos.

~

OBSERVACION. En la practica no trabajaremos con Z(3) sino con Z(f3).

PROPOSICION 3.5. Sean h(x) la funcién de densidad de probabilidad de la distribucién
N(0,1) y za/2 un valor tal que fZOO/Q hx)dz = §. Sea la matriz W = Z(5)~" cuyos
coeficientes denotamos v, 1 < j,k < p. Un intervalo de confianza para [3; a un nivel

l—«es

[17a(ﬁj) = [B] - Za/2 \V wj,jaéj + Za/2 V wj,j] (357)

3.4. Contraste de hipétesis

3.4.1. Bondad de ajuste

Consideremos un modelo lineal generalizado como el dado en la Definicion 3.4. Llama-
mos bondad de ajuste a la valoracion de lo adecuado que es un modelo para describir un
conjunto de datos. El primer contraste que consideraremos sera el de bondad de ajuste

siendo

Hp : el modelo presenta un buen ajuste.
(3.58)

H; : el modelo no presenta un buen ajuste.

Hasta el momento, hemos trabajado siempre con una cantidad de parametros a es-
timar, p, a lo sumo igual al ntiimero de observaciones independientes n. Diremos que un
modelo es saturado si contiene el niimero méximo de paradmetros que podemos comparar,
i.e., p = n. Generalmente, trabajaremos con modelos donde p < n. En la siguiente secciéon
estudiaremos la validez de estos modelos propuestos frente al modelo saturado mediante

el estadistico de razon de verosimilitudes y el concepto de devianza?®.

DEFINICION 3.8 (Estadistico de razon de verosimilitudes). Sea 3° el vector de parame-
tros para un modelo saturado y su estimaciéon es S°. Sea [ la estimacion de maxima
verosimilitud en el modelo propuesto. Llamamos estadistico de razoén de verosimilitudes

a

_ L(B%y) 3.5
T LG (359

OBSERVACION. Es mas comun trabajar con el logaritmo de p, al que llamaremos estadis-

tico de diferencia de log-verosimilitudes, log(p) = (3% y) — £(3;y).

3Traduccion del inglés deviance, literalmente desviacion.
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Podemos entender log(p) como una medida de desviacion entre el modelo propuesto y
el saturado. Valores altos de log(p) indican que el modelo en el que estamos trabajando se
separa bastante del saturado y, por tanto, se rechaza Hy. Para trabajar estadisticamente

esta idea, desarrollamos el concepto de devianza.

DEFINICION 3.9 (Devianza). Consideremos un modelo lineal generalizado con vector de
parametros 8 y su estimador de maxima verosimilitud, B . Sea 3% el vector de parametros

de un modelo saturado y 8% su estimador de méaxima verosimilitud. Llamamos devianza

del modelo a D = 2(£(5%;y) — £(5;y)).
Sumando y restando en D se tiene

D =2(((8%y) — ((B%y))
=2((L(B%y) — U(B%y)) — (U(Bsy) — U(Bsy)) + (L(B%y) — £(Bsy))] (3.60)
=20(B%y) — U(B%y)) — 2(6(Byy) — L(Byy)) +2(L(B%y) — L(B;y))

Para obtener la distribucion asintética de D, basta tener en cuenta la distribucién asin-
totica de los sumandos en el Gltimo término de la ecuacion (3.60). En general, 2(¢(3;y) —
0(B;y)) ~ x*(p) asintoticamente cuando n — oco. En efecto, en nuestra justificacion de la

distribucion de B obtuvimos que

~ ~ ~ A

(By) = UBy) = —5(6 = B I(B)(B — B), (3.61)
luego 2(8(5’; y) — £(B;y)) ~ x*(p) asintéticamente. Tenemos en cada sumando:

n 2(0(3%y) — €(B%:y)) ~ x%(n) aproximadamente, siendo n el nimero de parametros

en el modelo saturado, es decir, el niimero de observaciones.

= 2(( (B 2y) —L(B;y)) ~ x*(p) aproximadamente, siendo p el ntimero de parametros en

el modelo de interés.

w v =2((B%y) — €(B;y)) es una constante positiva que se aproxima a 0 cuando el

modelo de interés se ajusta a los datos tan bien como el saturado.

Con esto, se tiene que, bajo ciertas condiciones que garanticen la independencia de
los sumandos en la ecuacion (3.60), si el modelo propuesto es correcto, D ~ x?(n — p)
asintoticamente, de manera que, dada una significacion « €10, 1[, un valor de D superior

a x2(n — p) nos lleva a rechazar Hy, i.e., el modelo de p no ajustarfa bien los datos.
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EJEMPLO 3.2. Sean Y; ~ Poisson ();), 1 < ¢ < n, variables aleatorias independientes. Su

funcion de log-verosimilitud en términos de A = (A, ..., \,) " es

Z y; log(A Z Ai — Z log(y;!) (3.62)

En el caso de un modelo saturado, todos los \; son diferentes y el vector de pardmetros
del modelo es 5% =X = (A1,...,\,)". La estimacion de méaxima verosimilitud de cada
es \; = ¥i, luego el valor méximo de la funcién de log-verosimilitud del modelo saturado

se alcanza en

Zyzlog Z/\ _Zlog yz
—ZszOgyz Zy Zlogyl

Si el modelo de interés contiene p parametros, p < n, el estimador de maxima verosimi-

(3.63)

litud, ) eRP , nos permite estimar los \; y obtener los valores ajustados, N\ = gzt B),
que coinciden con los valores estimados de los parametros porque la estimacion es inses-
gada: y; = \i. Llegamos a

n n n

((Bry) = wilog(@) — > i — Y _ log(yi!) (3.64)

=1 i=1 =1

y obtenemos la devianza
D = 2(6(3%y) - (B:) Zyz og (L) =S w-a) (o)

3.4.2. Contraste de hipétesis sobre [

El problema de estimaciéon en un modelo lineal generalizado puede verse como un
problema de reducciéon dimensional, de n a p parametros. Esta reduccion acarrea una
perdida de calidad en nuestras estimaciones a medida que reducimos p.

Si consideramos un modelo lineal generalizado con f € RP, dado ¢ < p, podremos

contrastar®

Hoiﬁzﬁ(o)(: (617'--7Bq707”-70)t)
Hi: 8 =080(= B, B¢ B 5p)")

(3.66)

4No hemos sefialado ningin orden necesario en las coordenadas de 3, luego podemos plantear el modelo

dejando como ultimas las p — ¢ coordenadas objeto de contraste, por sencillez en la formulacion.
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lo que intuitivamente nos viene a decir que, supuesta Hy cierta, bastarian ¢ parametros
para ajustar los datos al modelo elegido. Aceptar H; nos diria que habernos desprendido
de esos p — q parametros resulta estadisticamente significativo.

Equivalentemente podremos reformular:

HozﬁqH:...:ﬁp:O

H, : B; # 0 para algin j € {¢+1,...,p}

(3.67)

Se tiene, por tanto, que cada hipoétesis indica un modelo, con distribuciones de la misma
familia y con idéntica funcién de enlace, diferencidndose exclusivamente en el ntimero de
parametros: el modelo original con p parametros y el modelo reducido con ¢ parametros.

Se comparan los estadisticos de bondad de ajuste para ambos modelos. Sean

= Dy devianza asociada al modelo reducido por Hy.

= D;: devianza asociada al modelo original.

~ ~

» AD = Dy — Dy = 2(0(Bay;y) — £(Boy; y)), que es una medida de discrepancia o

desviacion de un modelo frente a otro.

Si Hy es cierta, entonces, asintoticamente, Do) ~ x*(n — ¢q) y D1y ~ x*(n — p) segtin
vimos en el Capitulo 3.4.1. Bajo ciertas condiciones de independencia, de lo anterior, se
obtiene que, asintoticamente cuando n — oo, AD ~ x*(p — q), supuesta Hy. Por tanto,

se rechaza Hy al nivel o (a0 €]0,1]) si AD > x.(p — q).

3.5. Modelos de regresion

El modelo lineal generalizado presenta notables ventajas a la hora de construir modelos
de regresion en aquellos casos que escapan a las hipotesis del modelo lineal normal. En
esta seccion, presentaremos una serie de modelos de regresion, que son casos particulares
del modelo lineal generalizado, entre ellos: regresion normal, regresion logistica binaria,
regresion de Poisson y regresion exponencial. Dobson (2002) |3] dedica sendos capitulos a

desarrollar tanto desde un punto de vista teérico como aplicado cada uno.

DEFINICION 3.10 (Devianza naif). Sea G*(E[Y]) = X® un modelo saturado (p = n) y
sea G(E[Y]) = %1, = (8°...,8%) " el modelo naif (p = 1). Llamamos devianza naif a

Do = 2(L(B%y) — £(B8%y)). (3.68)
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donde 1,, = (1,...,1)" de dimension n.

DEFINICION 3.11 (Devianza explicada). Sea G(E [Y]) = X un modelo lineal generaliza-

do. Llamamos devianza explicada al valor

D
R*=1-——. 3.69
5 (369

De hecho, se puede entender la devianza explicada como una generalizacion del co-

eficiente de determinacion al modelo lineal generalizado y coincide con este en cuando

g=id.

3.5.1. Regresion normal (varianza comin conocida)

Consideramos las variables aleatorias Y;, las cuales tienen funciéon de densidad de

probabilidad
1 _ (wi—ny)?

p(yw Hi, 02) = We 202, (370)

Coincide con el modelo de regresion lineal normal visto en el Capitulo 2.3. Resulta inme-

diato que es un modelo lineal generalizado visto el Ejemplo 3.1.

3.5.2. Regresion logistica binaria

Consideremos las variables aleatorias independientes Y; ~ by (7;) cuyas funciones de

masa de probabilidad seran
plyim) = m' (1 —m)' ¥ (3.71)

y donde p; = m;, 1 <@ < n.Sean X, ..., X, p variables aleatorias observadas n veces, de

modo que el modelo de regresion logistica binaria viene dado por la ecuacion

1—7'('1'

log ( T ) =g(m)=x;"p, 1 <i<n, (3.72)
donde x;* = [1,2;1, -+ ,x;p] es la i-ésima fila de la matriz X (compuesta por 1, en su
primera columna, y las n observaciones de las p variables regresoras) y la funcion de enlace
esg:z€0,1] = log(z/(1—2x)) € R.

Es més facil entender el modelo como

T =e"'P 1<i<n, (3.73)

1—7T7;
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o incluso mejor aiin como

e$i ¢ B eni

T

= = 1< <n. 3.74
14 ewi'B 14+em’ =t=n ( )

DEFINICION 3.12 (Odd). Sea un cierto suceso A, con probabilidad de ocurrencia P(A) =

7 €]0, 1[. Llamamos odd® del suceso A al valor real positivo

odd (A) = —~L = . (3.75)

A partir de esta definicion, la ecuacion (3.73) nos dice que a odd (m;) = exp(z;* ),
1 <4 < n. El modelo puede reescribirse como g(7;) = log(odd (m;)) = 2;* . Indica que si

aumentamos en una unidad la variable Xj, el logaritmo de odds, aumenta en f3;.

3.5.3. Regresion de Poisson

Consideremos las variables aleatorias independientes Y; ~ Poisson (};), de modo que

escribiremos la funcién de masa de probabilidad de cada una como
pyi; \i) = e N — (3.76)

con y; € Zg y \i € RT, 1 <i < n. Los modelos de regresion de Poisson aparecerén ante
la necesidad de modelizar un proceso de contaje, por lo que la variable respuesta debera

tomar, necesariamente, valores enteros positivos.

EJEMPLO 3.3. Tenemos una muestra de n tortugas hembra de las que se mide una serie de
variables relacionadas con su entorno (temperatura del agua, concentracion de oxigeno en
agua, concentracion de toxicos, etc.) y el nimero de huevos puesto en la ultima temporada
de desove. La variable Y; mide el nimero de huevos puesto por la tortuga i-ésima. Podemos

preguntarnos si dada una funcion de enlace g, es posible modelizar g(\;) = z;* 5.

Crecimiento lineal

Supongamos que la media de las variables Y; mantiene una relacion lineal con respecto a
una variable aleatoria Z observada en z = (21, ..., 2,) " y lamamos E[Y;] = \; = So+(12;.

Para este caso tendremos un vector de parametros 3 = (8o, 31) € R?, y una matriz de

=4 . .
° A veces traducido como ventaja.
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constantes X de la forma

X=1|:]=|;: (3.77)

Obtenemos su funcion de log-verosimilitud, ¢(8;y) = >, (y; log(x; * 5)—x; * f—log(y:!)).

El modelo anterior es un modelo lineal generalizado con funcién de enlace g = id .

Crecimiento exponencial

Supongamos que la media de las variables Y; mantiene una relaciéon exponencial con
B1

7

respecto a una variable real Z observada en (21,...,2,)" y llamamos E[Y;] = \; = az
para cualquier > 0 y 3 real. El modelo de regresion de Poisson con crecimiento expo-

nencial viene dado por
g(N;) =log(\;) = log(azfl) = log(a) + fB1log(z;), 1 <i<n. (3.78)
Si llamamos 5y = log(«), la matriz de modelo, X, sera de la forma

1 log(z1)
X=|: : (3.79)

1 log(z,)

y el vector de parametros sera 8 = (5o, f1) = (log(a), B1).
Expresamos su funcion de log-verosimilitud como £(8;y) = > & [N + vilog(X\;) —

log(y:!)] = Z?:ﬂeﬁoziﬁl + yiBo + yi 1 log(2;) — log(wi!)]-

3.5.4. Regresiéon exponencial

Consideremos las variables aleatorias independientes Y; ~ Exp ();), de modo que es-

cribiremos la funciéon de masa de probabilidad de cada una como

cony; >0y N\ >0,1 <17 <n. Supongamos que la media de las variables Y; mantiene
una relaciéon exponencial con respecto a la combinacion lineal de p variables aleatorias

X;, 1 <j <p. El modelo de regresiéon exponencial viene dado por

log(A\;!) = —log(\i) = g(ps) = ;" B, 1 <i < n. (3.81)
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La regresion exponencial se emplea para el estudio de modelos de supervivencia, tiem-

pos de respuesta a un farmaco entre pacientes, etc.

EJEMPLO 3.4. Desarrollamos un ejemplo detalladamante en el Capitulo 3.6.

3.6. Ejemplo

El siguiente ejemplo viene dado por Cox y Snell (1981) [2] y es reproducido por Dobson
(2002) [3]. Se pretende modelizar, para enfermos de leucemia, la relacion existente entre
el niimero de semanas transcurridas hasta la muerte de un paciente desde su diagnostico
(Y) y el logaritmo en base diez del nimero inicial de leucocitos que presentaba (Xj).
Para ello se han tomado 17 pacientes con leucemia, cuyos datos recogemos en el siguiente

codigo de R:

x <- c(3.36, 2.88, 3.63, 3.41, 3.78, 4.02, 4.00, 4.23, 3.73,
3.85, 3.97, 4.51, 4.54, 5.00, 5.00, 4.72, 5.00)

y <- c(65, 156, 100, 134, 16, 108, 121, 4, 39,
143, 56, 26, 22, 1, 1, 5, 65)

datos = data.frame(x,y)

summary (datos)

#Hit X y

## Min. :2.880 Min. : 1.00
## 1st Qu.:3.730 1st Qu.: 16.00
## Median :4.000 Median : 56.00
## Mean :4.096 Mean 1 62.47
## 3rd Qu.:4.540 3rd Qu.:108.00
## Max. :5.000 Max. :1566.00

Con ayuda de la biblioteca ggplot2 (ver Wickham (2016) [15]) representamos:

200
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Las semanas indican tiempo entre diagndstico y defuncion.

49



La distribucién exponencial es utilizada habitualmente para describir tiempos de su-
pervivencia: Y; ~ Exp (\;), i.e., p(yi; As) = Ne ¥t 1 < i < 17,

Una posible especificacion es E[Y;] = exp(fy + f1x;), 1 < @ < 17, que asegura que
E[Y;] es no negativa para todos los valores de los parametros y todos los valores de x.
Para este caso, la funcién de enlace es ¢ = log. Es inmediato ver que este ejemplo se

corresponde con el descrito en el Capitulo 3.5.4 y el modelo de regresion queda
log(p:) = Bo + Prwi. (3.82)

Estimacion de 3. Fijado el modelo de regresion de la ecuacion (3.82). La funcion
glm() estima modelos lineales generalizados dada una familia de distribuciones de tipo

exponencial.
regr <- glm(y~x,family=Gamma(link="log"),data=datos)

En nuestro caso family=Gamma porque la distribucién exponencial es un caso parti-
cular de la distribucion gamma (ver Proposicion A.11) y senalamos la funcién de enlace
logaritmo, 1ink=1og. Ademaés el método de evaluaciéon para B es mediante el método del

tanteo (ver Capitulo 3.3.1). Sea pues,

summary (regr)

Ht

## Call:

## glm(formula = y ~ x, family = Gamma(link = "log"), data = datos)
iz

## Deviance Residuals:

#i# Min 1Q Median 3Q Max

## -1.9922 -1.2102 -0.2242 0.2102 1.5646

#i#t

## Coefficients:

#it Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

## (Intercept)  8.4775 1.6034 5.287 9.13e-05 *x**

## x -1.1093 0.3872 -2.865 0.0118 =*

## ---

## Signif. codes: O 's*x' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
iz

## (Dispersion parameter for Gamma family taken to be 0.9388638)
##

#i#t Null deviance: 26.282 on 16 degrees of freedom
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## Residual deviance: 19.457 on 15 degrees of freedom
## AIC: 173.97
##

## Number of Fisher Scoring iterations: 8

Llegamos a que § = (8.4775,—1.1093) * después de ocho iteraciones, luego un intervalo

de confianza para 1 — a = 0.95 en cada parametro es, de acuerdo con la Proposicion 3.5,
Li-o(B;) = [B; — 22/¥55, B + 22 1/¥j5:

n Ioos(Bo) = 8.4775 F 1.96 x 1.6034 = [5.3348, 11.620] v

s Joos(B1) = —1.1093 F 1.96 x 0.3872 = [—1.8682, —0.3504].

Bondad de ajuste. Para contrastar la buena adecuaciéon de los datos al modelo,

Hy : Los datos se ajustan al modelo propuesto.

(3.83)
H; : Los datos no se ajustan al modelo propuesto.

nos servimos de la devianza (residual deviance), D o, = 19.457. Bajo la hipotesis nula

de buena adecuacion, D ~ x*(15).

qchisq(0.95,15)
## [1] 24.99579

luego D eyp < X3_, = 24.99579 para a = 0.05, luego asumimos Hy.

Contraste de hipdtesis. Sea el modelo original dado por el parametro 51y = (5o, 1) "

y el reducido dado por B = By respectivamente®. Sea el contraste

Ho : By = By Ho:8:=0
= (3.84)
H; : 5(0) # 5(1) Hy: B8 #0

Formulamos este nuevo modelo en R:
naif <- glm(y~1,family=Gamma(link="log"), data=datos)

Vemos como la devianza residual (residual deviance) coincide con la naif (null

deviance).

6De hecho, el modelo reducido es el modelo naif (ver Definicion 3.10).
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summary (naif)

##
H#t
##
##
H#
#i#
##
##
H#t
#
##
H#
Ht
##
##
Ht
#i#t
##
H#
Ht
##

Call:
glm(formula = y ~ 1, family = Gamma(link = "log"), data = datos)
Deviance Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-2.5103 -1.1120 -0.1074 0.6023 1.0789
Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>[t])
(Intercept) 4.135 0.211 19.59 1.31e-12 *xxx
Signif. codes: O 's**' 0.001 '%x' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
(Dispersion parameter for Gamma family taken to be 0.7570041)
Null deviance: 26.282 on 16 degrees of freedom
Residual deviance: 26.282 on 16 degrees of freedom
AIC: 178.09
Number of Fisher Scoring iterations: 6

En este caso concreto no hubiera sido necesario formular este modelo, ya que el valor

de la devianza naif ya fue obtenido en el modelo regr. Se plantea para ver explicitamente

como de calcularia para dos modelos, original vs. reducido, cualesquiera.

El estadistico de contraste es AD = D, — D, = 26.282 — 19.457 = 6.825. Bajo

hipotesis nula, AD ~ x?(1). AD = 6.825 > 3.841459 = x2(1) para a = 0.05, siendo

X2 (1) un valor tal que si h(z) es la funcién de densidad de la distribucién x?(1), entonces

f;;u) h(z)dx = a; luego concluimos que si hay diferencias significativas entre el modelo

de dos y un parametro.
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Capitulo 4

Modelo aditivo generalizado

Los modelos aditivos generalizados deben su nombre a que son la convergencia de
los modelos aditivos y los modelos lineales generalizados. De hecho, estas dos familias
de modelos son las dos maneras que tenemos de extender el modelo lineal. Si en los
modelos lineales generalizados optamos por complejizar la relacion entre el valor esperado
de la respuesta y las variables regresoras anadiendo una funciéon de enlace g y ampliando
la familia de distribuciones admitidas por la variable respuesta; en los modelos aditivos
consideraremos la variable objetivo sin ninguna distribucién impuesta, que depende de
las variables explicativas mediante funciones de suavizado (no lineales). La propuesta de
los modelos aditivos generalizados son la sintesis de estos dos y es planteada inicialmente

por Hastie y Tibshirani (1986) [6].

4.1. Modelo aditivo

4.1.1. Suavizado

Una variable

Sean Y un vector aleatorio n-dimensional de distribucién de probabilidad desconoci-
da, cuyas coordenadas Y;, 1 < ¢ < n, son independientes, z un vector n dimensional de
constantes conocidas, f : R — R una funcién desconocida que llamaremos de suaviza-
do desconocida y € un vector aleatorio de media nula y matriz de covarianzas o%I,,. El

problema de suavizado en una variable consistira en hallar una estimacion de f de modo
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que

Bases de funciones. Sean by,...,b; una base de funciones de modo que toda funcion

f puede ser representada como una combinacion lineal de los elementos de la base:

fla) = bi(x)B; (4.2)
donde los f8; son k parametros desconocidos.

EJEMPLO 4.1. Sea P, [z] el espacio de los polinomios de orden n, el cual tiene dimension
n-+1y su base canénica es 2", 2" %, ..., x, 1. Si suponemos el caso, por ejemplo, de n = 4,

se tiene que escribimos el modelo como y; = 81 + 20 ... + 2134 + €.

El problema de trabajar con bases de polinomios esta en que solo nos dara ajustes
puntuales, no del comportamiento general de un conjunto amplio de datos. Ademas, si
extendemos el problema a varias variables, como haremos méas adelante, y asumimos la
posibilidad de interacciéon entre las variables, el nimero de sumandos podria llegar a
aumentar incluso hasta superar el tamano de la muestra, n (ver Faraway (2016) [4]).

Supongamos ahora que se tienen k nodos (numeros reales, particion de R) ordenados
de menor a mayor, z7, ...,z luego tenemos una particion del intervalo [z}, z}] en k — 1
tramos. Definimos la base de funciones lineales a tramos

.

*
T—z;_,

x;ff:)j;ffl’ z €]ry g, a]]
bile) =\ #, @ Elaf ] (4:3)
0, e.o.c. (en otro caso)
\
si2<j<k-—1,yen los extremos se tiene
f}:f*, r <z} ;:Z%, T >
bi(x) =42 ! , bp(z) = T TR (4.4)
0, e.o.c. 0, e.o.c.

Control del suavizado por penalizaciéon de la curvatura. Ya vimos en el Capitulo

2 que ante la ausencia de una distribucién sobre Y, querfamos hallar la mejor solucion S
.. . 2 L% .

que minimizase ||Y — X 3||;. No contaremos con esta expresion lineal Y = X fe, aunque

s{ es un caso particular de la ecuacion (4.1) con z;; = bj(x;), y los minimos cuadrados
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vendran penalizados, multiplicados por un factor A que modula la influencia de esta

correccion mediante penalizaciones
k—1 ,
1Y = XBI+ A (f(@5-0) = 2f (@) + ()" (4.5)
j=2

El sumatorio denota una medida de rugosidad en tanto que es una suma cuadrética de las
segundas diferencias de f en los nodos. De hecho, si la funcion es una recta (caso lineal) y
los nodos son equiespaciados, el sumatorio se anula: en efecto, si f(x) = T'(z) + «, siendo

T una aplicacion lineal, o una constante y dos nodos consecutivos distan 9, se tiene

(
(2% — 8) — 2T(a5) + T(a] + 9) (4.6)
(2] — 8 — 205 — 26+ + 0)

(

y tendriamos los minimos cuadrados ordinarios.

DEFINICION 4.1 (Parametro de suavizado). Llamamos parametro de suavizado! al valor
real positivo A > 0 que modula la influencia del sumatorio en el segundo sumando de la

ecuacion (4.5) en el ajuste.

La eleccion de A nos llevara a modelos sobreajustados (méas rugosos) o ajustes maés

lisos.
= Si A =0, no hay penalizacién de la curvatura y tendremos sobreajuste.
= Si A\ — 00, hay una alta penalizacion de la curvatura y el ajuste sera liso.

Sea D la matriz de dimension (k —2) x k

1 -2 1 0 -~ 0 0 0
o 1 -21 -+ 0 0 O
D= , (4.7)
0 +ov oo 0 -+~ 1 —2 1
podemos escribir, dado 3; = f(z}),
k-1 ,
(F@) ) —2f(a%) + f(a},))" = B D' DB = B* S (48)

||
N

J

!También llamado parametro de ancho de banda o simplemente ancho de banda.
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siendo S = D' D una matriz cuadrada de orden k. Queremos, por tanto, obtener los
valores de 8 que minimicen ||Y — Xf| ]g—i—)\ﬁ v S, i.e., el estimador por minimos cuadrados
penalizados es

B = arggeps min [[Y — XB]|; + 18" S5, (4.9)
PROPOSICION 4.1. El estimador minimo cuadratico (penalizado) de § es 3 = (X' X +
AS)TIX Y.

PROPOSICION 4.2. Se verifica
2

Y X 2 t
- Bl =Y — X85+ 3" S8, (4.10)

Or—2 VAD ,

que es una expresién computacionalmente mas eficiente de calcular el estimador [3.

Demostracion.
2
Y X Y — X8
- Bl =(V' =B X" 00" —B"VAD" _
02 |VAD]"| ( o MNow - viDs
= (Y B XYY - XB) +VAIWAB' D' DB = (4.11)

= (V'=XB)'(Y — XB) + \3'SB =
=Y — XB|[; + A3 SB
Il

Eleccién de A\ por validacién cruzada. Ya indicamos que valores altos de A nos
conducirén a estimaciones mas lisas de f, mientras que aquellos préoximos a 0 se traducen
en una estimacion sobreajustada (mas afectada por la rugosidad). Sea f la estimacion de
f mediante f = Zj bij. Sea M un valor que mide la distancia entre la funciéon f y su
estimacion f ,

n

M= 32— g (4.12)

con fi = f(z;) vy fi = f(x:). Querremos que M sea lo menor posible.

DEFINICION 4.2 (Score de validacion cruzada). Sea f1 el valor de f obtenido cuando
ajustamos todas las observaciones salvo y;, 1 < ¢ < n. Llamamos score de validacion

cruzada, y lo denotamos 1y, al valor real positivo
J
Vo = n Z(fz[ I yi)2 (4.13)
i=1

o6



Como y; = f; + ¢, desarrollando la expresion de vg se llega a

T N DOUARY R

=t (4.14)

o Z ((fi[ii] — fi)? +ef - 2(]@1‘[72’] - fz>51>
i=1
PROPOSICION 4.3. E 1] — E[M] + 02 si n — oo.

Demostracion. Por la linealidad de la esperanza:

i=1

:—Z[ (=P B[ 2B |G - pal] = @)
SLB[ -

n

B ] = E [% DA =7 el -2 - f»a]] =

+ o2

Sin — oo, entonces f S f porque la influencia prescindir de cada y; en el ajuste es

infima, y E (] = E[M] + o2. O

Este resultado nos permite calcular el valor de A que minimiza M.
Puede obtenerse mediante métodos computacionales una matriz cuadrada A de orden

n, que aseguraria

P zn: wi—fi) (4.16)

n i—1 (1 — am-)2
donde a;; es el i-ésimo elemento diagonal de A. Debido a los altos costes computacionales
del método excluyendo una observacion en cada ajuste, puede formularse el score de

validacion cruzada generalizada como sigue:

DEFINICION 4.3 (Score de validacion cruzada generalizada). Llamamos score de validacion
cruzada, y lo denotamos v, al valor real positivo

U= ny i (yi — fi)?
g (n—tr(A))

siendo A la misma matriz de la ecuacion (4.16).

(4.17)

Dos variables

Sean X y V dos variables explicativas de la variable aleatoria Y observadas n veces y

expresadas mediante la forma funcional
= fi(x:) + folvi) + & (4.18)
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donde « es un término independiente, f; y f» son funciones de suavizado y &; son las
componentes de un vector de errores aleatorios independientes de dimension n tales que
E[e] = 0 € R" y tiene por matriz de covarianzas Cov [¢] = X. = 021, que es una matriz

cuadrada de orden n.

OBSERVACION. Tengamos en cuenta que la aditividad fi(z) 4+ f2(v) es un caso particular

de plantear y = f(x,v).

Representacién de la regresién por tramos penalizados. Sean b;, 1 < j <k, y
Bj, 1 < j < kg, dos bases de funciones para f, y f2 respectivamente. Podremos escribir
filw) = 30 bi(2)6; v fa(v) = 3252, Bj(v)y; donde 65, 1 < j < ki y 75, 1 < j < kp son

parametros reales.

Desarrollamos vectorial y matricialmente estas ideas. Sean fi = (fy(z1),. .., fi(za)) ",
Xy = (bj(;));; una matriz de dimension n x k; y el vector § = (dy,...,0x,)" € R*. Se
verifica
bi(z1) -+ b (21)| | 6 YL by(1)d; fi(z1)
fi=X10= : : = ; = : (4.19)
bi(zn) - i (x0)| |0k YL bj(n); fi(zn)

Analogamente, para fs(v) escribiremos

By(v1) -+ Bi,(v1) M 252:1 Bj(v1)vj fa(v1)

fo=Xy=| + . D= : | (4.20)
Bi(vn) -+ Biy(vn)| |k >3 Bi(vn) Ja(vn)

siendo Xy = (B;(v;));; una matriz de dimension nx ky y el vector y = (71, ..., m,) " € R*.

Sea §' Dy ' Did = 6518 para f1 v 7' Dot Doy = 4t Sy para fa, donde Dy y Dy se
definen respectivamente para X y V como en el caso univariante. Vamos a exigir ademés

al modelo

L' fi=) filzi)=0€R (4.21)
i=1
ie., 1," X190 = 0, siendo ¢ los coeficientes para la base b;(-) elegida, i.e., 1, X; = O,
(que es la matriz columna nula de longitud k).
b1<$1) bk1<$1) 0
Lal | s = (4.22)
bi(zn) -+ bi (@) 0
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. ~xr t .5 et e ..
Veamos que si X7 = X7 — 1”1’;—)(1, podemos definir f; = X0 — 1,¢ = f; — ¢, definicido
€ como veremos a continuacion.
En primer lugar introducimos la notacion 1,,«, para la matriz de m filas y n columnas

cuyos elementos son todos la unidad.

B t
X1:X1_1"1"—Xl:X1_1"X"X1 —

] n

1o 1] b)) - by (@)

1 - 1 b1($n) bk‘1(mn)

Dima ba(@i) e D0 by () (4.23)

=X, —n! : : =
_Z?:l bi(z;) - Z;L:l br, ()
bi(wy) —n~ '3 b)) - b () =T D0 iy ()
bi(zn) ==t 300 bi(@s) oo b () — 0t D0 by (24)

Cada elemento (i, j) de X; es el correspondiente b;(z;) de X; menos la media de los valores
de la columna, j, a la que pertencce; (X1);; = (b;(x:) — n =230, bi(21))is
Luego 1 = X160 = X416 — 1,1, " X10n~" = X16 — 1,¢, v c resulta

1
c=—1,"X16 (4.24)
n

La matriz X; es de rango rg(X;) = k. Por la definicion de X, a partir de combina-
ciones lineales, esta pierde una columna independiente y resulta que rg (5( 1) =k—1.
Todo lo anterior puede ser expresado anadlogamente para j‘z, la base Bj, 1 < j < ky,

los parametros 7;, 1 < j < kg, y las n observaciones de V.

Ajuste mediante minimos cuadrados penalizados. De manera analoga al caso de
una variable en la ecuacion (4.9), el estimador B de (3 se alcanza minimizando la siguiente
funcion

B = arggmin (|[Y — X8|, + B S18+ X" Sp) (4.25)
donde los pardmetros \; expresan el parametro de suavizado de f;, j = 1, 2.
PROPOSICION 4.4. Dado un modelo aditivo en dos variables, el mejor estimador B de B
en el sentido de minimizar ||Y — X B2 + M5 S18 + Aot Sof3 es

B=(X X4+ AMS;+XS) XY (4.26)

99



Computacionalmente genera demasiadas dificultades y el célculo se plantea en térmi-

nos de minimizar )

Y X
- (4.27)
0 B

2
siendo B tal que B® B = \S| + A5, analogamente a como se hizo con una variable.

4.1.2. Definicién

A continuacion, ofrecemos una definicion de modelo aditivo dada por Faraway (2016)
[4]:
DEFINICION 4.4 (Modelo aditivo). Sean Y un vector aleatorio de dimension n cuyas com-
ponentes son de distribucion libre, X una matriz de modelo de dimensién n x p (p < n),
Bo € Ry f; funciones reales de una variable real desconocidas, 1 < j < p. Diremos que Y
verifica las condiciones de un modelo aditivo si se expresa en la forma

j=1
La ecuacion (4.28) puede ser reformulada como Y; = By + >0, fi(wi;) +ei, 1 <i <n,
siendo ¢; las coordenadas de un vector aleatorio de dimension n y distribucion libre sobre

el que tnicamente impondremos E [¢] = 0,, y Cov [¢] = ¢21,,.

EJEMPLO 4.2. El modelo de regresion lineal es un modelo aditivo de regresiéon no para-

métrica en el que f;(z;;) = Bjx;;, 1 <j<pyl<i<n.

4.1.3. Estimacion

Como seniala Faraway (2016) [4], el modelo aditivo es mucho més flexible que el mo-
delo lineal, y la aditividad de las funciones f; hace interpretable la relacion entre las
variables X; y la respuesta Y. La desventaja del modelo estara en la inconsistencia de

sus estimaciones cuando existe una fuerte interaccion entre variables del tipo f;x(x;x)) 6

Fiw(@s, op).

Algoritmo backfitting

Un método de ajuste de un modelo aditivo viene dado en Hastie y Tibshirani (1990)
basado en la teoria de suavizado que hemos presentado en el Capitulo 4.1.1. Es lla-

mado algoritmo backfitting. Sea E[Y] = fy + > F_, f;(X;) un modelo aditivo y sea
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Yy = (y1,...,Yn) € R" el vector de observaciones de Y. Sea s : R" x R* — R" una
funcion cualquiera de suavizado, ya sea no paramétrica tipo splines o LOESS (toda la
teoria mas elemental sobre splines y LOESS puede consultarse en el Apéndice A.5), o

parameétrica, tipo polindémico.
1. Sea By = n* Yo Ui Y sea SO ¢l estimador de 8 mediante minimos cuadrados

ordinarios, de modo que las f; se inicializan® como f}o)(x) = B](-O)a:.

2. Fijada una condiciéon de convergencia, el algoritmo itera en m, para 1 < j < p, sobre

los pasos:

a) ei; =y — (Bo+ Yope; S @in) + Dpny S (i),
b) Gj = (617j, ey en,j) t,

c) f;mﬂ) = s(zj,e;), m=0,1,2,..., donde z; denota la j-ésima columna de X.

para 1 < j, k < p.

Desde un punto de vista practico, el ajuste de un modelo aditivo puede hacerse desde
el paquete gam, basado en Hastie y Tibshirani (1990). El paquete mgcv proporcionado por
Wood implementa este método considerando para el suavizado una base de splines. De

hecho, este método maximiza la funcién de verosimilitud penalizada
p
(Bry) =D XiB " Si; (4.29)
j=1

siendo los \;, obtenidos mediante validacion cruzada generalizada (ver Definicion 4.3) y
las matrices S; son las correspondientes a cada variable X, de manera analoga a como

definimos en el caso univariante de la ecuacion (4.8).

4.1.4. Ejemplo

Para ilustrar el modelo aditivo, tomaremos el conjunto de datos ozone recogido en el

paquete faraway de R.

?Es una propuesta de Faraway (2016) [4], Wood (2007) [16] propone inicializar las f; como funciones

nulas.
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data(ozone, package="faraway")

Se trata de datos sobre calidad del aire en el area metropolitana de Los Angeles
(California) en 1976 y fueron recogidos por Breiman y Friedman (1985), pero la version
de Faraway omite las filas con valores perdidos, de manera que las observaciones sean
completas. Se toma como variable respuesta la concentracion de ozono (03) en partes por

milléon (ppm). Las variables explicativas seran:
» Temperatura, temp, en °F medida en El Monte.
» Inversion base height, ibh, en pies medida en el Aeropuerto de Los Angeles (LAX).
» Inversion base temperature®, ibt, en °F medida en LAX.

El modelo aditivo resultante debera tener la forma

E[Y]= 0o+ fi(temp) + fo(ibh) + f3(ibt) (4.30)

Visualizacion de las variables. Se muestra la relacion que tiene, por separado, cada

variable X; con la respuesta 03:

» Y frente a X; (temperatura):

30

10

40 60 80
Temperatura (°F)

» Y frente a X3 (IBH):

3En la edicién impresa aparece «inversion top temperature». El 6 de mayo de 2022 notifiqué al profesor

J. Faraway esta errata.
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La primera modelizacion planteada es siguiendo un modelo lineal (que, como ya hemos

sefialado en el Ejemplo 4.2) serfa un caso particular de modelo aditivo.

mlineal = 1m(03~temp+ibh+ibt,data=ozone)
summary (mlineal)

##

## Call:

## 1m(formula = 03 ~ temp + ibh + ibt, data = ozone)
#i#

## Residuals:

#i#t Min 1Q Median 3Q Max
## -11.3224 -3.1913 -0.2591 2.9635 13.2860
##

## Coefficients:

## Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
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## (Intercept) -7.7279822 1.6216623 -4.765 2.84e-06 *x*x

## temp 0.3804408 0.0401582 9.474 < 2e-16 *xx*

## ibh -0.0011862 0.0002567 -4.621 5.52e-06 **x*

## ibt -0.0058215 0.0101793 -0.572  0.568

#H -

## Signif. codes: O 's#x' 0.001 '#*' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
##

## Residual standard error: 4.748 on 326 degrees of freedom
## Multiple R-squared: 0.652,Adjusted R-squared: 0.6488

## F-statistic: 203.6 on 3 and 326 DF, p-value: < 2.2e-16

Vemos que si se da una relacion lineal entre temp e ibh y 03, sin embargo no para ibt.
Queremos no descartar la variable como habriamos hecho en el modelo de regresion lineal
normal, sino aplicar lo visto para modelos aditivos, veamos cémo. Como hemos dicho, el
paquete mgcv de R es una revision del algoritmo backfitting tomando como smooth los
splines y que asume un modelo normal el ajuste (Family: gaussian en el resultado de

ejecucion).

library (mgcv)

maditivo = gam(03~s(temp)+s(ibh)+s(ibt), data=ozone)
summary (maditivo)

##

## Family: gaussian

## Link function: identity

#i#t

## Formula:

## 03 ~ s(temp) + s(ibh) + s(ibt)

#i#t

## Parametric coefficients:

#1 Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

## (Intercept) 11.7758 0.2382 49 .44 <2e-16 *x*x*

# -

## Signif. codes: O 's*xx' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
#it

## Approximate significance of smooth terms:
Hit edf Ref.df F  p-value

## s(temp) 3.386 4.259 20.681 < 2e-16 #**x
## s(ibh) 4.174 5.076 7.338 1.74e-06 *x*x
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## s(ibt) 2.112 2.731 1.400 0.214

T

## Signif. codes: O 's¥x' 0.001 '*x*' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
##

## R-sq.(adj) = 0.708 Deviance explained = 71.7%

## GCV = 19.346 Scale est. = 18.72 n = 330

El tnico término paramétrico del modelo es [5y. La orden en R devuelve el estimador
BO = 11.776 y una significacion p < 2 x 1016 < 0.05 = a.

Como hemos visto en el Capitulo 4.1.3, la estimacion se efectia sobre minimos cuadra-
dos, podemos calcular el test F' de manera equivalente al modelo lineal cuando la funcion
de suavizado s es lineal por tramos. Sin embargo, el resultado de salida de la instruccion
es una modificacion de este* obteniendo p-valores aproximados para las funciones de sua-
vizado de las distintas variables X;, 1 < j < 3. La tnica variable que rechazamos del
modelo es ibt.

El modelo excluye el valor R? de los modelos lineales y lo sustituye por el de devianza

explicada. En este ejemplo, R? como devianza explicada es R? = 0.717, mayor que el

R? = 0.6488 que obtuvimos en el modelo lineal mlineal.
Para observar qué tipo de transformaciones de suavizado se han realizado en cada

variable, representamos graficamente:

o _| o _| o
N N N
n | . v |
— B —
~ B 9 4
) ~ R . =)
o '-! . sl . e
o ~ " Lo . VRO
5 5 o | 2
5 v . .--'-' - o o 4
N DT .' . I .\ o _|
e . ! 1
o Lot o : o
— - - — -
] . |
30 40 50 60 70 80 90 0 1000 3000 5000 0 50 150 250
temp ibh ibt

De estos graficos obtenemos las siguientes ideas:

Temperatura: La temperatura parece ser una funciéon lineal a tramos, con un cambio

de tendencia proximo a los 60 °F, de un crecimiento més lento a una pendiente més

4Puede verse en la referencia de R del paquete.
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acusada.

IBH: Igualmente parece haber un cambio de tendencia, esta vez incluso de los signos de

estas. Primero, una fase creciente y luego decreciente.

IBT: Las bandas de confianza del ajuste (lineas discontinuas) y la linea de suavizado

ajusta lo bastante préoximo al 0 como para considerar la nulidad de esta variable.

Estudio del cambio de cambio de tendencia. Veamos si en efecto los cambios de

tendencia arriba senalados son significativos, una vez rechazada la variable ibt del modelo.

Temperatura. Sean los modelos

Ma: EYi] =06+ filzi1) + fo(zi2)

Mp: EY] =80+ Biziq + fo(zi2)

(4.31)

modA <- gam(03 ~ s(temp)+s(ibh),data=ozone)
modB <- gam(03 ~ temp+s(ibh),data=ozone)
anova(modA,modB, test="F")

## Analysis of Deviance Table

#t

## Model 1: 03 ~ s(temp) + s(ibh)

## Model 2: 03 ~ temp + s(ibh)

## Resid. Df Resid. Dev Df Deviance F Pr(>F)

##t 1 319.11 6054

## 2 322.74 6950 -3.6237 -895.98 13.109 3.146e-09 **x*
H## ---

## Signif. codes: O 's*x' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Se tiene un p valor (aproximado) muy inferior a la significacion usual, p = 3.14x 1072 <

0.05 = «a, luego asumimos el cambio de tendencia como en el modelo My4.

IBH. Analogamente, evaluamos el cambio de tendencia en ibh: Sean los modelos

Mo EYi] = B+ filzig) + fo(wi2)

Mp: EYi] = B0+ fi(zi1) + Bozio

(4.32)
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modC <- gam(03 ~ s(temp)+s(ibh),data=ozone)
modD <- gam(03 ~ s(temp)+ ibh,data=ozone)
anova(modC,modD, test="F")

## Analysis of Deviance Table

##

## Model 1: 03 ~ s(temp) + s(ibh)

## Model 2: 03 ~ s(temp) + ibh

##  Resid. Df Resid. Dev Df Deviance F Pr(>F)

## 1 319.11 6054.0

## 2 323.18 6316.2 -4.0607 -262.25 3.424 0.00892 *x*

## -—-

## Signif. codes: O '#*x' 0.001 'sxx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Y siguiendo el mismo criterio el p-valor (aproximado) resultante es lo bastante inferior
a o = 0.05 y damos por bueno el modelo de cambio de tendencia en ibh.

Faraway (2016) [4] continua desarrollando este ejemplo con teoria sobre funciones de
suavizado mas elaboradas, basada en producto tensorial entre variables, te (temp,ibh),

cuya exposicion queda fuera de los limites de este trabajo.

4.2. Modelo aditivo generalizado

4.2.1. Definicion

La siguiente definiciéon no es la original en Hastie y Tibshirani (1986) [6] sino que vine

dada por Wood (2007) [16].

DEFINICION 4.5 (Modelo aditivo generalizado). Sean Y un vector aleatorio de dimension
n, j, 1 < j < p columnas de una matriz X de orden n X p de constantes conocidas,
fi» 1 < 37 < p < n, una coleccion de funciones f; : R — R desconocidas v € RP un
parametro vectorial desconocido, y A una matriz de modelo de dimension n x p. Ademas,
sea g : R — R una funciéon mondtona y derivable. Diremos que Y se ajusta a un modelo

aditivo generalizado si verifica:

1. Las coordenadas de Y son variables aleatorias independientes con funciones de densi-
dad p(yi; 0;, ¢:), 1 < i < n, pertenecientes todas ellas a la misma familia exponencial,

y con media E[Y;] = p; = 0'(6;).
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2. glps) =mn = a;" 7+Z§:1 fi(z; ), siendo a; * la i-ésima fila de la matriz A, 1 <i < n.

Wood (2007) [16] propone definiciones alternativas a la segunda condicion, una de ellas
es g(u;) =m = a;* vy + Z?Zl L, ;f;i(z;) siendo L, ; una funcion lineal que acota a f; de
modo que coincide con la definicién original si L; ; f;(z;) = f;(z;;). Existen definiciones
alternativas para L, ; orientadas al modelo aditivo generalizado mixto, que no trataremos

aqui.

4.2.2. Estimacion

El proceso de estimacion para el modelo aditivo generalizado sigue la idea del algoritmo
backfitting descrito en el Capitulo 4.1.3. Wood (2007) [16] apunta que, si bien en el modelo
aditivo la estimacion se basaba en minimos cuadrados penalizados, el modelo aditivo

generalizado buscara maximizar una funciéon de verosimilitud penalizada,
p
(Biy) =Y NiBit SiB;, (4.33)
j=1

que en la practica se traduce en un proceso iterativo de minimos cuadrados penalizados®.

Algoritmo PIRLS. Veamos el proceso iterativo descrito por Wood (2007) [16]°:

(0)

1. Sean i, =y, +0; y 7750) =

g([zl(-o))7 1 <4 < n, y donde J; suele ser cero o una
(0)

cantidad que garantice que 7, esté bien definido.

2. Iteramos en m hasta alcanzar convergencia:

a) Iteramos en ¢ recorriendo 1 <i < n:

1) Sean w™ = (V(i™)g' (™)) y 4™ = g ("™ )i — 1) + 7™
2) Sea la matriz diagonal W™ con VVZ(Z”) = wgm) y Wz (") tal que Wz MWz (7 =
wm,

b) Hallar
~ 1 1 2
B(mﬂ) = args min (HW? (m) z(m) _ 13 (m)XﬁH ) + E )‘jﬁt SiB - (4.34)
2 :
J

donde todos los argumentos dados lo son para la iteracion m, m =1,2,.....

¢) Actualizamos ™+ = Xﬁ(mﬂ) v fi; = g~ (nm+D).

5Penalized iterative least squares, PIRLS

6Se sefiala que es un algoritmo analogo al de los modelos mixtos lineales generalizados presentados en

el mismo libro, pero que no ha sido tratado en este trabajo.
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4.2.3. Ejemplo

El siguiente ejemplo viene dado por Wood (2007) [16] e ilustra la estiamcion mediante

la biblioteca mcgv de R para el conjunto de datos trees nativo en R.
Se trata de 31 observaciones en arboles de la especie cerezo criollo (Prunus serotina)

y recogidas por primera vez por A.C. Atkinson en su obra Plots, Transformations and
Regression, 1985 [1].

data(trees)
El conjunto consta de tres variables:
1. Didmetro (girth) del tronco del arbol, medido en pulgadas.
2. Altura (height) total del arbol, medido en pies, Xj.

3. Volumen (volume) de madera del arbol, medido en pies ctbicos, Xs.

Antes de continuar, mostramos un resumen numérico del conjunto de datos

summary (trees)
#i# Girth Height Volume
## Min. : 8.30 Min. 163 Min. :10.20

## 1st Qu.:11.05 1st Qu.:72 1st Qu.:19.40
## Median :12.90 Median :76  Median :24.20
## Mean :13.25 Mean :76  Mean :30.17
## 3rd Qu.:15.25 3rd Qu.:80 3rd Qu.:37.30
## Max. :20.60 Max. :87  Max. :77.00

El problema a plantear es que una funciéon de enlace g que relacione el diametro
con alguna expresion funcional (f; y fo) de la altura y el volumen. Como se senala en
el planteamiento del problema, resulta razonable que la varianza y media del volumen
aumenten conjuntamente, por lo que suponemos Y; ~ Gamma (o, 3;). En tal caso p; = %

Bi’
luego una formulaciéon del modelo aditivo generalizado seria

log(pi) = f1(X1) + f2(X2) (4.35)

Visualizaciéon de las variables. Veamos la relacion entre Y y las distintas variables

regresoras del modelo:
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» Y frente a X; (altura):
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Modelo.

OBSERVACION. Es importante senialar que, en lo que sigue no buscaremos un modelo que
se ajuste por completo a la Definiciéon 4.2.1, sino una forma més simple y parecida al

ejemplo del modelo aditivo calculado antes, esto es
p
gEND =B+ filwiy). (4.36)
j=1

Wood (2007) [16] desarrolla este ejemplo ofreciendo estimaciones de los términos para-
métricos a; * vy, pero, de nuevo, recurre a bases de funciones y técnicas que escapan a lo

expuesto en este trabajo.
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Segun la definicion de funcion de varianza (ver Definicion 3.6),

Vip) = pi, 1<i<n, (4.37)

1
g' (i) =log'(p;) = —, 1< i<, (4.38)

%

luego los coeficientes diagonales de W serian

1
V() g (i)?  p2p;?

w; = =1,1<i<n, (4.39)

. 1
ie., W =1, =W?2 en este caso; y el vector z € R" se construye como

5= (e i — ) + iy = L) — M) L go1<i<n. (4.40)
Computacionalmente, este sera la iteracion m = 0 sobre la que trabajard la funcién

gam() del paquete mgcv.

library (mgcv)

mag <- gam(Volume~s(Height)+s(Girth), family=Gamma(link=log), data=trees)

Por defecto, la funciéon toma los A;, j = 1,2 mediante validacion cruzada generalizada

y hemos indicado que la base se funciones de suavizado sean splines, s.

summary (mag)

##

## Family: Gamma

## Link function: log

##

## Formula:

## Volume ~ s(Height) + s(Girth)

##

## Parametric coefficients:

## Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

## (Intercept) 3.27570 0.01492 219.6 <2e-16 **x
## ---

## Signif. codes: O '*xx' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
i

## Approximate significance of smooth terms:

## edf Ref.df F  p-value

## s(Height) 1.000 1.000 31.32 7.07e-06 **x
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## s(Girth) 2.422 3.044 219.28 < 2e-16 *x

#H -

## Signif. codes: O 's*xx' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
##

## R-sq.(adj) = 0.973 Deviance explained = 97.8Y%

## GCV = 0.0080824 Scale est. = 0.006899 n = 31

El tnico término paramétrico es 5y = 3.27570 que resulta signficativo con un p-valor
p<2x10716 <0.05 = a.

En cuanto a las variables regresoras, el ajuste del modelo mediante las funciones f;
y fo con bases de spline, con también significativas con sendos p-valores 7.07 x 10—6 y
2 x 10716,

La devianza explicada del modelo es R? = 0.978, muy proximo a 1, que indica un

ajuste casi perfecto, i.e., el modelo explica el 97.8 % de la varianza total.

La representacion grafica de los residuos es
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Vemos en la orden summary(mag) y en el grafico de los residuos que los grados de

libertad de la altura, Height, es igual a 1, es decir, f; es casi una funcién lineal.
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Apéndice A
Otros resultados

A continuacién se presentan algunas definiciones y resultados que son de utilidad a lo
largo de este trabajo. Cabe tener en cuenta en este apéndice son presentados de la manera
mas general, puede cambiar la notaciéon en las definiciones, proposiciones, teoremas y
sus demostraciones segin son formuladas en el campo de los modelos lineales, lineales

generalizados o aditivos generalizados.

A.1. Resultados de Analisis Matematico

DEFINICION A.1 (Gradiente). Sea la funcion f : R® — R. Se define el gradiente de f en
r € R" como Vf(x) = (M’ o 3f($))t’

or1 7 Oxp

DEFINICION A.2 (Jacobiano). Sea la funcion f : R™ — R™. Se define el jacobiano de f en

xz € R" como

[of@) . oh@ .. 9h@) ]
ox1 8.Z‘j Oxn
Ofm(x) . Ofm(®) . Ofm(x)
L Oz Ox; 0rn |

A.1.1. Meétodo de Newton-Raphson
Escalar

Sea f : R — R continua en el intervalo [a,b] C R, de la que queremos encontrar una

raiz r. Supongamos que [’ esta bien definida cualquiera que sea x € [a,b]. Si f'(r) # 0,
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entonces existe § > 0 tal que la sucesion (z*)), k = 0,1,..., definida por el proceso
iterativo
x(kil))

k k—1 f(

converge a r sea cualquiera que sea el valor inicial 2*) € [z — &,z + §].

Vectorial

Sea f:R™ — R" continua en el n-intervalo [a,b] C R", de la que queremos encontrar
una raiz v = (ry,...,7,)" Sea f; diferenciable con respecto a cada una de las z;. La

expresion vectorial del método de Newton-Raphson para funciones R™-valoradas resulta

= ey FEE) k=12, (A.3)

Para un estudio mas exhaustivo de los métodos numéricos, se remite al lector a

Mathews y Fink (2000) [8].

A.1.2. Diferenciacién bajo el signo integral

TEOREMA A.1 (Convergencia dominada). Sea (f,) una sucesion de funciones reales, in-
tegrables respecto de una cierta medida p, que converge puntualmente a una funcién
medible f. Si existe una funcién g integrable tal que |f,| < g para todo n, entonces

[ f du existe y coincide con el Iimite de las integrales de (f,).

Se trata de un resultado de la teoria de la medida muy general pero que sirve de punto
de partida para enunciar el siguiente teorema, de gran utilidad en la teoria de los modelos

lineales generalizados.
TEOREMA A.2. Sea f : R x © — R donde © es un abierto de R, verificando:
1. f(-,0): © = R es una funcién Lebesgue-integrable para cualquier 6 € ©.

2. % existe y es continua para cualquier x fijado salvo en un conjunto de medida

nula de R.

3. Existe g : R — R Lebesgue-integrable que acota a %‘ entodod € © yx € R

salvo un conjunto de medida nula.

Entonces,

00

Ofg flz.0)de _ / 3fg;’9>dx. (A.9)
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A.2. Conceptos de Algebra Lineal

DEFINICION A.3 (Matriz simétrica). Una matriz cuadrada A de dimension n X n es simé-

trica si a;; = a;,;, para cualesquiera 1 <17, j < n.

DEFINICION A.4 (Matriz semidefinida positiva). Una matriz cuadrada A de dimension

n x n es semidefinida positiva si cualquier vector v € R™ no nulo verifica v* Av > 0.

DEFINICION A.5 (Matriz definida positiva). Una matriz cuadrada A de dimension n x n

es definida positiva si cualquier vector v € R™ no nulo verifica v* Av > 0.

A.3. Distribuciones de probabilidad

A.3.1. Distribuciones absolutamente continuas
Distribuciéon normal

DEFINICION A.6 (Distribucién normal). Una variable aleatoria X sigue una distribucion
normal de parametros p € Ry 0* € R*, y la denotamos X ~ N (u,0?), si tiene por

funcién de densidad de probabilidad

e 2 2  xelR. (A.5)
PROPOSICION A.1. Si X ~ N (u,0?), entonces E [X] = p y Var [X] = o2

DEFINICION A.7 (Distribucién normal multivariante). Un vector aleatorio X de dimension
n sigue una distribucion normal multivariante de parametros u € R" y X' (siendo esta una
matriz cuadrada de dimensién n x n simétrica y semidefinida positiva), y lo denotamos

X ~ N, (u, X)), si tiene por funcion de densidad de probabilidad

1 o1
p(x,,u, E) = We_é@_”) > (x—,u)’ T € Rn (AG)

PROPOSICION A.2. Si X ~ N, (i, X)), entonces E [X]| = p y Cov [X] = X.

PROPOSICION A.3. Si X ~ N, (i, ), entonces cada coordenada X; ~ N (u;, X;; = 02),

1< <n.
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Distribucién ji-cuadrado

DEFINICION A.8 (Distribucién ji-cuadrado). Una variable aleatoria absolutamente con-
tinua X sigue una distribucion ji-cuadrado de n grados de libertad, y la denotamos

X ~ x2(n), si tiene por funcién de densidad de probabilidad!

n

x2le3

PROPOSICION A 4. Si Z ~ N, (0,1,), entonces X = Y., Z? sigue una distribucién ji-

cuadrado de n grados de libertad, X ~ x*(n).

DEFINICION A.9 (Distribucién ji-cuadrado no central). Una variable aleatoria absoluta-
mente continua X sigue una distribucién ji-cuadrado no central de n grados de libertad
y parametro de localizacion v, y la denotamos X ~ x?(n,v), si tiene por funcién de

densidad de probabilidad

n+2k x
7167 z

ni2k ]]0:00[(33)' (A.8)

= VP
plasny) =Y e
= M)

PROPOSICION A5. Si Z ~ N, (p, I,,), entonces X = . Z? sigue una distribucion ji-
2
cuadrado no central de n grados de libertad y parametro de localizaciéon v = %, X ~

X*(n,v).

Se trata de una generalizacion de la distribucion ji-cuadrado de n grados de libertad

y coincide con esta cuando el parametro de centralidad se anula, i.e., x*(n) = x*(n,0).

Distribucion F

DEFINICION A.10 (Distribucion F). Una variable aleatoria absolutamente continua S si-
gue una distribucion F-Snedecor de parametros enteros positivos m y n, y la denotamos

S ~ F(m,n), si tiene por funcién de densidad de probabilidad

m%ngr(mﬁ-n) S%—l
p(s;m,n) = — n2 —— [10.00[(5)- (A.9)
F(E0(E)  (ms—+n)"2" ool

- . 2 2 . . _ X
PROPOSICION A.6. Si X ~ x*(m) e Y ~ x*(n) son independientes, entonces S = 3

n
m

sigue una distribucién F-Snedecor de parametros m y n, S ~ F(m,n).

ISi & > 0, se define la funcion gamma como T'(z) = [~ t*~ e~ d 1.
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DEFINICION A.11 (Distribucién F' no central). Una variable aleatoria absolutamente con-
tinua S sigue una distribucién F-Snedecor no central de pardmetros enteros positivos m

y n, y parametro de centralidad v, y la denotamos S ~ F(m,n,v), si tiene por funcion

de densidad de probabilidad

3

m+n+2k

m+2k
=0T m+n+2k R
)+ I ) <2+%s) © Dowol(s). (A.10)

NE=NE

[\

. N
p(&m,n,u)—ze F
k=0
PROPOSICION A.7. Si X ~ x?*(m,v) e Y ~ x*(n,0) son independientes, entonces S =
X
Y

~ F(m,n,v).

n
m

Se trata de una generalizacion de la distribuciéon F-Snedecor central y coincide con

esta cuando el parametro de centralidad se anula, i.e., F(m,n) = F(m,n,0).

Distribucion ¢-Student

DEFINICION A.12 (Distribucion ¢-Student). Una variable aleatoria absolutamente conti-
nua 7 sigue una distribucion ¢-Student con n grados de libertad, y la denotamos T' ~ t(n),

si tiene por funcion de densidad de probabilidad

p(t;n) = —7 tER. (A.11)

PROPOSICION A.8. Si X ~ N (0,1) e Y ~ x*(n) son independientes, entonces T =

t(n).

:\%‘X
2

Distribuciéon gamma

DEFINICION A.13 (Distribucion gamma). Una variable aleatoria absolutamente continua
X sigue una distribucién gamma de parametros®? o > 0y 8 > 0, y la denotamos X ~

Gamma (v, 3), si tiene por funcion de densidad de probabilidad

b5
[(a)

PROPOSICION A.9. Sean X,..., X, variables aleatorias independientes con distribucién

p(z;a, B) = e g (7). (A.12)

gamma y pardmetros (a;, 3), X; ~ Gamma (o;, 5), 1 < i < n. La variable aleatoria

S =3%"" X, sigue una distribucién gamma, S ~ Gamma (3, o, ).

2Existe una definicién alternativa Gamma (k, 6), donde k = a y § = 371,
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DEFINICION A.14 (Distribucion Erlang). Una variable aleatoria X sigue una distribucion
Erlang de parametros k € Z* y A > 0, y la denotamos X ~ Erlang (x,\) si tiene por

funcion de densidad de probabilidad

p(z; K, \) = :c”’le’“I]o,oo[(x). (A.13)

(k—1)!

PROPOSICION A.10. Se verifica que Gamma («a, §) = Erlang (o, 8) si a € Z7.

DEFINICION A.15 (Distribucion exponencial). Una variable aleatoria X sigue una distri-
bucion exponencial de pardmetro A > 0, y la denotamos X ~ Exp (), si tiene por funcion

de densidad de probabilidad
p(z; N) = Ae Mg oo (2). (A.14)
PROPOSICION A.11. Se verifica que Gamma (1, 5) = Erlang (1, ) = Exp (5).

PROPOSICION A.12. Si X ~ Gamma («, (), entonces E[X] = § y Var[X] = &y por
las Proposiciones A.11 y A.12 son inmediatas la media y la varianza de las distribuciones

Erlang y exponencial.

A.3.2. Distribuciones discretas
Distribucién de Bernoulli

DEFINICION A.16 (Distribucion de Bernoulli). Una variable aleatoria discreta X sigue
una distribucién de Bernoulli con parametro = €]0,1[, y la denotamos X ~ Be (), si

tiene por funcion de masa de probabilidad
ploym) =7 (1 — ) " Lo 1y (). (A.15)

Distribucién geométrica

DEFINICION A.17 (Distribucién geométrica). Una variable aleatoria discreta X sigue una
distribucion geométrica con parametro m €]0, 1], y la denotamos X ~ Geom (), si tiene

por funcién de masa de probabilidad
pla;m) =7(1 — )Lyt (). (A.16)
PROPOSICION A.13. Si X ~ Geom (7), entonces E [X] = £=Z y Var [X] = 157,
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Distribucién binomial

DEFINICION A.18 (Distribuciéon binomial). Una variable aleatoria discreta X sigue una
distribucion binomial, fijado n entero positivo, de pardmetro 7= €]0,1[, y la denotamos

X ~ by, (7), si tiene por funcion de masa de probabilidad

n

plz;m) = ( >7rx(1 —7)" 1o, ny (). (A.17)

T

PROPOSICION A.14. Si X ~ b, (1), entonces E [X] = nm y Var [X] = nn(l — 7).

PROPOSICION A.15. Sean Z1, ..., Z, variables aleatorias independientes e idénticamente

distribuidas, tales que Z; ~ Be (m), 1 < i < n. La variable aleatoria X =%\ | Z; ~ by, (7).

Distribucion de Poisson

DEFINICION A.19 (Distribucion de Poisson). Una variable aleatoria discreta X sigue una
distribucion de Poisson con pardmetro de intensidad A € R*, y la denotamos X ~

Poisson (A), si tiene por funcién de masa de probabilidad

P N) = e I (0). (A18)

PROPOSICION A.16. Si X ~ Poisson ()), entonces E[X] = A y Var [X] = \.

PROPOSICION A.17. Sean X1, ..., X, variables aleatorias independientes con distribucién
de Poisson, X; ~ Poisson ();), 1 < i < n. La variable aleatoria S = Y | X; sigue una
distribucién de Poisson con parametro igual a la suma de los parametros de cada variable

aleatoria de Poisson, Y., X; = S ~ Poisson (31, ;).

Distribucion multinomial

DEFINICION A.20 (Distribucién multinomial). Diremos que el vector aleatorio X de di-
mension k sigue una distribucion multinomial de parametros (n, 7y, ..., m) con n € Z*,
cada m; €]0, 1] tales que Zle m=1y Zle x; = n,ylodenotamos® X ~ M (n, my,...,m),
si tiene por funcion de masa de probabilidad
k T;
plz;n,m, ..., Tg) :n!L, e 7t (A.19)

k .
i T

3En ocasiones se omite el ultimo parametro, ya que se deduce inmediatamente como 7, = 1 — 7 —

e T M1

79



PROPOSICION A.18. El caso k = 2 se corresponde con una distribucién binomial b, () =

M (n, 7,1 —m).

PROPOSICION A.19. Si X ~ M (n,m,...,m), entonces E[X;] = nm;, Var [X;] = nm;(1 —

i) y Cov [X] = (—nmim)i<ii<-

A.4. Resultados de estadistica

A.4.1. Estimacién por maxima verosimilitud

Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad de probabilidad p(x; #) pertene-

ciente a la familia paramétrica {p( - ;0) : 0 € ©}.

DEFINICION A.21 (Funcién de verosimilitud). Sea z = (1, ..., x,) una muestra aleatoria
simple, de tamano n, de la variable aleatoria X. Llamamos funciéon de verosimilitud del

parametro 0 a partir de la muestra z a L(0;z) = [[\_, p(z:;6) > 0.

El método de estimacion por maxima verosimilitud consistira en hallar aquellos valores
0 € © que maximizan la funcion de verosimilitud de 6 dada la muestra z, L(6;z). En la
practica, se tratard de encontrar los 6 en los que L'(0;2) =0y L"(0;z) < 0. En ocasiones
L(0; x) tiene una expresion exponencial con la que no es facil operar. Por la monotonia
del logaritmo, los extremos relativos de L(#;x) y L'(0;z) se mantienen en log(L(0;x)) vy

log(L'(0;z)). Se tiene, por tanto,
argpco max L(0; z) = argy.g maxlog(L(0; z)). (A.20)

DEFINICION A.22 (Funcion de log-verosimilitud). Sea z una muestra aleatoria simple, de
tamano n, de X. Llamamos funcién de log-verosimilitud del parametro 6 a partir de la

muestra z a ¢(0;z) = log(L(6; x).

DEFINICION A.23 (Vector de score). Sea X una variable aleatoria cuya funcién de den-
sidad de probabilidad pertenece a una familia p-paramétrica {p( - ;0) : § € © C RP}.

Llamamos vector de score de 6 al gradiente del logaritmo de p(z;0),

Olog(p(6; x)) dlog(p(0; x))) t
20, e o0,

Un(x) = ¥ log(p(; ) = ( (A.21)

DEFINICION A.24 (Informacion de Fisher). Sea X una variable aleatoria cuya funcion de

densidad de probabilidad pertenece a una familia p-paramétrica. Llamamos matriz de
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informacion de Fisher a la matriz de covarianzas de Uy(X), Z(0) = Cov [Up(X)], que es

cuadrada de orden p.
PROPOSICION A.20. Dado un vector aleatorio X de dimensiéonn y el espacio p-paramétrico
O CRP E[Ug(X)] =0 € RP.

Demostracion. Cada coordenada Uy ;(0; ), 1 < j < p, de Up(x) es de media nula:

B0, = [ Vas(Xntast) da = [ FEEED (e a0 -

n

A.22
_/ 1 Op(x;0) (mg)dx_apr(x;ﬁ)dx_ﬂ_o ( )
= Janp(z;0) 00, DV - 09, ~ o0,
y la antepenultima igualdad viene garantizada por el Teorema A.2. O

Luego, para p = 1, Z(0) = E [Up(X)?].

PROPOSICION A.21. Si X una variable aleatoria con funcién de densidad de probabilidad

p(x;0) dependiente del parametro 6 de dimensién p, entonces

(Z(6));;, = —E [%} L 1<) k<p. (A.23)

Demostracion. Su definiciéon completa es larga y escapa al proposito de este apéndica.

Algunas ideas que desarrollan la demostracion son:

1. La nulidad de la esperanza de Uy(X), hace que Z(0);, = cov[Uy;(X), Upr(X)],
1<jk<p

2. El hessiano de log(p(x;0)) es

Hp(z6) Up(x) Up(z)
q o L= p(z;0) K A.24
log(p(z;0)) Jgg}; p(x:;0) (;(1;9) p(z;0) .

3. Finalmente
a2log(p(x‘9>>}>
E [Hiog(p(e0))] = (E {— = ~Z(6). 2)
(Hiog (0] 99,0, ik

O

. . 0%lo ;0 02%4(0;x
Si p =1, la igualdad queda Z(0) = — E [%] =-E [%].
PROPOSICION A.22. Sea x = (x1,...,x,) es una muestra aleatoria de tamano n de la
variable aleatoria X. Si denotamos Z(f) a la informacién de 6 para una observacién e

Z,(0) a la informacién de 6 para dada toda la muestra, entonces Z,(6) = nZ(0).
Demostracion. Por la Proposicion A.21 y la linealidad de la esperanza, es inmediato
T.(0) = B | 2582 | = —E[0"(6:2)) = — Xiy B1£"(0:2:)] = nZ(0). O

062
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A.5. Suavizado

A.5.1. Splines ctbicos naturales

DEFINICION A.25 (Spline cibico natural). Sean {(z;, y;)}"_; n puntos sobre R?, verifican-
do z; < x;41, 1 <7 < n—1. Una funciéon s : R — R dada por trozos de polinomios de
tercer grado sobre cada intervalo de puntos consecutivos, |x;, z;41[, es un spline ctbico

natural si verifica:
1. s(z;) =y, en cada 1 <i <mn,
2. s, 8y s existen y son continuas, y
3. §"(x1) =$"(x,) =0.
TEOREMA A.3. De todas las funciones f de variable real que verifican:

1. f es continua sobre el intervalo |x1, x,],
2. Existe f" y es continua sobre el intervalo [xq,x,] y
3. f(x;)) =y, encadal <i<n,.

el spline ctibico natural s es la funcién que mejor suaviza f en el sentido de minimizar
J(f)= [, f"(x)*da.

Demostracion. Sea h(x) = f(x)— s(x), equivalentemente podemos escribir f(z) = h(z)+

s(x). Entonces J(f) = J(s) = [7"(s(x) 4+ h(x))? d z. Desarrollamos

J(s) = / (" (x) + K" ()2 d = / S(@) + B ()2 da+ 25" () (x) dz (A.26)

Vamos a ver que la integral en el tercer sumando se anula, fmxl" s"(z)h"(z)dx = 0.

27 S @B (&) = (W () = ()W ) — 2 ")) A = — [ ()W () d

Como s”'(z) = a; dado cualquier z €]z;, x;11[, 1 <i < n—1, se tiene — f;" s"(x)h (z)dx =
Sl oy f;”l h(z)dz = 0. Luego, la expresion A.26 concluye como

J(s) :/ 5”(:6)2dx+/ R (z)?dx 2/ s"(z)?*dx (A.27)

y la igualdad solo se da en el caso h”(z) = 0. Como ademés, como h(z;) = h(z,), es

necesario que la igualdad se dé si, y solo si, h = 0, luego s es la funcién que mejor suaviza

en el sentido de minimizar J(f) = [’ f"(z)*d . O

xT
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Los y; suelen ir acompanados de un ruido y es conveniente suavizar los (x;, y;) en lugar
de interpolarlos. En lugar de fijar y; = s(z;), consideremos s(x;) como n parametros libres

de s. El objetivo sera minimizar Y . (y; — s(z;))* + A fjl” s"(z)dx.

PROPOSICION A.23. Si f y f' son continuas sobre [x1, x,|, entonces s minimiza

S (0 — F) + A / F(2)da (A.28)

=1
A.5.2. Regresion local: LOESS

Un método, usual en series de tiempo, para el ajuste de un conjunto de n pares de
datos {(z;,y;)}1-, es el basado en regresiones (ponderadas) locales. Es descrito de manera

practica por Venables y Ripley (2002) [14].

DEFINICION A.26 (Span). Dados z = (z1,...,%,) ¢ y = (Y1, -, ¥n), llamamos span, y lo
denotamos « €]0, 1], a la proporcion de valores de z escogidos para el ajuste LOESS en

el punto z.
Procedemos fijando las siguientes ideas:
1. Sean las funciones:

a) d:(z,y) € RxR —d(z,y) € [0,+00[ una distancia sobre R y

b) W:iu€e[0,1[— W(u) = (1 —u?)?® €]0,1].
2. Procedemos:

a) Fijamos zg € R,

b) N, C z tal que d(x;,z0) < d(x;,x0) para todo z; € N, v 21 € z\N(x¢), v
n(N,,) = q¢ = |an], ie., dado «, ¢ es el 100 % de puntos de z méas proximos

a Ig.
¢) Ay = mixgen,, d(wo, 7:).

3. w; = W(A;(}d(xo, JIZ))

4. Calculamos el ajuste de minimos cuadrados ponderados de y sobre N,,. Se toma el

valor ajustado gy = S(zo) a partir de los pesos w;.

83



La funcién loess () viene implementada de manera nativa mediante el paquete stats
en R. Venables y Ripley (2002) [14] no dan ningun resultado teoérico que justifique una
u otra eleccion de «, pero es evidente por la definicion de la funcion W que valores
proximos a 1 supondréan ajustes mas lisos (mayor suavizado), y proximos a 0, mas rugososo
(sobreajuste). Puede regularse mediante la instrucciéon span en loess(), y toma como

valor por defecto span=0.75.

A.6. Software R

Para los calculos computacionales, se ha recurrido a la versién 4.2.0 de R. Los paquetes

involucrados en los calculos, la representacion grafica y inlusion de coédigo en IXTEX son:

—_

. dobson v.0.4

2. faraway v.1.0.7
3. gam v.1.20.1

4. gamair v.1.0

5. ggplot2 v.3.3.6
6. knitr v.1.39

7. 1mtest v.0.9

8. MASS v.7.3

9. mgev v.1.8

10. splines v.4.2.0

11. stats v.4.2.0
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