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Resumen

Este Trabajo de Fin de Grado trata de conocer la inversa de Moore-Penrose de una
matriz con coeficientes reales.

En el primer capitulo, se introducen una serie de resultados relacionados con la ortogo-
nalidad y las matrices simétricas, estos resultados seran necesarios para poder continuar
con los demas capitulos del presente TFG.

En el siguiente capitulo se mostraran algunas propiedades que cumplen las matri-
ces AAY y A*A donde A es una matriz real de orden m x n. Ademds, se realizard una
descomposicion de la matriz A en funcién de los autovalores no nulos de las matrices
anteriormente mencionadas.

En el ultimo capitulo se tratan varios aspectos, entre ellos, se expone la definicion de
inversas generalizadas, aunque me centraré en una en concreto, en la inversa de Moore-
Penrose. También hablaremos de la resolucién exacta y aproximada de sistemas de ecua-
ciones lineales compatibles e incompatibles. Y, por ultimo, se presenta una aplicacion de
las inversas generalizadas en Estadistica.

Palabras clave: matrices simétricas, valores singulares, inversa de Moore-Penrose.



Abstract

This Bachelor’s Thesis aims to explore the Moore-Penrose inverse of a matrix with
real coefficients.

In the first chapter, a series of results related to orthogonality and symmetric matrices
are introduced. These results will be necessary to proceed with the rest if the chapters in
this thesis.

The following will present some properties satisfaced by the matrices AA* and AA,
where A is a real matrix od size m x n. Additionally, a decomposition of matrix A will
be performed based on the non-zero eigenvalues of the aforementioned matrices.

The last chapter adrdresses several aspects. Among them, the definition of generalized
inverses is presented, although I will focus on one in particular: the Moore-Penrose inverse.
We will also dicuss the exact and approximate resolution of compatible and incompatible
systems of linear equations. Finally, an application of general inverses in Statistics is
presented.

Keywords: symmetric matrices, singular values, Moore-Penrose inverse.



Introduccion

El principal objetivo de este trabajo es conocer la inversa de Moore-Penrose de una
matriz con coeficientes reales y mostrar su uso para resolver problemas relacionados con
sistemas de ecuaciones lineales, no necesariamente compatibles, en diversos contextos.

Este trabajo comienza con un primer capitulo dedicado a resultados relacionados con
la ortogonalidad y las matrices simétricas que necesitaremos en los siguientes capitulos;
asi conseguimos que el trabajo sea autonomo.

En el segundo capitulo comenzamos viendo algunas propiedades que cumplen las ma-
trices AA* y A*A donde A es un matriz real de orden m x n. Demostraremos que dichas
matrices son semidefinidas positivas, simétricas y tienen el mismo rango que A, para con-
cluir que tienen los mismos autovalores no nulos con idéntica multiplicidad. Estos son los
valores singulares de A y son fundamentales para la construccion de su descomposicién
en valores singulares. Para un mejor entendimiento de esta construccién, mostramos su
interpretacion geométrica y vemos un ejemplo donde calculamos la descomposicién en
valores singulares de una matriz mediante el programa R [§]. Para finalizar este capitulo,
comentamos brevemente como se puede usar la descomposicion en valores singulares de
una matriz para la compresion de imagenes.

El dltimo capitulo esté dividido a su vez en cuatro secciones.

En la primera seccién nos centramos principalmente en la definicion de inversa de
Moore-Penrose, demostrando su existencia y unicidad. También damos su interpretacion
geométrica, utilizando la interpretacién geométrica de la descomposicién en valores sin-
gulares vista en el capitulo anterior. A continuacién se enuncian y demuestran algunas
propiedades de la inversa de Moore-Penrose y usamos el programa R para dar un ejem-
plo no trivial de inversa de Moore-Penrose. Cabe destacar la estrecha relacién de inversa
de Moore-Penrose de una matriz con la proyeccion ortogonal sobre el espacio vectorial

generado por las filas o por las columnas de matriz.
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La segunda seccién trata de la resolucién exacta y aproximada de sistemas de ecuacio-
nes lineales compatibles e incompatibles, respectivamente. Se aportan resultados donde las
soluciones del sistema se expresan en relaciéon con la inversa de Moore-Penrose, en el caso
compatible y se introduce la definicién de soluciones aproximadas minimo cuadraticas,
para cuando nuestra sistema de ecuaciones sea incompatible. Ademéds, damos un ejemplo
de aplicacion de la resolucion aproximada minimo cuadratica que consiste en calcular el
polinomio que mejor se ajusta a una serie puntos dados.

Con la tercera seccion queremos destacar que la inversa de Moore-Penrose es tan
solo una inversa generalizada, es decir, que existen multitud de inversas generalizadas de
una matriz. Si bien la inversa de Moore-Penrose garantiza una propiedad de unicidad,
su calculo es computacionalmente costoso; por lo que, dependiendo del propdsito o en
situaciones particulares, puede ser mas interesante considerar definiciones més débiles de
inversa generalizada, a costa de la perdida de ciertas propiedades, como puede ser la
mencionada unicidad.

Por dltimo, en la cuarta seccién, vemos una aplicacién de las inversas generalizadas
en Estadistica. Se realizan dos hipdtesis lineales para las que se estiman los parametros
que las forman y se calcula como de buena ha sido dicha estimacion. Dichas hipdtesis son
el modelo lineal y el modelo de regresion lineal, y la estimacién viene dada por la inversa
de Moore-Penrose debido a su relacién con la proyeccién ortogonal.

Para la elaboracién de este trabajo se ha seguido principalmente [3] y [7].



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo vamos a repasar brevemente algunos conceptos elementales relacio-
nados principalmente con el producto escalar sobre un R—espacio vectorial de dimension
finita. Recordemos que se llama espacio vectorial euclideo a un espacio vectorial real
de dimensién finita dotado de producto escalar.

Sobre R"™ consideramos la aplicacién - : R” x R™ — R tal que
n

u-v::utV:ulvl+...+unvn: E Ui Vi,
=1

para todo u = (uy,...,u,)* y v = (v1,...,v,)* € R™ Sabemos que esta aplicacién es
bilineal, simétrica y definida positiva, es decir, se trata de un producto escalar sobre R";
y, por tanto, que el par (R"-) es un espacio vectorial euclideo. Este producto escalar
recibe el nombre de producto escalar usual.

A lo largo de este trabajo vamos a considerar R™ con la estructura de espacio vectorial

euclideo dada por el producto escalar usual.

1.1. Ortogonalidad

mou-u > xiste un unico numero real no n 1vi ue cum
Dado u € R", como u-u > 0, existe co ero real no negativo ||u ec le

u - u = ||ul|?; dicho nimero real |Ju|| se denomina norma, o médulo, del vector u. Asf
mismo, se define la distancia entre u 'y v € R" como el nimero real d(u,v) = [[u—v]||.
Definicién 1.1.1. Un vector u € R" se dice que es unitario si ||ul| = 1.

Definicién 1.1.2. Dados dos vectores u,v € R” se dice que son ortogonales cuando

u-v = 0. Es claro que el vector nulo es ortogonal a cualquier otro vector.
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Definicién 1.1.3. Diremos que un conjunto de vectores {uy,...,u,} no nulos de R”
son ortogonales entre si cuando u; - u; = 0 para todo ¢ # j. En este caso diremos que

{uy,...,u,} es un conjunto ortogonal.
Proposicién 1.1.4. Todo conjunto ortogonal de R™ es linealmente independiente.

Demostracion. Sea {uy,...,u,} un conjunto ortogonal de R™ tal que 0 = Zle Au; para

clertos \; € R, ¢ =1,...,¢. Veamos que \; = 0 para todo j € {1,...,¢}. Como

¢
OZO'UJ‘Z(ZAz‘uz)' Z)\ wy) = N2 i =1,
i=1

entonces \; = 0, para todo j € {1,...,¢}. Por tanto, el conjunto {uy,...,us} es lineal-
mente independiente. O
Definicién 1.1.5. Diremos que un conjunto de vectores {uy,...,u,} es una base or-

togonal de un subespacio vectorial L de R™ si es conjunto ortogonal que genera a L,
y diremos que es una base ortonormal si es una base ortogonal formada por vectores

unitarios.

Todo subespacio vectorial de un espacio vectorial euclideo, posee bases ortonormales.
Es mas, dada un base cualquiera de un subespacio de un espacio vectorial euclideo, existe
un método algoritmico para calcular una base ortonormal a partir de la primera. Este

algoritmo se conoce como método de Gram-Schmidt.

Teorema 1.1.6 (Gram-Schmidt). Sea {wy,...,w,;} una base de subespacio vectorial L

de R". Si vy :=wy y

i—1
V, = W; — SV, 1=2,...,¢,
= [lvsll
J
entonces {vy,...,ve} es una base ortogonal de L y {ui = | = 1,...,6} es una
3

base ortonormal de L.

Idea de la demostracion. Los v; son combinacion lineal de los w;, luego generan un subes-
pacio de L. Como, por construccién, {vy,..., vy} es un conjunto ortogonal, por la Propo-
sicion se tiene que es un conjunto linealmente independiente; de donde se sigue que,
por una cuestiéon de dimensiones, genera a L y por lo tanto que es una base ortogonal de

L. Ahora, que {uy,...,u,} es una base ortonormal de L es evidente. ]
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En [3] Capitulo IX] y en [7, Capitulo V], se pueden encontrar demostraciones mas

detalladas del teorema anterior.

Proposicién 1.1.7. Sea L un subespacio de R". El conjunto
Lt :={ueR" | u-v=0, para todo v € L}
es un subespacio vectorial de R™, llamado ortogonal de L.

Demostracion. Nos basta comprobar que LT es cerrado frente a combinaciones lineales.
Como el producto escalar es una forma bilineal sobre R", tenemos que (au + fw) - v =

a(u-v)+B(w-v)=0, paratodou,we Lt ve Lya,B €R. O

Veamos ahora un par de propiedades del ortogonal de un subespacio vectorial de R™

(véase [7, Proposicién V.4.2] para una lista més completa de propiedades).
Proposicién 1.1.8. Para todo subespacio vectorial L de R™ se cumplen que
(a) dim(L) + dim(L*) = dim(R").

(b)) R" =L@ L+

Demostracion. (a) Consideremos una base {vy,...,v,} de L y definamos la aplicacién
f:R" — RYu v+ (u-vy,...,u-vy), que es lineal por la bilinealidad del producto

escalar. El ntcleo de f es L*, en efecto,
ker(f)={ueR"” | u-vi=...=u-v, =0}
¢
={uelR" | u-Z)\ivi:Oparatodo NER,i=1,....0}=L"

i=1

Como, por el Teorema de isomorfia, R"/L+ = R"/ker(f) = Im(f) = L, concluimos que

dim(L) + dim(Lt) = dim(R").

(b) Como L N L+ = {0}, porque 0 es el tinico vector ortogonal a si mismo, por el

apartado (a) concluimos que R* = L @ L*. O

Dado un subespacio vectorial L de R™, por el apartado (b) de la proposicién anterior

tenemos que, para cada u € R, existe unos tinicos u; € Ly us € L™ tales que u = u;+u,.

Definicién 1.1.9. Sea L un subespacio vectorial de R". Dado u € R", se llama proyec-

cién ortogonal de u sobre L al tnico vector u; € L tal que u —u; € L+,
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Teorema 1.1.10. Sea L un subespacio vectorial de R™ y u € R™. Siu; es la proyeccion

ortogonal de u sobre L, entonces
d(u7 111) < d<u7 V)7
para todo v € L. Y se da la iguladad si, y solo si, v.=uy.

Demostracién. Siv € L entoncesu—v =u—u; +u; —v,conu—u; € L* yu, —v € L,

es decir, (u —uy) - (u; — v) = 0. Luego, por el Teorema de Pitdgoras,
o = vI* = o —w " + flag = v]%,

y se sigue que |[u — v|| > |lu — uy|| y se da la igualdad si, y sélo si, v.= u;. Por tanto,

d(u,u;) = |lu —w|| < |lu—v| =d(u,v), para todo v € L. O

Definicién 1.1.11. Dado un subespacio vectorial L de R", se define la proyeccién

ortogonal sobre L como la aplicacion
WL:R”—>R”;UI—>u1 e L
donde u; es el tnico vector de L tal que u —u; € L.

Comprobemos que 7, es una aplicacién lineal: consideremos dos vectores u,v € R"”,
como R* = L @ L+ tenemos au = au; + auy y fv = Bv; + vy donde u;,v; € Ly

uy, vy € L. Luego mp(au + 8v) = au; + vy = arp(u) + Br(v).

Proposicién 1.1.12. Sean L un subespacio vectorial de R™ y {vy,...,v,} CR™ una base
ortonormal de L. St A es la matriz cuya columna j—ésima es v; para cada j € {1,...,n},

entonces la matriz de la proyeccion ortogonal sobre L respecto de la base usual de R™ es

AA®.

Demostracion. Dado u € R™, sea u; € L el tinico vector tal que us = u —u; € L .
Como las filas de A* forman una base de L, se cumple que Atu, = 0 y, por lo tanto, que
Atu = At(u; + uy) = Atuy. Luego AAu = AA%u;. Veamos que u — AA%u; € Lt en
cuyo caso tendremos que AA%u; = u; y habremos terminado.

Como A*(u — AA*u;) = Atu — A*AA%u; y tenemos que A*A = [,, concluimos que

Atu— A*AA%, = Atu; — Atu; = 0. Luego u — AA%u; € L+ como queriamos probar. [
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Noétese que B := AAY es una matriz simétrica; en efecto,
B = (AAY)' = (A")*A* = AA* = B.

En la siguiente seccion repasaremos algunos resultados elementales relacionados con las

matrices simétricas reales.

1.2. Matrices simétricas

De manera similar a la secciéon anterior, trabajaremos en el espacio vectorial euclideo
R™ con el producto escalar usual. De este modo, una matriz simétrica real de orden
n, B € M,(R), es la matriz respecto de la base usual de R"™ del endomorfismo simétriC(ﬂ

de R™ tal que u +— Bu , que también denotaremos B siempre que no haya confusién.
Proposicién 1.2.1. Si B € M, (R) es simétrica, los autovalores de B son reales.

Demostracion. Sean A € C un autovalor de B y v un autovector de B asociado a A. Por
una parte tenemos que

VBV = VP Av = A Vv,
donde la barra superior indica conjugacién compleja, y por otra tenemos que
V'Bv =V'B'v = (BV)! v = (V)" v =)¥V'v
Luego, como V'v es una cantidad positiva, concluimos que A = \, es decir, A € R. O

Proposicién 1.2.2. Si B € M, (R) es simétrica, entonces dos autovectores asociados a

autovalores distintos de B son ortogonales.

Demostracion. Consideremos A y p dos autovalores distintos de B y v y w autovectores

asociados a A y u de B, respectivamente. Entonces,
AMv-w)=(\v) - w=(Bv) - w=v-(Bw)=v-(uw)=pu(v-w),

como, por hipétesis, A y u son dos autovalores distintos, entonces se obtiene que v - w =

0. [l

1'Un endomorfismo de un espacio vectorial euclideo V es simétrico si su matriz respecto de una base

ortonormal de V es simétrica.
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Teorema 1.2.3. Si B € M, (R) es simétrica, entonces eziste P € M,(R) ortogonal tal
que P*BP es diagonal.

La demostracién detallada de este resultado se puede consultar en [7, Teorema V.5.3.]

Idea de la demostracion. Por la Proposicion tenemos que los autovalores de B son
reales. Sean A € R un autovalor de B de multiplicidad m y v € ker(B — \I,,)?. Como
0= (B—-\,)?*v -v=(B—M\,)v-(B—\,)v, concluimos que (B — AI,)v = 0, es
decir, v € ker(B — AI,). De donde se sigue, por un resultado de Algebra Lineal (véase,
por ejemplo, [7, Teorema II1.5.10(a)]), que dim(ker(B — AI,)) = m. Luego, R" = ker(B —
M) @ ... @ ker(B — A\ 1,), donde Ay, ..., A\ son los (distintos) autovalores de B, es
decir, B es diagonalizable. Tomando ahora una unién de bases ortonormales de cada
subespacio propio ker(B — \;I,,), ¢ = 1,...,r, obtenenos, por la Proposicién , una
base ortonormal B de R" respecto de la cual la matriz de la aplicacion lineal que define
B es diagonal. Dicho de otro modo, si P es la matriz cuyas columnas son los vectores de

la base B, se cumple que P*BP es diagonal. O

Finalizamos esta seccién recordando la nocién de (semi)definida positiva para matri-
ces(simétricas).
Definicién 1.2.4. Se dice que A € M, (R) es semidefinida positiva, si vtAv > 0,

para todo v € R". Ademds, se dice que A es definida positiva, si v!Av > 0, para todo

v € R" no nulo.

Proposicién 1.2.5. Sea A € M, (R). Si A es semidefinida positiva, entonces todos sus
autovalores reales son no negativos. Si A es definida positiva, entonces todos sus autova-

lores reales son positivos.

Demostracion. Consideremos A € R un autovalor de A y v € R"” un autovector asociado

a A de A. Entonces,
VEAV = vH(AV) = v (Av) = A(viv) = A|lv|)*;

como ||v||* es una cantidad positiva y, por hipétesis, vPAv > 0, entonces A > 0 si A es

semidefinida positiva y A > 0 si A es definida positiva. n

Corolario 1.2.6. Sea A € M, (R) una matriz simétrica. A es semidefinida positiva si, y
solo si, todos sus autovalores son no negativos. A es definida positiva si, y solo si, todos

sus autovalores son positivos.
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Demostracidn. Como A es simétrica, por el Teorema [1.2.3], sabemos que existe una matriz
P € M, (R) ortogonal tal que P*AP es diagonal; en particular, todos sus autovalores son
reales

Luego, por la Proposicion[1.2.5] podemos concluir con que si A es semidefinida positiva,
entonces todos los autovalores de A son no negativos y si A es definida positiva, entonces
todos los autovalores son positivos.

Reciprocamente, supongamos que todos los autovalores de A son no negativos (po-
sitivos, resp.). Como P es invertible, dado v = (vy,...,v,)* € R", existe un tnico
w = (wy,...,w,)* € R" tal que Pw = v. Luego,

VviAv = (Pw)'A(Pw) = w'(P*AP)w = Z Aw?

77
i=1
donde \;, i = 1,...,n, son los autovalores de A repetidos tantas veces como indica su
multiplicidad. Por tanto, si A; > 0 (A; > 0, resp.),i = 1,...,n, tenemos que v*Av es no

negativo (positivo, resp.), es decir, A es semidefinida positiva (definida positiva, resp.). O



Capitulo 2

Descomposicion en valores singulares

En este capitulo vamos a construir una descomposicién de una matriz real A de orden
m x n en funcién de los autovalores no nulos de AA* (o A*A, pues veremos que son los

mismos).

2.1. Las matrices AA' y AtA

Proposicién 2.1.1. Sea A € M,,,«n(R). Se cumple que:

(a) ker(A) = ker(A*A) y ker(A') = ker(A A%). En particular, rg(A) = rg(A*A) =
rg(A A"Y).

(b) A*A y A A* son simétricas y semidefinidas positivas. En particular, A*A es definida
positiva si, y sdlo si, rg(A) =n, y A A" es definida positiva si, y sélo si, rg(A) = m.

Demostracién. (a) Vamos a probar que ker(A) = ker(A*A) por doble inclusién. Por una
parte, si v € ker(A), entonces Av = 0, de modo que A*(Av) = A*(0) = 0, es decir,
v € ker(A*A). Por otra parte, si v € ker(A*A), entonces A*Av = 0, de modo que

0 =v'0=viA'Av = (VvIAY) Av = (Av)¥(Av) = ||Av]].

Luego Av = 0, es decir, v € ker(A).

La demostracién de la igualdad ker(A*) = ker(A A*) se hace de forma anéloga.

Por tltimo, comprobemos que rg(A) = rg(A*A) = rg(AA"Y). Por el Teorema del rango,
tenemos que rg(A) = n — dim(ker(A)) y que n — dim(ker(A* A)) = rg(A*A). Luego, de

15
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la igualdad, ker(A) = ker(A* A) se sigue que rg(A) = rg(A*A). Del mismo modo, se tiene
que

rg(A%) = m — dim(ker(A4%)) = m — dim(ker(AA%)) = rg(AA").

Usando ahora que rg(A) = rg(A*) obtenemos el resultado buscado.

(b) Las matrices A*A y AA® son claramente simétricas. En efecto, (A*A)t = AY(A*)t =
AtAy (AAY)t = (AY)*At = AA*. Ahora, por la Proposicién [1.2.1] podemos garantizar
que todos los autovalores de A*A y AAY son reales. De hecho, por el Corolario [1.2.6]
para probar que A*A y AA* son semidefinidas positivas nos bastard probar que todos sus
autovalores son mayores o iguales que cero.

Consideremos un autovalor A € R de A*A y un autovector v € R™ de A*A. asociado

a A. Entonces

0 < |JAv|? = (Av)*Av = viav = Aviv = \|Jv|)°.

Asi, como ||v]|? es una cantidad positiva, concluimos que A > 0.

Por ltimo, como por el Corolario , A*A € M, (R) es definida positiva si, y sélo
si, todos sus autovalores son mayores que cero. Esto es equivalente a que el determinante
de A*A sea distinto de cero, es decir, a que A*A sea invertible. Equivalentemente, por el
apartado (a), rg(A) = rg(AtA) = n.

La demostracién para AA* es completamente andloga, sin mds que intercambiar, los

papeles de las matrices A y A*. n

El resultado anterior no es cierto si, en lugar de R, consideramos el cuerpo de los

complejos, C. Por ejemplo, la matriz

1 1
A= S MQ((C)
1 —

tiene rango 1, y sin embargo A*A = A A®* = A? es una matriz nula.
Como consecuencia de la Proposicién y del Teorema tenemos que las ma-
trices A*A y AA' diagonalizan a través de una matriz ortogonal y que tienen rg(A)

autovalores mayores que cero (no tienen porque ser distintos) y el resto, si hay, nulos.
Proposicién 2.1.2. Sea A € M, (R). Se cumple que:

(a) Si \ es un autovalor no nulo de A*A y v es un autovector de A*A asociado a A,

entonces X es un autovalor de A A* y Av es un autovector de A A asociado a .
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(b) Si p es un autovalor no nulo de AA* y u es un autovector de AA® asociado a u,

entonces 1 es un autovalor de A*A y Atu es un autovector de A*A asociado a .

(c) Las matrices A*A y A A® tienen los mismos autovalores no nulos con idéntica multi-

plicidad.

Demostracidn. (a) Si Av = 0, entonces A\v = A*Av = 0, es decir, A = 0; y esto no puede

ocurrir por hipdtesis. Luego, Av # 0, y por lo tanto de
(AAHYAv = A(A*A)v = A(\v) = A(Av)

se sigue que \ es autovalor de AA* y que Av es un autovector de AA* asociado a .

(b) Es andloga a (a).

(¢) Que matrices A*A y A A* tienen los mismos autovalores no nulos es consecuencia
inmediata de (a) y (b). Si A es un autovalor no nulo de A*A y A A*, veamos que tiene la
misma multiplicidad.

Veamos en primer lugar que se cumple que
dim(ker(A*A — A1,,)) = dim(ker(AA* — AL,,)).

Para ello, vamos a escoger s autovectores linealmente independientes de A*A asociados a
A, uy, ..., u,. Por apartado (a), Auy, ..., Au, son también autovectores de AA* asociados
a A. Veamos que Auy, ..., Au, son linealmente independientes. Si a; Auy +. ..+ aAu, =

0,0, e R, 1 =1,...,s, entonces

0=A* (i OZZ'AUZ'> = iai(AtA)ui = iai)\ui = /\i QiU
=1 =1 i=1

i=1
y como A # 0, se sigue que 0 = aqu; +...+azu, y, por tanto a; = ... = ay = 0. De donde
se sigue que dim(ker(A*A — \I,,)) < dim(ker(AA* — AI,,,)). La desigualdad contraria se
demuestra de forma similar usando el apartado (b).

Por tltimo, como A*A y AA® son diagonalizables por el Teorema, , tenemos que la
multiplicidad del autovalor A coincide con dim(ker(A*A — AI,,)) = dim(ker(AA* — \I,,,))
y, por lo tanto, concluimos que A tiene la misma multiplicidad como autovalor de A*A

que como autovalor de AA®. O
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2.2. Descomposicion en valores singulares

Sea A € Mp,xn(R) de rango r > 0. Por la Proposicién [2.1.2] tenemos que las matrices
AA y AAY son simétricas, semidefinidas positivas y que tienen los mismos autovalores
positivos con idéntica multiplicidad. Estos hechos dotan de sentido a la siguiente defini-

cion.

Definicién 2.2.1. Llamaremos valores singulares de A € M,,.,(R) a las raices cua-
dradas positivas de los autovalores de A*A (y de AA") repetidos tantas veces como su

multiplicidad.

Teorema 2.2.2. Si A € My,xn(R) tiene rangor >0 y oy > 09 > -+ > 0, > 0 son sus

valores singulares, entonces existen P € M,,,(R) y Q € M, (R)ortogonales, tales que

A ‘ 0.« (n—7)

PAQ =

O(m—r) XT O(m—r) x (n—r)

y A = diag(oy,...,0.).

Demostracion. Como A*A € M,,(R) es simétrica, por el Teorema [1.2.3] existe una matriz

ortogonal @) € M,,(R) cuyas columnas son autovectores de A*A tal que

A? ‘ 0.« (n—7)

QUATAQ =

O(n—r) XT O(n—’/‘) X (n—r)

Si partimos () como (Q1|Q2), donde Q1 € My (R) y Q2 € Myy(n—p)(R), se tiene que
QEATAQ, = A? (2.1)

Y que
QgAtAQQ = (AQ2)tAQ2 = O(nfr)x(nfr)a (22)

de donde se sigue, por tratarse de matrices reales, que
AQQ = Omx(n—r)' (23)

Sea P, = AQA7! € Mr(R), como las columnas de P; son ortogonales entre si; en

efecto,

PP = (AQAT)(AQIAT!) = (AT)'QIA'AQ AT = ATIA’A™ = [,
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existe una matriz P, € My, (m—r)(R) tal que la matriz P = (Pi|P,) € M,(R) sea
ortogonal. Nétese que O(p—ryxyr = PP = PYAQ,A™!, de donde se sigue que

PYAQ1 = O(n—r)xr- (2.4)

Usando ahora (2.1)),(2.3)) ¥ (2.4) concluimos que

PAQ: | PEAQ, (AQA™)AQ, | (4QuA1)1AQ,

PtAQ — -
PEAQ, | PSAQ PEAQ, | PHAQ,

[ At | A Qiatag, ATIQUAYAQ, | ATIQIANAQ,
PEAQ) | PEAQ PEAQ, | PEAQ

AT | ATIQEAY, N

O(m—r) x (n—r)

P;Onx(n_r) O(m—ryxr

O(m—r) XT
[l

La descomposiciéon A = PDQ* dada en el teorema anterior se llama descomposicién

en valores singulares, o SVD (por sus siglas en inglés), de A.

Teorema 2.2.3. Sean A € Mxn(R) y T : R* — R™ la aplicacion lineal cuya matriz

respecto de las bases usuales es A. Los autovalores del isomorfismo

=T g ker(T)* — Im(T)

son los valores singulares de la matriz de T respecto de cualesquiera bases ortonormales

de R" y R™.

Demostracion. En primer lugar observamos que si By B’ son dos bases ortonormales
de R™ y R™, respectivamente, entonces existen dos matrices ortogonales P y @ tales
que la matriz de A respecto de By B’ es PAQ*. De donde se sigue (PAQ")*(PAQY) =
QAP*PAQY = QA*AQY = QA*AQ™!, v por lo tanto que A y PAQ" tienen los mismos
valores singulares.

Si A= PDQ" con

D— A ‘ Orx(n—r)

O(m—r) xr O(m—r) x (n—r)

es la descomposicién en valores singulares de A, entonces las matrices ) y P definen

cambios de bases en R™ y en R™, respectivamente, tal que la matriz de T" respecto de
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estas nuevas bases By B’ de R" y R™, respectivamente, es D. Como AQ = PD, las r
primeras columnas de @ son las coordenadas respecto B de una base, By, de ker(T)* y
las r primeras columnas de P forman una base, B}, de Im(7"). Por tanto, la matriz de

respecto de By y B) es A, de donde se sigue que los autovalores de 7] son

Iker(T)J- ker(T)-+

los valores singulares de A. O
El siguiente resultado se deduce inmediatamente de la demostracion del Teorema[2.2.2]

Corolario 2.2.4. Si A € M,,«n(R) tiene rangor >0 y oy > 09 > -+ > 0, > 0 son
sus valores singulares, entonces existen Py € My« (R) y Q1 € M« (R), con PfP, =
QtQy = I, tales que

A= PAQY, (2.5)

donde A = diag(oy,...,0,).

La expresion ([2.5)) se conoce como descomposicién en valores singulares corta o

SVD corta de A € M,,,..,(R).

Ejemplo 2.2.5. El programa R [§], cuenta con la funcién svd() para calcular la descom-
posicion de valores singulares corta de una matriz. Para ilustrar el procedimiento, vamos

a calcular la descomposicién en valores singulares de la siguiente matriz:

4 -5 1
7T =2 3
A—
—1 4 -3
8 2 6

Los siguientes comandos se pueden ejecutar en https://rdrr.io/snippets/, por ejem-

plo.

# Introducimos la matriz A

A = as.matrix(data.frame(c(4,7,-1,8), c(-5,-2,4,2), c(-1,3,-3,6)))
# Ahora aplicamos la funcién SVD a la matriz A

A.svd <- svd(A)

A.svd

El resultado, en este caso, es el siguiente:


https://rdrr.io/snippets/
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$d
[1] 13.161210 6.999892 3.432793

$u

[,1] [,2] [,3]
[1,] -0.2816569 0.7303849 -0.42412326
[2,] -0.5912537 0.1463017 -0.18371213
[3,] 0.2247823 -0.4040717 -0.88586638
[4,] -0.7214994 -0.5309048 0.04012567

$v

[,1] [,2] [,3]
[1,] -0.8557101 0.01464091 -0.5172483
[2,] 0.1555269 -0.94610374 -0.2840759
[3,] -0.4935297 -0.32353262 0.8073135

donde d son los valores singulares de A, mientras que u y v son las matrices que nosotros
hemos llamado P, y ()1 en el Corolario Este ejemplo ha sido tomado de https:

//rpubs.com/aaronsc32/singular-value-decomposition-r

Vamos a finalizar este capitulo mostrando una aplicaciéon de la descomposicion en

valores singulares para la compresién de imégenes.

Ejemplo 2.2.6. La compresion de imagenes es una técnica que se utiliza para disminuir
la cantidad de datos necesarios para almacenar una imagen digital sin perder demasiada
calidad visual.

Una fotografia de m xn pixeles puede ser codificada mediante varias matrices de enteros
de orden m x n. Por ejemplo, una imagen a color se puede codificar en tres matrices, una
para el color rojo, otra para el verde y otra para el azul. Las entradas de cada matriz son
nimeros entre entre 0 y 255, dependiendo de la intensidad del color, donde 0 significa que
el color en cuestion no interviene en la mezcla.

Sean A la matriz que codifica uno de los colores de una imagen de m x n pixeles
y A = PIAQ@Y su descomposicién en valores singulares corta. Como los valores singu-
lares de A estan ordenados en A de mayor a menor, las primeras columnas de P; y

(21 contienen la informaciéon més relevante sobre el color correspondiente en los pixeles


https://rpubs.com/aaronsc32/singular-value-decomposition-r
https://rpubs.com/aaronsc32/singular-value-decomposition-r
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de la imagen. De este modo, si las matrices ﬁl y @1 son las matrices formadas por las
k <r =rg(A) primeras columnas de P; y @, respectivamente, el producto ﬁlﬁéﬁ don-
de A = diag(oq, . ..,0k), nos dard una aproximacién bastante buena de A cuyo tamano
comprimidoesn X k+k+mxk=(m+n+1) xk.

Este método estd descrito con mayor detalle en la pagina web https://timbaumann.
info/svd-image-compression-demo/. En esta web se puede experimentar, ademés, con

la compresién de imégenes usando la SVD corta. Por ejemplo, la siguiente imagen del

Departamento de Matematicas de la Universidad de Extremadura

b

tiene 640 x 480 = 307200 pixeles.
Si usamos los 10 primeros valores singulares de cada componente de color obtenemos

la siguiente imagen


https://timbaumann.info/svd-image-compression-demo/
https://timbaumann.info/svd-image-compression-demo/
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que tiene un tamano comprimido del orden de 11210 pixeles. Mientras que si usamos
los 100 primeros valores singulares de cada componente de color obtenemos la siguiente

imagen

“"r--r-r-'w-, ISR L L L LA A

que tiene un tamano comprimido del orden de 112100 pixeles.



Capitulo 3

Inversas generalizadas

3.1. La inversa de Moore-Penrose

Definicién 3.1.1. Una inversa generalizada de un matriz A € M,,,(R) es una

matriz de orden B € M« (R) que verifica alguna de las siguientes propiedades:
(Gl) ABA=A,
(G2) BAB =B,
(G3) A B es simétrica,
(G4) B A es simétrica.
Solamente hay una matriz que verifica las cuatros propiedades anteriores.

Teorema 3.1.2. Dada una matriz A € My,xn(R). Existe una inica matriz AT € Mum(R)
verificando las condiciones (G1)-(G4) de la definicion

Demostracion. Veamos primero la existencia de AT. Si A es la matriz nula, entonces
AT = 0,5m, ya que las cuatro condiciones de la definicién se cumplen trivialmente.
Si A no es nula, por el Corolario existe descomposiciones en valores singulares cortas:

A= PAQt. Sea AT = QAP veamos que cumple (G1)-(G4):
AATA = (PLAQYH QAT PH(PLAQY) = PLAATTAQE = PLAQE = A

ATAAT = (QATIPY(PAQN(QATIPY) = QIATIAA TP = QiATIP = AT
AAT = (PLAQY)(Q1AT'PY) = PP} es simétrica

24
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ATA = (QIATTPH)(PLIAQY) = Q,1Q% es simétrica

Consideremos B y C' dos matrices de orden n X m que verifican las condiciones de la

definicién Entonces, por (G3),
AB = (AB)* = B*A*
Ademsds por (G1), A = ACA; luego
BYA' = BY(ACA)* = B*A*C*A* = (AB)*(AC)*
Finalmente usando (G3) y (G1) de nuevo obtenemos que
(AB)Y(AC)t = ABAC = AC,

y concluimos que AB = AC.
Siguiendo el mismo procedimiento pero utilizando las propiedades (G1) y (G4) obte-

nemos
BA = (BA)t = A*Bt = (ACA)tBt = A*C*A*Bt = (CA)*(BA)* = CABA = CA.

De modo que usando las igualdades AB = AC'y BA = C'A, y la condicién (G2), obtene-
mos que

B=BAB =BAC =CAC =C.
De donde se sigue la unidad de A*. O

La matriz AT del teorema anterior se denomina inversa de Moore-Penrose de A.

Proposicién 3.1.3. Sea A € M, (R) de rangor > 0. Si PLAQY es una descomposicion
en valores singulares corta de A, entonces QAT P! es una descomposicién en valores

singulares corta de AT,

Demostracion. Segun la demostracién del Teorema [3.1.2) AT = Q;A~'Pf. Luego, basta
demostrar que los valores singulares de A™ son los inversos de los de A.
Los valores singulares de A" son las raices cuadradas de los autovalores de AT (A™)*

y se cumple que

ATAN = (@ ATTP)(QIATIP])" = (Q1ATIP)(PATIQY) = Q1AT°QT
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Por tanto, tomando Q2 € M, xm-r(R) tal que Q = (Q1|Q2) € M, (R) sea ortogonal,

obtenemos que

A2 ‘ 0,x (n—r)

A—I—(A—i-)t —_ Q Qt

O(n—r) xr O(n—’/’) X (n—r)

y, por lo tanto, concluimos que los valores singulares de A" son los inversos de los de

A. O

Teorema 3.1.4. Sea A € M,,,xn(R) de rango v > 0. La inversa de Moore-Penrose de A

es la inica matriz AT € Myxm(R) tal que

(a) AAT esla matriz de la proyeccion ortogonal de R™ sobre Im(A) C R™ respecto de la

base usual de R™.

(b) AT A es la matriz de la proyeccion ortogonal de R™ sobre Im(A™) C R™ respecto de la

base usual de R"™.

Demostracion. Sea A = PLAQY una descomposicion en valores singulares corta de A tal
que P, = AQ;A™! (véase la demostracién del Teorema . Por la Proposicién ,
AT = QA7 P} es una descomposicién en valores singulares corta de AT. Probemos que
AT cumple (a) y (b).

Como PfP; = I, las matrices P, y A tienen el mismo rango e Im(P;) C Im(A),
las columnas de P; forman una base ortonormal de Im(P;) = Im(A). Luego, por la

Proposicién [1.1.12] concluimos que
P Pf = P(AQ'Q, AP = (PLAQY)(Q1 AT P) = AAT

es la matriz de la proyeccién ortogonal de R™ sobre Im(A). La demostracion de que se
cumple (b) es totalmente andloga.

Probemos ahora que si B es una matriz que cumple (a) y (b), entonces verifica las
propiedades (G1)-(G4) de la definicién [3.1.1] Por la Proposicién [1.1.12] las matrices AB y
BA son simétricas, de modo que se cumplen las condiciones (G3) y (G4). Por otra parte,

como las columnas de A estdn en Im(A), se tiene que
ABA = (AB)A = A,

es decir, B se cumple (G1). De un modo anédlogo, como las columnas de B estan en Im(B),
tenemos que

BAB = (BA)B = B,
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es decir, B cumple (G2). Luego, B = A" y hemos terminado. O]

Sea A € M5, (R) una matriz de rango r y T : R® — R™ la aplicacién lineal cuya

matriz respecto de las bases usuales de R” y R™ es A. Por el Teorema [2.2.3] T

Iker(T)J- s

un isomorfismo de ker(T)* en Im(7T'). Si ¢~ : Im(T) — ker(T)* es isomorfismo inverso

de Tj definimos TF =i 0 ¢™! o Tym(p).

ker(T)-L )

Proposiciéon 3.1.5. Con la notacién anterior, la matriz de TT respecto de las bases

usuales de R™ y R™ es AT,

Demostracion. Veamos T o T es la proyeccién ortogonal de R™ sobre Im(7") C R™. Si

u; es la proyeccién ortogonal de u sobre Im(7T), tenemos que

ToT*(u)=T(i(¢" (w))) =T(¢" (w)) = d(¢™" () =y,

pues ¢ 1(uy) € ker(T)t y ¢ = Tixer(ryL- Veamos ahora que TF o T es la proyeccion
ortogonal de v € R"™ sobre Im(7") C R™. Si v; es la proyeccién ortogonal de v € R"

sobre Im(7'") tenemos que
Tt oT(v) =il (T(v))) = ¢ (T (V)) = V1.

Si B es la matriz de T" respecto de las bases usuales, entonces la matriz de 7o T'F
respecto de las bases usuales es AB y la matriz de T o T respecto de las bases usuales

es BA. Luego, por el Teorema [3.1.4) concluimos que A" = B. O]

El siguiente resultado recopila algunas propiedades de la inversa de Moore-Penrose.

Proposicién 3.1.6. Sea A € M, (R). Entonces,
(a) (aA)T = a AT, para todo o € R, no nulo.

(b) (A7)t = (A"

(c) (A*)" = A

(d) Si A es cuadrada e invertible, entonces AT = A™1,
(e) (APA)T = AT(AT)" y (AAYT = (A7)* AT

(f) (AATYT = AA* 4 (ATA)T = AT AL
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(g) AT = (AA)T At = AY(A AY)T.

h) AYA =1, si, y solo si, rg(A) = n. En cuyo caso, AT = (AtA)~L At

( Y 8 y

(1) AAY =1, si, y sélo si, rg(A) = m. En cuyo caso, AT = A*(A AY)~L.

(j) Si las columnas (filas, resp.) de A son ortogonales, es decir, A*A = I, (AA* = I,
resp.), entonces AT = A*.

Demostracion. (a) Comprobemos que se cumplen las cuatro condiciones de la definicién

B.IT
(G1) (ad)a'AT(aA) = aa'adATA = aAATA = oA

(G2) a 'At(ad)a'AT = alaaTATAAT = a T ATAAT = T AT.

(G3) ((aA)a'AT) = (aa P AAT) = (AAT) = AAT = aa TAAT = aAa TAT.

G4) (a'AT(aA)) = (o 'ATaA) = (ATAP = ATA =a'aAdTA =aTATaA.

(

(b) Comprobemos que se cumplen las cuatro propiedades de la definicién :

Gl) A(AT)PAY = (AATA)E = At

(G1)

(G2) (ATFAY (AT = (ATAAT) = (41"

(G3) ((AM)*A")® = AAT = (AAT)E = (AT)* AL,

(G4) (AY AT = ATA = (ATA)E = AY(AT)E
(c) La demostracion es trivial.

(d) Si A es una matriz cuadrada e invertible, entonces existe A~'. Como A™! verifica
las cuatro propiedades de la definicién la unicidad de AT implica que AT = A1
(e) Comprobemos que se cumplen las cuatro propiedades de la definicién :
(G1) (A*A)AT(AT)H(APA) = (A*AAT)(AAT)PA = APAATAATA

= A'AATA = A*A.
(G2) AT(AT)H(APA)AT(AT)E = AT(AAT)PAAT(AT)®

= ATAATAAT(AT)E = ATAAT(AT)E = AT (AT)*
(G3) (ATA)(A*(AM)) = ALAAT(A)E = AH(A*(AA*))

= AY(ATAAT)E = AY(AT)Y = (AT A)* que ya es simétrica.
(G4) (AT(AM)Y)(A*A) = AT(AT)PA*A = AT (AAT)A

= ATAATA = AT A que ya es simétrica.



CAPITULO 3. INVERSAS GENERALIZADAS

Para probar (AA*)" = (AT)*A* se procede de forma similar.

(f) Comprobemos que cumplen las cuatro condiciones de la definicién m

(G1 —G2) (AAT)AAT(AAT) = AATAATAAT = AATAAT = AAT
(G3—G4) (AAT)AAT = AAT(AAT) = AAT que ya es simétrica.

Para probar (ATA)"™ = A% A se procede de forma similar

Usando el apartado (e) obtenemos que
(2) p q
(AtA)JrAt — A+<A+)tAt — A+<AA+>t — A+AA+ — A+

y que
At(AAt)—i- — At(A—i—)tA—i— — (A+A)tA+ — A+AA+ — A—i—

29

(h) Por el Teorema [3.1.4(b), tenemos r = rg(A) = rg(A*A). Luego, si A*A = I,,

entonces rg(A) = n. Reciprocamente, si rg(A) = n, entonces AT A es invertible. Por tanto,

ATA = ATAAT A se sigue que AT A = I,,. Ahora, por el apartado (d), (A*A)T = (A*A)~!

y, por el apartado (g), concluimos que
AT = (APA)TAY = (A*A) LAY

(i) Se procede de forma similar al apartado (h).

(j) Si A*A = I,,, entonces, por la Proposicién rg(A) = rg(A*A) = n. Luego, por el
apartado (h), AT = (A*A)"1A* = A%. La demostracién para AA* = I, es completamente

analoga.

]

Podemos usar el programa R (véase [8]) para calcular la inversa de Moore-Penrose de

una matriz dada.

Ejemplo 3.1.7. La funcién MoorePenrose() de la biblioteca matlib de R nos permite

calcular la inversa de Moore-Penrose de una la matriz dada. Consideremos, por ejemplo,

la matriz A del Ejemplo [2.2.5|y calculemos A™.

Al igual que en el Ejemplo [2.2.5] los siguientes comandos se pueden ejecutar, por

ejemplo, en https://rdrr.io/snippets/.

# Introducimos la matriz A
A = as.matrix(data.frame(c(4,7,-1,8), c(-5,-2,4,2), c(-1,3,-3,6)))

# Cargamos la biblioteca matlib


https://rdrr.io/snippets/
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library(matlib)
# Ahora aplicamos la funcién MoorePenrose a la matriz A
B <- MoorePenrose (A)

B

Asi, obtenemos que la inversa de Moore-Penrose de A es

[,1] [,2] [,3] [,4]
[1,] 0.08374660 0.06642937 0.1180211 0.03975364
[2,] -0.06694929 -0.01155815 0.1305791 0.05991041
[3,] -0.12294033 -0.02779555 -0.1980883 0.06103024

Ahora podriamos comprobar que la matriz obtenida cumple las propiedades (G1)-(G4)

de la definicién [3.1.1] con los siguiente comandos:

# ABA=A
round(A %*% B %x*% A - A, 8)
# ABA=2B
round(B %*% A %*), B - B, 8)
# A B es simétrica
round(A %*% B - t(A %% B), 8)
# B A es simétrica

round(B %*% A - t(B %x*% A), 8)

3.2. Soluciones aproximadas minimo cuadraticas

Antes de introducir la nocién de solucién aproximada minimo cuadratica, revisitemos
algunos resultados basicos desde el punto de vista de la inversa de Moore-Penrose.
Elementalmente, un vector u € R" es solucién de un sistema de ecuaciones lineales

Ax = b cuando Au = b. Por lo que el sistema Ax = b es compatible si, y solo si,
b € Im(A).
Proposicién 3.2.1. Sean A € M,,«n(R) y b € R™. El sistema Ax = b es compatible si,

y sélo si, AATb =b. En cuyo caso, u = ATb es una solucion particular del sistema.

Demostracion. Por el Teorema [3.1.4, AAT es la matriz de la proyeccién ortogonal de R™
sobre Im(A) respecto de la base usual de R™. Luego, b € Im(A) si y s6lo si AATb = b.

La segunda afirma es una simple comprobacién. O
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Teorema 3.2.2. Sean A € M,xn(R) y b € R™. Si el sistema Ax = b es compatible,

entonces u es una solucion del sistema si, y solo si, existe v.e R™ tal que
u=A"b+ (I, — ATA)v. (3.1)

Demostracidon. Si u es una solucién del sistema, entonces AT Au = A*b; de modo que
ATb+ (I, —ATA)u=A"b+u— ATAu = A*b + u— A"b = u. Reciprocamente, dado

v € R", se tiene que
A(A™D + (I, — ATA)v) = AATb + A(I, — ATA)v=b + A(l, — ATA)v
=b+(A—-AATA)v=b+ (A—- A)v=h.
Luego, (3.1]) es una solucién del sistema. O

Corolario 3.2.3. Sean A € M,,x»(R) y b € R™. El sistema Ax = b es compatible

determinado si, y sélo si, el sistema Ax = b es compatible y ATA = 1,,.

Demostracion. Si el sistema es compatible determinado, entonces su tnica solucion es
A*b. Luego, del Teorema [3.2.2] se sigue que AT A = I,,. Reciprocamente, si el sistema es
compatible y ATA = I,,, por el Teorema |3.2.2) tenemos que su tnica solucién es ATb. [

Introduzcamos ya la nocién de solucién aproximada minimo cuadratica de un sistema

de ecuaciones lineales.

Definicién 3.2.4. Sean A € M,,.,(R) y b € R™. Se dice que u € R" es solucién
aproximada minimo cuadratica del sistema Ax = b, si Au es la proyeccion ortogonal
de b sobre Im(A). Equivalentemente, si u es solucién del sistema Ax = by, donde by es

la proyeccién ortogonal de b sobre Im(A).

Proposicién 3.2.5. Sea A € M,,x,(R) y b € R™. Entonces u € R es una solucion

aprorimada minimo cuadrdtica del sistema Ax = b si, y solo st,
[Au = b|* < [|Av - b]]%,
para todo v € R™.

Demostracion. Supongamos que u es una solucién aproximada minimo cuadratica del

sistema Ax = b. Es decir, Au = b; donde b; es la proyeccién ortogonal de b sobre
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Im(A). Luego, por el Teorema[L.1.10| d(Au,b) = d(by,b) < d(Av,b), para todo v € R".
De donde se sigue que ||Au — b||? < ||[Av — b||?, para todo v € R".
Reciprocamente,||Au — b||> < ||Av — b||?, para todo v € R", entonces d(Au,b) <
d(Av,b), para todo v € R". Luego, por el Teorema Au es la proyeccion ortogonal
de b sobre Im(A). O

Corolario 3.2.6. Sean A € M,,,«n(R) y b € R™. Las soluciones aproximadas minimo

cuadrdticas del sistema Ax = b son las soluciones del sistema Ax = AATb.

Demostracion. Basta tener en cuenta que, por el Teorema |3.1.4 AA™' es la matriz de la

proyeccién ortogonal de R™ sobre Im(A). O

Corolario 3.2.7. Sean A € M,xn,(R) y b € R™. Entonces u = A™b es una solucion

aprorimada minimo cuadrdtica del sistema Ax = b.

Demostracion. Si u = ATb, entonces Au = AA™b y por el Corolario concluimos

con que u es solucién aproximada minimo cuadratica del sistema Ax = b. O

Veamos ahora cémo son todas las soluciones aproximadas minimo cuadraticas de sis-

tema Ax = b.

Proposicién 3.2.8. Sean A € M,xn(R) y b € M,,»1(R). Entonces, u € R" es una
solucion aproximada minimo cuadratica del sistema Ax = b si, sdlo si, existe v € R" tal
que

u=A"b+ (I, — ATA)v (3.2)

Demostracion. Por el Corolario |3.2.6] las soluciones aproximadas minimo cuadraticas del

sistema Ax = b son las soluciones del sistema Ax = AA*™b. Como, por el Corolario
3.2.7], el sistema Ax = AA™b es compatible, del Teorema se sigue que sus soluciones

precisamente aquellas de la forma
ATAATD + (I, — ATA)v = ATb + (I, — ATA)v,
para algin v € R", lo que demuestra el resultado deseado. O

Corolario 3.2.9. Sean A € M,,«n(R) y b € R™. El sistema Ax = b tiene una unica

solucion aproximada minimo cuadrdtica si, y solo sirg(A) = n. En este caso, tal solucion

es (A*A)~1Atb.
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Demostracion. Por la Proposicién [3.2.8] el sistema Ax = b tiene una tunica solucién

aproximada minimo cuadrética si, y sélo si, I, = AT A. Lo que equivale, por el apartado

(h) de la Proposicién [3.1.6], a rg(A) = n. En cuyo caso, ademés, AT = (A*A) "1 A, O

Definicién 3.2.10. Se dice que una solucién minimo cuadratica de un sistema de
ecuaciones lineales es 6ptima si tiene norma minima en el conjunto de soluciones minimo

cuadraticas del sistema.

Corolario 3.2.11. Sean A € M;,xn(R) y b € R™. La dnica solucion dptima minimo

cuadrdtica del sistema Ax =b es ATb.

Demostracion. Sea u una solucién aproximada minimo cuadratica del sistema. Por la
Proposicién que las soluciones minimo cuadraticas de Ax = b son precisamente las
de la forma u = A*b + (I, — AT A)v para algiin v € R™. Como A'b es ortogonal a
(I, — ATA)v, para todo v; en efecto, usando las propiedades de la inversa generalizada,

se obtiene

(ATb)Y(I, — ATA)v = b*(A")'v — b*(AT) AT Av
=b*(A")Tv — b*(AA") T Av = b*(A")Tv — b*(A*)Tv =0,

del Teorema de Pitagoras se sigue que
[ull* = [|ATB[ + [[(1, — ATA)V|* > [[A™D|*
y se da la igualdad si, y sélo si, (I, — ATA)v = 0, es decir, u = Ab. ]

Mostremos el uso de la inversa de Moore-Penrose para resolver un problema regresion

polinomial.

Ejemplo 3.2.12. Supongamos que tenemos los siguientes puntos del plano (—1,2), (0, 0),
(3,4) y (7.7).
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14
12

10

—14 —12 —10 -8 —6 —4 —2 B 2 4 6 8 10 12 14

Queremos calcular la pardbola que mejor se ajuste a estos puntos. Supongamos que
tal pardbola existe y es igual a az?® + bz + ¢ = y. De tal forma que, sustituyendo cada uno
de los puntos en esta ecuacién y escribiendo el resultado en forma matricial, obtenemos

que el siguiente sistema de ecuaciones lineales

1 -1 1 2
a
0 01 0
b | = (3.3)
9 31 4
c
49 71 7

Sean A y b la matriz y el vector de términos independientes de (|3.3)).
Como rg(A) = 3, la inversa de Moore-Penrose de A es, apartado (h) de la Proposicién
B.1.6] igual a (A*A)~'A*. Luego,
235 —40 —400 205
AT = ﬁ ~1993 —144 2568 —431 |- (3.4)
2688 2584 1792 —384
Usando la Proposicién [3.2.1] podemos determinar si nuestro sistema es compatible o

incompatible, sin més que calcular AA*b. Como

1723
1 2464
AATD = — b

11921
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tenemos que el sistema es incompatible, es decir, nuestro problema no tiene solucién. Nos
conformaremos por tanto con una solucién aproximada minimo cuadratica. En este caso,
al ser A una matriz cuyo rango coincide con su nimero de columnas, por la Corolario
3.2.9, existe una unica solucién aproximada minimo cuadrética; a saber, u = A™b. En

nuestro caso,
305

3269
9856

Ab=
6630

Por tanto, la parabola que mejor se ajusta a los puntos es

6680y = 3052% + 32692 + 9856.

14

Finalizamos esta seccién con una observacién, a modo de conclusién, que sera de

utilidad en la ultima seccién.

Observacion 3.2.13. Sean A € M,,»,(R) de rango r < n y b € R™. Consideremos la
descomposicién en valores singulares corta A = PLAQY y definamos B = AQ, = PA €
Mpsr (R).

Como B tiene rango r, por el apartado (h) de la Proposicién , se tiene que

B* = (B*B)"'B* = (APtPA)'APE = AT'PY,
y, como AT = QA7 P!, concluimos que BT = QYAT y que

AAT = AQAT'PF = BB,
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De donde se sigue que, si v es la solucién aproximada minimo cuadrética de By = b (es
decir, la solucién de By = BB™b), entonces u = Qv es una solucién minimo cuadrética
de Ax = b (es decir, una solucién de Ax = AA™b).

Ademss, como QBT = QQtAT = Q,Qt QAP = QiAT'P! = AT, se tiene que
()1B*™b = ATb, es decir, la (tinica) solucién minimo cuadrética del sistema By = b, se
corresponde, via ()1, con la solucién 6ptima minimo cuadratica del sistema Ax = b.

En resumen, el cambio de variable x = )1y permite reducir el célculo de la solucién
6ptima minimo cuadratica de Ax = b al calculo de la soluciéon minimo cuadratica de

By = b, con la ventaja de que B tiene orden m X r y rango completo por columnas.

3.3. Otras inversas generalizadas

En esta breve secciéon queremos destacar la existencia de multitud de inversas genera-
lizadas de una matriz A € M« (R).

La inversa de Moore-Penrose de A sélo es una de las muchas inversas generalizadas de
A. Podemos definir diferentes clases de inversas generalizadas, segun el subconjunto de

las condiciones (G1)-(G4) que la inversa generalizada ha de cumplir.

Definicién 3.3.1. Dado {i; < ... < 4,.} € {1,2,3,4}. Se dice que una matriz de orden
n X m es una {ij,...,i,}-inversa de A si cumple las condiciones (Giy),..., (Gi,). Se

suele denotar por Ali-ir},

Segun la definicién anterior, la inversa de Moore-Penrose de A es una {1,2,3,4}-
inversa de A; es decir, AT = A{L234 Nétese que para cualquier subconjunto propio
{iy <...<i.}de{1,2,3,4}, AT también serd una {iy,..., i, }-inversa de A, pero no serd
la inica. Normalmente, como hay muchas {iy, ..., 4, }-inversas de A, suele ser mas facil
calcular una {iq,. .., }-inversa de A que la inversa de Moore-Penrose.

Si analizamos detalladamente el conjunto de propiedades (G1)-(G4) que hemos usado
en la seccién anterior, podemos concluir que es suficiente considerar {1}—inversas para
estudiar la compatibilidad de un sistema de ecuaciones lineales, ya que solo usamos la
propiedad (G1), y {1,3}—inversas para las soluciones aproximadas minimo cuadraticas,

ya que AAU3} es la matriz de la proyeccién ortogonal de R™ sobre Im(A) C R™ respecto
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de la base usual de R™, para cualquier {1, 3}—inversa A3} En efecto,

AA{1,3} _ AA+AA{1’3} _ (AA—i-)t(AA{LZ’)})t _ (A—i-)tAt(A{l,S})tAt
= (AT (AATBA)F = (AT)PA" = (AAT)* = AAT,

que, por el Teorema , es la matriz de la proyeccién ortogonal sobre Im(A) respecto de
la base usual de R™. Luego, en realidad, solamente la solucién éptima minimo cuadratica
(ver Corolario requiere realmente el uso de A%,

Para un desarrollo detallado de las otras inversas generalizadas se puede consultar [10],

Seccién 5.8], [2, Capitulo 6] o, con mayor profundidad, la monografia [9].

3.4. El teorema de Gauss-Markov

Un modelo lineal consiste en un subespacio vectorial propio L de R™ y Y un vec-
tor aleatorio con m coordenadas tal que E[Y] € L y las coordenadas de Y — E[Y] son
independientes e idénticamente distribuidas segiin un modelo de probabilidad real P, con
varianza finita.

Asi, si denotamos por u a la esperanza del vector aleatorio Y y por o2 a la varianza

de cada una de sus coordenadas, podemos escribir

Y=p+e, conpu=E[Y]eL

m
e~ P,

con E[P.] =0y var[P.] =o* > 0.

Como, por hipétesis, p = E[Y] € L, vamos a considerar como estimador, f, de p a la
proyeccién ortogonal de Y sobre L, es decir, i = 7.(Y); ya que, por el Teorema ,
se tiene que

1Y = all* < Y = gl
para cualquiera que sea pu € L. Ademads, por la unicidad de la proyeccién ortogonal, se

tiene que

es decir, fi es insesgadd}

1Sin demasiado rigor, diremos que un estimador es insesgado cuando su valor esperado coincida

con el valor verdadero. Una definicién rigurosa se puede consultar en [4, Seccién I11.2].
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Proposicion 3.4.1. Con la notacion anterior, el siguiente estadistico es un estimador

insesgado de o
2 1

S — Tk
G m_dim<L)ll al

Demostracién. Sea X =Y — fi. Como X € Lt y

ZX2] :éE[XQ

Z ? 4 var[X] = | E[X]| + tx(Cov[X))

(m — dim(L)) E[6*] = E[||X]]"

dim(L1)

= tr(Cov[X]) = Y var[Xj] = (m — dim(L))o?,

i=1

concluimos que E[6%] = o2 y, por lo tanto, que & es insesgado. O

Se puede comprobar que la relaciéon A > B si, y solo si, A — B es semidefinida positiva
es un orden parcial en el conjunto de las matrices cuadradas del mismo orden, lo que
nos permite hablar de estimadores 6ptimos: un estimador es éptimo si su matriz de
varianza es un minimo para el orden parcial anterior.

En general, no podemos afirmar que /i sea el mejor estimador insesgado; sin embargo,
st lo es, en cierto sentido, cuando nos restringimos a los familia de estimadores lineales

insesgados.

Definicién 3.4.2. Sea T un endomorfismo R™. Con la notacién anterior, decimos que

T(Y) es un estimador lineal insesgado de pu, si E[T'(Y)] = p.

Obsérvese que si A > B, entonces tr(A) > tr(B), aunque no al contrario. De este modo,
si no podemos comparar varianzas, podemos tratar de comparar estimadores conforme a

la traza de su covarianza.

Teorema 3.4.3 (Gauss-Markov). Con la notacion anterior, fi es el estimador lineal in-

sesgado con varianza de minima traza de p.

Demostracion. Com 77, es un endomorfismo de R™, tenemos que 7.(Y) = i es un esti-
mador lineal insesgado de .

Sean T un endomorfismo de R™ y B la matriz de T respecto de la base usual de
R™, de tal forma que la coordenada i—ésima de T'(Y) es igual a btY’, siendo b; € R™ el

vector cuyas coordenadas respecto de la base usual de R™ son los de la fila i—ésima de
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B, i=1,...,m. Si T(Y) es estimador lineal insesgado de p, es decir, E[T(Y)] = pu, se
tiene que E[bYY] = efu, donde e; es el i—ésimo vector de la base usual de R™, para todo
i € {1,...,m}. De donde se sigue que bfu = E[blY] = efu, es decir, (b; —e;)*u = 0, para
todo u € Leie {1,...,m}. Luego b; — e; € L+, es decir, 71(b;) = 71 (e;), para todo
ie{l,...,m}.

Por lo tanto, usando el Teorema de Pitdgoras (x) y que 77, es un endomorfismo simétri-

co (x%), se tiene que

var[blY] = bf cov[Y]b; = o?||b;||* = o?||b; — m1.(b;) + 71 (b))
()
= 0 (I[b; = wr(by)|I* + 1w (b)) [I*) = o®[|mr(b)[|* = o* ||z (e)*
2

= o’mp(e;)nr(e;) = mp(e;) cov]Y]mp(e;) = var[mp(e;)'Y]

) varfetm, (V)] = varletji],

verificdndose la igualdad si y sélo si b; = 7z (b;), para cada ¢ € {1,...,m}. De donde se
sigue que
tr(cov[T(Y)]) = tr(cov[BY]) Z var[bY] > Z var|e tr(cov|ii]).
Para demostrar la unicidad basta tener en cuenta que si b, = my(b;), para todo

i € {1,...,m}, entonces mr(e;) = mr(e; —b; + b;) = b;, para todo i € {1,...,m}. De
donde se sigue que Bt es la matriz de la proyeccién ortogonal respecto de la base usual

de R™ y, por lo tanto, que T = 71, pues B* es simétrica (véase el Teorema [1.1.12)). O

Consideremos ahora el modelo de regresiéon lineal
Y=X0+¢

siendo € € R™ un vector aleatorio de componentes incorreladas con media 0 y varianza
finita comtn o2 > 0, X una matriz real de orden m x n conocida y 5 € R los coeficientes
de regresion que se suponen fijos pero desconocidos. El problema que nos ocupa ahora es
el de estimar S en funcién del vector de observaciones Y.

Nétese que p := E[Y] € L := Im(X) C R™. Sin perdida de generalidad (tedrica, al
menos), podemos suponer que X tiene rango n < m (véase la Observacién .

Sea T : R™ — R™ una aplicacion lineal. Con la notacién anterior, decimos que T'(Y)
es un estimador lineal insesgado de S, si E[T'(Y)] = .

El siguiente resultado también suele denominar teorema de Gauss-Markov.



CAPITULO 3. INVERSAS GENERALIZADAS 40

Corolario 3.4.4. Con la notacion anterior, el unico estimador lineal insesgado optimo
de 3 es
B=(XtX) Xty

con matriz de covarianza o*(X*X)™1.

Demostracion. Como el rango de X es n, por el corolario tenemos que la 1ni-
ca solucion aproximada minimo cuadratica de X3 =Y es B y, por lo tanto, COV[B] =
(X*X) X cov[V] X (Xt X) ™! = o2(XtX) 7L

Claramente, (X*X)7'X* define una aplicacién lineal de R™ en R" y, como 3 =

(Xt*X)"1 Xt se tiene que
E[p] = (X*X)"' X E[Y] = (X'X) ' X" E[] = E[(X*X) ' X*4] = E[f] = 4.

Luego S es un estimador linear insesgado.
Consideremos ahora otro estimador linear insesgado B, que podemos escribir § =
B+ CY para alguna matriz C' € M,,,n(R) tal que CX = 0, pues al ser § insesegado se

tiene que

A N

B=E[f] =E[f+CY]=p+CE[Y] =+ CE[] = 8+ CXE[j] = B+ CXp,
para todo 8 € R™. Por lo tanto,
cov[f] = cov[ + CY] = ?((X'X) ' Xt + O) (X (X' X))~ + CY)
= o} X*X)™! + 02CC* = cov[B] + 02CC".

y, como o2CC" es semidefinida positiva (véase la Proposicién M(b)), concluimos que

~ A

cov[] > cov[f] y que se da la igualdad si, y sélo si, C' = 0. ]
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