i EXTRACTA MATHEMATICAE Vol. 17, Num. 2, 211-219 (2002)

Quelques Nouveaux Théoremes du Point Fixe dans les
Espaces Topologiques de Type F

M. AAMRI, D. EL. MOUTAWAKIL

Département de Mathématiques et Informatiques, Faculté des Sciences Ben M ’sik,
Casablanca, Maroc, e-mail: D.Elmoutawakil@math.net

(Research paper presented by S. Dierolf)

AMS Subject Class. (2000): 47TH10 Received May 30, 2001

1. INTRODUCTION

En 1996, Jin-Xuan Fang [4] a introduit le concept d’espace topologique de
type F' et a montré que les espaces métriques, les espaces vectoriels topolo-
giques séparés et les espaces métriques probabilistes de Menger, y sont des cas
particuliers. Ensuite, il a donné une généralisation du théoreme du point fixe
de Caristi, reconnu comme un des fameux théoremes dans la théorie du point
fixe, au cas des espaces topologiques de type F. Rappelons le théoreme (3.1),
établi par Fang dans [4], qui généralise le théoreme de Caristi [1] :

THEOREME 1.1. [4] Soit (X, ) un espace topologique de type F séquentie-
llement complet de famille générateur {dy, \ € D}. Soient ¢ : X — R une
application semi-continue inférieurement et k : D —]0, +oco| une application
décroissante. Supposons qu’une application T : X — X vérifie :

dy(z,Tz) < k(N)|[p(x) — ¢(Tx)], VA€ D, Vo € X
Alors, Papplication T a un point fixe.

Notre but dans cet article est d’étudier I’existence d’un point fixe d’une
application T : (X,d) — (X, d), vérifiant :

sz, Tx) < K(N)[G(T) — o(x)], YA € D, Var € X
ou lapplication ¢ : X — RT est arbitraire.

Commencons tout d’abord par donner la définition d’espace topologique
de type F' [4].
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DEFINITION 1.1. Un espace topologique (X, 60) est dit de type F sl est
séparé et pour tout € X, il existe une base de voisinages F, = {Uz(\,t)/\ €
D,t > 0}, ou (D, <) est un ensemble ordonné, de x telle que :

(1) Siy € Uy(At), alors z € Uy(A,t).

(2) Ug(A,t) C Uz, s) pour A < p, t < s.

(3) VA€ D, 3u € D tel que X < p et Up(p,t1) NUy(p,t2) # 0, implique

(RS Ux()\,tl + tg).
(4) X = UpoUs(M\ 1), YA € D, Vo € X,

Ensuite, Fang a montré que pour tout espace topologique (E, 6) de type F,
il existe une famille M = {dx, A € D} de quasi-métriques sur X satisfaisant :
(1) dx(z,y) =0VA € D ssix =y,
(2) d)\(ﬂ?,y) = d/\(y7 CE),
(3) dr(,y) < du(w.y) pour A < g,
(4) YA € D, 3p € D tel que A < p et dy(z,y) < dy(z,z) + du(z,v),
Vr,y,z € X,
telle que 0y = 6 ou Oy est la topologie induite par la famille M.

2. RESULTATS

THEOREME 2.1. Soit (X, 6) un espace topologique de type F séquentielle-
ment complet de famille générateur {dx, A € D}. Soient ¢ : X — R™ une ap-
plication et k : D —]0, +00[ une application décroissante. Supposons qu’une
application T : X — X vérifie :

(1) da(z,Tx) < k(N)|[p(Tz) — ¢(x)], VA€ D, Vx € X.

(2) T est surjective de graphe séquentiellement fermé.

Alors, Papplication T a un point fixe.

Preuve. Soit g € X. Choisissons 1 € X tel que : zg = Tx1. De méme,
choisissons zs € X tel que : 1 = Txs. Plus généralement, choisissons 11 €
X tel que : x,, = T'xp41. Soit A € D, alors d’apres 'hypothese (1), on a :

dx(Tn, Tnt1) = dr(Tni1, Toni1) < EAN)[G(Tzni1) — d(2n41)]
= k(AN o(zn) — k(A)p(Tn41)
Pour tout A € D, considérons la suite réelle (a,) définie par : a, =

E(N)¢(zy), n=1,2,.... La suite (a,) est décroissante et minorée par 0, donc,
elle est convergente. De plus, pour tout A € D, du; € D tel que A\ < p et

dy (xTLa In+m) < d,ul (ﬂ?n, l‘n—&-l) + dul (:Cn-i-lv xn—i—m)
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de méme, dus € D tel que p1 < po et

du1($n+1a Tpgm) < dy, (Tni1, Tngo) + dpy (Tn+2; Tntm)

et ainsi de suite, on montre qu’il existe A < p1 < pg < ... < pm—1 tels que

d)\(l‘n, xn+m) < dul (xny -Tn+1) + duz ($n+17 $n+2) + ...+ dum_l (l‘n+mfly anrm)
donc
A\ (Tn; Tnym) < k(p1)(an — ant1) + k(p2)(@ns1 — ant2) + ...
+ E(m-1)(@n+m—1 = Antm),

ainsi, puisque I'application k est décroissante, on a

dx(Zn; Tntm) < k(A)(an = angm),

ce qui montre que la suite (z,) est de Cauchy. Ainsi, puisque X est séquentie-
llement complet, il existe a € X tel que lim,x, = a. On a lim, Tx, =
lim,, z,, = a, ce qui implique T'a = a, puisque le graphe de 'application T est
séquentiellement fermé. 1

Sachant que tout espace métrique (X, d) est un espace topologique de type
F ou ’ensemble ordonné D est arbitraire et

di(z,y) =d(z,y), YA€ D,
Prenons k(\) = 1, VA € D; alors on a le corollaire suivant :

COROLLAIRE 2.1. Soient (X, d) un espace métrique complet et T : X —
X une application. Supposons qu’il existe une application ¢ : X — RT telle
que :

(1) d(z,Tx) < ¢(Tx) — ¢p(x), Vo € X.

(2) T est surjective de graphe fermé.
Alors, Papplication T a un point fixe.

EXEMPLES. 1.- Soit X = R™. Considérons les applications T et ¢ définies
sur X par :
Tr =2z et ¢p(x) =3z, Vo e X

I’application T est surjective et de graphe fermé. De plus, on a :

|z —Tx| =2 <3z =¢(Tx) — ¢(x), Ve e X
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I'application T' vérifie les hypotheses du corrolaire précédent et T0 = 0.
2.- Soit X = R™. Considérons I’application 7' définie sur X par :

T — { tanx siz e [0,7/2]

x siz € [1/2,400]
I’application T' est surjective et de graphe fermé. De plus, On a :

[ tanz —z size€0,7/2]
o= Tz| = { 0 siz € [m/2,4+00]

Considérons l'application ¢ définie sur X par ¢(x) = 2z. On a :

[ 2(tanxz —x) siz e [0,7/2]
(Tz) = () = { 0 six € [r/2, 400

il est clair que :
|x —Tz| < ¢(Tx) — ¢(z), Ve e X

Remarquons que ’ensemble des points fixes de T' est non vide et non réduit a
un seul point.

Remarques 2.1. 1) Si on suppose que l’application ¢ est majorée, alors
I’application T aura un point fixe sans étre surjective. En effet, pour tout
r € X,ona:

dx(T"z, T 2) < k(\)(ans1 — an)

ou a, = ¢(T"z). La suite (ay) est convergente puisqu’elle est croissante et
majorée, ce qui implique que la suite (7™x) converge vers un a € X (X est
complet). Ainsi, puisque le graphe de T est fermé, on a T'a = a.

2) Soient X =RT, Te =z +1 et ¢(z) =2z. On a:

|t —Tx|=1<2=¢(Tz) — (), Vx € X;

I’application T est de graphe fermé mais elle n’est pas surjective. De plus,
I’application ¢ n’est pas majorée. Remarquons que 71" ne possede aucun point
fixe.

3) Le point fixe dans le théoréme 2.1 n’est pas forcément unique puisque
I’application Idx vérifie les hypotheses du théoreme 2.1.

COROLLAIRE 2.2. Soient (X,d) un espace métrique complet et T : X —
X une application telle que :
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(1) kd(z,Tx) < d(Tx,T?z), k> 1, Vo € X.
(2) T est surjective de graphe fermé.
Alors, Iapplication T a un point fixe.

Preuve. Soit x € X. On a
(k —1)d(z,Tx) < d(Tz,T?z) — d(z, Tz);

considérons 'application ¢ : X — R définie par

1
o(x) = md(m,Tx), Vo € X;
alors, pour tout x € X, on ad(z,Tz) < ¢(Tx)—¢p(x). Du corollaire précédent,
il résulte que 'application T" admet un point fixe dans X. 1

COROLLAIRE 2.3. Soit (X,60) un espace vectoriel topologique séparé et
séquentiellement complet tel que la famille {Ux, A € D} est une base de voi-
sinages équilibrés de 0 dans X. Soient ¢ : X — RT une application et
k: D —]0, +oo[ une application décroissante. Supposons qu’une application
T:X — X vérifie :

(1) ¥(z) = ¢(Tz) — ¢(x) 20, Vxe X.

(2) 2 =Tz € k(N)Y(x)Uy, Vre X.

(3) T est surjective de graphe séquentiellement fermé.

Alors, 'application T a un point fixe.

Preuve. Dans [4], on a muni D de l'ordre A < p <= U, C U, et on a
montré que X est un espace topologique de type F' ou

dy(z,y) = inf{t > 0|z —y € tU,}, Vz,y € X, VA € D;
ceci implique, d’apres les hypotheses (1) et (2) ci-dessus, que
dy(z,Tz) < k(N)[p(Tx) — ¢p(x)], VA€ D, Vo € X
Ainsi, d’apres le théoreme 2.1, 'application T" possede un point fixe. 1

Remarque 2.1. Dans [4, Théoréme 3.1], I'application ¢ est supposée semi-
continue inférieurement. Il a été observé que ’application T' aura des points
fixes si elle est de graphe séquentiellement fermé et vérifie :

dy(z,Tz) < k(\)[o(z) — ¢(Tz)], YN € D, Vx € X,
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ou 'application ¢ est arbitraire. Considérons ’exemple suivant :
Soit X = [0, 4+00[. Considérons les deux applications T" et ¢ définient par :

1 [z size|0,1]
Txfix et ¢(x){ o

siz € [1,400[
on a :
1 tx size0,1]
z—Tzx|==-x et ¢(x)— ¢(Tx) = Sy sizel[l,?2
2 2
x  siz€[2,4o00|
Donc, on a :

|x — Tz| < ¢(z) — ¢(Tx), Vx e X.

Remarquons que 70 = 0. Dans cet exemple, T" est de graphe fermé et ’appli-
cation ¢ n’est pas semi-continue inférieurement sur X puisqu’elle ne ’est pas
en 1.

La remarque ci-dessus nous permet de voir le [4, théoréme 3.1] d’une autre
fagon dans le théoreme suivant :

THEOREME 2.2. Soit (X, 6) un espace topologique de type F séquentielle-
ment complet de famille générateur {d, A € D}. Soient ¢ : X — R™ une ap-
plication et k : D —]0, +00| une application décroissante. Supposons qu’une
application T : X — X vérifie :

(1) da(z,Tx) < k(N)|[p(x) — ¢(Tx)], VA€ D, Vx € X.

(2) T est de graphe séquentiellement fermé.

Alors, Papplication T a un point fixe.

Preuve. Considérons dans X, la suite (z,) définie par g € X et z,41 =
Txn,, n = 0,1,.... On montre, presque comme dans la démonstration du
théoreme 2.1, que (z,) est de Cauchy et par suite lim, Tz, = lim, z, = a
pour un certain ¢ € X. Ainsi, puisque le graphe de T est séquentiellement
fermé, on a Ta =a. |

COROLLAIRE 2.4. Soit (X, d) un espace métrique complet et T : X — X
une application de graphe fermé. Supposons qu’il existe une application ¢ :
X — RT telle que

d(z,Tx) < ¢(x) — ¢(Tx), Vo e X.

Alors, Papplication T a un point fixe.
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3. APPLICATION

THEOREME 3.1. Soient (E,61) et (F,03) des espaces topologiques de type
F séquentiellement complets de familles générateurs {dx,\ € D1} (resp.,
{dx, A\ € D3y}). Soient v : E — F une application de graphe séquentiellement
fermé et ky : E — R* et ky : F — R des applications décroissantes.
Soient ¢ : E — RT et v : F — RT deux applications. Supposons qu’une
application T : E — FE vérifie :

(1) da(@, Tx)+du(v(z),v(Tz)) < ki (A)(P(Tx) = p(x)) + ko () (¢ (v(Tx)) —

Y(v(z))) , Vo € E, ¥Y(A\,u) € D1 X Da.

(2) lapplication T est surjective de graphe séquentiellement fermé.

Alors, T a un point fixe.

Preuve. Munissons ’ensemble D = Dy x Dy de 'ordre suivant :

(A, 1) <p (Aoy pi2) <= A1 <p, A2 et 1 <p, po.

Pour tout (A, 1) € D, considérons I'application ¢y , définie de E x E a valeurs
dans RT par :

¢)\,u(xv y) = d)\(l', Z/) + d#(v(x)a U(y))
Montrons que ), est une quasi-distance sur E :

(1) Yrp(z,y) =0 =dr(z,y) =0 =2 =1y.

(2) 'QZ}/\,M(:L‘a y) = Q;Z))\,u(%x)a V()\,,UJ) e D2

(3) Soit (X, a, i, B) € D1? x Do? tel que : (\, ) <p (o, B). V(z,y) € E?,
AN 9) < dalz,y) et dy(v(e),v(y) < da(o(e), v(y)). Donc : hau(z,y) <
wa,ﬁ(xa y)'

(4) Soit (A, 1) € Dy x D, I, B) € Dy x Do, tel que (A, i) <p (a, ) et
AN(@,) < a2, 2)Hda(2,y) et du(0(2), v(y)) < dg(v(z), v(2))+ds(v(2), o(y).

Ainsi, V(A\, 1) € D1 x Dy, 3(er, B) € Dy x Do, tel que : (A, ) <p (a, 3) et
w)\w(x’y) < wa,ﬁ(x7 Z) + wa,ﬁ('z?y)a V(.%,y, ) € E.

Montrons que £ muni de la famille {1y ,/(\, ) € D}, noté E', est séquen-
tiellement complet.

Soit (z,,) une suite de Cauchy de E’, alors (x,) (resp., v(z,,) est une suite de
Cauchy dans (E, 6;) (resp., dans (F, 62)), ce qui implique que lim, z, =z € E
et lim, v(z,) = y € F. Or le graphe de I'application v est séquentiellement
fermé, donc : v(z) = y, et par suite, (z,) converge, dans E’, vers x. Ainsi E’
est séquentiellement complet.

D’autre part, on a :

¢/\,u(vax) < k:()\,,u)(f(Ta:) - f(x)) ,V()\,,U,) €Di1x Dy, VxeE
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ou f (resp., k) est une application définie sur F (resp., sur D1 X Ds) a valeurs
dans F (resp., dans R™") par :

f(z) = ¢(x) + Yov(x), Vo € E et
k(A p) = max{k1(\), ka(p)}, Y(A\, p) € D1 X Ds.

Il est clair que 'application k est décroissante. Il résulte du théoreme 2.1
que T a un point fixe.

Examinons le cas de deux espaces métriques (E,d;) et (F,ds) ou
d,\(x,y) = dl(l’,y), VA e Dl et d)\(l‘ay) = dQ(fL',y), VA e DQ-

Prenons k(A\) =1, VA € Dy et k(A) =1, Y\ € Dy, alors on a le corollaire
suivant :

COROLLAIRE 3.1. Soient (E,dy) et (F,d2) deux espaces métriques com-
plets. Soient ¢ : E — RT et T : E — E des applications, v : E — R une
application de graphe séquentiellement fermé et ¢ : F — R™ une application
telles que :

(1) di(2,T) + da(v(x),0(T)) < B(Tx) — $(x) + B(o(Tw)) — Y(o(x)),

Ve e F,

(2) T est surjective de graphe fermé,

Alors, T' posséde un point fixe.

COROLLAIRE 3.2. Soit (E,6;1) (resp., (F,02) )un espace vectoriel topo-
logique séparé et séquentiellement complet tel que la famille {Ux,\ € D}
(resp., {Uu, 0 € Da}) est une base de voisinages équilibrés de 0 dans E
(resp., dans F'). Soit v : E — F une application de graphe séquentiellement
fermé. Soient k1 : E — RT et ky : F — R™ des applications décroissantes.
Soit T : E — FE une application. Supposons qu’il existe deux applications
¢:E— RVt et: F — RT telles que :

(1) Pour tout x € X,

{ a(r) = ¢(Tz) — ¢(z) =0,
Alz) = P(Tz)) —p(u(z)) 20
(2) Pour tous x € X et (A, pu) € D1 x Do
{ x—Tx € ky(N)a(z)Uy
v(z) = v(Tx) € kz2(p)B(v(x))Uy

(3) T est surjective de graphe séquentiellement fermé,
Alors, T posséde un point fixe.
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