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1. Introduction

En 1996, Jin-Xuan Fang [4] a introduit le concept d’espace topologique de
type F et a montré que les espaces métriques, les espaces vectoriels topolo-
giques séparés et les espaces métriques probabilistes de Menger, y sont des cas
particuliers. Ensuite, il a donné une généralisation du théorème du point fixe
de Caristi, reconnu comme un des fameux théorèmes dans la théorie du point
fixe, au cas des espaces topologiques de type F . Rappelons le théorème (3.1),
établi par Fang dans [4], qui généralise le théorème de Caristi [1] :

Théorème 1.1. [4] Soit (X, θ) un espace topologique de type F séquentie-
llement complet de famille générateur {dλ, λ ∈ D}. Soient φ : X −→ R+ une
application semi-continue inférieurement et k : D −→]0,+∞[ une application
décroissante. Supposons qu’une application T : X −→ X vérifie :

dλ(x, Tx) ≤ k(λ)[φ(x)− φ(Tx)], ∀λ ∈ D, ∀x ∈ X

Alors, l’application T a un point fixe.

Notre but dans cet article est d’étudier l’existence d’un point fixe d’une
application T : (X, d) −→ (X, d), vérifiant :

dλ(x, Tx) ≤ k(λ)[φ(Tx)− φ(x)], ∀λ ∈ D, ∀x ∈ X

où l’application φ : X −→ R+ est arbitraire.
Commençons tout d’abord par donner la définition d’espace topologique

de type F [4].
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Définition 1.1. Un espace topologique (X, θ) est dit de type F s’il est
séparé et pour tout x ∈ X, il existe une base de voisinages Fx = {Ux(λ, t)/λ ∈
D, t > 0}, où (D,<) est un ensemble ordonné, de x telle que :

(1) Si y ∈ Ux(λ, t), alors x ∈ Uy(λ, t).
(2) Ux(λ, t) ⊂ Ux(µ, s) pour λ < µ, t < s.
(3) ∀λ ∈ D, ∃µ ∈ D tel que λ < µ et Ux(µ, t1) ∩ Uy(µ, t2) 6= ∅, implique
y ∈ Ux(λ, t1 + t2).

(4) X = ∪t>0Ux(λ, t), ∀λ ∈ D, ∀x ∈ X.

Ensuite, Fang a montré que pour tout espace topologique (E, θ) de type F ,
il existe une famille M = {dλ, λ ∈ D} de quasi-métriques sur X satisfaisant :

(1) dλ(x, y) = 0 ∀λ ∈ D ssi x = y,
(2) dλ(x, y) = dλ(y, x),
(3) dλ(x, y) ≤ dµ(x, y) pour λ < µ,
(4) ∀λ ∈ D, ∃µ ∈ D tel que λ < µ et dλ(x, y) ≤ dµ(x, z) + dµ(z, y),
∀x, y, z ∈ X,

telle que θM = θ où θM est la topologie induite par la famille M .

2. Résultats

Théorème 2.1. Soit (X, θ) un espace topologique de type F séquentielle-
ment complet de famille générateur {dλ, λ ∈ D}. Soient φ : X −→ R+ une ap-
plication et k : D −→]0,+∞[ une application décroissante. Supposons qu’une
application T : X −→ X vérifie :

(1) dλ(x, Tx) ≤ k(λ)[φ(Tx)− φ(x)], ∀λ ∈ D, ∀x ∈ X.
(2) T est surjective de graphe séquentiellement fermé.

Alors, l’application T a un point fixe.

Preuve. Soit x0 ∈ X. Choisissons x1 ∈ X tel que : x0 = Tx1. De même,
choisissons x2 ∈ X tel que : x1 = Tx2. Plus généralement, choisissons xn+1 ∈
X tel que : xn = Txn+1. Soit λ ∈ D, alors d’après l’hypothèse (1), on a :

dλ(xn, xn+1) = dλ(xn+1, Txn+1) ≤ k(λ)[φ(Txn+1)− φ(xn+1)]

= k(λ)φ(xn)− k(λ)φ(xn+1)

Pour tout λ ∈ D, considérons la suite réelle (an) définie par : an =
k(λ)φ(xn), n = 1, 2, .... La suite (an) est décroissante et minorée par 0, donc,
elle est convergente. De plus, pour tout λ ∈ D, ∃µ1 ∈ D tel que λ < µ1 et

dλ(xn, xn+m) ≤ dµ1
(xn, xn+1) + dµ1

(xn+1, xn+m)
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de même, ∃µ2 ∈ D tel que µ1 < µ2 et

dµ1
(xn+1, xn+m) ≤ dµ2

(xn+1, xn+2) + dµ2
(xn+2, xn+m)

et ainsi de suite, on montre qu’il existe λ < µ1 < µ2 < ... < µm−1 tels que

dλ(xn, xn+m) ≤ dµ1
(xn, xn+1) + dµ2

(xn+1, xn+2) + ...+ dµm−1
(xn+m−1, xn+m)

donc

dλ(xn, xn+m) ≤ k(µ1)(an − an+1) + k(µ2)(an+1 − an+2) + ...

+ k(µm−1)(an+m−1 − an+m),

ainsi, puisque l’application k est décroissante, on a

dλ(xn, xn+m) ≤ k(λ)(an − an+m),

ce qui montre que la suite (xn) est de Cauchy. Ainsi, puisque X est séquentie-
llement complet, il existe a ∈ X tel que limn xn = a. On a limn Txn =
limn xn = a, ce qui implique Ta = a, puisque le graphe de l’application T est
séquentiellement fermé.

Sachant que tout espace métrique (X, d) est un espace topologique de type
F où l’ensemble ordonné D est arbitraire et

dλ(x, y) = d(x, y), ∀λ ∈ D,

Prenons k(λ) = 1, ∀λ ∈ D ; alors on a le corollaire suivant :

Corollaire 2.1. Soient (X, d) un espace métrique complet et T : X −→
X une application. Supposons qu’il existe une application φ : X −→ R+ telle
que :

(1) d(x, Tx) ≤ φ(Tx)− φ(x), ∀x ∈ X.
(2) T est surjective de graphe fermé.

Alors, l’application T a un point fixe.

Exemples. 1.- Soit X = R+. Considérons les applications T et φ définies
sur X par :

Tx = 2x et φ(x) = 3x, ∀x ∈ X

l’application T est surjective et de graphe fermé. De plus, on a :

|x− Tx| = x ≤ 3x = φ(Tx)− φ(x), ∀x ∈ X
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l’application T vérifie les hypothèses du corrolaire précédent et T0 = 0.
2.- Soit X = R+. Considérons l’application T définie sur X par :

Tx =

{

tanx si x ∈ [0, π/2[
x si x ∈ [π/2,+∞[

l’application T est surjective et de graphe fermé. De plus, On a :

|x− Tx| =

{

tanx− x si x ∈ [0, π/2[
0 si x ∈ [π/2,+∞[

Considérons l’application φ définie sur X par φ(x) = 2x. On a :

φ(Tx)− φ(x) =

{

2(tanx− x) si x ∈ [0, π/2[
0 si x ∈ [π/2,+∞[

il est clair que :
|x− Tx| ≤ φ(Tx)− φ(x), ∀x ∈ X

Remarquons que l’ensemble des points fixes de T est non vide et non réduit à
un seul point.

Remarques 2.1. 1) Si on suppose que l’application φ est majorée, alors
l’application T aura un point fixe sans être surjective. En effet, pour tout
x ∈ X, on a :

dλ(T
nx, Tn+1x) ≤ k(λ)(an+1 − an)

où an = φ(Tnx). La suite (an) est convergente puisqu’elle est croissante et
majorée, ce qui implique que la suite (T nx) converge vers un a ∈ X (X est
complet). Ainsi, puisque le graphe de T est fermé, on a Ta = a.

2) Soient X = R+, Tx = x+ 1 et φ(x) = 2x. On a :

|x− Tx| = 1 < 2 = φ(Tx)− φ(x), ∀x ∈ X;

l’application T est de graphe fermé mais elle n’est pas surjective. De plus,
l’application φ n’est pas majorée. Remarquons que T ne possède aucun point
fixe.

3) Le point fixe dans le théorème 2.1 n’est pas forcément unique puisque
l’application IdX vérifie les hypothèses du théorème 2.1.

Corollaire 2.2. Soient (X, d) un espace métrique complet et T : X −→
X une application telle que :
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(1) kd(x, Tx) ≤ d(Tx, T 2x), k > 1, ∀x ∈ X.
(2) T est surjective de graphe fermé.

Alors, l’application T a un point fixe.

Preuve. Soit x ∈ X. On a

(k − 1)d(x, Tx) ≤ d(Tx, T 2x)− d(x, Tx);

considérons l’application φ : X −→ R+ définie par

φ(x) =
1

k − 1
d(x, Tx), ∀x ∈ X;

alors, pour tout x ∈ X, on a d(x, Tx) ≤ φ(Tx)−φ(x). Du corollaire précédent,
il résulte que l’application T admet un point fixe dans X.

Corollaire 2.3. Soit (X, θ) un espace vectoriel topologique séparé et
séquentiellement complet tel que la famille {Uλ, λ ∈ D} est une base de voi-
sinages équilibrés de 0 dans X. Soient φ : X −→ R+ une application et
k : D −→]0,+∞[ une application décroissante. Supposons qu’une application
T : X −→ X vérifie :

(1) ψ(x) = φ(Tx)− φ(x) ≥ 0, ∀x ∈ X.
(2) x− Tx ∈ k(λ)ψ(x)Uλ, ∀x ∈ X.
(3) T est surjective de graphe séquentiellement fermé.

Alors, l’application T a un point fixe.

Preuve. Dans [4], on a muni D de l’ordre λ < µ ⇐⇒ Uµ ⊂ Uλ et on a
montré que X est un espace topologique de type F où

dλ(x, y) = inf{t > 0|x− y ∈ tUλ}, ∀x, y ∈ X, ∀λ ∈ D;

ceci implique, d’après les hypothèses (1) et (2) ci-dessus, que

dλ(x, Tx) ≤ k(λ)[φ(Tx)− φ(x)], ∀λ ∈ D, ∀x ∈ X

Ainsi, d’après le théorème 2.1, l’application T possède un point fixe.

Remarque 2.1. Dans [4, Théorème 3.1], l’application φ est supposée semi-
continue inférieurement. Il a été observé que l’application T aura des points
fixes si elle est de graphe séquentiellement fermé et vérifie :

dλ(x, Tx) ≤ k(λ)[φ(x)− φ(Tx)], ∀λ ∈ D, ∀x ∈ X,
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où l’application φ est arbitraire. Considérons l’exemple suivant :
Soit X = [0,+∞[. Considérons les deux applications T et φ définient par :

Tx =
1

2
x et φ(x) =

{

x si x ∈ [0, 1[
2x si x ∈ [1,+∞[

on a :

|x− Tx| =
1

2
x et φ(x)− φ(Tx) =







1
2
x si x ∈ [0, 1[

3
2
x si x ∈ [1, 2[
x si x ∈ [2,+∞[

Donc, on a :
|x− Tx| ≤ φ(x)− φ(Tx), ∀x ∈ X.

Remarquons que T0 = 0. Dans cet exemple, T est de graphe fermé et l’appli-
cation φ n’est pas semi-continue inférieurement sur X puisqu’elle ne l’est pas
en 1.

La remarque ci-dessus nous permet de voir le [4, théorème 3.1] d’une autre
façon dans le théorème suivant :

Théorème 2.2. Soit (X, θ) un espace topologique de type F séquentielle-
ment complet de famille générateur {dλ, λ ∈ D}. Soient φ : X −→ R+ une ap-
plication et k : D −→]0,+∞[ une application décroissante. Supposons qu’une
application T : X −→ X vérifie :

(1) dλ(x, Tx) ≤ k(λ)[φ(x)− φ(Tx)], ∀λ ∈ D, ∀x ∈ X.
(2) T est de graphe séquentiellement fermé.

Alors, l’application T a un point fixe.

Preuve. Considérons dans X, la suite (xn) définie par x0 ∈ X et xn+1 =
Txn, n = 0, 1, .... On montre, presque comme dans la démonstration du
théorème 2.1, que (xn) est de Cauchy et par suite limn Txn = limn xn = a
pour un certain a ∈ X. Ainsi, puisque le graphe de T est séquentiellement
fermé, on a Ta = a.

Corollaire 2.4. Soit (X, d) un espace métrique complet et T : X −→ X
une application de graphe fermé. Supposons qu’il existe une application φ :
X −→ R+ telle que

d(x, Tx) ≤ φ(x)− φ(Tx), ∀x ∈ X.

Alors, l’application T a un point fixe.
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3. Application

Théorème 3.1. Soient (E, θ1) et (F, θ2) des espaces topologiques de type
F séquentiellement complets de familles générateurs {dλ, λ ∈ D1} (resp.,
{dλ, λ ∈ D2}). Soient v : E −→ F une application de graphe séquentiellement
fermé et k1 : E −→ R+ et k2 : F −→ R+ des applications décroissantes.
Soient φ : E −→ R+ et ψ : F −→ R+ deux applications. Supposons qu’une
application T : E −→ E vérifie :

(1) dλ(x, Tx)+dµ(v(x), v(Tx)) ≤ k1(λ)(φ(Tx)−φ(x))+k2(µ)(ψ(v(Tx))−
ψ(v(x))) , ∀x ∈ E, ∀(λ, µ) ∈ D1 ×D2.

(2) l’application T est surjective de graphe séquentiellement fermé.
Alors, T a un point fixe.

Preuve. Munissons l’ensemble D = D1 ×D2 de l’ordre suivant :

(λ1, µ1) <D (λ2, µ2)⇐⇒ λ1 <D1
λ2 et µ1 <D2

µ2.

Pour tout (λ, µ) ∈ D, considérons l’application ψλ,µ définie de E×E à valeurs
dans R+ par :

ψλ,µ(x, y) = dλ(x, y) + dµ(v(x), v(y))

Montrons que ψλ,µ est une quasi-distance sur E :
(1) ψλ,µ(x, y) = 0 =⇒ dλ(x, y) = 0 =⇒ x = y.
(2) ψλ,µ(x, y) = ψλ,µ(y, x), ∀(λ, µ) ∈ D

2.
(3) Soit (λ, α, µ, β) ∈ D1

2 ×D2
2 tel que : (λ, µ) <D (α, β). ∀(x, y) ∈ E2,

dλ(x, y) ≤ dα(x, y) et dµ(v(x), v(y)) ≤ dβ(v(x), v(y)). Donc : ψλ,µ(x, y) ≤
ψα,β(x, y).

(4) Soit (λ, µ) ∈ D1 ×D2, ∃(α, β) ∈ D1 ×D2, tel que (λ, µ) <D (α, β) et
dλ(x, y) ≤ dα(x, z)+dα(z, y) et dµ(v(x), v(y)) ≤ dβ(v(x), v(z))+dβ(v(z), v(y)).

Ainsi, ∀(λ, µ) ∈ D1 ×D2, ∃(α, β) ∈ D1 ×D2, tel que : (λ, µ) <D (α, β) et
ψλ,µ(x, y) ≤ ψα,β(x, z) + ψα,β(z, y), ∀(x, y, z) ∈ E

3.
Montrons que E muni de la famille {ψλ,µ/(λ, µ) ∈ D}, noté E

′, est séquen-
tiellement complet.

Soit (xn) une suite de Cauchy de E ′, alors (xn) (resp., v(xn) est une suite de
Cauchy dans (E, θ1) (resp., dans (F, θ2)), ce qui implique que limn xn = x ∈ E
et limn v(xn) = y ∈ F . Or le graphe de l’application v est séquentiellement
fermé, donc : v(x) = y, et par suite, (xn) converge, dans E ′, vers x. Ainsi E′

est séquentiellement complet.
D’autre part, on a :

ψλ,µ(x, Tx) ≤ k(λ, µ)(f(Tx)− f(x)) , ∀(λ, µ) ∈ D1 ×D2, ∀x ∈ E
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où f (resp., k) est une application définie sur E (resp., sur D1×D2) à valeurs
dans E (resp., dans R+) par :

f(x) = φ(x) + ψov(x), ∀x ∈ E et

k(λ, µ) = max{k1(λ), k2(µ)}, ∀(λ, µ) ∈ D1 ×D2.

Il est clair que l’application k est décroissante. Il résulte du théorème 2.1
que T a un point fixe.

Examinons le cas de deux espaces métriques (E, d1) et (F, d2) où

dλ(x, y) = d1(x, y), ∀λ ∈ D1 et dλ(x, y) = d2(x, y), ∀λ ∈ D2.

Prenons k(λ) = 1, ∀λ ∈ D1 et k(λ) = 1, ∀λ ∈ D2, alors on a le corollaire
suivant :

Corollaire 3.1. Soient (E, d1) et (F, d2) deux espaces métriques com-
plets. Soient φ : E −→ R+ et T : E −→ E des applications, v : E −→ R une
application de graphe séquentiellement fermé et ϕ : F −→ R+ une application
telles que :

(1) d1(x, Tx) + d2(v(x), v(Tx)) ≤ φ(Tx) − φ(x) + ψ(v(Tx)) − ψ(v(x)),
∀x ∈ E,

(2) T est surjective de graphe fermé,
Alors, T possède un point fixe.

Corollaire 3.2. Soit (E, θ1) (resp., (F, θ2) )un espace vectoriel topo-
logique séparé et séquentiellement complet tel que la famille {Uλ, λ ∈ D1}
(resp., {Uµ, µ ∈ D2}) est une base de voisinages équilibrés de 0 dans E
(resp., dans F ). Soit v : E −→ F une application de graphe séquentiellement
fermé. Soient k1 : E −→ R+ et k2 : F −→ R+ des applications décroissantes.
Soit T : E −→ E une application. Supposons qu’il existe deux applications
φ : E −→ R+ et ψ : F −→ R+ telles que :

(1) Pour tout x ∈ X,
{

α(x) = φ(Tx)− φ(x) ≥ 0,
β(x) = ψ(v(Tx))− ψ(v(x)) ≥ 0

(2) Pour tous x ∈ X et (λ, µ) ∈ D1 ×D2

{

x− Tx ∈ k1(λ)α(x)Uλ
v(x)− v(Tx) ∈ k2(µ)β(v(x))Uµ

(3) T est surjective de graphe séquentiellement fermé,
Alors, T possède un point fixe.
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