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Resumen

En este Trabajo de Fin de Grado se detalla el estudio de soluciones de tipo on-
das viajeras acotadas para dos ecuaciones diferenciales ordinarias que modelan el
comportamiento del perfil de una superficie acuosa en el limite de bajas profundi-
dades, las ecuaciones de Camassa-Holm y Costantin—Lannes. Para ello, se trata de
escribir las ecuaciones como un sistema Hamiltoniano plano bajo ciertos cambios de
variables. Las soluciones compatibles con el ansatz introducido se resumen en on-
das solitarias (o solitones) y ondas periddicas. Con el objetivo de fundamentar estos
desarrollos se introduce la teorfa necesaria sobre ecuaciones diferenciales y sistemas
Hamiltonianos planos, asi como algunos resultados relacionados con la busqueda y
propiedades de las raices de polinomios con coeficientes reales. Ademas, la presen-

cia de singularidades implica la existencia de soluciones débiles.

Abstract

In this Bachelor’s Thesis, the study about bounded traveling wave solutions of
two ordinary differential equations, Camassa—Holm and Constantin-Lannes equa-
tions, which model the behavior of the surface of shallow water is detailed. With that
aim, the differential equations are written as Hamiltonian planar systems after the
corresponding changes of variables. The solutions fulfilling this ansatz can be sum-
marized as solitary waves (or solitons) and periodic waves. The carried description
is founded by the introduction of the basic results about differential equations and
Hamiltonian planar systems, as well as some others about the finding and proper-
ties of the roots of polynomials with real coefficients. Furthermore, the presence of

singularities implies the existence of weak solutions.






Introduccidon

Life is all dynamics

Life is all. .. dynamics

There’s life in all dynamics.
Devin Townsend, Infinity, 1998

La vida es dindmica. Pero no son solo unos versos de un rockero transgresivo,
sino que esta oracién podria ser propia de una sociélogo moderno, por ejemplo. Sin
embargo, que la vida sea dindmica y cambiante es una realidad de la cual todos
los pensadores a lo largo de la historia se han percatado. Pero no fue hasta la in-
troduccion del Cilculo por parte de Sir Isaac Newton y Gottfried Wilhelm Leibniz
en el que se introdujo la derivada, ese concepto novedoso para la época que ha per-
mitido estudiar y comprender todo lo que nos rodea. Por supuesto, la introduccién
de la derivada implicé inmediatamente la aparicion de las ecuaciones diferencia-
les, tal y como aparece en la obra de Newton, Método de las fluxiones y series infinitas
(Methodus fluxionum et serierum infinitorum) [25]. Estos nuevos métodos para la fecha
permitieron resolver problemas tan importantes como el problema de dos cuerpos,
que explica las leyes de Kepler del movimiento planetario.

Aligual que ocurre con cualquier ecuacién algebraica usual, a la hora de resolver
ecuaciones diferenciales, el caso lineal es el mds sencillo, pudiéndose decir que es
incluso trivial. Sin embargo, las ecuaciones diferenciales no lineales constituyen un
fascinante y desafiante campo de estudio en matematicas. La presencia de términos
no lineales hacen que la resolucién de éstas no sea directa e implican, usualmente,
comportamientos mucho mds complejos y dificiles de analizar.

Este carédcter no lineal puede conducir a fenémenos fascinantes como el caos y
las bifurcaciones, entre otros ejemplos [27,30]. El caos es un fenémeno impredecible
y altamente sensible a las condiciones iniciales, donde pequefias variaciones pueden
dar lugar a resultados completamente diferentes, como se observa en las ecuaciones
de Lorenz [21]. Las bifurcaciones ocurren cuando cambian las propiedades de las
soluciones de una ecuacién diferencial no lineal debido a cambios en los parametros
del sistema.

El estudio de las ecuaciones diferenciales no lineales tiene aplicaciones en diver-

sas areas, como la fisica tedrica, la biologia, la ingenieria y la economia. En la fisica
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tedrica, las ecuaciones no lineales aparecen en la descripcion de sistemas complejos
como los fluidos, los campos electromagnéticos y la mecanica cuédntica. En biologia,
se utilizan para modelar y comprender el comportamiento de sistemas biol6gicos
como poblaciones, dindmica de enfermedades y reacciones quimicas en sistemas
vivos. En ingenieria, las ecuaciones no lineales se aplican al andlisis y disefio de
sistemas de control, circuitos eléctricos y estructuras mecédnicas. En economia, por
ejemplo, se utilizan para modelar el comportamiento de los mercados financieros y
las interacciones entre agentes econdmicos.

En este trabajo, se estudiardn las soluciones para ecuaciones que describen el
comportamiento de la superficie de un fluido acuoso cuando éste tiene poca pro-
fundidad. No se describirad la deduccién de estas ecuaciones, pero si como buscar
un tipo de soluciones denominadas de “ondas viajeras”, del inglés travelling waves,
haciendo uso de los trabajos de Anna Geyer y Armengol Gasull [11,12]. Concreta-
mente, se tratard de buscar un tipo especial de soluciones denominadas solitones.

El trabajo sigue la siguiente estructura. En el Capitulo 1 se estudiara la ecuaciéon
de Camassa—-Holm que intenta describir la superficie de un medio acuoso a baja pro-
fundidad, introduciendo el cambio de variable que nos permite buscar soluciones
del tipo ondas viajeras y reduciendo el problema desde una ecuacién en deriva-
das parciales a una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden. El estudio de
las soluciones de esta EDO se basara en demostrar que dicha ecuacioén es topolégi-
camente equivalente a un sistema Hamiltoniano plano. Ademads, en dicho sistema
existe un punto singular, que dard pie al estudio de soluciones débiles de este.

Por otro lado, en el Capitulo 2 se desarrollard un estudio equivalente al an-
terior pero para otra ecuaciéon que describe el mismo fenémeno, la ecuacién de
Constantin-Lannes.

Finalmente, se introducen Apéndices con resultados tedricos ttiles y necesarios
para entender algunos desarrollos de los capitulos principales del trabajo. Concre-
tamente, en el Apéndice A se introducen resultados basicos sobre la teoria de Ecua-
ciones Diferenciales, en el Apéndice B se definen el concepto de derivada débil y
espacios de Sobolev, y en el Apéndice C se enuncian algunas definiciones y resulta-

dos sobre polinomios de variable real.



Capitulo 1

La ecuacion de Camassa—Holm

El intento de describir la formacién y evolucién de ondas en agua ha derivado en
la propuesta de un gran niimero de ecuaciones con términos no lineales, que pueden
capturar ciertos efectos que no aparecen en los modelos lineales. En este capitulo, se
trabajara con uno de los ejemplos més conocidos, la ecuacién en derivadas parciales
conocida como ecuacién de Camassa—Holm [2], que introduciremos a continuacién.

Consideremos una onda de agua unidimensional. Sea u € C*(R x R*) el perfil
de dicha onda, es decir, la componente de la velocidad del agua en la tinica direccién
espacial o, equivalentemente (en el limite de bajas profundidades [6,18]), la altura
de la superficie libre del agua desde el suelo. Por tanto, u es una funcién de dos
variables que dependerd de la posicion z € R y del instante de tiempo ¢t € R
en los que observemos dicho perfil. Una representacion de la dependencia espacio-

temporal de v puede verse en la Figura 1.1.

u(x,to) ™\

AN

u(xo, 1)

IS

t S

Figura 1.1: Representacion de la dependencia espacio-temporal del perfil de ondas
u, siendo zy € Ry ¢y € RT una posicién y un tiempo de referencia.

Tras usar diferentes aproximaciones en las ecuaciones de Euler para un flui-
do incompresible [20], que pueden verse mds detalladamente en [2], R. Camassa
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y D. D. Holm propusieron la ecuacién
Up + 2KUy — Uggr + SUUE = 2UplUpy + Ullpyy, (1.1)

con el objetivo de describir la dindmica del perfil de onda unidimensional para
aguas poco profundas, donde « € R es una constante relacionada con la velocidad
critica superficial en este sistema [2] y w¢, Uy, Uzs, Upps, Uzee denotan diferentes deri-
vadas parciales del perfil de ondas u(z, t). Es decir, dado un punto (zo, ) € R x R¥,
o NOT. :
mu(xo,yo) = Oy.ynt(T0,90), i €{x,t},ie{l,....,m}.

Esta ecuacion parece describir bien el comportamiento de las ondas superficiales
en aguas poco profundas para amplitudes moderadas [5,17]. Ademas, la ecuacioén
de Camassa-Holm es la mds comtin y destacada debido a sus propiedades y toda
la fenomenologia inmersa en sus soluciones. Una discusién sobre la buena defini-
cién de la ecuacién de Camassa—Holm como problema de Cauchy (Definicion A.4.9)
puede encontrarse en [24].

En este capitulo, estudiaremos las soluciones para ondas viajeras de (1.1) y, des-
pués, utilizaremos técnicas similares para estudiar ese mismo tipo de soluciones en

otra ecuacion que intenta caracterizar el mismo sistema fisico.

¢ N

AN

x
to J u(§)

: AN

Tl=x—ct
A‘f()<
3
- x
o To + cty xo + ckty

Figura 1.2: Esquema: transformacién de onda viajera

En este trabajo, se analizan las soluciones para ondas viajeras, es decir, soluciones
tales que el perfil de ondas se mueve a velocidad constante en una direccién, c € R,

sin alterar su forma, tal y como se representa en la Figura 1.2. Por tanto, se buscaran
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soluciones de (1.1) tal que
u(z,t) =u(§), &=x—ct. (1.2)

Imponiendo en (1.1) que la solucién sea de esta forma, se obtiene la siguiente EDO

de segundo orden no lineal
(c—=2r)u+ (2t —3)u+ (u——c)i =0, (1.3)

donde se ha introducido la notacion

du . d*uw . dBPu
La ecuacién (1.3) puede reescribirse como
d 3 1
_ -9 _ 2,2 —2 —
i (¢ —2K)u+ (u—c)i S U + 5l 0,
que tras una primera integracion, se obtiene
3 12
ii(u—c)—l—K—l—(c—Q/f)u—Quz—l—(uz):0, (1.5)

donde K € R es una constante de integracion. Por conveniencia, haremos el siguien-
te cambio de variables,
w=1u-—c, (1.6)

de tal forma que la ecuacion (1.5) se puede reescribir como

iw + F'(w) + (“;)2 =0, (1.7)

donde la funcién F' se define como

w3 2

Fluw) = Aw— Bu® - -, A:K—Qm—%eR, B=c+reR  (L8)

Al ser F'(w) un polinomio, (1.7) cumple el Teorema de existencia y unicidad global
de soluciones (Teorema A.1.11). Probaremos a continuacién que (1.7) es equivalente
a un sistema Hamiltoniano plano (ver Apéndice A.3.7).

1.1. Formulacion Hamiltoniana

Veamos que la ecuacién (1.7) es topoldgicamente equivalente a un sistema Ha-

miltoniano plano para ciertos valores de los pardmetros y, por tanto, permite su
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resolucidon directa.

Proposicién 1.1.1. La ecuacion (1.7) es topolégicamente equivalente al sistema de ecuacio-

nes diferenciales ordinarias de primer orden,

dw _ d
:T v X tal que d€ =w, (1.9)
ﬁ = —F/(U}) — 51)2, T

en cada componente conexa de R? \ {w = 0}, preservando la orientacién en el semiplano
{w > 0} y revirtiendo la orientacion en el otro semiplano {w < 0}. Ademds, el sistema (1.9)

es un sistema Hamiltoniano, y sus orbitas son las curvas de nivel

h = F(w)+ ;UQw (1.10)

con h € R una constante.

Demostracion. Se va a demostrar la proposicion por construccién. Es decir, construi-
remos el sistema (1.9) e iremos identificando los elementos necesarios.

Primero, trataremos de transformar la EDO de segundo orden (1.7) en un sistema
de dos EDOs de primer orden. Tal y como es usual, la forma de proceder para ello

es definir una nueva variable, v, tal que se identificard con la primera derivada de

w. Es decir,
2
®w+F’(w)+% =0, conw = v.
Por tanto,
W=
. —F(w)—50? (1.11)
V= "=

w
es efectivamente topoldgicamente equivalente a (1.7) en R \ {w = 0} y preserva
la orientacién, también, en todo R \ {w = 0}. Ademas, si definimos un cambio de
variable { — 7 tal que & = w en R\ {w = 0}, el sistema (2.5) se escribe en esta
nueva variable como (1.9), siendo, a su vez, topolégicamente equivalente a (1.11) y,
por ende, a (1.7), en R\ {w = 0}, preservando la orientacién en el semiplano {w > 0}
y revirtiéndola en {w < 0}.

Veamos, a continuacién, que (1.9) es un sistema Hamiltoniano con un grado de
libertad. Para ello, debemos encontrar una funcién Hamiltoniana H (w, v) : (R\{w =
0}) x R — R, tal que, al menos, H sea C?, y que % =—-H,y %" = H,. Por tanto,
identificando las relaciones anteriores con el sistema (1.9), se deduce que (1.9) posee

la siguiente funcién Hamiltoniana,

H(w,v) = F(w) + ;vzw, (1.12)
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que es por tanto constante a lo largo de las soluciones de (1.9), i.e., H(w,v) = h € R
para (w, v) una curva solucioén del sistema (1.9) (véase el Teorema A.3.30). Cada cur-
va solucién vendrd dada por un valor de la constante i € R concreta, y resolviendo

la ecuacion H(w,v) = h obtenemos las curvas de nivel (1.10). O

Como consecuencia del resultado anterior, cada solucién (w, v) puede expresarse
de la forma v(w) resolviendo cada curva de nivel en (1.10), que tras despejar se
obtiene

(1.13)

Una vez probada la formulacién Hamiltoniana de la ecuaciéon de Camassa-Holm
bajo el ansatz de soluciones de ondas viajeras (1.9), asi como la ecuacién de sus
trayectorias (1.13), se llevard a cabo a continuacién un estudio cualitativo sobre las
propiedades de dichas soluciones.

Un ejemplo de curvas de nivel de la funcién Hamiltoniana (1.12) puede visuali-

zarse en la Figura 1.3.

0.0013

-0.0143

-0.0299

-0.0455

-0.0611

-0.0767

-0.0923

-0.1079

Figura 1.3: Curvas de nivel de la funcién Hamiltoniana (1.12) para K, ¢, x € R tales
que A = —0.14y B = 1/2. La recta negra gruesa y discontinua representa la recta
w = 0.
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1.2. Existencia de soluciones para ondas viajeras acota-

das

Gracias a la Proposicién 1.1.1, hemos conseguido reducir la discusién de la exis-
tencia de ondas viajeras al estudio de la existencia de 6rbitas de la forma (1.13). Para
ello, estudiaremos los puntos criticos de (1.9) y su linealizacién entorno a dichos
puntos, cuyos autovalores nos dardn informacién (en general) sobre el comporta-
miento local de las trayectorias en entornos de los puntos criticos haciendo uso de

los resultados de la Subseccion A.3.1.

Lema 1.2.1. El polinomio F'(w) tiene, como mucho, dos raices reales distintas. Ademds, se

verifica

(i) si —2B* > A, entonces F'(w) no tiene raices reales.

(ii) si —2B* = A, entonces F'(w) tiene una raiz real doble, w* = —2B/3, que coincide
conw*=0siA=DB=0.

(iii) si —2B? < A, entonces F'(w) tiene dos raices reales. Si una raiz es wj = 0, entonces
A=0# Byws=—4B/3.

Demostracion. La primera afirmacién es inmediata pues esté claro que, usando (1.8),

3w?
F/('LU) :A—QB'LU—T,
es un polinomio de segundo grado con coeficientes reales. Por tanto, tendré a lo

sumo dos raices reales. Para probar (i), (ii) y (iii), basta con atender al discriminante,
Dis(F'(w), w) = 4B* + 6 A.

Sabiendo que si Dis(F'(w), w) < 0, entonces I’ no tiene raices reales; si Dis(F'(w), w) =
0, entonces F” tiene una raiz real; y que si Dis(F'(w),w) > 0, entonces F' tiene dos
raices reales. Por tanto, obtenemos (i) y la multiplicidad de soluciones de F’ de (ii)
y (iii).

En el caso que —2B? = Ay, por ende, F’(w) solo tiene una raiz real doble, esta
es w* = —2B/3. En el caso de que B = 0, se tiene que necesariamente A = B =0y
w* = 0, obteniendo (ii).

Si —2B? < A, hemos probado que F’(w) tiene dos raices reales. Supongamos
que una de ellas es w} = 0. Entonces, necesariamente, A = 0. Para que se cumpla la
desigualdad, B # 0, y resolviendo, wj = —4B/3. ]

Proposicién 1.2.2. El sistema (1.9) tiene a lo sumo dos puntos criticos. Ademds, si existe

algiin punto critico (wy, vy), necesariamente vy = 0y wy es raiz no nula de F".
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Demostracién. Los puntos criticos de (1.9) se corresponden con los pares (wp, vg) €
(R\ {w = 0}) x R tales que hacen H,(wy,vy) = H,(wp,v9) = 0 con H la funcién
Hamiltoniana (1.12). Por ende, necesariamente vy = 0 para cumplir la condicién
H,(wp,v9) = 0. Ademas, de la condicion 0 = H,(wp,0) = F'(wp) y en virtud del

Lema 1.2.1, el sistema (1.9) tiene a lo sumo dos puntos criticos. O

Nota 1.2.3. Buscaremos soluciones acotadas de (1.7) atendiendo a las diferentes 6rbi-
tas del sistema Hamiltoniano (1.9). Haciendo uso de que el sistema (1.9) es un siste-
ma Hamiltoniano plano y del teorema de Poincaré-Bendixon A.3.26 y su generaliza-
cién A.3.27 limitaremos los posibles escenarios. Primero, determinemos el ntiimero
de puntos criticos del sistema (1.9) para poder estudiar en cada caso la existencia de
soluciones acotadas para ondas viajeras. A partir de la determinacién de los puntos
puntos criticos, se estudiaran los posibles conjuntos w-limite (ver Definicién A.3.20).

Como consecuencia de la Proposicién 1.2.2 las raices no nulas de F’(w,) determi-
nan los puntos criticos del sistema Hamiltoniano (1.9). En concreto, segtin el nimero
puntos criticos del sistema (o raices no nulas de F’), podemos encontrar tres casos
de acuerdo con la Proposicién 1.2.2:

(i) El polinomio, F’'(w) no tiene ninguna raiz, entonces el sistema (1.9) no tiene

puntos criticos. Esto va a implicar que no existan soluciones acotadas.

Por el teorema de Poincaré-Bendixon A.3.26, solo tendriamos la posibilidad
de que existieran soluciones acotadas asociadas a drbitas periddicas, es decir,

soluciones cerradas en el espacio de fases.

Atendiendo a las ecuaciones de las trayectorias (1.13), para que éstas sean ce-
rradas, deben coincidir las ramas positiva y negativa al menos en dos ocasio-
nes en v = 0. Es decir, la ecuacion h — F'(w) = 0 deberia tener dos soluciones.
Sin embargo, si eso fuera asi, por el Teorema de Rolle, F”, deberia tener una
raiz en un punto intermedio, contradiciendo la hipétesis. Por tanto, necesaria-
mente, h— F'(w) = 0 solo tiene una posible solucién en una de las componentes
conexas de R \ {w = 0}. Concluimos asi que, en este caso, las soluciones no
son acotadas.

Ademas, podriamos haber concluido antes. Como las soluciones un sistema
Hamiltoniano plano son las curvas de nivel de la funcién Hamiltoniana (1.10).
Si existen curvas de nivel cerradas, implica que debe encerrar al menos un
punto de equilibrio (ver el Teorema A.3.28). Podemos concluir que como no

existen puntos de equilibrio, no existen soluciones acotadas.

(ii) El polinomio, F'(w) tiene una raiz doble, que puede ser w* = —2B/3si B # 0
ow* =0siA=B=0.
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(a) En el primer caso, el punto critico del sistema caeria en una de las compo-

nentes conexas de R? \ {w = 0}. Como F(w) es un polinomio de grado 3
con una raiz real doble, sabemos que en w* hay un punto de inflexién. La
trayectoria que habria que discutir seria la que pasa por el punto de infle-
xion (w*,0). En ese caso, la trayectoria es compatible con h* = 4B3/27.
A la vista de las ecuaciones de las trayectorias solucién (1.13), las 6rbitas
divergen cuando se acercan a la recta w = 0. Por tanto, no habria 6rbitas
acotadas en el espacio de fases bajo estas condiciones, a excepcién del
propio punto critico.

(b) En el caso de que w* = 0, sabemos que A = B = 0. Por tanto, las trayec-

b+ w
v tyfoit T
w

siendo todas las 6rbitas no acotadas. Incluso, para aquella que “cruza” la

torias cumplen

recta w = 0 (que seria compatible con h = 0), las 6érbitas posibles coinci-

den con la imagen de la curva v? = w, que no son acotadas en R*\ {w = 0}.

(iii) Supongamos que estamos bajo las condiciones en las que F’(w) tiene dos raices

reales simples, w} y wj. Si ninguna de ellas coincide con la recta w = 0, enton-
ces A # 0, y en virtud del Teorema A.3.32, los puntos criticos del espacio de
fases son (wf,0) y (w3, 0) y coinciden, cada uno de ellos, o bien con un cen-
tro o bien con un punto de silla. En caso de que uno de ellos, por ejemplo,
wi = 0, el espacio de fases asociado al sistema (1.9) solo tendria un punto criti-
co simple, (w3, 0) que seria bien un centro o un punto de silla segtin afirma el
Teorema A.3.32. La naturaleza de estos puntos fijos dependera del signo aso-
ciado a det J(w},0) = F"(w;)w; para i € {1,2}, siendo J la matriz Jacobiana
del sistema (1.9),

(% w

J(w,v) = )

Hemos reducido el estudio de las orbitas acotadas, a la determinacion del
signo de
det J(w},0) = F"(w})w, (1.14)

2

para i € {1,2}. Concretamente si det .J(w;,0) < 0, el punto critico (w;,0) es
un punto de silla, y si det J(w},0) > 0, el punto critico (w},0) es un centro
(véase los Teoremas A.2.10 y A.3.32). Por tanto, solo cuando F' tiene dos raices
reales simples, existe la posibilidad que haya soluciones acotadas distintas a
los propios puntos fijos. La regién concreta del espacio de pardmetros donde

esto ocurre se enuncia en la Proposicién 1.2.4.
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Proposicién 1.2.4. El sistema (1.9) solo tiene 6rbitas acotadas distintas a los puntos criticos
para —2B? < A < 0.

Demostracion. A la vista del Lema 1.2.1 y el andlisis de la Nota 1.2.3, el sistema (1.9)
solo puede tener 6rbitas acotadas para —2B? < A.

En este caso, si A # 0, las dos raices reales de F'(w) son

2 / 3 2 / 3

Por tanto, si A > 0, las raices w} y w; tienen signos opuestos, concretamente, w; <
0 < w} pues \/B? + 3A/2 > |B|. Entonces, cada punto critico (wj,0) y (w3, 0) perte-
nece a una componente conexa de R? \ {w = 0}.

Como consecuencia de lo anterior, teniendo en cuenta que det J(w;, 0) = F"(w;)w;}

7

F'(w!) = (=1)""2y/B2 + ;A, (1.15)

es facil ver que det J(w},0) < 0 para i = 1, 2. Por tanto, ambos puntos criticos son

(véase (1.14)) y que

puntos de silla y se concluye que no existen 6rbitas acotadas diferentes a los propios
puntos fijos.

Por otro lado, si A < 0, ambos puntos criticos pertenecen a la misma componente
conexa, es decir, wj y w; tienen el mismo signo. Teniendo en cuenta (1.15), es decir,
que F"(w3) < 0 < F"(wy), claramente un punto critico se corresponde con un centro
y el otro con un punto de silla, pues det J (w7, 0) y det J(wj3, 0) tienen necesariamente
signos opuestos a la vista de (1.14). Por tanto, por ejemplo, un centro como punto
critico implica la existencia de 6rbitas cerradas y, entonces, acotadas.

Por otro lado, si A = 0, las dos raices reales de F’(w) son

4
* — O k — _*B,
wy T 3
existiendo solo un punto critico no degenerado del sistema (1.9) en una de las com-
ponentes conexas de R? \ {w = 0}, y cumpliendo que det J(w3,0) = —8B%/3 < 0,
coincidiendo con un punto de silla. Asi pues, es claro que en ninguna de las compo-

nentes conexas de R? \ {w = 0} existen 6rbitas acotadas. O

Una vez se ha identificado la region del espacio de pardmetros en la cual el sis-
tema (1.9) tiene orbitas acotadas, el objetivo es buscar si existe alguna 6rbita que
pueda identificarse con una onda viajera solitaria. Es decir, necesitariamos una so-
lucién que no se corresponda con una onda viajera periddica, sino que tenga un
tnico extremo relativo y que evolucione en sus extremos a una cierta constante. Es-

ta propiedad nos la va a dar la existencia de una conexién homoclinica, es decir, una
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6rbita que une un punto de silla consigo mismo (ver Definicién A.3.24 para mas
detalles). En ese caso, el punto de silla “rompe la periodicidad” pues la trayectoria
solucion que se identifica con ella, se “aleja” y “acerca” al punto de silla solo al co-
mienzo y final de la trayectoria de manera asintética, lo que no implica oscilaciones
perpetuas.

Ademas, este tipo de curva es candidata a existir. Primero, el Teorema de Poin-
caré-Bendixson A.3.27 la contempla como una posibilidad. Més atin, en la regién
del espacio de parametros definida en la Proposicion anterior, sabemos que el siste-
ma (1.9) presenta dos puntos criticos distintos en la misma componente conexa de
R?\ {w = 0}, tal que uno se corresponde con un punto de silla y el otro con un
centro. Por tanto, la curva homoclinica serd la consecuencia de una Orbita cerrada

entorno al centro que contenga al punto de silla.

Lema 1.2.5. Bajo las condiciones de la proposicion anterior, existe una curva homoclinica
para cierta constante h = h, y

2 1
—“B*< A< --B? 1.1
3 <A< 5B (1.16)
que contiene a un punto de silla del sistema (1.9), s, tal que hy = F(s) y s es solucion de

F'"(y) <0 siy>0
F'(y) =0, ) Y (1.17)

F'(y) >0 siy<0.

Demostracion. Supongamos que —2B? < A < 0, entonces el sistema (1.9) tiene dos
puntos criticos distintos, uno, (s, 0), serd un punto de silla cumpliendo (1.17), y otro,

(¢,0), que serd un centro y cumple
F'(c) =0, (1.18a)
por ser un punto de equilibrio y,

F'(c) <0 sic<0
F'(¢) >0 sic>0

(1.18b)

por ser un centro.

Las condiciones (1.17) y (1.18a)—(1.18b) son consecuencia directa de (1.14).

Sea h = hy la constante asociada a la trayectoria que pasa por el punto de silla
(s,0). En ese caso, necesariamente, h, = F(s). Para que la gréfica de v? = 2(h, —
F(w))/w se corresponda con una curva homoclinica, es necesario que el sistema
presente en la misma componente conexa un punto de silla y un centro, y que dicha
conexion no corte a la singularidad determinada por la recta w = 0. Es decir, para
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obtener una conexién homoclinica, necesitamos encontrar una curva cerrada que
una al punto de silla consigo mismo. Es por ello, que necesitamos que el centro se
encuentre en la misma componente conexa de R? \ {w = 0} que el punto de silla,
pues el centro garantizara oérbitas cerradas entorno a él. Ademads, para garantizar
la continuidad es necesario que la 6rbita cerrada entorno al centro que pase por el
punto de silla no corte con la singularidad. Lo que es lo mismo, la ecuacién h, =
F(w) tiene dos soluciones distintas, una es s y la otra, wy, define otro punto (wy,0)
del plano de fases. Si ese punto se encuentra en la misma componente conexa de
R*\{w = 0} que el punto desilla y que el centro, garantizard la existencia de la curva
homoclinica. Como s < ¢ < w0 s > ¢ > wy, basta probar bajo qué condiciones (s, 0)
y (wp, 0) estdn en la misma componente conexa. El resto de la demostracién se basara
en desarrollar lo comentado en este parrafo.

Primero, como estamos trabajando bajo las condiciones de la Proposicion 1.2.4,
el sistema (1.9) tiene un punto de silla, (s,0) y un centro, (¢, 0), soluciones de (1.17)
y (1.18), respectivamente. Por tanto, falta determinar el rango de pardmetros com-
patibles con la existencia de dicha conexién homoclinica. La condicién limite se da
cuando el otro punto de corte de dicha conexién coincida con la singularidad. Es
decir, cuando 0 = F(0) = F(s) = h,, que se satisface para A = —1B? Ademas,
sea wy otra raiz del polinomio F(w) — hs, esta cumple que (wy, 0) estd en la misma
componente conexa que (s, 0) si A < —3B?, y concluimos.

Una representacion visual de esta prueba puede verse en las Figura 1.4. O

Definicién 1.2.6. Denominaremos solitones del sistema Hamiltoniano (1.9) a aquellas
soluciones (distintas a los puntos de equilibrio) del sistema que son acotadas y no
periddicas.

Es por tanto que la conexién homoclinica implica soluciones de tipo solitén, y

ademds estas soluciones se corresponden con ondas viajeras solitarias de (1.7).

Teorema 1.2.7. Existen soluciones para ondas viajeras solitarias (que decaen a uw — ¢ + s)
y periddicas de la ecuacion de Camassa—Holm (1.1) para cada c, k y K que satisfacen (1.16)

2 1
—ZB’< A< —-B2
3 2

con las constantes A y B definidas anteriormente. Ademds, soluciones para ondas viajeras

periddicas también existen para
1
—532 < A<O. (1.19)

Demostracion. Debido al resultado de la Proposicién 1.2.4, solo existen curvas de ni-
vel 1.10 acotadas para —2B? < A < 0 como consecuencia de la existencia de un
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VE‘

Figura 1.4: Esquema sobre la prueba del Lema 1.2.5 sobre la existencia de la conexién
homoclinica.

centro como punto de equilibrio. Existirdn, entorno al centro, érbitas cerradas co-
rrespondientes a curvas periddicas de (1.5), para los valores de ¢,  y K que cumplen

la condicién anterior.

Por otro lado, como consecuencia del Lema 1.2.5, en la subregion —3B* < A <

—%BQ existe una conexién homoclinica basada en el punto de silla (s,0) del siste-
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ma Hamiltoniano (1.9). Esta conexién homoclinica se corresponde con una solucién
de la ecuacién de Camassa—Holm (1.1), siendo una onda que viaja una velocidad
constante ¢, con un tinico extremo relativo coincidente con el punto (wy, 0) de la cur-

va homoclinica de la prueba del Lema 1.2.5, y que w 20 (o equivalentemente,

u =% ot s) de forma exponencial, a cada lado del extremo relativo, por el Teorema
de Hartman—Grobman A.3.7 cuya tasa de decaimiento viene dada por el correspon-

diente autovalor de la matriz Jacobiana asociada al punto de silla. O

En la Figura 1.5 se representan las curvas de nivel de la funcién Hamiltonia-
na (1.12) para las diferentes condiciones de la Figura 1.4 representando los resulta-
dos del Teorema 1.2.7.

0.0054
0.0013

-0.0143 ~0.0135

-0.0299 -0.0324

-0.0455

A

-0.0513
- 11
0.06 -0.0702
-0.0767
-0.0891
-0.0923
-0.1080
-0.1079

-0.1269

-0.0075

-0.0255

-0.0435

-0.0615

-0.0795

-0.0975

-0.1155

-0.1335

Figura 1.5: Curvas de nivel correspondiente a ejemplos para las diferentes situacio-
nes representadas en la Figura 1.4. Se han escogido constantes K, ¢, x € R tales que
@A=—-014yB=1/2,(b)A=—-1/8yB=1/2,(c) A= —01y B = 1/2. En
todas las representaciones, la linea negra gruesa y discontinua representa la recta
w = 0, mientras que en (a) la linea negra gruesa y continua representa la curva de
nivel asociada a la conexién homoclinica. Podemos observar que en (a) se cumple la
condicién (1.16), mientras que (b) y (c) no. Pero, (b) y (c) si cumplen (1.19) y por eso
observamos curvas de nivel cerradas.
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1.2.1. Soluciones débiles

A lo largo de la seccién anterior se ha tenido en cuenta que w = 0 (equivalen-
temente u = c (1.6)), es un punto singular de la segunda derivada (véase (1.11))
y hemos tratado de evitar que las soluciones crucen dicho punto. Es decir, hemos
buscado soluciones w € C*(R \ {0}).

Sin embargo, uno puede tratar de relajar la condicién de que la segunda deriva-
da sea continua en todo punto y buscar soluciones incorporando el punto singular
mencionado. Para ello, usaremos el concepto de funciones test y derivadas débiles
que pueden verse en el Apéndice B.

Deshaciendo el cambio (1.6), es directo reescribir (1.7) como

d2

@ ((u — c)2> + F'(u) — ! ((iu) =0, (1.20)

2
tal que la singularidad en v = ¢ de la segunda derivada se hace explicita.

Entonces, diremos que u € H.(R) es soluciéon débil para ondas viajeras de la
ecuacion de Camassa—Holm (1.1) si cumple (1.20) en el sentido de las distribuciones.

Es decir, para cada funcién test ¢ € C;°(R) se debe cumplir que

(w0 pdc+ [ Flapde -1 [ (L4 Cpac=o
/Rds / 2 Jp \ g

En términos de las derivadas débiles B.1.3, las soluciones débiles se corresponderan

con las soluciones de la ecuacién
1
D(u—c)* + F'(u) — ifzf =0, (1.21)
donde D7 denota la derivada débil segunda.

Definicién 1.2.8. Diremos que u € H} (R) es una solucioén débil (para mas detalle
ver el Apéndice B) para ondas viajeras de la ecuaciéon de Camassa—Holm (1.1), si

cumple (1.21).

Sea u una solucién débil de la ecuacion de Camassa—Holm, si u € H}. (R) es dos
veces diferenciable en todo punto excepto para u = ¢, satisfara (1.7) en todo punto
salvo para w = 0. Es decir, como u cumple (1.21), si es dos veces diferenciable en
todo punto excepto para u = ¢, por construcciéon cumple (1.20) en todo punto salvo

parau = c.

Proposicién 1.2.9. Existen soluciones débiles continuas de la ecuaciéon de Camassa—Holm (1.1)

para cada ¢, Ky K que satisfacen A = —3 B2,
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Demostracién. Cuando A = —1B? < 0, s = —B y la 6rbita homoclinica cumple la
ecuacion

w=v==x|lw—s|, y w==£l,

existiendo una discontinuidad para w en (0, £|s|), que coincide con el que seria el
extremo relativo de la onda viajera solitaria. En particular, vemos que esta solu-
cién sigue cumpliendo (1.7), siendo una solucién débil de la ecuacién de Camassa—
Holm (1.1) en virtud de la Definicion 1.2.8. O

Definicién 1.2.10. Aquellas soluciones débiles compatibles con el resultado de la
Proposicién 1.2.9 se llamardn solitones picudos (u ondas viajeras puntiagudas en térmi-

nos de soluciones de (1.7)) en lo que sigue.

1.2.2. Ondas solitarias que decaen a u = 0

. . . —+o0
En este caso, buscamos soluciones para ondas solitarias tales que u S2E 0.

Necesariamente, también sus derivadas deben anularse en estos limites, 2F0 )
y i £2%%% (). Este caso coincide con asumir que K = 0, que se deduce al imponer
los limites anteriores a la igualdad (1.5). Téngase en cuenta que si K = 0, entonces
A = —¢(2k + ¢/2) € R, mientras que B = ¢ + k € R mantiene su expresion.

A la vista de los resultados anteriores podremos enunciar los siguientes.

Corolario 1.2.11. Existen ondas viajeras solitarias que decaen a una altura nulasi0 < § <
c<25Yc> 2K

Demostracion. Es consecuencia directa de la condicién (1.16) para K = 0. O

Corolario 1.2.12. Existen ondas viajeras solitarias puntiagudas que decaen a una altura

nulasik =00 2c = K.

Demostracién. Es consecuencia directa de la condicion A = —B?/2 (véase la Propo-
sicién 1.2.9) para K = 0. O

Notese que con este andlisis, A. Geyer y A. Gasull [11] recuperan las condiciones
para encontrar solitones para c > 2k y solitones picudos para K = 0, obtenidas por
R. Camassa, D. D. Holm y J. M. Hyman en [3] y por A. Constantin y W. A. Strauss [7],

respectivamente.
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Capitulo 2

La ecuacion de Constantin—-Lannes

La ecuacién de Camassa—Holm (1.1) no es la tinica propuesta para explicar la
evolucion del perfil de una masa de agua con poca profundidad. En 2009, A. Cons-

tantin y D. Lannes propusieron la siguiente ecuaciéon en derivadas parciales [6]
Uy + Uy + 6ut, — 6utuy + 120Uy + Uy — Uger + 14UULee + 28Ugtiyy = 0, (2.1)

obtenida tras aproximar hasta el mismo orden que Camassa—Holm las ecuaciones
involucradas en la descripciéon de un fluido no viscoso, incompresible y homogéneo
en el limite de poca profundidad, pero utilizando diferentes estrategias en su desa-
rrollo. Recordemos del capitulo anterior que u describe el perfil de onda unidimen-
sional, siendo u € C*(R x R") una funcién de la posicién = € Ry del tiempo ¢ € R™.
Tal y como se discuti6 en el Capitulo 1, el perfil de onda u estd asociado con la altura

de la superficie libre del agua desde el suelo.

Ademas, la ecuacion de Constantin—-Lannes (2.1) esta bien definida localmen-
te [6], donde una discusién mds elaborada sobre este hecho puede encontrarse en [22].

En este capitulo nos vamos a centrar en estudiar el andlisis propuesto en los tra-
bajos [9,11,12], que consiste en una extension a la ecuacién de Constantin-Lannes
de la descripcién llevada a cabo en el Capitulo 1 para el estudio de ondas viajeras
solitarias, ondas viajeras periddicas e incluso algunas soluciones débiles en la ecua-
cién de Camassa-Holm. En el Capitulo 1 ya se introdujo el concepto de soluciones
para ondas viajes, y es que, en [11], se analizan éstas. Para recordar al lector el con-
cepto de ondas viajeras, estas son soluciones tales que el perfil de ondas se mueve
a velocidad constante en una direccién, ¢ € R, sin alterar su imagen. Por tanto, se

buscardn soluciones para el campo u, tras la transformacién propuesta en (1.2).

Entonces, la ecuacién en derivadas parciales originalmente propuesta por Cons-

tantin y Lannes (2.1), tras introducir el ansatz (1.2) y la notacién (1.4), se escribe como

(1 — e)i + 6ut — 6wt + 12u0 + (1 + ¢ + 14u) 4 + 28t = 0,
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o, equivalentemente,

jg ((14u + c+ 1) + 7i® + 3u* — 2u* + 3u” + (1 - cJu) = 0,

Tras una primera integracion, la ecuacién anterior se reescribe como
i(1du 4 ¢+ 1) + 70 + 3u* — 2u® + 3u® + (1 — c)u = E, (2.2)

donde E € R es una constante de integracion.

Por conveniencia, a lo largo del trabajo, al igual que se hace en [11], definiremos,
sin pérdida de generalidad, ¥ = —14K, con K € R. Hemos conseguido pasar de esta
forma, de una ecuacién en derivadas parciales, a una ecuacién diferencial ordinaria
de segundo orden no lineal.

Primero, se prob6 en [12] la existencia de soluciones de la ecuacién (2.2) para
ondas solitarias que decaen a cero en el infinito (caso K = 0), asi como su estabilidad
orbital en [9]. En este trabajo, se seguird el andlisis de [11], relajando la condicién de
[12], y buscando solitones a una altura s € R, similar al estudio llevado a cabo en el
Capitulo 1 para la ecuacién de Camassa—Holm. Para ello, se probard primero que la
ecuacion diferencial (2.2) va a poder escribirse como un sistema Hamiltoniano plano

(ver Apéndice A.3.7), lo que nos facilitara el estudio de las soluciones buscadas.

2.1. Formulaciéon Hamiltoniana

Veremos primero que, efectivamente, la EDO (2.2) es topolégicamente equiva-

lente a un sistema Hamiltoniano plano.

Proposicién 2.1.1. La ecuacion (2.2) es topolégicamente equivalente al sistema de ecuacio-

nes diferenciales ordinarias de primer orden,

?:*“_w“ 2.3)
L= —F'(u) — 307,

en cada componente conexa de R? \ {u = u}, preservando la orientacién en el semiplano
{u > w} y revirtiendo la orientacion en el otro semiplano {u < u}, tal que % =u-—7,
u € R una constante y F' € C>(R). Ademads, el sistema (2.3) es un sistema Hamiltoniano y

sus Orbitas se corresponden con las curvas de nivel

h:Fwy+;ﬂu—m, (2.4)

con h € R una constante.
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Demostracién. Se va a demostrar la proposiciéon por construccion. Es decir, construi-
remos el sistema (2.3) e iremos identificando los elementos necesarios.
Primero, introduciendo la nueva variable v = 1, es directo comprobar que el

sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden,

) —F'(u) — L2 (2.5)

—_— Y

Uu—u

[\

0=
es topoldgicamente equivalente a (2.2) y conserva la orientaciéon en todo el dominio
de u, con

1+c
14

1— 1.
F'(u) = K + S iuQ — U+ iu4. (2.6)

v= 14 1" 7 14

Asi pues, tras integrar la expresion para F’(u) se tiene que

1— 1 1 3
Cu? + —u® — —ut+ -’ + K,

Flu) = K
(u) = Ku+ —g 14° 7 28 70

con K € Runa constante arbitraria y, claramente, F' € C*°(R). Ademas, si definimos

dg _
dr —

en esta nueva variable como (2.3), siendo, a su vez, topolégicamente equivalente a

un cambio de variable £ — 7 tal que u—uen R\ {u—1u}, el sistema (2.5) se escribe
(2.5)y, por ende, con (2.2), en R\ {u—1u}, preservando la orientacién en el semiplano
{u > u} y revirtiéndola en {u < u}.

Veamos, a continuacién, que (2.3) es un sistema Hamiltoniano con 1 grado de
libertad, es decir, un sistema Hamiltoniano plano. Como, si el sistema es Hamilto-
niano, la dimensionalidad es clara, debemos encontrar una funcién Hamiltoniana
H(u,v) : R x R — R, tal que, al menos, H € C*(R\ {u —u}), y que &£© = —H, y

du
dr

deduce que (2.3) posee la siguiente funcién Hamiltoniana,

= H,. Por tanto, identificando las relaciones anteriores con el sistema (2.3), se

H(u,v) = F(u) + ;UQ(U — ),

que es por tanto constante a lo largo de las soluciones de (2.3), i.e., H(u,v) = h € R
para (u, v) una curva solucion del sistema (2.3), tal que dos curvas solucién distintas
vendrén definidas por diferentes valores de la constante i € R. Asi, se obtiene (2.4)

y concluimos. ]

En la Figura 2.1 podemos encontrar una representacion de las curvas de ni-
vel (2.4) que representan las soluciones del sistema Hamiltoniano plano (2.3) para
los valores K =0y c=2.

Usando (2.4), si (u,v) es una solucién del sistema anterior, uno puede expresar



26 Capitulo 2. La ecuacién de Constantin—Lannes
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Figura 2.1: Curvas de nivel (2.4) para K = 0, ¢ = 2. La recta negra gruesa y discon-
tinua representa la curva v = w.

las soluciones como funciones v(u) de la forma

2.7)

Asipues, las 6rbitas de las soluciones contienen las curvas conexas definidas por (2.7).

A partir de ahora, y sin pérdida de generalidad, consideraremos K; = 0. Es decir,

l—c, 1, 1, 3.
—u’ - — —u’. 2.
T + A%~ gt +70u (2.8)

F(u) = Ku+

2.2. Existencia de soluciones para ondas viajeras acota-

das

Gracias a la Proposicién 2.1.1 se ha conseguido reducir la discusiéon de la exis-
tencia de soluciones para ondas viajeras al anélisis de las curvas de nivel (2.4). Para
ello, estudiaremos los puntos criticos de (2.3) y su linealizacién entorno a dichos
puntos, cuyos autovalores nos daran (en general) informacién, a partir del Teore-

ma de Hartman-Grobman A.3.7, del comportamiento local de las trayectorias en
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entornos de los puntos criticos.
Lema 2.2.1. El polinomio F'(u) (véase en (2.6)) tiene a lo sumo dos raices reales distintas.

Demostracion. Debido a la signatura del término de mayor grado, 3M < N tal que
F'(u) > 0 para todo u € R con |u| > M. Ademads, tomando la primera derivada de
F,

1/1—
F”(u):7< 2C+3u—3u2—|—6u3>,

solo tiene una raiz real, pues, el discriminante del polinomio ctibico F”'(u) = 0 cum-
ple que

Dis(F"(u),u) = —2121(7)1(46 —34c+9c%) < 0, Ve € R.
Podemos, ademas, concluir que v* tal que ' (u*) = 0, es un minimo de F’, pues
F"(u) = 2(1 —3u+ 6u?) > 0Vu € R, y en particular F””(u*) > 0. Ademas, u* es la
Unica raiz real de F”, cuya expresion depende de forma continua del valor de c de

la forma

1 5 1/3

ut == 1—+gc>, g(c) = (=17 + 9¢ + 3v/46 — 34c + 9¢2 , (2.9)
(1757 +90) 0= )

talque u* > 0 < ¢ > 1y queu* =0 < ¢ = 1. Asi pues, llegamos a que si F'(u*) < 0,

entonces el polinomio F” tiene dos raices reales distintas, si " (u*) = 0 tiene una raiz

doble en u*, y si F”(u*) < 0, no tiene raices reales. N

Proposicién 2.2.2. El sistema (2.3) tiene a lo sumo dos puntos criticos. Ademds, si existe
algtin punto critico (ug,vo), necesariamente vy = 0 y los valores posibles de ug coinciden
con las raices de F' diferentes a 1.

Demostracion. Los puntos criticos de (2.3) se corresponden con los puntos (ug, vg) €
R?*\ {u = u} tales que hacen H, (ug, vo) = H,(uo,v9) = 0. Necesariamente, vy = 0 para
cualquier punto fijo, pues es la tnica condicién que se cumple para H,(up,vg) = 0
en R\ {u}. Por tanto, la otra coordenada del punto critico viene determinada por la
condicién F'(ug) = 0. Es decir, el nimero de puntos criticos coincide con el nimero
de raices del polinomio F’ (véase en (2.6)). Por tanto, por el Lema 2.2.1, sabemos que

F' tiene a lo sumo dos raices, y concluimos. O

Proposicién 2.2.3. Elsistema (2.3) solo posee soluciones acotadas cuando tiene algiin punto
de equilibrio. Ademds, existen soluciones acotadas diferentes a los propios puntos de equili-
brio cuando el sistema presenta dos. Finalmente, en este iiltimo caso, existe una curva ho-

moclinica cuando ambos puntos de equilibrio pertenecen a la misma componentes conexa de
R\ {u =u}.

Demostracion. Para probar el resultado, necesitamos estudiar la naturaleza de los

puntos de equilibrio. Como el sistema (2.3) es un sistema Hamiltoniano plano, cada
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punto critico no degenerado del mismo es o bien un punto de silla o bien un centro

(véase el Teorema A.3.32). Debido a la Proposicion 2.2.2, reducimos el estudio de las

soluciones en tres casos: si el sistema (2.3) (i) no tuviera puntos criticos, (ii) tuviera

solo uno y degenerado, o (iii) tuviera dos diferentes aislados. Es evidente que la

determinacién de soluciones acotadas en estos casos depende de la existencia de

curvas de nivel cerradas que cumplan (2.4).

(i)

(iii)

En este caso, las trayectorias posibles no pueden ser acotadas. Como las tra-
yectorias solucion del sistema se corresponden con las curvas de nivel de la
funcién Hamiltoniana correspondiente dadas por (2.4), que como no hay pun-
tos de equilibrio, por el Teorema de Poincaré-Bendixon A.3.27, estas deben ser
curvas cerradas (6rbitas periddicas). Pero, eso indicaria que estas curvas en-
cierran un punto de equilibrio (ver el Teorema A.3.28), lo que contradice la

hipétesis inicial.

Si el sistema (2.3) tiene un punto de equilibrio degenerado, no podemos hacer
uso del Teorema A.3.32 para determinar su naturaleza. Sin embargo, en este
caso, I es una funcién monétona creciente, con un cero que coincide con u*,
cuya expresion viene dada por (2.9), calculada en la prueba del Lema 2.2.1. Es
decir, u* es un punto de inflexién. Ademas, F(u) < 0 Vu < u*, y F(u) > 0
Vu > u*. De nuevo, como las trayectorias solucién son las curvas de nivel 2.4,
debemos buscar soluciones cerradas, que ademéds sabemos que deben encerrar
al punto de equilibrio, (u*,0). Asi, dado un h € Ry fijado v = 0, la ecuacién
h = F(uy) tiene a lo sumo una posible solucién uy € R\ {u} por ser monétona
creciente y no existen curvas de nivel cerradas. Por tanto, en este caso, las

soluciones distintas al propio punto de equilibrio tampoco son acotadas.

En caso de que el sistema (2.3) presentara dos puntos criticos, éstos serian no
degenerados, y por tanto, cada uno un punto de silla o un centro. Para deter-
minar con qué tipo de punto fijo se corresponderia, basta con observar el deter-
minante de la matriz Jacobiana asociada al sistema no lineal (2.3). En concreto,

la matriz Jacobiana, en un punto (ug, v) € R? \ {u = u}, es

Vo Ug — U

—F//(’LLO) —7p

J(UO, ’Uo) =

Luego para un punto critico (uo, 0), el determinante vendria dado por
det J(ug,0) = F"(ug)(uo — ). (2.10)

Como ug # U, entonces (2.10) no se anula para ningtn punto critico. Ademas,
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e sidet.J(up,0) > 0, el punto critico se corresponderia con un centro.

e Sidet J(up,0) < 0, el punto critico seria un punto de silla.

Asimismo, el signo del monomio u — % es constante en cada componente cone-
xa de R?\ {u = u}, por lo que la clasificacién del punto fijo se reduce a estudiar
el signo de F"(u).

Sean (u1,0) y (ug,0) los dos puntos criticos, con u; < uy. A partir de la demos-
tracién del Lema 2.2.1, podemos deducir que u; < u* < uy y que F"(u;) <
F"(u*) = 0 < F"(uz). Es por ello que, si ambos pertenecen a la misma compo-
nente conexa de R? \ {u = u}, necesariamente uno es un punto de silla y otro
un centro. Por otro lado, u; y us se corresponden con un méximo y un minimo
relativo de F'(u), respectivamente. Entonces, existe una conexién homoclinica
para h = hg enla curva definida por (2.7), tal que pasa por el punto dessilla, i.e.,
F(uy) = hs, que renombraremos, en ese caso, u; = s. Ademads, Im € R\ {u}
con (m,0) en la misma componente conexa de R? \ {u = u} que (s,0) tal que
F(m) = hs, es decir, la curva homoclinica corta al punto (m, 0). Por tanto, s es
solucién de

F’(y) <0 cuandoy > 71

F(y)=hs NF'(y) =0 A (2.11)

F"(y) >0 cuandoy <@

En este caso, las tinicas soluciones acotadas se corresponden con aquellas tra-
yectorias del espacio de fases que siguen la curva homoclinica, y las curvas
cerradas entorno al centro (us,0) encerradas por la curva homoclinica. Final-
mente, la trayectoria que pasa por el punto (uy, 0) se corresponde con una so-
lucién constante, u = us.

Por otro lado, (uz,0) es un centro si y solo si es solucién de

F"(y) >0 cuandoy >

Fly)=0A (2.12)

F"(y) <0 cuandoy <@ .

Finalmente, en el caso de que cada punto critico esté en una componente cone-
xa, i.e., u; < W < uy, ambos puntos criticos se corresponderian con un centro.
Efectivamente, se tendria que det .J(u;,0) > 0y que det J(u2,0) > 0, es decir,
serian solucién de (2.12), existiendo curvas cerradas que encierran a los cen-
tros. Este caso es un poco particular, aparecerdn dos curvas heteroclinicas tal y

como veremos mds adelante.
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A partir de ahora, se intentaran buscar soluciones del sistema (2.3) de tipo so-
litén, que se definen del mismo modo que se hizo en la Definicién 1.2.6 del capitulo
anterior.

Definicién 2.2.4. Denominaremos solitones del sistema Hamiltoniano (2.3) a aquellas
soluciones distintas a los puntos de equilibrio del sistema que son acotadas y no
periddicas.

Veremos, a continuacién, que al igual que ocurria en el sistema asociado a la
ecuacion de Camassa—Holm, existirdn solitones para sistema (2.3) e irdn asociados a

la existencia de la conexién homoclinica.

2.2.1. Introducciéon del nivel del perfil de onda del solitéon como

constante del problema

La intencién de esta seccion es el estudio de soluciones para ondas viajeras aco-
tadas. En concreto, nuestro interés principal es probar la existencia de solitones solu-
ciones de la ecuacién de Constantin—-Lannes, es decir, soluciones para ondas viajeras
acotadas solitarias, no periddicas.

Ademas, se intentard generalizar la busqueda de solitones que representardn on-
das solitarias en la superficie del agua a una altura s € R con respecto a la superficie
libre plana del fluido, véase la Figura 2.2.

U A

Y S
rd

§

Figura 2.2: Gréfica de un solitén con un nivel s sobre la superficie libre plana del
fluido.

Como consecuencia del estudio anterior para la ecuaciéon de Camassa—Holm, sa-
bemos que s estara asociado a un punto de silla (del sistema (2.7) para la ecuacién de
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Constantin-Lannes), (s,0), y a la existencia de una conexiéon homoclinica en dicho
punto critico. Sabemos que este caso, hasta ahora, es posible en virtud de la Propo-
sicién 2.2.2. Siguiendo el apartado (iii) de la prueba de la Proposicién 2.2.3, ademas,
sabemos que s € R\ {u} debe ser solucién de (2.11).

Definicién 2.2.5. Definiremos el nivel de un solitén sobre la superficie libre del flui-

do como aquella constante s tal que cumple F”(s) = 0.

Esta constante s sustituye a K en (2.3) (y (2.2)) mediante el cambio de pardmetro

biyectivo:

¢: R? — R?
(¢, 5) = (¢, K) = (¢, (¢, 5)),

tal que
1
olc,s) = ﬂ55(—353 + 252 =35 +c—1), (2.13)

limitado a la region de R en la que s cumpla

F'(s) <0 sis>u . (2.14)
F'(s)>0 sis<u

Es importante notar que la condicién (2.14) es necesaria para que la transforma-
cion definida por (2.13) sea biyectiva en R?. Si no se introdujera, habria regiones de
pardmetros donde podria definir simultdneamente dos valores para la constante, s,
y s2, donde uno se corresponderia con el punto de silla, y el otro con el centro (véase
el apartado (iii) de la prueba de la Proposicién 2.2.3).

A partir de ahora, tras el cambio de constantes propuesto por la Definicién 2.2.5,
la funcién F' se reescribe

1— 2 3 1 4 5
F(u) = 14C <l; —su) +134 <l; —32u> —= (Z —s3u> +134 <l; —S4U>~ (2.15)

Nota 2.2.6. Mediante el cambio de variables introducido en (2.13), hemos transfor-

mado el estudio de las raices reales del polinomio F”(u) de ser dependiente del par
de constantes (¢, K) a (c, s). Ademds, debemos tener en cuenta que el punto de silla
(s,0) del sistema plano (2.3) aparecera si (véase el comentario (iii) de la prueba de la

Proposicién 2.2.3):
(i) F tiene dos extremos distintos, y

(ii) ambos extremos estan a un mismo lado de la recta invariante u = u. Es decir,

en la misma componente conexa de R? \ {u = u}.
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Para poder asegurar ambas condiciones, debemos estudiar las raices reales de F”(u).

Por el Lema 2.2.1 sabemos que, como mucho, tiene dos raices reales distintas.

2.2.2. Raices del polinomio F’(u)

El polinomio F’(u) = 0 dado por la ecuacién (2.6) es de cuarto grado que, por
el Lema 2.2.1, tiene, como mucho, dos raices reales distintas. Para poder restringir
la region de pardmetros en la que esto ocurre y asi asegurar la condicién (i) de la

Nota 2.2.6, estudiaremos el signo de su discriminante.

Proposicion 2.2.7. El discriminante del polinomio F'(u) viene dado por

1

DiS(F/(U>, U) = —m

F"(s)*M(c, s), (2.16)
con M (c, s) un polinomio definido por

M (e, s) =243¢* + (—900s — 778 + 5405 — 1080s%)c
+ 823 + 12845 + 480s? + 4805 4 27005 — 12965° + 12965°. (2.17)

Demostracién. Para obtener (2.16) con M dado por (2.17), basta aplicar la Defini-
cién C.1.5 al polinomio F”(u) definido en (2.6), que tras el cambio introducido en la
Definicién 2.2.5, se puede reescribir como

l-c 3, 1, 3,

F'(u) = 7 (u—s)+ﬁ(u —32)—?(u —33)+ﬂ(u —s%). (2.18)

]

Corolario 2.2.8. Definido el polinomio de cuarto grado F'(u) en (2.6), y dados ¢, s € R, se
tiene que Dis(F'(u),u) = 0 < F"(s) = 06 M(c,s) = 0. Ademds, si dado un par (c, s)
tales que F"(s), M(c, s) # 0, entonces sgn(Dis(F'(u),u)) = —sgn(M(c, s)).

Demostracién. Se obtiene directamente de la Proposiciéon 2.2.7. O

Notemos que al introducir s bajo el cambio de pardmetro biyectivo expuesto en la
Definicion 2.2.5, F'(s) # 0 en la region de definicién. Es por tanto que, a consecuen-
cia del Corolario 2.2.8, los ceros de M (c, s) coinciden con los ceros de Dis(F"(u), u).
Ademéds, M(c, s) = M,(c) define una familia de polinomios en R]c| cuyos coeficien-
tes dependen de forma continua en s. Para estudiar el nimero de raices de este

polinomio se hard uso del Lema C.2.3.

Proposicion 2.2.9. El polinomio M (c, s) = Ms(c) € R[c] definido en (2.17) no tiene raices
reales.
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Demostracion. Usando (C.1) para (2.17) se concluye que
Dis(M,(c),c) = —16(18s% — 65 + 23)°.

Se puede ver facilmente que 18s? —6s+23 > 0, para cualquier valor s € R. Por tanto,
Dis(M;(c),c) < 0Vs € R. Ademas, el coeficiente de mayor grado de M,(c) es 243y,
por tanto, siempre es positivo Vs € R. Finalmente, por ejemplo, para s = 0, se tiene
que

My(c) = 243c¢* — 778¢ + 823 > 0.

Aplicando el Lema C.2.3 se concluye. O

Hasta ahora se ha probado que, efectivamente, se cumple el punto (i) de la No-
ta 2.2.6 para cualquier valor de s en su dominio de definicién. Finalmente, para
probar el punto (ii) se necesitan estudiar las raices de F”(%) con el objetivo de identi-
ficar las regiones de valores de los pares (c, s) para los cuales los diferentes extremos

de F' (ya probada, en (i), su existencia) estan en la misma componente conexa de
R*\ {u =u}.

Proposicién 2.2.10. EI polinomio F'(w) puede reescribirse como,

1
38416

F'(a) (s —WN(c, s),

tal que

N(c,s) = 3¢+ (—425+37)c* +(—4765+5885%+3397)c+ 60765 — 82325 — 86665 —2125.
(2.19)

Demostracion. Por la definiciéon de s y atendiendo a (2.18) se concluye que s es una
raiz de F'(w). Por tanto, usando el algoritmo de la divisién de polinomios conclui-

mos. O]

Proposicién 2.2.11. Para cada s € R existe solo un ¢, € R tal que es raiz del polinomio de
tercer grado N (c, s) = Ny(c) € R¢], i.e., Ny(co). Ademads, co(s) viene dada por

(2.20a)

1 18s% — 6 149
co($) =5 {425—37+14 [go(s) _ G ]},

go(s)
1/3
dols) = {694 — 3425 — 13557 4 2705° + 9\/3P0(s)} ,

Py(s) =15595 — 35985 + 47105% + 1524s® — 81s* — 3245° + 32455 > 0. (2.20b)
Demostracion. Calculando el discriminante de N;(c), se obtiene que

Dis(Ns(c),c) = — 30118144 Py (s),
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tal que Fy(s) viene dado por (2.20b) y Py(s) > 0 Vs € R, que se puede comprobar
sabiendo que Dis(F(s),s) = a < 0, con « una constante negativa, y mediante el
método de Sturm descrito en la Secciéon C.3. Por tanto, Dis(Ns(c),c) < 0 Vs € R.
Ademés, para s = 1 obtenemos que

Ni(c) = (3¢ — 11)(c* 4 2¢ + 1177),

tal que solo posee una raiz real simple. Asi pues, como a la vista de (2.19) el coeficien-
te que acompafia al término de mayor grado es una constante no nula, concluimos

que solo tiene una raiz real simple en virtud del Lema C.2.3.
Sustituyendo ¢(s) dado por (2.20a) en la expresién del polinomio N, en (2.19),
concluimos que efectivamente cumple que N (cy(s), s) = 0y es la expresiéon buscada.
O

Como consecuencia del desarrollo tedrico y resultados derivados hasta el mo-

mento, se definiran tres curvas
Ag:=N(c,8) =0, A =F"(s)=0, Ay=s=n1, (2.21)

tales que determinardn diferentes regiones del espacio de pardmetros definido por
los puntos del tipo (c, s), donde se identificaran las regiones en las que aparecen
soluciones tipo solitén y sus diferentes propiedades.

Primero, veamos que estas tres curvas se cruzan en un punto comun.

Proposicion 2.2.12. Las curvas Ay, A1 y Ay se cruzan en un tinico punto (c*, s*), donde
s* es la tinica raiz real del polinomio

Pi(s) = 125® — 65% + 205 + 2, (2.22)
y c* es la tinica raiz real de
P;(c) = 3¢® + 30c* + 1031¢ — 368. (2.23)
Demostracién. Primero, notemos que podemos escribir el polinomio F”(u) como
F'(u) = 114 (12u3 — 6u® + 6u + 147 + 2) .

Por la condicién de la recta A,, tenemos que s = w. Por tanto, sea s* el valor de s

para el cual las curvas A; y A, se cruzan. Entonces, como

1
— P/ (u) =0,

F/I 77) —
@ =1
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con P} dado por (2.22), se debe cumplir necesariamente que, aplicando la condicién
de la recta A,

1
F'(u) = F"(s") = ﬁpf(5*> =0.

Llegando a que, efectivamente, s* es la tnica raiz real de P}, pues Dis(P*(z),z) =
—(1+

—435264 < 0y basta aplicar la Proposiciéon C.1.6. Ademds, usando que @
c)/14, se tiene que
FY(m) = F'(c) = = Pi(e),
con P; dado por (2.23). Entonces, imponiendo las condiciones de las curvas A; y A,
se obtiene que ¢* es la tinica raiz real de P;, pues Dis(P(x), x) = —12802093584 < 0.
Finalmente, basta ver que (c*, s*) es un punto de la curva Ay, es decir, N(c*, s*) =

0. Para ello, se usa que

o (B
res (Ny(c), Py (c)) = 322828856

y se concluye gracias a la Proposiciéon C.1.4. O

Nota 2.2.13. A la vista de la Proposicién 2.2.12, en el espacio de pardmetros forma-
dos por los puntos (c, s) se definirdn seis regiones distintas que se pueden clasificar
seguin la Tabla 2.1 y que vienen representadas en la Figura 2.3.

Tabla 2.1: Regiones del espacio de parametros formado por los pares (¢,s) € R?
separadas por las curvas A4;, ¢ =1, 2.

s> ‘ s<u
Ri: F"(s) <0y N(c,s) >0 | Ryt F"(s) >0y N(e,s) <0
Ry F"(s) >0y N(¢,s) >0 | Rs: F"(s) <0y N(e,s) <0
Rs: F"(s) >0y N(c,s) <0 | Rg: F"(s) <0y N(e,s) >0

Discutamos, a continuacién, lo que ocurre en cada regién del espacio de parame-
tros. Lo primero que debemos notar es que hay una correspondencia entre las regio-
nes R,y Ry; R2y Rs;y Rs y Rg en la que al diferenciarse por las desigualdades s < @
y s > @ solo diferenciard la orientacién de la curva con respecto al nivel s. Es por
ello, que bastard con comentar las regiones a un lado u otro de la curva A,. Por lo

que se describird lo que sucede en las regiones asociadas a s > .

» R;:paracada (¢, s) € R; se tiene que F' tiene dos extremos distintos ambos a
la derecha de uw pues F'(@) > 0 (una representaciéon cualitativa de F'(u) puede
verse en la Figura 2.4). Por tanto, se garantiza la existencia de la curva ho-
moclinica que pasa por el punto de silla (s,0) del espacio de fases. Ademas, F
tiene un maximo local en s pues F”(s) < 0. Por tanto, dicha curva homoclinica
da lugar a la existencia de un solitén de elevacién que viaja a una velocidad c

y que decae al nivel s.
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-15 -10 -5 0 5 10 15

Figura 2.3: Representacion de las diferentes regiones R; coni =1, ..., 6 en el espacio
de pardmetros formado por los puntos (c, s) definidas en la Tabla 2.1.

F (w)>0

Figura 2.4: Esquema del comportamiento de la funcién F' para valores representati-
vos de u = 7.

= Ry: para cada (¢, s) € R, se viola la condicién para F”(s) expuesta en la Defi-

nicion 2.2.5 que garantiza la existencia de s.

= R3: para cada (¢,s) € Rj se obtiene que F' tiene dos extremos, uno a cada
lado de @, negando asi la existencia de la curva homoclinica. En esta region,
al igual que es Ry se encontrardn Orbitas periddicas, tal y como se comentara

maés adelante.

Es evidente, que V(c,s) € R (al igual que V(c,s) € R») se viola la condicién para
F"(s) en la Definicién 2.2.5. Ademas, para cada (c, s) € R4, por los mismos motivos
que en la regién R, del espacio de parametros, se garantiza la existencia de la curva
homoclinica. Sin embargo, como F"(s) > 0, F' tendrd un minimo local en sy, por
ende, los pares de pardmetros contenidos en esta region garantizan la existencia de

un solitén de depresién que viaja a una velocidad ¢, que presenta un minimo, y que
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crece al nivel s. Concretamente, cuando (¢, s) € Ry U Ry, la ecuacion vg(u) = 0 tiene
dos soluciones. Por definicién, una es u = s, que se corresponde con aquella que
resuelve el problema (2.11). Sin embargo, la otra solucién en ©v = m es aquella que
cumple vs(m) = 0, pero no (2.11). Cuando la solucién u(&) correspondiente al solitén
alcanza este punto, estd alcanzando la cresta del solitén si (¢, s) € Ry, o la depresién
si(c, s) € Ry. Ademds, la simetria con respecto a su cresta/depresion es clara debido
a la ecuacién de las trayectorias (2.7).

En la Proposiciéon 2.2.14 se resume el resultado comentado en esta Nota.

Proposicién 2.2.14. Existen solitones soluciones de la ecuacion de Constantin—Lannes
(2.1) que se propagan a una velocidad ¢ € R y decaen a un nivel de agua constante s € R
en el infinito si y solo si (c,s) € A = Ry U Ry, que es la region del espacio de pardmetros
encerrada por las curvas Ay y As. Ademds, los pares (c,s) € Ry conllevan a solitones de
elevacion y (c, s) € R4 a solitones de depresion.

Noétese que el conjunto A definido en la Proposicién 2.2.14 es un conjunto abierto
deR%ie, A=A, pues es la unién de dos conjuntos abiertos disjuntos R, y R, defi-
nidos en la Tabla 2.1. Para completar la descripciéon de la Nota 2.2.13 sobre las dife-
rentes regiones R; del espacio de parametros, es interesante preguntarse qué ocurre

en la frontera de A, 0 A. Se tratard de responder a esta cuestién en la Seccién 2.3.

2.3. Soluciones débiles de la ecuacion de Constantin-

Lannes

A la vista del sistema (2.3), la recta v = u es una singularidad de la segunda
derivada. Es por ello que es interesante buscar soluciones débiles de la ecuacion de
Constantin-Lannes que impliquen a esta discontinuidad del sistema.

Uno puede reformular (2.2) de la siguiente forma

142
28 d¢2

d 2
((1+c+14u)?) - 7 (c@ +3ut — 208 + 30 + (1 — c)u+ 14K = 0,
donde la singularidad en u = % en la segunda derivada se hace explicita.

Entonces, diremos que u € H} (R) es solucién débil de (2.2) si cumple (1.20) en
el sentido de las distribuciones. Es decir, para cada funcién test ¢ € C;°(R) se debe

cumplir que

218/R;; (14 ¢+ 14u)*) dg

2
:_/ 14K—7<du> +3ut — 20 + 3u? 4 (1 — c)u | pd&.
R dg
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Introduciendo el concepto de derivada débil B.1.3, las soluciones débiles de (2.2) se
corresponderdn con las soluciones de la ecuacién

du

dg

2
53 ) +3ut —2u® +3u* + (1 —c)u+ 14K =0, (2.24)

iD‘g’ ((1+c+14u)?) =7 <

donde D7 denota la derivada débil segunda.

Definicién 2.3.1. Diremos que u € H. .(R) es una solucién débil para ondas viajeras

de la ecuacion de Constantin—Lannes (2.1) si u satisface (2.24).

2.3.1. Solitones débiles de soporte compacto

Mientras que se ha demostrado la existencia de solitones tal que su perfil de on-
das, u(¢) es de clase C*(R) en el conjunto abierto .4, veamos qué ocurre en la frontera
de éste, 0.A = A, U A,. Por la definicién de la curva A; en 2.21 y las condiciones an-
te las cuales aparece un punto de silla (véase la Nota 2.2.6), los puntos del espacio
de pardmetros perteneciente a la curva A; no se corresponden con trayectorias en
la conexién homoclinica. Por tanto, estos tiltimos no hacen referencia a una solu-
cién de onda viajera solitaria o solitén. Sin embargo, veremos que los puntos de
Ay \ {(c*, s*)} si haran referencia a soluciones de tipo solitén en el sentido débil.

En A,, definida por la curva s = % en el espacio de pardmetros, se tiene que,

hs = F(u)y F'(u) = 0. Asi pues, la ecuacion de las trayectorias para h se simplifica

a
Fu) —F
v = i\/z(“)“” — 2w — W), (2.25)
u—u
siendo
~ 1"(— 2 3) (= — 2 (4) (— —\2 2 (5) ( —\3
Pe(u) = — F"(u) — ot (@)(u —7) — ut (@)(u — )" — ot (@)(u — )
3¢ +30c” +1031c — 368 3¢” 4 20¢ + 115<u R 3c + 1o(u _ap
N 9604 686 08
3
(u—w)?, (2.26)
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un polinomio de tercer grado en u. Definiremos la existencia de estas curvas ho-

moclinicas determinadas por (2.25) mediante la finitud de la siguiente cantidad.

Definicién 2.3.2. Definiremos el tiempo de recorrido desde u, hasta u por la curva

homoclinica determinada por 2.25, como la siguiente integral

(2.27)

“ dr
T(u,ug) == —F—,
( ) /“0 V (T - ﬂ)ﬁC(r)

parac e R\ {c'}.
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La definicién anterior viene realmente justificada por la parametrizacién de las
soluciones u. Consideremos u(7") y su inversa 7'(u) (estamos utilizando indistinta-
mente ¢ y T'). Entonces, por el teorema de la funcién inversa u(7'(v))1"(u) = 1. Usan-
do que u = v (véase 2.3), entonces, 7" (u) = 1/v(u). Integrando e introduciendo (2.25)
se obtiene (2.27).

Definicién 2.3.3. Se dird que un solitén débil de soporte compacto existe si el tiempo
de recorrido desde su cresta/depresion hasta @ es finito.

Lema 2.3.4. El polinomio p,. no tiene como raizaten c € R\ {c*}.

Demostracién. Siu fuera una raiz de p,, entonces, a la vista de (2.26), F"(u) = 0, pero
eso solo es posible si ¢ = c*. O

Lema 2.3.5. EI polinomio p, solo tiene una raiz real simple Ve € R\ {c*}.

Demostracién. Seac =1 # c*. En ese caso, p; tiene solo una raiz real pues Dis(p; (u), u)
—22986987/28247524900 < 0. Ademas,

Dis(pe(u), u) =a(139107266 — 175747044¢ + 81009604c* + 1435038¢* + 167409¢*
+1620c¢° +81c°) <0, a<0, VeceR,

que puede demostrarse, por ejemplo, utilizando el método de Sturm (Seccién C.3)

para ver que el polinomio anterior no tiene raices reales. O

Definicién 2.3.6. Denominaremos integral eliptica a la funcién real de variable real

definida como sigue

Ip:R—R

x— Ip(x) = / R(r,\/P(r))dr,
Zo
donde z; € R es una constante, R es una funcién racional de dos argumentos y

P(z) € R[z| es un polinomio de tercer o cuarto grado sin raices repetidas.

Para una discusion sobre finitud y puntos singulares de las integrales elipticas se
hace referencia a [34]. La finitud de la integral estara garantizada a lo largo de este

trabajo.

Proposicion 2.3.7. El tiempo T = T(u(§),u) — T(u(&), m) recorrido en la curva ho-
moclinica definida por la trayectoria (2.25) de wa m es finito, siendo m la solucién no trivial
de F(u) = F(m).
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Demostracion. Sea u(§) una solucion de u(€) = /(v —u)p.(u) para c € R\ {c¢*}. Por

tanto, si up = u(&p) es una condicién inicial, tenemos que

T(u(€), u(&)) /W /J—Vpczclf £ < oo

Por tanto,
_ m dr
T=Tw),u) —T(u m):/ = < 00
u \/ (’LL - U)pc(u)
donde la finitud del tiempo 7'(u, ) esta garantizado (véase [34]). ]

Corolario 2.3.8. Los solitones débiles de soporte compacto definidos por las trayectorias (2.25)

existen.

Sea T el tiempo definido en la Proposicién 2.3.7. Los solitones débiles anteriores
estan definidos en ¢ € (-7, T') por simetria del mismo. Podemos extender de forma
continua estas soluciones a la recta v = @ para £ € R\ (—7,7). Ademas, esto es
posible pues u = u es una solucién constante de la ecuacién de Constantin—Lannes

para el ansatz de ondas viajeras (2.2) cuando s = %. Ademas, esta solucion, ug,

g (€) = { u(§) paraé e (-1.7), (2.28)
u para¢ € R\ (-7,7),

cumple que ux € C'(R) pues, Flimg o7 ur(§) = U < oo y veamos que también
Jlime 11 uk(§) = 0 < oco. Escogiendo ¢ € (—T7,7"), como u = v,

(2:25)

i =w(u) ="+ (u—w)p(u).

Asi, usando que lim;_, .7 ux(§) = u, tomando limites en la expresién anterior con-
cluimos que, efectivamente,

HglilfT“K(g) =0.

Por otro lado, escogiendo ¢ € (—71.7),

ii= g = 3200 2 5 0.0) + (= wpla).

Teniendo en cuenta que

1 1

ggffT 3 (Pe(w) + (u —@)p,(u)) = —§F"(ﬂ) # 0,

podemos concluir que 3 lim,_, .7 iix (€), pues no serfa tnico. Asf, ux ¢ C*(R).
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Para una visualizacién grafica del comportamiento de estas soluciones, se puede
observar la Figura 2.5.

ur(§)

MRS

(s, O)W (m,0)

Figura 2.5: Representacion del comportamiento de los solitones débiles (s = @) y su
extension continua de clase 1, ux, dada por (2.28), de la ecuacién de Constantin—
Lannes.

2.3.2. Soluciones periddicas picudas

Recordemos que en la prueba de la Proposicion 2.2.3 se discutié el caso en el
que el sistema Hamiltoniano (2.3) contempla la existencia de dos puntos criticos
distintos, pero que estos, a su vez, estin en componentes conexas distintas de R? \
{u = u}. Por ende, bajo estas circunstancias, los puntos criticos se identificaron como
centros de dicho sistema y se neg? la existencia de una curva homoclinica. La regién
de pardmetros (¢, s) en la que se da esta circunstancia ocurre en las regiones R3 y R

a la vista de sus definiciones en la Tabla 2.1.

Proposicion 2.3.9. Para cada (c,s) € Rs U Rg el sistema (2.3) tiene dos centros (uy,0)
Y (u2,0) € R*\ {u = u}. Ademds, para estas regiones, existen trayectorias periddicas
(cerradas) que cumplen (2.7) para valores de h = h, € (hy,hs2), con h; = F(u;) para
i = 1,2, tal que h, # F(u).

Demostracién. La primera parte de la proposicién ha sido demostrada en la Proposi-
cién 2.2.3 y la Nota 2.2.13. Es decir, como en esas regiones aparecen dos extremos en
cada una de las componentes conexas de R? \ {u = u}, estos son cada uno de ellos
un centro.

Para la segunda parte, tengamos en cuenta que (c, s) € R3 U Rg, y supongamos,
sin pérdida de generalidad que u; < @ < uy. Por definiciéon de los centros (véase la
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condicién en (2.12)), sabemos que en u;, F' presenta un maximo, mientras que en u;
presenta un minimo. Por tanto, efectivamente, toda trayectoria correspondiente con

h, € (h1,he)y h, # F(u) dara lugar a una trayectoria periédica. O

Notese que se ha excluido el caso h, = F(u), pues daria lugar a trayectorias
que cortan a la singularidad y que deben ser tratadas como soluciones débiles en el
sentido de la Definicién 2.3.1.

Proposicion 2.3.10. En la regién de pardmetros tal que (c, s) € R3U Rg, se puede reescribir
el polinomio F definido en (2.8) como

F(u) = F(@) + F'(@)(u—u) = F(@) = (u =) (u—m)(u—ma)ges(u),  (2.29)

con q. s un polinomio de segundo grado e irreducible ¥(c, s) € R3 U Rg.

Demostracion. Denotemos h, = F(u). Sabemos que V(c,s) € Rs U Rg, se tiene que
hy < h, < hycon h; = F(u;) parai = 1,2 siendo u; < @ el punto en el que F
alcanza su tnico méximo relativo y u, > % el punto en el que F' alcanza su tnico
minimo relativo. Por tanto, el polinomio F' y la constante h, tienen tres puntos de
corte, donde uno es evidente que coincide con ©u = u y los otros dos, m; y mo,
necesariamente cumplen m; < u; < u < uz < mg. Donde las desigualdades son
necesariamente estrictas y concluimos. [

Tal y como adelantamos al final de la prueba de la Proposicién 2.2.3, para valores
de los pardametros (c, s) € R3URs emergen dos curvas heteroclinicas que en este caso
salen y vuelven de la recta singular v = % siguiendo dos trayectorias de la forma

viu) = £/2(w — my) (u — ma)gea(u), i =1,2,

tal que v; se corresponde al recorrido de la trayectoria para u € [m;, %) y v, para u €
(@, my]. Es decir, las dos 6rbitas correspondientes estdn cada una en una componente
conexa de R?\ {u = u}. La existencia de las trayectorias heteroclinicas se probara, al

igual que en el caso anterior, mediante la finitud de sus tiempos de recorrido.

Definicién 2.3.11. Definiremos el tiempo de recorrido de las trayectorias v;(u) para
i = 1,2, como las siguientes integrales

i du
T, = (1) ’
( ) /u \/2(1,6 — ml)(u - mZ)QC,s(u)

i=1,2.

Proposicién 2.3.12. Los tiempos T; para i = 1,2 definidos anteriormente son finitos.

Demostracion. Usando los mismos argumentos que en la Proposicién 2.3.7 se prueba
la finitud. O
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Al contrario que ocurria en la Seccién 2.3.1, estas soluciones débiles no son soli-
tones de soporte compacto. Para tener una visién inicial de lo que sucede, se reco-

mienda al lector visualizar la Figura 2.6.

v
u(§)
Uu=1u F(U) (CL) )
=rx===== R===== R===== R===== TESU=U
\ VAN VAEERN RN /Ul(f)
O ¢
hp = F(u N N (c)
P (U) I/ \\ I/ \\uP(é-)
/ / \ / \
/ S LA N
Y, \ //-\\ //-\\ ,/-\\
f . // \\ // \\ /, \\u2(§
\ / R —— M ——— Y e o o o e U=TU
S~ (D) ‘

Figura 2.6: Representaciéon de las soluciones periédicas picudas (a) u; y (b) us, ast
como su extension continua de clase 2 (c) up (2.30) en el caso en que T} = Ts.

En este caso, el perfil de onda no se corresponde con un tinico pico, si no que
apareceran un numero infinito de ellos, pues se corresponde con la extensién conti-
nua a soluciones débiles de las trayectorias peridédicas correspondientes a soluciones
fuertes que se prueban en la Proposicién 2.3.9. Estas dos soluciones débiles, v () y
uy(€), se denominardn soluciones (u ondas) periédicas picudas, debido a que no
son derivables cuando v — % como veremos més adelante. Comentarios sobre es-
tas soluciones seguirdn un lenguaje mds cualitativo usando la discusién que puede
encontrarse en [11].

Como dichas trayectorias “salen y vuelven” de la discontinuidad presente en
u = u, el periodo de estas ondas peridédicas picudas seria por tanto 27; para: = 1, 2.
Tienen tantos puntos de discontinuidad como crestas o depresiones picudas para
¢ = (2k+ 1)T;, donde k € Z, para i = 1,2, respectivamente, que se puede salvar
anadiendo el punto u = w. Veamos ademds que en cada { = (2k + 1)7; con k € Z,
u; (respectivamente 1) no es derivable, pues sus limites a izquierda y derecha no

coinciden,

) . i=08&(2.29) — T u=v&(2.29) ) .
l = _F/ _ _F/ — 1 .
A () V—F' (@) # = —F'(u) el i ()

En el caso particular en el que 77 = T, podemos construir una onda periédica de
clase 2, up con periodo 47}, representado en el caso (c) de la Figura 2.6. En este caso,
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la onda periédica oscila entorno a @. De hecho, por continuidad del polinomio F
sobre los parametros ¢ y s, podemos encontrar pardmetros (c, s) € R3 U Rg tales que
u—my = my — U que garantizan la condicién buscada. Dicha trayectoria up consiste
esencialmente en la unién en los puntos de discontinuidad, { = (2k+1)7} con k € Z
de ambas soluciones, entendiéndolo como una alternancia de semiperiodos de las
curvas u; y us. Es decir,

w(§), paraée |J [(2k— DTy, (2k + 1)T1],

UP(§) — k=24+1,L€Z (2.30)
us(§), parase J [(2k— 1Ty, (2k + 1)T7).
k=2¢,0c7

Efectivamente, esta continuacioén up es de clase 2 porque existen los siguientes limi-

tes
li = i =u<
5/‘(21]cr£1)T1 up(§) §—>(211€I—I&-11)T1 w(§) =1 < oo,
, . , i =v&(2.29) —
| = 1 = —F <
5/‘(211cr£1)T1 ip(€) §H(21kr21)T1 i (€) (1) < o0,
F"(w)
T . _ oy ; _ .
5/(211521)% uP(f) 5%(211521)% ul(f) 2 < o0

Para calcular el limite de ip(&), se ha hecho uso del siguiente desarrollo

., Not. d .
a(§) = d?u(f) (2.31)
= L)
)u ()

= dfgv
)
NOTﬁu:vv/ (U)U(U)

F
=+,/2 ( — 4
(u—) @)—F(u)

@29 1F'(u) — F'(u)
2 u—u

R.Ca:denav/ (u(f

E
|
—_
[
/N
|
=
=
=
|
S
|
=
&
|
=
£
N~

De la misma forma,

K _ , _
{\(2llcr£11)T1 up(S) §—>(£lch£11)T1 w(§) =T < oo,
) ) , . a=0&(2.29) [~
1 - 1 = — —F/
g\(2lkn—11)T1 ip(€) §—>(21kn—11)T1 i (€) (1) < o0,
, . ) . @31 F"(u)
1 = 1 = _
5\(2llcr£11)T1 uP(f) .£—>(21kr£ll)T1 “ (é) 2 < o0
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Y que,
li = 1 =1 < 00,
ey, wr () = lim,  wa(§) =T <o
, . , . 1=v&/(2.29) —
lim @ = lim = —F'(u) < o0,
EN(2k+1)Ty r(€) = (2k+1)T) 2(¢) (@)
) . , . @31 F"(u)
lim 4 = Ilim 4 = —— <
EN(2k+1)Ty P(g) E—(2k+1)Ty 2(5) 2
y
1 = 1 =u
ey, wP () = dm, ) wal8) =T < oo,
, . B , ) W=v&(229) [
5f(£lch£11)T1 wp(§) = ga(gkrgm ()= F(w) < oo,
, . ) . 3 F"(u)
l E 1 = @ —_——_—
5/(211£11)T1 iip(€) g%@lkrgm iiz(£) 2 =

De esta forma se prueba que la solucién up € C*(R).

2.4. Algunas propiedades de los solitones

Hasta ahora, atendiendo a los solitones (fuertes) de la ecuacién de Constantin—
Lannes para el ansatz de onda viajera (2.2), sabemos que estas soluciones son simétri-
cas con respecto a la cresta/depresion y que decaen exponencialmente a cada lado
de su extremo relativo a un valor constante s (véase Proposicién 2.2.14).

En esta seccién trataremos de probar algunas propiedades de los solitones obte-

nidos.

2.4.1. Dependencia de la amplitud con la velocidad

Recordemos que la altura del méximo (cresta) o minimo (depresién) ha sido de-
notada por m € R, mientras que el nivel al que decae la onda solitaria viene deter-
minada por la constante s € R. El valor concreto de estos dos pardmetros sabemos
que depende de la velocidad de la onda, c € R.

Definicién 2.4.1. Definiremos amplitud con signo de un solitén como a = m — s.

Por otro lado, llamaremos amplitud absoluta o, simplemente, amplitud a |a|.

Lema 2.4.2. Sea F el polinomio definido en (2.8) para un K fijo y sea el par (s, m) solucion

del problema (que garantiza la onda solitaria)

F'(s) =0,
F(s)— F(m) =0,

(2.32)
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con s # u. Entonces, la amplitud con signo del soliton cumple que

da 1/28

e = " Famy e &~ mOF () + 25F (m)] (233)

Demostracién. Redefinamos el polinomio F' definido en (2.8) como un polinomio en

las variables v y ¢ para un valor de K € R fijo. Es decir,

1-— 1 1 3
Cu2 + —u?’ — —u4 + —u5.

flu,¢) = Flu) = Kut —g 2" " T

La primera ecuacién del problema (2.32) se puede reescribir como,

of
=—(s,¢c) = 0. 2.34
s.0 239
Si diferenciamos (implicitamente) la ecuacién anterior con respecto a la variable c,
teniendo en cuenta que s realmente depende de ¢, obtendriamos que

0 f Os o*f Os 1

w(s,c)%(c) + 6uac(s,c) = F”(s)%(c) — —s=0.

Notese que se ha abusado de notacién al tratar ¢ como variable y como punto en R.

Por tanto,

0s 1 s
- ] 2.
dc 14 F"(s) (2.35)

Por otro lado, la segunda ecuacién del problema (2.32) se puede reescribir como

f(S,C) - f(m,c) =0,
y que tras derivar (implicitamente) con respecto a ¢, se obtiene que

0 0 0 0 0 0
L5020+ Zis.0) = Lm0 T + XL, = 0

de donde, utilizando (2.34), se obtiene que

om _g(s.o—Fme)  1/28
dc ﬂ(m’c) F'(m)

(s* —m?). (2.36)

Finalmente, utilizando la Definicién 2.4.1 de la amplitud con signo, a, y derivando

con respecto a c sabemos que

da Om 0Os
Finalmente, sustituyendo las expresiones (2.35) y (2.36) en (2.37) se obtiene (2.33).

]
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A partir del signo de (2.33), uno puede estudiar el crecimiento o decrecimiento
de la amplitud absoluta, |a|, de los solitones en la regién del espacio de pardmetros
donde estos existen, A (véase Proposicion 2.2.14).

Lema 2.4.3. La amplitud con signo se mantiene constante a lo largo de la curva definida por
la condicion
R(s,c) =0, (2.38)

con R un polinomio con coeficientes reales en dos variables, definido por la sigquiente expre-
sion

R(s,c) =31104s” — 10368s® + 32832s" + (—15552¢ + 39456)s° + (—3816 — 864c)s”
+ (23472 — 3312¢)s* + 24(c — 1)(108¢ — 593)s* + 24(33¢ + 107)(c — 1)s”
—690(c — 1)%s + 36(c — 1). (2.39)

Demostracién. La amplitud con signo se mantiene constante si y solo si ¢ = 0. Por

tanto, haciendo uso de (2.33), basta estudiar cudndo
(s> =m?)F"(s) + 2sF'(m) = 0.

Haciendo uso de la expresién 2.18, se obtiene que la condicién anterior es equiva-

lente a

1

ﬂ(s —m)?Qes(m) =0, Q.s(m)=6m?s —4sm+12ms® — 25> + 65> — 1 +c. (2.40)

Como a su vez, (s, m) deben cumplir (2.32), obtenemos la condicién

1

m(s —m)*P.y(m) =0, P.,(m)=6m*—5m*+ 12m?s + 10m + 18ms> — 10sm

+5 — 5c — 155% + 245 4 20s. (2.41)

Como la existencia de solitones implica que s # m, es necesario que los polinomios

anteriores tengan un punto comun, es decir, se debe dar simultdneamente el sistema

QC,S (m)

=0 (2.42)
P.(m) =0,

Por tanto, hay que estudiar las condiciones para que los dos polinomios anteriores
tengan una raiz comun en m. Es decir, que la resultante (ver Definicién C.1.2) de
ambos polinomios se anule. Primero, para asegurar que el problema (2.42) tiene so-
lucién, debemos garantizar la existencia de, al menos, una raiz en estos polinomios

extendiéndola de forma continua a los pardmetros c y s (aplicando el Lema C.2.3).
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Los Lemas 2.4.4 y 2.4.5, que se pueden leer a continuacién, garantizan que el punto
de corte debe ser tnico, pues P.;(m) solo tiene una raiz V(c, s) € R?. Finalmente, se
comprueba que,

R(s,c) =res(Qcs(m), P.s(m), m),

acabando asi la demostracion. O]

En la Figura 2.7, se puede observar la grafica de la curva definida por (2.38).

0.6
0.4
0.2 4
0] R(e, s)
w 0.2

0.4

0.6 1

0.8

_l_

Figura 2.7: Representacioén de la curva R(c, s) = 0.

Lema 2.4.4. El polinomio P, (m) definido en (2.41) tiene una sola raiz V(c, s) € R

Demostracién. Para P, ;(m) definido en (2.41), se puede obtener que P, ;(m) = 29 +
18m 4 7m? + 6m?, tal que Dis(P; 1(m), m) = —586700 < 0y, por tanto, solo tiene una

raiz real. Ademads, se obtiene que

Dy(c) = Dis(P. 4(m), m) = — 100(703 — 731c + 243¢* + 16365 — 1206¢s + 9625
+ 756¢s” — 245 — 1512¢5% + 5040s* — 25925° + 25925°),

tal que Di(c) = —100(8317 — 2693¢ + 243¢2) y Dis(Dy(c),c) = —8318750000 < 0,
por lo que D;(c) > 0 Ve € R, y ademads, se puede comprobar que Dis(Ds(c),c) =
—50000(31—12s+365%)* y que como 31—125+36s? > 0 Vs € R entonces, Dis(D;(c), ¢) <
0Vs € Ry concluimos que D;(c) > 0Ve, s € R. Aplicando el Lema C.2.3, se concluye

que P, ;(m) solo tiene una raiz real V¢, s € R. O

Lema 2.4.5. El polinomio Q). s(m) definido en (2.40) tiene dos raices reales si ¥(c,s) €
R*N{s#0} NS, con

1 1
8—{0212/\3<0}U{c<1/\3<5}U{1§c<1Z/\3<0}

19
U{c<18/\0<s<s+},
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consy_ =z

Demostracion. Sea Q. s(m) el polinomio de segundo grado en la variable m definido

en (2.40). Su discriminante resulta
Dis(Q..s(m),m) = —8sDs(c,s), Ds(c,s) = —3 + 3¢ — 25 + 65>,

Por tanto, las hipotesis del Lema C.2.3 fallan para s = 0, donde en ese caso, ademas,
(Qc0(m) = c—1y esun polinomio de grado 0 en la variable m. Por tanto, sabemos que
necesariamente s # 0 para poder tener dos raices reales. Ademads, para garantizar

que Dis(Q.,s(m), m) > 0, necesitamos las siguientes condiciones:

Dy(c,s) >0 paras <0
Dy(c,s) <0 paras > 0.

Atendiendo a que Dis(Ds(c, s), s) = —4(18c—19), si ¢ > 19/18, entonces Ds(c, s) > 0.
Sic = 19/18, entonces Ds(c, s) > 0 excepto para s = 1/6. Mientras que si ¢ < 19/18,
entonces Ds(c,s) > 0sis < s_ 0osis > si, pero Dy(c,s) < 0sis_ < s < s,

con sy _ = & + ¥1%=1% Finalmente, usando que s_ = 0 cuando ¢ = 1, concluimos
aplicando el Lema C.2.3. O
Lema 2.4.6. La curva R(s, c) = 0 intersecta la curva Ay en 3 puntos (s; = —0.87788.. .,
sy = —0.13647... y s3 = 0.50147...), mientras que a la curva A, solo en uno (para

s = 0), siendo las curvas A, y A, las definidas en 2.21.

Demostracién. Comencemos probando la condicién para la curva 4, = F"(s) = 0.
En este caso, el valor del pardmetro ¢ que cumple esta curva sera funcién de s y lo

denotaremos por ¢ (s), cuya expresién viene dada por,
c1(s) =1+ 6s — 65> + 125°,
Sustituyendo esta expresion en el polinomio R (2.39), se obtiene que
Ri(s) == R(s,c1(s)) = 725%(1 — 25 + 65%)(43 + 365(—1 + 35)),
tal que
Dis(6s® — 25+ 1,s) = —20 < 0, Dis(108s* — 365 + 43,5) = —17280 < 0,

y, por tanto, R; solo tiene una raiz real (triple) para s = 0.
Por otro lado, repitamos el procedimiento para la curva A,. En este caso, la de-

pendencia del parametro ¢ con s que resuelve la curva A, la denotaremos por c;(s)
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y viene dada por
ca(s) = —(1 + 14s).

Sustituyendo esta expresion en el polinomio R (2.39), se obtiene que

Ry(s) = R(s,ca(s)) =24(—12 — 367s — 3522s® — 8461s> + 20422s* + 22977s°
+27965°% + 1044057 — 4325° + 12965"), (2.43)

que es un polinomio de grado 9 y que, ademas, se puede calcular que Dis(Rx(s), s) <
0. Siguiendo la Proposicién C.1.6 sabemos que el polinomio R, tiene 3 o 7 raices
reales. Concretamente, uno puede demostrar que tiene solamente 3, por ejemplo,
mediante el método de Sturm (véase la Nota C.3.3 para el desarrollo del método,
y la Figura 2.8 para una demostracion grafica de la existencia de las tres raices).
Ademads, dos de ellas son negativas y una es positiva, siendo s; = —0.87788...,
59 = —0.13647... y s3 = 0.50147 ..., con s1,5, < 0y s3 > 0. ]

40000 1 o
A\
30000 4 0
L2
=oa
—. 20000 7 £
w £
e
- T T T T T T T
Ed 10000 014 013 012 011 0.1 D09 -D.0E 0D.07
8
0 s
-10000 A
T T T T T T T

-0.8 -0.6 0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6

Figura 2.8: Representaciéon del polinomio Rs(s) definido en (2.43) para s €
[—0.9,0.6]. En el inset situado en la parte central de la gréfica se observa el com-
portamiento del polinomio para s € [-0.14, —0.07].

Los resultados del Lema 2.4.6 hacen distinguir la region del espacio de pardme-
tros donde los solitones estan garantizados, A = R, U R4, en 5 subregiones diferentes

que se definen en la siguiente Tabla 2.2.
Proposicién 2.4.7. Se distinguen los siguientes casos:

(i) Para (s,c) € Ry se obtienen solitones de elevacion estrictamente crecientes con res-
pecto a la velocidad, ¢, en (I), y decrecientes con respecto a la velocidad, ¢, en (1) y
(I11) para K € R fijo.
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Region Definicién
(I) {(c,s) € R*: R(c,s) > 0A(c,s) € Ry}
(IT) {(c,s) € R*: R(c,s) <OA(c,s) € Ry As < s}
(I11) | {(c,s) €R?: R(c,s) <OA(c,8) € Ry Asy<s<0}
(IV) {(c,s) € R*: R(c,s) <0A(c,s) € Ry}
(V) {(¢,s) € R*: R(c,s) >0A(c,s) € Ry}

Cuadro 2.2: Regiones de A definidas por su interseccién de la curva R(s,c) =0

(ii) Para (s,c) € Ry se obtienen solitones de depresion estrictamente decrecientes con
respecto a la velocidad, ¢, en (IV'), y crecientes con respecto a la velocidad, ¢, en (V')
para K € R fijo.

Demostracién. El signo de la derivada 9¢ es constante en cada una de las regiones
definidas en la Tabla 2.2, asi como el signo de a es constante en R, y en Ry, a > 0
y a < 0, respectivamente. Por lo tanto, basta coger un par de puntos (¢, s) en cada
una de las regiones para determinar el signo de %¢. Se resumen en la Tabla 2.3 los

-
resultados para puntos representativos de cada regién y concluimos. O

Region (z,3) m sgn(a) | %(c,5,m) sen (5¢)
(1) (5,0) 1.37847... | a>0 | 0.00636... Gal >0
el
(I1) (14, —1) 3.010165... | a>0 | —0.00406... | 92| <0
el(rn)
(I1T) | (0.7,—0.08) | 0.019281... | a>0 | —0.598901... | & <0
dcl(117)
(IV) (=10,0) | —1.622296... | a <0 | 0.004613... | 22| >0
Jc (IV)
(V) (—15,0.7) | —2.431403... | a <0 | —0.007283... | ¢ <0
cl(v)

Cuadro 2.3: Resultados numéricos de puntos representativos para la determinacién

del signo de 2.

2.4.2. Monotonia del soliton

El objetivo de esta subseccion es probar que el perfil u del solitén crece (decrece)
desde el nivel s hasta la cresta (depresién) a ambos lados de esta con solamente un

punto de inflexién, para ello sera esencial estudiar el comportamiento de

M_ (2.44)

Para este objetivo bastard estudiar la funcién D por la monotonia de la raiz cuadra-

da.
Lema 2.4.8. Sea D la funcién real de variable real definida en (2.44). Su derivada, D', tiene

una tinica raiz en (s, o) para el dominio de los solitones (fuertes) y solitones débiles.
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Demostracion. Se probara solamente para v > %, el caso v < @ es simétrico.

Primero, por construccién, sabemos que D(s) = 0y D’'(s) = 0. Efectivamente,
que D(s) = 0 se sigue directamente de (2.44). Por otro lado,

—F'(u)(u —u) — (F(s) — F(u))

(u —w)? ’

D'(u) =2

que sustituyendo u = s se obtiene

D'(s) = -2 =0
() =-2, -5 =0
ya que F’(s) = 0 por definicién del parametro s (véase la Definicién 2.2.5). Por tanto,
utilizando esta informacion, la definicion de D en (2.44) y la expresién de F' en (2.15),
podemos expresar D’'(u) como

2 I s(u)

D'(u) = = (s —u) eSOy (2.45)

con

Ips(u) =168u* + 3 (5¢ + 56 s — 30)u® + (15 (¢ — 6)s + 168 5> — 10 ¢ + 130)u”
+ (15 (c — 6)s” + 1685° — 10 (c — 13)s — 20¢ + 50)u + 168 5"
+15(c—6)s* —10(c — 13)s* =10 (2¢ — 5)s + 5 (1 — ¢?), (2.46)

donde se ha introducido la definiciéon de @ en (2.6).

Nos centraremos en estudiar los ceros de I.s(u) y, finalmente, probaremos que

no seran del denominador de (2.45).

El polinomio /. (u) es de grado 4 para la variable u, cuyos coeficientes depen-
den de manera continua en los pardmetros s y ¢, de tal forma que el coeficiente que
acompafia al término de mayor grado es una constante que no se anula nunca. Vere-
mos que el ndmero de raices del polinomio se mantiene constante para (c,s) € Ay
Q.s = (s,00). Para ello, aplicaremos el Lema C.2.3, donde la hipétesis (iii) se cumple
de manera automaética. Para comprobar la hipétesis (iv) del Lema C.2.3, evaluare-

mos el polinomio (2.46) en v = s, obteniendo que
I.s(s) = 980(s —w)F"(s),

que justamente en (¢, s) € A, I, ,(s) no se anula en esta regién del espacio de pardme-
tros cumpliendo asi la hipétesis (iv) del Lema C.2.3. Por ahora, se desarrollara la
demostracién para soluciones fuertes correspondientes a solitones vy, al final, para
las soluciones débiles.
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Necesitamos, por tanto, probar Lema C.2.3(ii). El discriminante del polinomio
I, s(u) viene dado por

Dis(1.s(u),u) = —375D1(c, s)Da(c, s),
donde

Di(c,s) = — 329285 + (22344 + 1764c)s* + (—28504 — 1148¢ — 84c?)s
— 5842 + 7919¢ + 44¢* + 3¢2, (2.47)

y

Dy(c, s) =30375¢° 4+ 100(931 + 5679s + 675s> — 1350s%)c* + (880703 + 4089005
+ 20832005 + 1280400s® — 3518100s* — 1620005 4 1620005°)c*
+ (—3605574 — 3680645 — 8347536s% — 110141285 + 6777000s*
— 256910405° — 4730400s° + 544320057)c? + (4400084 — 151103525
— 229710245 — 175259525 — 58261680s* + 236787845° — 9163584.°
— 449971205" + 609638405%)c + 1062232 + 316671365 + 497208005
+ 715681925 + 1874543045 + 543939845° 4 1523508485° + 3016258565"
— 138184704s% + 2275983365°. (2.48)

Primero,

Dis(D;(c, s),s) = — 4517721600(1236995752 — 1078339968¢ + 348217638¢* + 1577906¢
+ 186633c* + 540c° + 27¢°).

Se puede comprobar que el anterior discriminante es siempre negativo, pues el poli-
nomio en ¢ que lo define no tiene raices reales, ya que Dis(Dis(D; (¢, s), s), ¢) < 0, aco-
tando sus raices reales en ninguna o 4. Sin embargo, se puede ver que Dis(D1(c, ), s)
es negativo para ¢ — £o00, y que ademads solo tiene un maximo relativo (y absoluto)
cuya imagen es estrictamente negativa. Por tanto, como D; es un polinomio de tercer
grado en s, tiene una sola raiz real en s. Pero, esas raices solo cortan a las curvas A4;,
i = 1,2 inicamente en (c*, s*), pues res(res(D1(c, s), Pf(s), s), P;(c),c) = 0 siendo c*
y s* las tnicas raices de res(D; (¢, s), Pi(s), s) y res(Di(c, s), P5(c), ¢), respectivamen-
te. Para el resto de valores (¢, s) € R? puede demostrarse que D (c1,s) > Ai(cy, s)
parac; > c*y que Di(c1,s) < A; parac¢; < ¢* parai = 1,2.

Estudiemos ahora la curva D,. Su discriminante con respecto a la variable c viene
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dado por,
Dis(Ds(c, s), ¢) Zaodm(s)dgz(s)dg:’)(s)?

con «p = 204877012038451200000 > 0y dy;(s), para i = 1,2, 3, polinomios reales de

variable real s,

dyy (5) =695918709 4 13282882205 + 172957341152 + 40596786285 + 12800575265
+ 2160459976s° + 49608718845% — 22538052005 + 3390049800s°
— 4877280005 + 3678048005 — 233280005 + 1166400052,

un polinomio sin raices reales,

dos(s) = 16767 + 296065 — 120835 — 4040s® + 20160s*,

dos(s) = 16767 + 588225 + 76402s% + 225125% + 846725

También es directo comprobar que d3 no tiene raices reales. Estas comprobaciones
son directas mediante el método de Sturm (Nota C.3.3). Finalmente, si veremos que
dy tiene raices reales y trataremos de acotarlas, también haciendo uso del méto-
do de Sturm para ver que las raices no estan en A. Primero, se puede probar que
Dis(da(s),s) < 0y, por tanto, si tiene raices reales, debe tener 2. En efecto, a partir
del método de Sturm se determina que tiene 2 raices reales. Ademads, el método nos

permite acotar las raices a los siguientes intervalos:

636407
625" 400

2627 5253

750000 10000] %

s1 € [81,51] = [ } =11, S92 €[sy,5]=

Definamos ahora las siguientes cotas inferiores para la curva A, en I; e I,, respecti-

vamente,

M; =min{c € R : Ay(c,s) = 0} = 3049/200 € Q,

sely

M, = néi]n{c €R: Ay(e,s) =0} =41771/5000 € Q,
sci2
tal que dichos minimos se alcanzan en 5, y 3,, respectivamente. Se comprueba que

c* <6<Iréiln{c€]R:D2(c,s):O} <m€z%_x{cER:D2(c,s):0} <7< M,
sely scly

<1 <miln{c€]R:D2(c,s):O} <II1€E/}X{CGRZDQ(C,S):O}<2<M2,
s€l2 s€i2
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entonces concluimos que las bifurcaciones no estan en A.

Por otro lado, para los valores de los pardmetros en los que el discriminante
anterior tiene signo constante, el polinomio Ds(c, s) tiene solo 1 raiz y coincide con
las curvas Dy(c,s) = 0y A; para ¢ = 1,2 solamente en el punto (¢*, s*), utilizando
los mismos argumentos para la resultantes de D;(c, s) con los polinomios Py y P;.
Ademds, Dy(c1,s) < Ai(c,s) para ¢; > ¢* y que Dy(cq,s) < A; para ¢; > ¢* para
i=0,1,2.

Consideremos ahora el caso de solitones débiles, es decir, aquellos puntos del
espacio de pardmetros que residen en la recta A,. En ese caso,

~ 12 2921

3 1
D'(u) = I(u) = — —u* + —(38 4+ 3c)u* + ————(—1018 — 41c — 3c*)u — ————
() = Le(u) = = 50"+ 75 (38 4 3)u” + a5 ¢ =300 = 15020

+79190+ 112 N 33
96040 24010  96040°

Probaremos que el polinomio anterior tiene solo una raiz real en (u, o0). Es un poli-
nomio ctbico tal que
Dis(I.(u), u) = ay Dy (c),

talquea; <0y 51 (c¢) > 0Vc € R. Por tanto, el signo del discriminante es constante y
el coeficiente que acompania al término de mayor orden no se anula, cumpliendo las
hipétesis (ii) y (iii) del Lema C.2.3. Ademas, I.(@) es un polinomio de tercer grado
en ¢, con una sola raiz real que coincide con c*. Es decir, que se cumple la condicién
(iv) del Lema C.2.3 para todo el dominio en el que existen solitones débiles. Final-
mente, I;(u) tiene una sola raiz en (%(1),00) y lo extendemos a I:(u) en (1(c), o0)

para cualquier ¢ € R\ {¢*} por el Lema (C.2.3), y concluimos. O

El resumen del comportamiento de las curvas D; (¢, s) = 0y Ds(c, s) = 0 se puede
observar en la Figura 2.9

Como resultado directo de este Lema, podemos enunciar la siguiente proposi-
cion.
Proposicién 2.4.9. Los solitones, como soluciones fuertes y débiles, crecen monétonamente

desde el nivel constante s hasta su cresta/depresion con un solo punto de inflexién a cada

lado de su cresta/depresion.

Demostracion. Se prueba usando el Lema 2.4.8 y la ecuacion de la trayectoria (2.44).
O

2.5. Teorema final

Finalmente, todos los resultados anteriores correspondientes a soluciones de la

ecuacion de Constantin-Lannes (2.1) correspondientes a ondas viajeras, se resumen



56 Capitulo 2. La ecuacién de Constantin-Lannes

Figura 2.9: Comparacién del comportamiento de las curvas D;(c,s) = 0, dadas
por (2.47)y (2.48), y A;, definidas en (2.21), coni = 1, 2.

en el siguiente teorema.

Teorema 2.5.1 (Soluciones para ondas viajeras en la ecuacién de Constantin-Lan-
nes). Para cada valor de la velocidad ¢ € R\ {c*} existen soluciones para ondas viajeras
solitarias y periddicas débiles y 2-veces diferenciables de la ecuacion (2.1). Pueden obtenerse
ondas periddicas también para ¢ = ¢*, con ¢* ~ 0.35328 que es la tinica raiz del polinomio
P;(c) = 3¢® + 30c + 1031c — 368.

Ademds, las ondas viajeras solitarias como soluciones de (2.2) se caracterizan por dos
constantes: la velocidad de la onda c y el nivel de agua sin perturbar s. Esta caracterizacion
nos permite distinguir diferentes regiones del espacio determinado por este par de pardmetros
(c,s) € R?, en las que podemos clasificarlas asociados de la forma siguiente:

(i) Ondas viajeras solitarias en C*(R) de soporte compacto en R a lo largo de la recta
c+1+145=0.

(ii) Ondas viajeras solitarias en C*(R) de elevacién cuya amplitud (absoluta), para E fijo,

* crece de manera estricta con c en (I).

* decrece de manera estricta con cen (11)y (I11).
(iii) Ondas viajeras solitarias en C*(R) de depresion cuya amplitud (absoluta), para E fijo,

* crece de manera estricta con cen (V).

* decrece de manera estricta con cen (IV).
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Todas las ondas viajeras solitarias son simétricas con respecto a su cresta/depresion,
y a cada lado de esta cresta/depresion son mondtonas y “decrecen” exponencialmente

hasta s.

El Teorema 2.5.1 puede resumirse en la Fig. 2.10, inspirada en la Figura 1 del
articulo original de A. Gasull y A. Geyer [11] en el que se expone el andlisis desarro-

llado en este trabajo.

S

Figura 2.10: Resumen de los resultados del Teorema 2.5.1 en el espacio de pardme-

2.0 Ay=Nlc,s)=0 . -
Ay = F(s) =0
: R(S, C) =0 1 <S)
1.0 l ,
0.5 ,
0.0" ,
-0.5 ,
~1.0 . |
’ [l decreciente
, 7\ [creciente Ay = s =7 |
-L5f | [l decreciente 1
I I17)-
[ I\ [ ]creciente (1D |
-15 -10 -5 0 5 10 15
C

tros formados por los puntos (¢, s) € R%
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Apéndice A

Ecuaciones diferenciales

A.1. Ecuaciones diferenciales ordinarias

En este capitulo se recordara el concepto de ecuacién diferencial ordinaria, que se
ha llamado EDO a lo largo del trabajo, asi como las herramientas basicas necesarias
que nos permitirdn dar contexto al estudio anterior. No se tratara asi de detallar un
curso sobre ecuaciones diferenciales, sino de dar contexto al estudio llevado a cabo

en dos ecuaciones concretas de este tipo.

Para comenzar, recordemos que una ecuacién diferencial, o abreviadamente ED,
es una ecuacion tal que sus incégnitas son funciones, y en ella aparecen explicita-
mente las derivadas de alguna de ellas. Un ejemplo sencillo seria pensar una fun-
cion real de variable real, z : t € R — R, tal que z € C'(R), i.e, ella y su primera

derivada son continuas, y por ejemplo, proponer la siguiente ecuacion,
' (t) = =z (t), (A1)

donde 7’ es la primera derivada y A € RT una constante positiva.
p y P

La solucién de la ecuacion (A.1) es muy conocida, y si le damos a la funcién x
la interpretacién de ntiimero de ntcleos radiactivos es una muestra, uno la llamaria
como ley de desintegracion radiactiva. Sin embargo, se ha necesitado mucho trabajo
por parte de matemdticos desde el siglo XVII para crear la teoria necesaria para po-
der conocer la existencia, unicidad, continuidad y otros aspectos esenciales sobre
las soluciones de este tipo de ecuaciones. Por supuesto, que no se nos olvide, hay
métodos establecidos que a uno le permiten identificar y dar explicitamente las so-
luciones de una ecuacién diferencial si es que es posible. Todo esto (y mucho mas)
lo aprende un alumno del Grado en Matematicas en las asignaturas de Ecuaciones
Diferenciales, o Ampliacién de Ecuaciones Diferenciales. Por lo que se tratard de re-
sumir y escoger los conceptos fundamentales impartidos en estas asignaturas para

fundamentar este campo de estudio.
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Definicion A.1.1. Se denomina ecuacién diferencial ordinaria (EDO) a una ecuacion
del tipo g(t, z(t),2'(t),...2™(t)) = 0 con x € C*(I) una funcién de clase-n en I C R"
yg:AC R"*2? — R. Se dice ademaés que n es el orden de la EDO.

Definicién A.1.2. Toda funcién x € C"(I) que cumple la ecuacién de la definicién

anterior se dice que es una solucién de la EDO.

Definicién A.1.3. Se dice que una EDO de orden n esta en forma explicita si esta

escrita de la forma

x")(t) = f(t,z(t),... ,m"il)(t)),

con f : D C R**! — R, denominado campo de pendientes, tal que D # 0.

Definicién A.1.4. Se dice que una EDO es auténoma si no depende explicitamente
de la variable independiente, es decir, es de la forma h(z(t), 2'(t), ..., 2™ (t)) = 0, con

h una funcion real definida en R™*1.

La ecuacién (A.1) es una EDO de primer orden auténoma en forma explicita.

A.1.1. Existencia, unicidad y dependencia continua de las condi-

ciones iniciales

Definicién A.1.5. Sea un sistema de EDOs de primer orden en forma explicita, cuyo
campo de pendientes viene determinado por una funcién f : A C R x R" — R", con
A = (a1, a9) X A,, abierto tal que A,, C R™ es un abierto. Un problema de valor inicial
(PVI) viene dado por una ecuacién diferencial del tipo anterior, y una condicién
inicial (to, zo) € (to —a,to+a) x B(zo,b) C A, con a,b € R. Es decir, un PVI es un par
del tipo

2'(t) = f(t, x(t)),

x(to) = wo.

(A.2)

Definicién A.1.6. Toda funcién x € C"(I) que cumple el PVI (A.2) se dice que es una

soluciéon del mismo.

Definicién A.1.7. Un punto z* € R" se dice que es un punto de equilibrio o un
punto critico de un sistema de EDOs auténomo, z’(t) = f(z(t)), si anula el campo

de pendientes, i.e., f(z*) = 0. Equivalentemente, que z(t) = x* es solucion.

Definicién A.1.8 (Homeomorfismos. Equivalencia topolégica). Sea X un espacio
métrico y sean A y B subconjuntos de X. Un homeomorfismo es una aplicacién
h : A — B continua y biyectiva tal que h~' : B — A es continua. Se dice que dos
subconjuntos del espacio métrico X, sean A y B son homeomorfos o topolégicamen-

te equivalentes, si existe un homeomorfismo entre ambos.
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Definiciéon A.1.9 (Equivalencia topolégica en sistemas auténomos). Dos sistemas
auténomos de ecuaciones diferenciales

2'(t) = f(x(t)), (A.3)

/(1) = g(=(t)), (A4)

se dicen que son topolégicamente equivalentes en un entorno del origen o que tienen
cualitativamente la misma estructura cerca del origen si existe un homeomorfismo
H :U — V,con Uy V conjuntos abiertos que contienen al origen, y que lleva las
trayectorias solucién de (A.3) en U a trayectorias soluciéon de (A.4) en V' y preserva
sus orientaciones, tal que si una trayectoria se dirige de z; a x; en U, entonces, su co-
rrespondiente imagen consiste en una trayectoria que se dirige de H(x;) a H(z2) en
V. Si, ademds, H preserva la parametrizacién por la varible ¢, entonces los sistemas
(A.3) y (A.4) se dice que son topoldgicamente conjugados en un entorno del origen.

Teorema A.1.10 (Picard-Lindel6f-Lipschitz (Existencia y unicidad local de solu-
ciones del PVI)). Consideremos el PVI (A.2), siendo f : A C R x R* — R" una
funcién continua y lipschitziana respecto de la sequnda variable en A. Si definimos M =
max{|f(t,z)| : (t,z) € B}, con B = [ty — a,ty+ a] x Blxg,b] C A, y 6 = min{a,b/M};
existe una tinica solucion para el PV1 definida en [ty — d,ty + 0].

Teorema A.1.11 (Existencia y unicidad global de soluciones). Sea f continua y lipshitzia-
na respecto de la sequnda variable en A = [ay, as] x R™. Entonces, para cada (to,zo) € A,
existe una tinica solucion del PVI definida en [a,, as).

Demostraciones de los teoremas anteriores, asi como discusiones mas detalladas
de los mismos, pueden encontrarse en [31]
Para estudiar la dependencia de las soluciones sobre las condiciones iniciales es

imprescindible introducir el concepto de solucién maximal.

Definicién A.1.12. Consideremos dos soluciones x y = del PVI (A.2) en los intervalos
I, C Iel, C I, respectivamente, tales que I; N I, # (. Entonces, se dice que 7
prolonga a z por la derecha si,

°

r=TenliNly A sup(ly)€J.

Equivalentemente, se dice que Z es una prolongacién por la izquierda de .
Ademas, se dirds que ¥ prolonga a z, cuando la prolonga por la izquierda y por

la derecha simultdneamente.

Definicién A.1.13. Se dice que una solucién = es maximal cuando no admite pro-
longaciones.
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Teorema A.1.14 (Dependencia de las condiciones iniciales). Sea f € C(A) lips-
chitziana respecto de la sequnda variable. Dado (ty,x¢) € A, denotemos x(t;ty, o) a la
solucién (maximal) que pasa por dicho punto y sea [to, T) su intervalo de definicion a la de-
recha de t,. Entonces, para todoty < t; < T'ye > 0,30(e, t1) tal que x(t; 7,v) estd definida
en [to, t1] vy

|z (t;to, x0) — x(t;7,0)| <&, paratodot € [to,ti];
siempre que
|T_t0’ <5(€7t1>7 |I0—¢| <5(€7t1)'

En [31] se puede encontrar una prueba para el teorema anterior asi como resul-

tados previos para el desarrollo de esta.

A.2. Resultados para sistemas de ED lineales

Antes de comenzar propiamente con los sistemas de ED, recordaremos algunos
conceptos bésicos sobre operadores lineales que necesitaremos utilizar.

Las pruebas de los resultados siguientes pueden encontrarse, por ejemplo, en [27].

Definicién A.2.1. Definiremos la norma de un operador lineal 7" € £L(R") como

1T} = méx [T(x)],

|lz|<1

donde, por ejemplo, hemos utilizado la norma euclidea, | - |, para los puntos de R

(recordemos que en R" todas las normas son equivalentes).

Definicién A.2.2. Una sucesioén de operadores lineales {7}, }1, T}, € L(R"™) se dice que
converge a otro operador lineal 7" € L(R") si

lim Tk = T,

k—o0

estoes, Ve > 0 IN € N, tal que para k > N se tiene que |7 — T} < €.

Teorema A.2.3. Sea T' € L(R") y ty > 0, la serie

k!

k=0

es absoluta y uniformemente convergente para todo t € R" tal que |t| < to.
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Definicién A.2.4. Definiremos la exponencial de un operador lineal 7' € £L(R") como

la siguiente serie absolutamente convergente,

00 k
T T
ST

k=0 ""*

Nota A.2.5. Una matriz n x n, A, con coeficientes reales , i.e., A € M, (R), define
un operador lineal que acttia sobre R”. Como consecuencia, utilizando la definicién

anterior, para ¢t € R se tiene que

eAt B 00 Aktk
k!

k=0

Ademas, e € M, (R).
La exponencial de operadores lineales tiene algunas propiedades [27]:

(i) Si P, T € L(R")y S = PTP™!, entonces ¢° = Pe” P71

(i) Se sigue de lo anterior, que si PAP~! = diag()\;) con j = 1,...,n, entonces,
eM = Pdiag(etit) P71,

(iii) Si S,T € L(R") conmutan, i.e., ST = T'S, entonces e°T = %l = eTe”.

(iv) Como consecuencia del apartado anterior, si T € L(R"), entonces (e?)™! =

e T,
(v) Si
A a —b |
b a
entonces
b —sinb
A cos sin
sinb cosb
(vi) Si
A a b
0 a ’
entonces
1 b
i =e"
01

Definicién A.2.6. Diremos que una EDO de primer orden escrita en forma explicita
es lineal si la funcién f que aparece en la Definiciéon A.1.5 es lineal, y por tanto,
f=AeM,(R).
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Teorema A.2.7 (Teorema fundamental de los sistemas lineales). Sea A € M, (R).
Entonces el PVI

"(t) = Ax(t
l’(to) = Zog,
paraty,t € I CR, xy € B C R", tiene solucion maximal tinica y viene dada por
x(t) = zoeM) | Vel (A.6)

La prueba se sigue de demostrar que, efectivamente, (A.6) es solucién y la uni-
cidad viene garantizada por los teoremas de la seccién anterior, que se cumplen

automaticamente por ser lineal el campo de pendientes.

A.2.1. Sistemas de ED lineales planos

Definicién A.2.8. Diremos que un sistema de ED lineal 2/(t) = Ax(¢) es plano si
z: I CR — R?y, por tanto, A € Ms(R).

Es facil comprobar que el origen es siempre un punto de equilibrio del sistema
lineal (A.5). Para calcular la naturaleza de este punto de equilibrio el procedimiento
a seguir serd estudiar los autovalores y autovectores del endomorfismo definido por
la matriz A.

Para clasificar los diferentes puntos de equilibrio de un sistema lineal, se escribird
la matriz A como: A = PBP~!, tal que esta matriz B tendra una de las siguientes

formas:

1 _
s ™M ) B=|" B " (A7)

0 /\2 0 A b a

con A, A1, Ay, a,b € R. Obviaremos el caso trivial en el que la matriz B es idéntica-
mente nula.

Aplicando el Teorema A.2.7 y teniendo en cuenta las diferentes formas de (A.7)
y las propiedades de la exponencial de matrices descritas en la Nota A.2.5, las solu-

ciones para los diferentes sistemas lineales 2’(t) = Bz(¢) vendran dadas por:

b —sinb
z(t) = xg, x(t)=¢e 1o, wx(t) =e" o8 St Zo,
0 eMet 01 sinb cosb

(A.8)

respectivamente.
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Definicién A.2.9. Se dird que el origen (0,0) de un sistema lineal y plano de ecua-
ciones diferenciales es un punto de equilibrio de tipo

(i) punto de silla,
(ii) nodo estable,
(iii) nodo inestable,
(iv) foco estable,
(v) foco inestable,
(vi) centro,

cuando es topolégicamente conjugado al sistema 2'(t) = Bx () con

A0
G B=|"" ,con A < 0 < .
0 A

A0 A1
i) B=| " con\; < X\ <0;68iB= ,con \ < 0.
0 Mo 0 A
A0 A1
(iii) B=| ,con0 < A\ < \y;6siB = ,con \ > 0.
0 X 0 A
—b
(iv) B = ¢ ,cona < 0.
b a

—b
(v)B(a ,cona > 0.

(vi) B(O b).
b 0

El sentido de giro de las trayectorias alrededor de un punto de equilibrio de tipo
centro o espiral vendra dado por el signo de b. De hecho,

(i) sib < 0, las trayectorias entorno al punto de equilibrio giran en el sentido de
las agujas del reloj.

(ii) si b > 0, las trayectorias entorno al punto de equilibrio giran en sentido con-
trario a las agujas del reloj.



68 Apéndice A. Ecuaciones diferenciales

Este resultado es consecuencia directa de las trayectorias solucién en (A.8).
El centro (0,0) es un punto de equilibrio no aislado en los casos que no se con-
templan en la Definicién A.2.9.

Teorema A.2.10 (Clasificacién de la naturaleza del punto de equilibrio no aislado
de un sistema lineal plano). Consideremos el PVI de un sistema de EDs lineal plano A.5.
Sea A = det Ay 7 = TrA. Entonces,

(i) Si A <0, el sistema lineal (A.5) tiene un punto de silla en el origen.

(i) SIA >0y 72 — 4A > 0 entonces el sistema lineal (A.5) tiene un nodo en el origen;

que es estable si T < 0 e inestable si T > 0.

(iii) SiA >0y 7% —4A < 0y 7 # 0 entonces el sistema lineal (A.5) tiene un foco en el
origen; que es estable si T < 0 e inestable si T > 0.

(iv) Si A > 0y 1 = 0 entonces el sistema lineal (A.5) tiene un centro en el origen.
Una prueba de este teorema puede encontrarse en [27].

Definicion A.2.11. Un nodo o foco estable del sistema lineal (A.5) se denominara su-
midero, mientras que un nodo o foco inestable del sistema lineal (A.5) se denominara

fuente.

A.3. Resultados para sistemas de ED no lineales

Como consecuencia de la linealidad, se ha visto en el Teorema A.2.7 que el PVI
descrito en (A.5) tiene garantizada la existencia y unicidad de soluciones.

Sin embargo, esto no se garantiza, de manera general, cuando el PVI esta de-
tinido sobre una EDO no lineal. Por ejemplo, sea el PVI para una EDO no lineal
auténoma

'(t) = f(z(1)),

I(to) = Xy,

(A.9)

siendo f : B C R"” — R" una funcién que, a menos que se indique lo contrario, sera
continua y por lo general, no lineal. En general, el sistema (A.9) no puede resolverse
(sabemos que si es lineal si, pero sino lo es, no estd garantizada su resolucién). Sin
embargo, los resultados principales en este contexto generalizado consisten en que
el comportamiento topolégico del sistema (A.9) en las vecindades de los puntos de
equilibrio, i.e., aquellos puntos z* tales que f(z*) = 0, generalmente, se comportan
como el sistema lineal (A.5) con A = D f(z*), la matriz Jacobiana en dicho punto. En
lo que sigue y en los dos primeros capitulos de este trabajo, se hara y se ha hecho

referencia solamente a sistemas autonomos como el definido en (A.9).
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Esta secciéon se desarrollard haciendo uso de la teoria introducida en [27]. Por

simplicidad, a partir de ahora consideraremos que t, = 0.

Definicién A.3.1 (Flujo asociado a una EDO auténoma). Sea B un abierto de R" y
f € CY(B).Paraxz, € B, sea ¢(t, zy) la soluciéon maximal del PVI (A.9) en el intervalo
maximal /(xy) C R. Entonces, parat € I(x), al conjunto de aplicaciones ¢, definidas

como

th(xo) - ¢(t7 Z‘o),

se le denomina flujo de la ecuacién diferencial (A.9), o el flujo definido por la ecua-
cién diferencial (A.9); o el flujo del campo de vectores definido por f. Ademas, el

flujo debe cumplir las siguientes propiedades Vx € B:
(i) do(x) = 2.
(ii) ¢so0 ¢i(x) = ¢pspi(z), paratodot € I(xg)y s € I(Pi(xo)).

Se sigue directamente de la definicién anterior que ¢; o ¢_i(z) = ¢p_; 0 ¢(z) = @
Vo € ByVt € I(x).

Definicién A.3.2. Sea B C R" un abierto que contiene a zy, sea f € C!(B) y sea
¢ : B — B el flujo del sistema no lineal (A.9) definido V¢ € R. Entonces, el conjunto
S C B se dice que es invariante respecto del flujo si ¢;(S) C S Vt € R. Ademas, se
dice que S es positivamente (negativamente) invariante respecto del flujo si ¢;(5) C
SVt >0 (VE <0).

A.3.1. Resultados locales

Definicién A.3.3. Sea z* € R" un punto de equilibrio del sistema (A.9). Se dice
que es hiperbélico si todos los autovalores del sistema lineal (A.5) con A = D f(z*)
tiene parte real no nula. Al sistema lineal (A.5) con A = Df(z*) se le denomina
linealizacién de (A.9).

Definicion A.3.4 (Variedad diferenciable n-dimensional). Una variedad diferen-
ciable n-dimensional (o variedad de clase C*), M, es un espacio métrico conexo con

un recubrimiento por abiertos {U,}, i.e., M = U,U,, tal que

(i) VYo, U, es homeomorfo a la bola unidad en R”, B,, = {z € R" : |z| < 1}.

(ii) si U, N Uz = 0, y existen homeomorfismos h, : U, — By hg : Ug — By,
entonces h, (U, N Uz) y hg(U, N Up) son subconjuntos de R™ y la aplicacién

h:=hgohz' :hg(U,NUz) = ho(U, NU3),
B B B B

es diferenciable (o de clase C*) y Vz € hs(U,NUp), el determinante de su matriz
Jacobiana en ese punto es no nulo, i.e., Dh(x) # 0.
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Al par (U,, h,) se le denomina carta, y al conjunto de todas las cartas se le denomina
comunmente atlas. Ademas, la variedad diferenciable M se dice que es orientable

si existe un atlas tal que det Dh, o hy'(z) > 0 para todo o, By x € hg(Us N Up).

Teorema A.3.5 (Teorema de la variedad estable). Sea B C R" un abierto que contie-
ne al origen, sea f € C'(B) y sea ¢, el flujo del sistema no lineal (A.9). Supongamos que
f(0) = 0 (es decir, el origen es un punto de equilibrio del sistema) y que D f(0) tiene k auto-
valores con parte real negativa y n — k con parte real positiva. Entonces, existe una variedad
diferenciable k-dimensional S tangente al subespacio estable E* del sistema linealizado (A.5)
en 0 tal que ¥t > 0, ¢(S) C SyVazo € S,

tlgglo 9e(0) = 0.

Ademds, existe una variedad diferenciable (n — k)-dimensional U tangente al subespacio
estable E* del sistema linealizado (A.5) en 0, tal que ¥t < 0, ¢,(U) C U y Vo € U,

tlir—noo ¢t($0> = 0.

Una demostracién para el Teorema de la variedad estable se puede encontrar
en [26,27].

Definicién A.3.6. Sea ¢, el flujo del sistema no lineal (A.9). Las variedades global-
mente estables e inestables de (A.9) en el origen (suponiendo que es punto de equi-

librio), se definen como

w#(0) = | ¢:(9),

t<0

w(0) = U ¢(U),
£>0
respectivamente, con S y U las variedades diferenciables locales del teorema ante-

rior.

Se puede demostrar que las variedades W*(0) y W*(0) son tinicas e invariantes
respecto del flujo ¢;. Ademads, Vo € W?*(0), se tiene que lim, ,., ¢, () = 0y que
Vo € W*(0), se tiene que lim; ,_, ¢¢(z) = 0.

Como los sistemas auténomos de ecuaciones diferenciales (A.9) y (A.5) son to-
polégicamente equivalentes si cumplen la Definiciéon A.1.9, entonces el siguiente

resultado es fundamental.

Teorema A.3.7 (Teorema de Hartman—Grobman). Sea B C R" un abierto que contiene
al origen, sea f € CY(B) y sea ¢, el flujo del sistema no lineal (A.9). Supongamos que
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f(0) = 0 (es decir, el origen es un punto de equilibrio del sistema) y que la matriz A = D f(0)
no tiene autovalores con parte real nula. Entonces, existe un homeomorfismo H : U — V
con U y V abiertos de R™ que contienen al origen, tales que para cada x, € U, existe un
intervalo abierto Iy C R que contiene al cero, tal que Vxy € U y Vt € I,

H o ¢y(20) = eMH (20).

Para una descripcion de la demostracion del Teorema de Hartman—Grobman el lector
puede consultar [27], donde los detalles que no se demuestran se pueden encontrar en el
Capitulo IX de [15].

Por tanto, (A.9) y (A.5) son topolégicamente conjugados.

Definicién A.3.8. Si un homeomorfismo H : U — V es diferenciable (de clase C*) y

también lo es (de clase C*) H™! : V — U, se dird que es un difeomorfismo (de clase
C").

Si, ademas de las condiciones del Teorema de Hartman—Grobman A.3.7 tenemos
condiciones adicionales de regularidad en f, entonces obtenemos que el homeo-
morfismo entre el sistema y su linealizado es un difeomorfismo. Esto se recoge en el

siguiente teorema, cuya demostraciéon puede encontrarse en [14].

Teorema A.3.9 (Teorema de Hartman). Sea B C R" un abierto que contiene a x,, sea
f € C*(B) y sea ¢, el flujo del sistema no lineal (A.9). Supongamos que f(xq) = 0 (es
decir, el xy es un punto de equilibrio del sistema) y que los autovalores Ay, ..., \, de la
matriz A = D f(0) no tienen parte real nula. Entonces, existe un difeomorfismo de clase C*,
H :U — V con U un abierto de R" que contienen a xo y V un abierto de R™ que contiene al
origen, tales que para cada x € U, existe un intervalo abierto I(x) C R que contiene al cero,
tal queVr € Uy Vt € I(x),
H o ¢y(x) = MH ().

A.3.2. Algunas definiciones y resultados sobre estabilidad

Definicién A.3.10. Sea ¢, el flujo del sistema no lineal (A.9) definido V¢ € R, se dice
que un punto de equilibrio z* del sistema no lineal (A.5) es estable si Ve > 036 > 0
tal que Vx € B(z*,9) y t > 0 se tiene que ¢, € B(z*,¢). En caso contrario se dird que
x* es inestable.

Definicién A.3.11. Sea ¢, el flujo del sistema no lineal (A.9) definido V¢ € R, se dice
que un punto de equilibrio z* del sistema no lineal (A.5) es asintéticamente estable
si es estable y 30 > 0 tal que Vz € B(z*,0) se tiene que

Jim o) =
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Se sigue del Teorema de la Variedad Estable (A.3.5) y del Teorema de Hartman—
Grobman (A.3.7) que cualquier punto de equilibrio hiperbélico del sistema no li-
neal A.9 es asintéticamente estable o inestable. En particular, en los sistemas planos,
los sumideros son asintéticamente estables y las fuentes y los puntos de silla son
asintéticamente inestables.

Otra consecuencia es que los puntos de equilibrio z* que pueden ser estables y no
asintéticamente estables son aquellos cuya matriz Jacobiana D f(z*) tiene al menos
un autovalor con parte real nula y el resto tienen parte real menor o igual a cero.
Este resultado se recoge en el siguiente teorema, donde una demostracién formal

del mismo puede leerse en [16].

Teorema A.3.12. Si x* es un punto de equilibrio estable del sistema no lineal (A.9), entonces

ningtin autovalor de D f(x*) tiene parte real positiva.

Definicién A.3.13. Sea B C R" un conjunto abierto, y sean f € C'(B)yV € C'(B)y
¢, el flujo del sistema no lineal (A.9). Entonces, dado x € B, se define la derivada de
V alo largo de la solucién ¢.(z) como

Via)= Ta)| =DV ).
v =0
La ultima igualdad se sigue de la regla de la cadena. Si V'(z) < 0 Vx € B, enton-
ces V decrece a lo largo de la solucion ¢;(z,) para zo € B ent = 0. Ademas, en R?, si
V'(z) < 0tal que laigualdad solo se da para el punto de equilibrio aislado z = 0, en-
tonces para C' > 0 pequeiio, la familia de curvas V' (z) = C constituye una familia de
curvas cerradas que encierran el origen (en un entorno del mismo) y las trayectorias
solucién de (A.9) cruzan esas curvas desde su exterior a su interior a medida que
crece ¢, entonces, el origen de (A.9) es asintéticamente estable. Estas propiedades se

resumen en el siguiente teorema, demostrado formalmente, por ejemplo, en [27].

Teorema A.3.14. Sea B C R™ un conjunto abierto que contiene a z*. Sea f € C'(B) tal
que f(x*) = 0. Ademds, supongamos que existe una funcion real V. € C'(B) que satisface
V(z*) =0y V(x) >0Vx € B\ {x}. Entonces,

(a) siV'(x) < 0Vx € B, z* es estable.
(b) siV'(z) < 0Vz € B\ {xo}, x* es asintéticamente estable.
(c) siV'(x) > 0Vx € B\ {zo}, z* es inestable.

Definicién A.3.15 (Funcién de Liapunov). Una funcién que sigue las hipétesis del
teorema anterior se dice que es una funcién débil de Liapunov si se da (a) pero no
(b), y una funcién fuerte de Liapunov si se dan (a) y (b).
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A.3.3. Teoremas globales de existencia y unicidad de soluciones

A continuacién, se enunciardn resultados relacionados con la existencia y unici-

dad de soluciones en el caso no lineal.

Teorema A.3.16 (Teorema de Existencia Global para Sistemas No Lineales). Para
f € CY(R") y para cada xo € R", el PVI

_fG)
7'(t) = o (A.10)
I(O) = To

tiene solucion vinica x(t) definida ¥t € R. Ademds, (A.10) es topolégicamente equivalente a
(A.5).

Teorema A.3.17. Sea f € C'(R") tal que satisface la condicion de Lipschitz de manera
global, i.e.,
lf(z) — f(y)| < Lz —y|, Vz,yeR™

Entonces, para x, € R", el PVI definido en (A.9) tiene una tinica solucion x(t) definida
vt e R.

Los desarrollos de demostraciones para estos dos tltimos teoremas se pueden
leer en [27].

Ademads, una extension del Teorema A.3.17 para variedades diferenciables com-
pactas se enuncia en el Teorema siguiente, cuya demostracion puede encontrarse
en [13].

Teorema A.3.18 (Chillingworth). Sea M una variedad diferenciable compacta y f €
C'(M). Entonces, para xog € M, el PVI definido por el sistema en (A.9) (extendida su

definicion la variedad M) y x(0) = x( tiene una tinica solucién x(t) definida ¥t € R.

A.3.4. Conjuntos limite y atractores

Definicién A.3.19. Sea ¢ el flujo asociado a una EDO no lineal dada por (A.9). Dado

un punto z; € R", se define su 6rbita como el conjunto siguiente,

Oy, = {0(t,x0) : YVt € I, },

con I, C R el intervalo de definiciéon de la solucién maximal. Cuando I, no sea
acotado superior o interiormente se definen las semidrbitas positivas y negativas
como

OF, = {6t x0) : Yt 20}y Oy ={o(t,x0) : VE <0},

respectivamente.
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Definicién A.3.20. Un punto p € B es un punto w-limite de la trayectoria ¢(-, z) del
sistema (A.9) si existe una sucesioén {t, }, tal que ¢, 2% 5o tal que

m ¢(t,, z) = p.
Similarmente, si existe una sucesion {t, }, tal que ¢, 0 5o tal que
m ¢(ty, x) =g,

si ¢ € E, entonces el se dice que el punto ¢ es un punto a-limite de la trayectoria
o(-, x) del sistema (A.9).

Al conjunto de los puntos w-limite de una trayectoria I' se denomina conjunto
w-limite de I' y se denota por w(I'). De la misma forma, al conjunto de los puntos a-
limite de una trayectoria I' se denomina conjunto a-limite de I' y se denota por «(I").
Finalmente, al conjunto de todos los puntos limite de una trayectoria I', w(I') U ('),

se le denomina conjunto limite de I'.

Los conjuntos w(I') y a(I') son cerrados de B. Ademas, si la trayectoria I" estd
contenida en un compacto de R”, w(I') y a(I') son no vacios, conexos y compactos
de B. Ademéds, sea p € w(I') y sea I', = ¢(-,p) la trayectoria que pasa por p, enton-
ces I'), C w(I'). De igual forma, si ¢ € a(I'), I'; C «(I"). Ademas, w(I') y o(I") son

invariantes respecto del flujo ¢,.

Definicién A.3.21. Un conjunto cerrado invariante A C B se dice que es un conjunto
atrayente de (A.9) si existe un entorno U C Atalque Vo € U, ¢y(x) e UVt > 0y
¢i(z) 2% A. Ademis, se define como atractor de un sistema no lineal auténomo

como (A.9) como un conjunto atrayente que tiene una 6rbita densa.

A.3.5. Orbitas periédicas, ciclos limite y separatrices

Definicién A.3.22. Un ciclo u 6rbita periédica de (A.9) es cualquier curva cerrada
solucion de (A.9) que no es un punto de equilibrio del sistema. Una 6rbita periédica
I' se llama estable si para cada ¢ > 0 existen un entorno U de I tal que Vz € U,
AT <gie,siVe e UyVt > 0,d(¢:(z),I") < e. Una 6rbita periddica se dice que
es inestable si no es estable; y I se dice que es asintéticamente estable si es estable y
si Vo € U, siendo U un entorno de I',

lim d(¢¢(z),T") = 0.

t—o00

Los ciclos u 6rbitas periddicas, al igual que los puntos de equilibrio, tienen va-
riedades estables e inestables de manera local y global, simplemente generalizando
el Teorema A.3.5 y las definiciones A.3.6 (véase Ref. [27]).
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Definicién A.3.23. Un ciclo limite I' de un sistema plano no lineal (A.9) es un ci-
clo de (A.9) que se corresponde con el conjunto w- o a-limite de alguna trayectoria
solucion de (A.9) diferente de la propia I'. Si un ciclo I' es el conjunto w-limite (res-
pectivamente, a-limite) de cada trayectoria en un entorno de I', se dice que I" es un
ciclo w-limite (a-limite) o ciclo limite estable (ciclo limite inestable). Ademaés, si I es
un conjunto w-limite de una trayectoria diferente a I' y también un conjunto a-limite

de otra trayectoria distinta a I, se dice que I' es un ciclo limite semiestable.

Definicién A.3.24. Consideremos un sistema no lineal plano (A.9) con f € C!'(B),
con B C R? un conjunto abierto tal que contiene a z* € B, que es un punto de silla
de (A.9). Se llamaré curva homoclinica a aquella trayectoria solucién, I' C B, que
une z* consigo mismo. Es decir, z* es el conjunto a-limite y w-limite de I

En otras palabras, tendremos que I' es una curva homoclinica si es solucién
de (A.9) que contiene al punto de silla 2* € By parte de su imagen se corresponde
con una curva cerrada simple que contiene a z*. La unién de dicha curva cerrada

simple y el punto de silla 2* se denomina curva separatriz.

Una curva homoclinica I' cumple que I' € W*(z*) N W*(z*) con z* el punto de
silla.

Definicién A.3.25. Consideremos un sistema no lineal plano (A.9) con f € C'(B),
con B C R? un conjunto abierto tal que contiene a z}, 25 € B, que son puntos de
silla de (A.9). Se llamara curva heteroclinica a aquella trayectoria solucién, I' C B,
tal que une los puntos de silla, por ejemplo, 7, es el conjunto a-limite de la curva y

el otro, x3, es el conjunto w-limite de la curva.

A.3.6. Teoremas de Poincaré-Bendixon para sistemas planos

La teorfa con respecto a los sistemas de ecuaciones diferenciales planos es mas
completa, de manera general, que en dimensiones superiores. Concretamente, en
estos sistemas se pueden clasificar los tipos de conjuntos w-limite que uno puede
encontrar, dados por los Teoremas de Poincaré—Bendixon que se enunciaran a conti-

nuacioén y cuyas demostraciones pueden encontrarse, por ejemplo, en la p.18 de [26].

Teorema A.3.26 (Teorema de Poincaré-Bendixon). Sea el sistema no lineal (A.9) un
sistema plano. Sea B C R? un conjunto abiertoy f € C*(B). Sea I una trayectoria solucion
de (A.9), tal que '™ C K con K C B un conjunto compacto. Entonces, si w(I') no contiene

ningtin punto de equilibrio, I' es una 6rbita periddica.

Teorema A.3.27 (Teorema de Poincaré-Bendixon generalizado). Asumamos las hipéte-
sis del Teorema A.3.26 y que el sistema no lineal plano (A.9) tiene un niimero finito de puntos
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de equilibrio en K C B, conjunto compacto. Se sigue que w(I") es o bien un punto de equili-
brio de (A.9), una 6rbita periddica de (A.9), o que w(I) es la union (finita) de algunos de los
puntos de equilibrio p, . .., py, de (A.9) y un niimero finito de ciclos limite y de conexiones
homoclinicas y/o heteroclinicas de (A.9) cuyos conjuntos a(I'), w(I') C {p1,...,pm}-

El Teorema A.3.27 anterior puede generalizarse a variedades diferenciables 2-
dimensionales (véase [27]).
Como consecuencia de los Teoremas de Poincaré-Bendixon, tenemos el siguiente

resultado, que puede verse en [27] y una demostracién suya en [16].

Teorema A.3.28. Sea f € C'(B) con B C R? un abierto que contiene a una 6rbita periédica
' del sistema no lineal (A.9), asi como el interior de la misma U. Entonces U contiene al
menos a un punto critico.

Finalmente, otra consecuencia muy importante del Teorema A.3.27 es que en sis-
temas planos no existe caos. Para una lectura mas profunda sobre esta consecuencia
y sobre cémo identificar y definir caos, se propone consultar [30].

A.3.7. Sistemas Hamiltonianos

En muchos sistemas fisicos, las ecuaciones de Hamilton se convierten en una he-
rramienta fundamental a la hora de describir su dindmica. En analogia a estas ecua-
ciones definiremos qué son los sistemas Hamiltonianos y su facilidad a la hora de
encontrar soluciones en dichos sistemas de ecuaciones diferenciales, generalmente,

no lineales.

Definicién A.3.29. Sea B C R*" un abierto en la topologia usual de R*" y sea H €
C*(B) tal que H = H(z,y) con z,y € R". Un sistema de ecuaciones diferenciales
auténomo de la forma

_OH OH

- N (a1

' (t) e

donde - -
o _(on om\'  om_(on  om
83; = aml,...,amn 5 ay — ayla-..,ayn )

se dice que es un sistema Hamiltoniano con n grados de libertad en 5.

Bajo el concepto de sistema Hamiltoniano reside un sistema conservativo, es de-
cir, la descripcion de la dindmica de un sistema fisico que conserva su energia. En
este caso, la energfa vendra dada por la funcién Hamiltoniana, H, definida anterior-
mente. En concreto, veremos que efectivamente, la funcién [ se mantiene constante

a través de las trayectorias de (A.11).
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Teorema A.3.30 (Conservacién de la energia). Sea H(z,y) la funcion Hamiltoniana del
sistema Hamiltoniano (A.11). Entonces, H se mantiene constante a través de las trayectorias
definidas por el sistema (A.11).

Demostracién. En efecto, tomemos derivadas con respecto a la variable independien-

te ¢, entonces haciendo uso de la regla de la cadena,

dd OHdx OHdy a1 OHOH OHOH

0 + - - -
dt Oxr dt Oy dt oxr Oy Oy Ox
Es por tanto que H se mantiene constante a través de cualquier curva solucién del

sistema de ecuaciones diferenciales Hamiltoniano (A.11). O

Definicién A.3.31. Un punto de equilibrio z* del sistema no lineal (A.9) en el que
D f(z*) no tiene autovalores nulos se dice que es un punto de equilibrio no degene-
rado. En caso contrario, se dice que es degenerado.

Teorema A.3.32. Todo punto de equilibrio (x*,y*) no degenerado de un sistema Hamil-
toniano plano (dado por (A.11) para n = 1) es (topolégicamente) un punto de silla o un
centro. Ademds, (z*,y*) es un punto de silla de (A.11) si y solo si es punto de silla de la
funcién Hamiltoniana H(x,y). Por otro lado, un mdximo o minimo estricto local de H(z,y)

se corresponde con un centro de (A.11).

La demostracion del teorema anterior se basa esencialmente en que la matriz

Jacobiana D f(z*) es esencialmente la matriz Hessiana de la funcién Hamiltoniana,

( 82ng )ij con z = (z,y). Al estudiar los posibles puntos de equilibrio en el caso no
degenerado ser un centro o un punto de silla son las tinicas posibilidades debido a
la correspondencia biunivoca entre los anteriores tipos de puntos de equilibrio y los

extremos locales o puntos de silla de H, respectivamente. Véase [27].

Definicién A.3.33. Sea un sistema Hamiltoniano asociado a la EDO auténoma de
segundo orden 2" (t) = f(z(t)), tal que f € C'((a,b)) con (a,b) C R un intervalo
abierto. Sabemos que dicha EDO auténoma de segundo orden puede escribirse co-
mo el siguiente sistema Hamiltoniano correspondiente a un sistema auténomo no

lineal plano

(A.12)
Supongamos que f es una fuerza conservativa, es decir,
Ulx) = — / £(s) ds,
xo

tal que U € C*((a,b)) se le denomina funcién potencial. Entonces, al sistema (A.12)

se le denominard sistema Newtoniano con un grado de libertad y su funcién Hamil-
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toniana vendréa dada por H(z,y) = T(y)+U(x) con T(y) = y*/2y a T se le denomina

funcién energia cinética.

Usualmente U es una funcién analitica. Lo asumiremos en adelante a menos que

se indique lo contrario.

Teorema A.3.34 (Espacio de fases de un sistema Newtoniano con un grado de li-
bertad). Sea el sistema Newtoniano con un grado de libertad definido en (A.12). Entonces,
un punto (z*,0) es un punto de equilibrio del sistema (A.12) si y solo si z* es un es un
punto critico de la energia potencial U, es decir, es un cero de la fuerza conservativa f. Si
x* se corresponde con un maximo local estricto de la funcién analitica U, entonces (x*,0) es
un punto de silla de (A.12). Por otro lado, si z* se corresponde con un minimo local estricto
de la funcién analitica U, entonces (x*,0) es un centro de (A.12). Mds atin, si z* se corres-
ponde con un punto de inflexién de la funcion analitica U, entonces (z*,0) es una ciispide
de (A.12). Finalmente, el espacio de fases de (A.12) es simétrico con respecto al eje x.

En el Teorema A.3.34 se ha introducido la nomenclatura de ctspide. Este término
hace referencia a un punto de equilibrio con dominio eliptico, este tiltimo consiste en
regiones del espacio de fases, R?, que son topolégicamente equivalentes a regiones
que contienen curvas homoclinicas anidadas o partes de ellas (véase con mas detalle
en [23,27]).

A.4. Ecuaciones diferenciales en derivadas parciales

Se seguirdn las definiciones de [10].
Definicion A.4.1 (Ecuacién diferencial en derivadas parciales). Se llama ecuacién
diferencial en derivadas parciales (EDP) a la ecuacién de la forma
F(D™u(x), ..., Du(z),u(x),x) =0, (A.13)
tal que z € B C R” un abierto, con u € C"(B) la incégnita y F : R™ x R™ " x - x
R x B —R.

Notad que en (A.13) se ha utilizado la notacién

olel
D= ———u
Ozt -+ Qxon
n

conz = (z1,...,2,)y o= (a,...,q,) un indice multiple, tal que |a| = > | a.

Definicién A.4.2. Se llama orden de una EDP al orden superior de las derivadas
parciales que figuran en la ecuacién. En el caso de (A.13) diremos que es una EDP

de orden m.



A.4 Ecuaciones diferenciales en derivadas parciales 79

Definicién A.4.3. Una EDP de orden m se dice lineal si se puede expresar de la
forma,

> a()D%u(z) = f(2),

laj<m

para ciertas funciones a, con |a| < m. Se dice ademds que es homogénea si f = 0.
En otras palabras, una EDP de la forma (A.13) es lineal, cuando F es lineal sobre las

derivadas parciales de la funcién incégnita.

Definicién A.4.4. Cuando una EDP de orden m no cumple la definicién anterior se

dice que es no lineal. Ademds, podemos definir otros tres conceptos:

(i) Se dice que una EDP de orden m es semilineal si viene definida por una ecua-
cién del tipo

> an(2)Du(z) + ag(D*u(x),. .., Du(z),u(z),z) =0,

laj=m

para ciertas funciones a, definidas en R" con |a| = m, mientras que g, es una

funcién por lo general no lineal en el resto de derivadas.

(ii) Se dice que una EDP de orden m es casi lineal si es de la forma

> ao(D¥ (), ..., Du(z), u(x), z) D*u(z)

|a|=m

+ ao(D*u(x), ..., Du(z),u(z),z) = 0,

para ciertas funciones a, (|a| = m) y ao funciones, por lo general, no lineales
en el resto de derivadas.

(iii) Se dice que una EDP de orden m es completamente no lineal si depende de

forma no lineal en las derivadas de orden m.

A.4.1. Condiciones iniciales, de frontera, soluciones y problemas
bien definidos en EDPs
Definicién A.4.5. Sea una EDP de la forma (A.13) de orden m definida en una regién

B del espacio real correspondiente. Se denominara solucién (fuerte) de la EDP (A.13)
en una regiéon B’ de R™ a una funcién v € C™(B’) tal que cumple la ecuacién (A.13).

Definicién A.4.6. Sea una EDP de la forma (A.13) de orden m definida en una region
B del espacio real correspondiente sobre las variables (z,t) € R” x R. Un problema
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de valor inicial o PVI sobre la EDP (A.13) consiste en encontrar soluciones a

F(D™u(zx), ..., Du(z),u(x),x) =0,
Zeu(r,0) = fulz), 0<k<m-—1,

con f funciones arbitrarias definidas en R"™ sobre la variable x.

Definicién A.4.7. Sea una EDP de la forma (A.13) de orden m definida en una re-
gion B del espacio real correspondiente sobre las variables (z,t) € R x R (para las
ecuaciones que vamos a tratar es suficiente). Un problema de valores en la frontera

o PVF sobre la EDP (A.13) consiste en encontrar soluciones a

P (D"u()..... Dux),u(x).z) =0, 0<a
aaxkku(o 8 =gu(t), Lew(L,t)=hy(t), 0<k<m-—1,

con g, h;, funciones arbitrarias definidas en R sobre la variable ¢.

Definicién A.4.8. Sea una EDP de la forma (A.13) de orden m definida en una regién
B del espacio real correspondiente sobre las variables (z,¢) € R x R (para las ecua-
ciones que vamos a tratar es suficiente). Un problema de valor inicial con valores en

la frontera o PVIF sobre la EDP (A.13) consiste en encontrar soluciones a

F(D™u(z),...,Du(z),u(x),z) =0, 0<z<IL,
8tku(a: 0) = fr(x), 0<k<m-—1,
8Iku( t) = gr(t), %U<L7t):hk(t)a 0<k<m-—1,

con fi, gx, hi funciones arbitrarias.

De manera més general a los problemas anteriores se les engloba en la definicién
de problema de Cauchy para EDPs [28].

Definicién A.4.9. Un problema de Cauchy de EDPs se dice estar bien definido si

cumple que:
(i) El problema tiene solucién.
(ii) La solucién es tnica.

(iii) La solucién depende de manera continua de las condiciones (iniciales o de

frontera) del problema.

La definicién anterior se puede también extrapolar a las EDOs, a pesar de ser

maéas comun en la teoria de EDPs.
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Hasta ahora el concepto de solucién (fuerte) precisaba que la funcién solucién
fuera continua tanto ella misma como sus derivadas hasta el orden de la EDO o
de la EDP. Sin embargo, cuando aparecen puntos en los que el problema deja de
estar bien definido por alguna razén (usualmente, ausencia de la continuidad de la
derivada de orden mayor), suele tratar de solucionarse introduciendo el concepto
de solucién débil (de soporte compacto), de forma que el problema esté bien definido
para las derivadas débiles en el sentido de las distribuciones. Para ello serd necesario

introducir algunos conceptos sobre espacios de Sobolev en el siguiente capitulo.






Apéndice B

Conceptos basicos sobre espacios de Sobolev

B.1. Resultados y definiciones previos

A lo largo de este capitulo, O C R" denotara un abierto arbitrario de la topologia
usual en R".

Cada vez que se hable de “medida”, “medible”, u otros conceptos relacionados
con la “Teoria de la Medida”, nos referiremos siempre a la medida de Lebesgue en
R" con la o-dlgebra de Borel derivada de la topologia usual (de las normas) en R".

Ademads, sea f : O — Ry k € N, entonces se introducira la siguiente notacién:

= Soporte de f:sop f = {z € O: f(z) # 0}.

» Conjunto de las funciones de soporte compacto en O:
Co(O) = {f € C(O) : sop f es un subconjunto compacto de O}.

= Conjunto de las funciones infinitamente diferenciables con soporte compacto
en O o funciones test: C3°(O) = C*(O) U Cy(O).

Proposicion B.1.1. C5°(O) es denso en LP(O) para cualquier 1 < p < oo [32].

Recordemos que el espacio vectorial £P(O) estd formado por aquellas funciones
medibles tales que cumplen que

/ fPde < 0,
O

donde, en nuestro caso particular, se ha utilizado [ dz para hacer referencia a la
integral sobre la medida de Lebesgue.

Definiciéon B.1.2. Sea f € £P(O) y xx denota la funcién caracteristica en un com-
pacto K C O. Se dice que f es localmente p-integrable (para p = 1, simplemente
localmente integrable) en O si fxx € LP(O) para todo compacto K C O. La coleccién
de funciones localmente p-integrables en O se denota como £} (O), £} (R") = L}

loc loc loc*
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Definicién B.1.3. Sea u € L .(0) y sea a = (a1, g, . . ., v,) € N" un indice multiple.

Entonces, se dird que v € L] _(O) es la derivada débil a-ésima de u, si

/OuDaapdx:(—l)la|/vg0dx, (B.1)

(@]

para cualquier funcién test ¢ € C5°(0), tal que

olel

Dp=—""" o
7 8m{f‘1---8xgn(p

Lema B.1.4. La derivada débil a-ésima de una funcién u € L] .(O), si existe, es tinica casi
siempre (salvo un conjunto de medida nula).

Demostracién. Supongamos que existen v, 0 € Li,.(O) tales que son derivadas a-
ésimas de u € L], _(O). Es decir, cumplen (B.1). Por tanto, esto implica que

/(v —0)pdr =0, paracaday € C;°(O),
@

y por tanto, haciendo uso de la Proposicién B.1.1 y del teorema de convergencia

dominada, se concluye que v = © casi siempre en O. O

Corolario B.1.5 (Lema fundamental del célculo de variaciones). Si f € L] (O)y
satisface

/fgp de =0, paracada p € C;°(O),

entonces f = 0 casi siempre en O.

Debido a la unicidad de la derivada débil a-ésima, se denotard indistinguible-

mente de la derivada usual como D®, siempre que no haya cabida a ambigiiedad.

B.2. Espacios de Sobolev

Definicién B.2.1. Se define el espacio de Sobolev W*?(0) como aquel conjunto de
funciones u € LP(O) tales que para cualquier indice mdltiple o con |a| < &, la
derivada débil a-ésima D®u existe y D*u € LP(O). Es decir,

WHP(O) = {u € LP(O) : D*u € LF(O),|a| <k},

para 1l < p < co. Ademads, se denotara
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Ademés, generalizando la Definicién B.1.2, se dice que f € WP(O) si fyx €
WhP(O) VK C O compacto. Igualmente, para el caso particular de p = 2, f €
HE (0)si fxx € HY(O) VK C O compacto.

Definicién B.2.2. Si u € W*?(0), se define la siguiente norma

1/p
al<k || D%ul|% sil <p< oo,
i cr = { (P IDul0) ™ si1 <

MAX|q|<k ||Dau||£oo(@) sip = o0,

Lema B.2.3 (Propiedades de las derivadas débiles). Sean u,v € W*?(O) y |a| < k.
Entonces,

(i) D € Wh=lelr(O).
(i) D*(DPu) = DP(Du) para todo multi-indice o, 3 tal que || + | 5] < k.

(iii) (Linealidad) Para cada \, ;1 € R, se tiene que Mu + pv € W*P(O) y, ademds,

D*(Au+ pw) = AD%u + puDv.

(iv) Para O’ C O abierto, entonces u,v € W*P(QO').

(v) (Férmula de Leibniz) Sin € C3°(O), entonces nu € W*P(O) y

D) = 3 (§) D00

BLa 5

con

« al
=— —— cona'=a! -,

B)  Blla—p)
y B < adenota que 5; < o paratodo j =1,...,n.

La prueba de los diferentes resultados resumidos en el lema anterior pueden
encontrarse en [33].

Estas definiciones nos ha permitido introducir en los Capitulos 1-2 el concepto
de solucién débil de algunas ecuaciones diferenciales ordinarias no lineales. De tal
forma que cumplirdn la ecuacién diferencial dada en el sentido de las derivadas

débiles tal y como se ha introducido anteriormente.
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Apéndice C

Algunos resultados utiles sobre polinomios

A lo largo de este capitulo, nos centraremos simplemente en polinomios con co-
eficientes reales con dominio e imagen en R. Los resultados y definiciones que se
introducen son necesarios para desarrollar algunas demostraciones en los Capitu-
los1y 2.

C.1. Resultantes y Discriminantes

Definicién C.1.1. Dados dos polinomios P, Q € R[z], P(z) = S} pea’ y Q(z) =
S, qer®, de grados n 'y m, respectivamente (p,, # 0y ¢,,, # 0), denominamos matriz
de Sylvester asociada a los polinomios P y (), y se denotard como Sp(, a la matriz

(n4+m) x (n 4+ m) construida de la siguiente forma:

Sin > 0, entonces la primera fila es:

(PnPn—1 === po 0 -+ 0).

= Lasegunda fila coincide con la primera excepto por el desplazamiento de cada
elemento una posicién a la derecha, comenzando la fila por 0:

= Las siguientes n — 2 columnas se obtienen de la misma forma, desplazando
los elementos una columna hacia la derecha y afiadiendo un cero como primer
elemento de la fila.

= Sim > 0lafila (n + 1)-ésima serfa:
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= Las siguientes filas se obtienen siguiendo el mismo algoritmo de desplaza-

miento que antes.

Denotemos como P, al conjunto de polinomios en R[z| de grado n. Sean P, €
R[] los polinomios de grados n y m de la definicién anterior. Consideremos la apli-

cacion lineal,

@ P X Pp — Pnim
(A,B) — ¢(A,B) = PA+ QB.

Es fécil ver que la matriz asociada a esta aplicacién lineal no es mas que Sp.

Definiciéon C.1.2. Dados dos polinomios P, Q € R[z], P(z) = S pa’ y Q(z) =
St o qrx”, de grados n y m, respectivamente (p, # 0y ¢,, # 0), denominamos re-
sultante de P y (), y se denotard como res(P, (), al determinante de la matriz de
Sylvester asociada a Py ). Es decir, res(P, ()) = det Spg.

Lema C.1.3. Dados dos polinomios P, Q € R[z], P(z) = Y7_ype2™ y Q(x) = X7 qra®,
de grados n y m, respectivamente (p,, # 0y g, # 0). Sean aq,..., o, Y P1, ..., Bm Sus
respectivas raices en C. Se puede reescribir el resultante de P y () como cualquiera de las
siguientes formulas

res(P, Q) =pp'Q(az) - - Qay,)
=(=1)""qm P(B1) - P(Bm)
=i Il (= 5)

Il o e

La prueba del Lema C.1.3 puede verse en [4].

Proposicion C.1.4. Dados dos polinomios no nulos P,Q) € Rlx] de grados n,m > 0,
respectivamente, se tiene que res(P, Q) = O:

(i) siy solo si tienen, al menos, una raiz comiin en C.
(ii) siy solo si tienen, al menos, un factor irreducible comiin.

Demostracion. Se sigue directamente del Lema C.1.3 y del Teorema Fundamental del
Algebra. O

Definicién C.1.5. Dado un polinomio P € R[z| de grado n,

k=0
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con p,, # 0, se define el discriminante de P como

Dis(P(z), ) = (—1)2""V plres(P, P), (C.1)

con P'(x) = Y025 (k + 1)pr17* la primera derivada del polinomio P(z).

Proposicién C.1.6 (Clasificacién de raices segtn el signo del discriminante). Dado
un polinomio con coeficientes reales P(z) = SF_, pra® € R[z] de grado n > 1, entonces:

(i) Paran = 2.

e SiDis(P(x),x) > 0, P tiene dos raices reales simples.
e SiDis(P(x),x) =0, P tiene una raiz real doble.

e SiDis(P(x),z) < 0, P tiene dos raices complejas conjugadas.
(ii) Paran = 3.

e SiDis(P(x),x) > 0, P tiene tres raices reales simples.
e SiDis(P(x),x) = 0, P tiene tres raices reales, y una de ellas es miiltiple.

e Si Dis(P(x),z) < 0, P tiene dos raices complejas conjugadas y una raiz real

simple.
(i1i) Paran > 4.

e SiDis(P(x),x) > 0, el niimero de raices complejas de P es un miiltiplo de 4. Es
decir, existe un niimero natural k < n/4 tal que hay 2k pares de raices complejas

conjugadas y n — 4k raices reales.
e SiDis(P(x),z) = 0, P tiene, al menos, una raiz miiltiple.

* SiDis(P(x),x) < 0, el niimero de raices complejas de P no es un miiltiplo de 4.
Es decir, existe un niimero natural k < (n — 2)/4 tal que hay 2k + 1 pares de
raices complejas conjugadas y n — 4k — 2 raices reales.

C.2. Continuidad de las raices por un parametro

En esta seccién haremos uso del Teorema de la funcién implicita para probar que
las raices reales simples de un polinomio en una variable con coeficientes reales que
depende de un pardmetro real son funciones continuas de dicho pardmetro. Ello
nos llevara a probar un resultado que serd ttil en secciones posteriores. Primero,

recordemos el Teorema de la funcién implicita.
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Teorema C.2.1 (Teorema de la funcién implicita). Sea F € C*(Q) con Q@ C R" x R™

% es invertible.
Y (xvy):(avb)

Entonces, existe un abierto A C R™ tal que a € Ay otro abierto B € R™ tal que b € B que

un abierto y (a,b) € Q un punto tal que F(a,b) = 0y que

satisfacen lo siguiente:
» Para cada xy € A, existe un tinico yo = f(xo) € B tales que F(xo, f(x0)) = 0.

» Dada la funcién f anterior, ademads se tiene que f(a) = by que f : A — B es de clase
Cly
OF - JoF
1) = |Gows@)] |G L wea

mxXm

donde J f denota a la matriz Jacobiana asociada a la funcion f.

La prueba de la funcién implicita sigue resultados elementales del Andlisis Ma-
tematico. Pruebas del teorema pueden encontrarse, por ejemplo, en [8,19].

Corolario C.2.2. Consideremos una familia de polinomios reales de grado n con coeficientes
reales que dependen de forma continua en un pardmetro real b,

@mzéwwﬂ

Si existen k raices reales simples de este polinomio para un by € I, entonces son funciones
continuas del pardmetro b en un entorno abierto de by.

Demostracion. Consideremos nuestro polinomio anterior Gy(z) = G(b,z) : R x R —

R. Supongamos un b, € R fijo, tal que G, tiene k raices reales simples, {z;},_,. Por
9G(z,y)
. . C % Gz y)=(bo,m)

vertibles para cada¢ = 1, ..., k. Por tanto, estamos en condiciones de aplicar el Teo-

=1

tanto, los puntos (b, z;) cumplen que G(by,x;) = 0y que son in-

rema de la Funcién Implicita C.2.1. Asi que, podemos afirmar que existen abiertos
B;, X; C Rtales que z; € X,y by € B;, y funciones f; : B; — X; de clase C' que cum-
plen que z; = fi(by) € X, y que para cada b* € B; existe un tinico =} = f;(b*) € X; tal
que es raiz de Gy-. O

Lema C.2.3. Sea Q) = Ry consideremos una familia de polinomios reales con coeficientes
reales que dependen de forma continua en un pardmetro real b,

Gula) = 3 4s ()

Supongamos que existe un intervalo abierto I C R tal que:
(i) Existe algiin by € I, tal que Gy, (x) tiene exactamente k raices simples en ).

(ii) Paratodo b € I, Dis(Gy(z), ) # 0.
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(iii) Paratodob € I, g,(b) # 0.

Entonces, Vb € I, Gy(x) tiene exactamente k raices simples en ).
Ademis, si Q = (), = (c*(b), 00) C R para alguna funcién real y continua c*, el mismo

resultado se satisface si se afiade la hipdtesis de que:

(iv) Paratodo b € I, G,(c*(b)) # 0.

Demostracién. El punto de partida para la prueba es utilizar la continuidad de las
raices en el pardmetro real b que nos garantiza el Corolario C.2.2 en entornos abiertos
de by. Primero, en virtud de las hip6tesis, sabemos que el polinomio G, tiene k
raices simples reales y por ende, n — k € 2Z* raices complejas como consecuencia

del Teorema fundamental del algebra.

Basta ver que el resto de hipodtesis garantiza la continuidad de las raices para
todo b € I y que no aparece ninguna nueva raiz continua en un subintervalo de I.

Para ello, demostrémoslo por reduccién al absurdo.

Comencemos asumiendo que 2 = R. Supongamos que existe algtin b* € I, tal
que aparece alguna raiz real diferente a las k£ conocidas. Sila aparicién de alguna raiz
real es en detrimento de un par de raices complejas conjugadas, por continuidad de
las raices simples y de las raices complejas en el parametro b, es necesario que exista
algun v’ € I tal que Dis(Gy (), ) = 0 en contra de la hipétesis (ii). Por tanto, el grado
del polinomio en b* € I es necesariamente mayor que para by, € I que, de nuevo,
contradice la hipétesis (iii). El caso en el que se considera la pérdida de alguna de

las k raices es simétrico a la discusién anterior y, por tanto, concluimos.

Consideremos ahora el caso en que {2 = €, y procedamos, de nuevo, por re-
duccién al absurdo. Para ello, supongamos que efectivamente existe un b* € I tal
que b* # by y que el polinomio G- en ()~ tiene k* raices reales simples, tal que
k* # k que es el namero de raices simples de Gy, en €),,. Supongamos, sin pérdida
de generalidad, que k£* > k y necesariamente ,, C (-, i.e., ¢*(by) > ¢*(b*). Por
tanto, existe al menos una raiz x;; que es continua sobre el pardmetro b € I tal que
Tp1(0*) € Qe y que xp41(bo) ¢ ,, y definamos la funcién h = 241 — c*, que es
una funcién real y continua en I por ser la diferencia de dos funciones reales y con-
tinuas en ese mismo intervalo abierto. Por tanto, necesariamente h(b*) > 0 > h(by) y
por continuidad de & en el I y a consecuencia del Teorema de Bolzano debe existir
un b € [ tal que b* > ' > by o b* <V < by que cumpla h(b') = 0y por tanto
que Gy (zp1 (V) = Gy(c*(V'). Sin embargo, esta afirmacion contradice la hipétesis
@iv). ]
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C.3. Meétodo de Sturm

En esta seccién introduciremos el conocido como método de Sturm, que nos per-
mitird conocer el nimero de raices en un intervalo dado para polinomios con co-
eficientes reales y de (una) variable real examinando los cambios de signo en una
secuencia de polinomios. Las demostraciones relacionadas con esta secciéon pueden
encontrarse en [1,29].

Definicién C.3.1. Sea p(x) € R[z] un polinomio de grado n, i.e.,

p(z) = Zn: arz®,  a, #0. (C2)
k=0

La sucesion

p(l’) = pO(x)vpl(I)7p2($)v o 7pm(x)

se dice que es una sucesién de Sturm para el polinomio p(z) si
(i) todas las raices de po(z) = p(z) son simples.
(ii) sgn(p1(€)) = —sgn(py(€)) si € es una raiz real de py.
(iii) Parai =1,...,m — 1 se tiene que
pir1(§)pi-1(§) <0
si £ es una raiz real de p;.
(iv) El altimo polinomio p,, no tiene raices reales.

Teorema C.3.2 (Teorema de Sturm). El niimero de raices reales de p(z) = po(x) en el
intervalo a < x < bes igual a la diferencia w(b) — w(a), donde w(zx) es el niimero de cambio

de signos de una secuencia de Sturm

en x.

Nota C.3.3 (Método de Sturm). Uno puede crear una secuencia de Sturm median-
te el siguiente procedimiento recursivo para un polinomio p(x) de la forma (C.2).
Definimos inicialmente

po(x) =p(x), pi(z) = —po(z) = —p'(2),
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y el resto de polinomios se definen de manera recursiva,

pi-1(z) = ci(x)pi(x) — ripisa(x), i=1,2,...,m, (C3)

tal que gr(p;) > gr(pi+1), pues no es mas que la aplicacién del algoritmo Euclides de
la divisién para polinomios, donde se define de manera arbitraria r; > 0. Como el

grado de los polinomios va decreciendo, este debe acabar tras m < n pasos, tal que:

Pm-1(2) = cu(T)pm(z),  pm(z) £ 0.

El dltimo polinomio de la sucesién, p,,, es el mayor divisor comuin entre py(z) = p(z)
y p1(z) = —p'(z). Si p tiene raices reales simples, entonces p’ no tiene raices en comin
con el polinomio p. Por tanto, p,, cumple C.3.1(iv). Si p;(§) = 0, entonces, de (C.3)
podemos deducir que p;_1(§) = 7pi+1(§) con r; > 0. Por tanto, como necesaria-
mente p;1(£) # 0, pues si no, se tendria que ¢ es raiz de p,,, lo cual no es posible.
Por tanto, se asegura C.3.1(iii). Finalmente, C.3.1(i)-(ii) se cumplen por construc-
cién. Concluimos asi que, efectivamente, esta sucesion es una sucesién de Sturm.
Ademads, usualmente aplicar el Teorema C.3.2 a esta sucesion se le denomina Método
de Sturm.

La determinacién del namero de raices reales mediante el método de Sturm que
aparecerdn a lo largo del trabajo se realizardn mediante la ejecuciéon de funciones

predefinidas en el software de célculo simbdélico Mathematica [35].
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