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1. Introduccién. Es conocido que el C4lculo Diferencial clisico de Fréchet

en espacios normados no tiene una extensién candénica a espacios vectoriales to
polégicos generales. Es més, han proliferado tanto las definiciones de diferen
ciacién en el marco general de los espacios no normables (incluidos los espa-
cios vectoriales de convergencia), que el verdadero problema de la teoria ha
sido precisamente la clasificacién de estas definiciones y la elaboracién de
una teoria unificada.

En este sentido, especial importancia tienen los trabajos de Averbukh y
Smolyanov ( [2] , [3] , [4] ) y de Frolicher y Bucher ( [7] ) por cuanto su-
ponen de generalidad en el estudio de varias definiciones de diferenciacién en
en espacios vectoriales topoldgicos y el trabajo de Keller ( [10] ) que hace
también una amplia incursién en el 4mbito de los espacios de convergencia. A
dichos trabajos nos referiremos para todos los conceptos no definidos en el
presente trabajo. Para la teoria general de los espacios de convergencia, ver
la completa monografia [6].

En el presente trabajo investigamos relaciones entre diferenciacidén total
y parcial de funciones definidas en espacios producto, cuando los espacios de
aplicaciones lineales continuas son provistos indistamente de topologias local
mente convexas o de estructuras de convergencia.

2. Definiciones y terminologia. Sean E y F espacios localmente convexos,

XcE un conjunto abierto no vacio y f : X —> F una funcidén continua. Dire-
mos que f admite derivada direccional seqin la direccién heE en el punto

xe X si existe un elemento Df(x)heF tal que
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£75( f(x+h) - £(x) ) = DF(x)h (1)

ok
[ele}=]

fiz
y f se dice que esdiferenciable GAteaux-Lévy en xeX si para todo heE
existe Df(x)h satisfaciendo (1) y ademds la aplicacién derivada

Df(x) : E —» F definida pdr h +— Df(x)h es lineal continua, es decir
Df(x) e £L(E F)

Denotaremos 5£A(E F) el espacio vectorial de aplicaciones lineales con-
tinuas de E en F dotado, bien de la topologia de la convergencia uniforme
sobre una familia A de conjuntos acotados de E o bien de alguna de las es-
tructuras de convergencia A = A , A

c gb ’
un mas detallado estudio en [10] y [8]

T, 6 , de las que puede encontrarse

‘2 ’ : . 1 g 1
La funcién f se dice que es diferenciable de clase CA (esorito fe€ -9
A
si es diferenciable GAteaux-Lévy en todo punto x e X y ademds la aplicacién

derivada (2)

definida por x > Df(x) es continua. Es interesante notar que si A= As es
la familia de todos los conjuntos finitos de E (topologia débil en e F) )y
la condicién (2) no aporta nada sobre la condicién (1), mientras'que si 'E es
normable y A= by, BE la familia de todos los conjuntos acotados de E (topolo- |

1 ; ; ; )
gia fuerte en o£(E F) ), la condicién fe¢ CA implica que f es continuamente
b

diferenéiable en el sentido cldsico de Fréchet.

3. Diferenciacién Total y Parcial. Sean E1 5 wwe En , F espacios local-

mente convexos y sea E = TE. . Para cada conjunto abierto no vacio XcE ,
i

cada funcidén continua f : X — F y cada punto a = (a1 g wasy @& )X 5 86
n

; > s .a
define la inyeccidén continua j, : E, — E dada por
T i

; i .a W ) : a-1
La aplicacién foj.  definida en el conjunto abierto X. :(%) () e E_l , se llami
i i
aplicacién parcial i-ésima de f en el punto a . Si la aplicacién parcial
i-ésima de f en el punto a.e X, es diferenciable Gadteaux-Lévy en el punto
i i
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a, , diremos que f admite derivada parcial i-ésima en a . La derivada de

i

foj. en el punto a, se denota por D f(a) ¢ Gﬁ(Ei F) . Es sencillo compro-
i i a.

i
bar la siguiente

Proposicidn 1. SL Ae {AC 5 y Ty 6} y f : X —F es una aplica-

A
1 ao
cidbn de clase CA , para cada aeX , L =1,...,n , La funcldn - ¥ .cdmite de—~

! . e , .Q 1
rivada parctal UL-ésuma en a Yy oademds f-JL es de clase CA

El resultado central del trabajo es el siguiente reciproco de la proposi-
cidn prebedente

Teorema 2. Sea A e{AC , A , T, 08} ysea f: X — F una aplicactdn

Qb
tal que para cada xeX Yy cada L =1,...,n , La aplicacidédn porclal L-ésima

de f en x es diferenclable Giteaux-Lévy y La aplicactdn

D f: X — L (EF)
IL A

. 1 y .
definida por x Dx f(x) es continua. Entonces fe CA y La formula de di-

. L
ferenciLaclon

Df(a) (h) = X D_ f(a) pr. (h)
G

es vGlLida para cada ae X y cada heE .

Se puede demostrar incluso que si E1 5 e En son espacios metrizables
(resp. metrizables y tonelados), el teorema preécedente sigue valido sustitu-
yendo la estructura de convergencia A por la topologia Ak (pesp. AS ) Sde
la convergencia uniforme sobre los conjuntos compactos de E (resp. conjuntos
finitos de E )

En particular, i E  juisey En son espacios de Banach, el Teorema 1 con-

1
tiene como caso particular el andlogo teorema de diferenciacién total y parcial
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de la teoria clasica de la diferencial de Fréchet que, seilin se sabe, establece

la existencia de derivada total de F siembre que la aplicacién D f sea con
X,y =

. i

Linug para cada 1 = 100050 »
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