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INTRODUCCION
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En la teoria clésica de la diferenciacidn de funciow

nes en aspaclos de Banach, es conocido el teorema de Schwarz de
simetria de las "derivadas cruzadas" de segundo orden en un pun
to. la dnica hipdtesis necesaria para que tal simetri{a se dé,
es la de doble diferenciabilidad de la funcidn en el punto en
cuestidn., Incluso si el espacio de Banach eg finito-dimensional
esta hipdtesis puede ser debilitada,

Sin embargo, cuando se estudian funcionas en espacios
no normables, las dificultades aumentan notablemente, En primer
lugar, y como acertadamente sefiala H. H. Keller ( {87 ), la pri
mera dificultad surge de la propia definicidn de derivada de
primer y segundo orden, En efecto, la condicidén de Fréchet

l:I.mHhII":L r{(frxsh) =0

ha0
donde r(fs xr h)= £f(x+h) - £(x) - DE(x) es el resto de £
en el punto X ¥ en la direccidn h , es una condicidn natural
cuando el dominio de £ es un espacio normable. Pero no ocurre
as{ cuando F es un espacio localmente convexo no normable, en
cuyo caso procede partir de una condicidn del tipo Gldteaux

1m  t7lr(erxsth) = 0

t*+0
LER

y afiadir condlciones de existencia del limite uniformemente
para héS donde 8 wvaria en una familla prefijada £ de
conjuntos acotados gque recubren Bl espacio E de definicién

de £ ., Las diversas elecciones de la familia 6 generan sen



das condiciones de diferenciabilidad gue han sido bien estudia-
das y sistematizadas por H, H. Keller en [B] N

Por otro lado el estudio de las funciones continuamen
te diferuanciables, es decir con derivada Df continua, plantea
el problema adicional de la topologia en & (E F) , range de la
aplicacidn Df , que, a diferencia del caso E y F normables,
no aparece de forma natural y pueden, por consigulente definir-
se en M(E F) tantas G -topologias como elecciones posibles
de la familia G,

Estos problemas, ya de por s{ importantes al manejar
derivadas de primer orden, aumentan, si cabe, al estudiar deri-
vadas de orden superior, donde la mera definicldn de la derivada

segunda de £ , es decir la derivada de
Df t E = of (E F)

exije la previa eleccidn de 1a G ~topologia en &HE F) v la
condicidn de resto para definir la derivada segunda.

No es extrafio, por tanto, que se hayan realizado rela
tivamente pocos progrescs en 21 campo de la derivacidn superior
de funciones en espacios no normables, pues, tal ¥y como seflala
H. H. Keller, el marco de las @& ~topologfas parece insuficiente
para el tratamiento de la derivacidn superior, y se hace necesa-
ria la introduccidn de estructuras mds generales en los espacios
& (E F) en orden a obtener un mfnimo de resultados de interds,
En [6] son introducidas las estructuras de convergencia da
H. R, Fischer sobre los espacios de aplicaciones lineales conti
nyas, lo cual provee de propiedades adiclonales a dichos espa-
cios cuando E y P no son normables; por ejemplo la continui
dad de las aplicaciones svaluacidén y compusicién,

La teorfa de las funciones de c¢lase C1 ha =ido estu-




diada también en los trahajos [1] o [2] . [3] . [IG] ¥
otros, mostrando ser buenas generalizaciones de la teoria cldsi
ca, al comprobarse como la mayoria de los teoremas de diferen-
clacidn en espacios euclf{deos, o mds general, en espacios de
Banach, se satisfacen y al demostrarse que la tzoria constituye
una generalizacién natural de la diferenciacidn Frachet. En efeg
to, 81 E es normable, las funciones de clage C:; precisamente s
ias funciones diferenciables Fréchet, Sin embargo, tal ¥ como

se apuntaba anteriormente, cuando se dota al espacilo J(E F)

de (@ ~topologias (aun siendo E y F normables), surgen im-
portantes problemas a causa de la no continuidad de las apli=-

cacimes evaluacidn

ev t F(EF) XE wed F

y composicidn
M ¥r6) x FEF) ~s dE )

por ejemplo, al estudlar la "regla de la cadena” para funcionesl
de clase Cé « La introduccidn de las estructuras de convergen~
cla [6] en los aﬁpacioa &(E F) , permite superar estos pro-
blemas (ver [7] ., [8] . [9] ) a costa de debilitar la estruc
tura topoldégica de los espacios M(E F) .

Otros autores sin embargo no comparten la necesidad
de introducir las estructuras de convergencia, y desarrcollan
una teorfa diferencial dentro del marcc de los espacios vecto-
riales topoldgicos. Tal es el caso de S. Yamamuro [10] quien
ha construfdo una completa teoria de la diferenciacidn sin hacer
usc de lag estructuras de convergencia, vy es en esta linea por
donde el presents trabajo trata de sportar nuevos resultados,

Los teorsmas de simetria de la derivada segunda que aqui se




estudian, son construidos para funclones de clase Cé , 8 de-
cir cuando lo8 espacios de aplicaciones lineales continuas estédn
dotados de una § -topologfa y no necesariamente una estructura
de convergencla, Ello aporta, entre ot:as cosas una generaliza-
cldén directa del teorema de Schwarz de simetria de 1la derivada
segunda de funciones en espacios euclideos, a funciones en espa=

cios localmente convexos, no normables.
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Sean E y F espacios localmente convexos Hausdorff
reales, y sean I"E Y ["F las familias de seminormas continuas
en E y F. respectivamente., En todo el trabajo se denotard
por Ixl, el valor de la seminorma o€l sobre el vector x€E.
La familia [ es separada, es decir si x # 0, existe xe PE
con Ix|,# 0 , y andlogamente la familia T, . Asimismo ambas
familias son filtrantes para el orden usual £ de aplicaciones
reales.

El conjunto de todas las aplicaciones lineales conti-
nuas de E en F es un espacio vectorial real, denotado por
&E . ’

Una familia & de conjuntos acotados de E se dice
que es saturada si la unidn de dos alementos de & estd conte-
nida en algin otro elemento de & , S1 & es un recubrimiento
saturado de E por conjuntos acotados, se define del modo si-

guiente una topologfa localmente convexa sobre of (E F).

Dafinicidn 1

‘Sea . & wn recubrimiento maturado de E por conjuntos acotados.

Para cada 5S&G y cvada (aari,. . 8¢ define la seminorma
I lag Y(E F) —aR

dada por IuI@s = gup lu{x)] , para todo u € (2 F) . La fa-

X&S ¢
milia

{‘ '(!s}(!er'r e 366

de aseminormas, genera en &€ F)  una topologia localmente

convexa Hausdorff denotada Ag y el espacio of (E F) pro=



visto de la A_~topologfa se denotard #G(E F).

Los entornos de ©O para la AG-topologia son los ¢con-
juntos

Vo s¢ ={uedEr / lul(,,s“f}

para (Gel, . se& , £€>0.

proposicidn 2

: 51 6 < @' entonces AG ‘(‘ AG. *

Interéds preferente' tienen las A‘e—topologias generadas
por las familias & = G, de todos los conjuntos finitos de
E (topologfas débil), & x de los conjuntos compactos de E

{topologfa de la convergencia compacta), & de los conjun—

pk
" 'tos precompactos de E (topologia de la convergencia precompag
ta) y 6, de los conjuntos acotados de E (topologia fuerte).
El espacio o/ (E F) dotado de las respectivas Ag-topologfas

'se escribird a'fs(E F) , .Vk(s F) , é!pk(E 2 S Ogb(E F).

o ; Definicidn 3

Y Sea  un recubrimiento saturado de E por conjuntos acotados,

.para cada S¢ & y cada (SSI"F , 88 define la seminorma
P ag st FE, gz 7)) —r
"dada por

|UI(FS) s = ;:1;; |u(Y)|FS = ;\:g ;\:isal Tu(y}] (;;c)|(s



La topologia que sobre el espaclo de aplicaciones lineales
continuas & {(E ., o},’G(E F)) genera la familia de seminormas

{ ' '((!S) S}pcr‘? +5€6

se llama Ag~topologfa y dicho espacio con esta topologia

localmente convexa Hausdorff se denota por q‘,‘,’@(E » Ygl(E F})

Correspondientes espacios se construyen cuando &
es alguna de las familias Gs . 6}: ’ 6pk + 6, , antes
1 mencionadas

£n [B] se estudian relaciones entre el espacilo

) .YG(E ’ Q’S(E F)) arriba introducido y el espacio cé/g,(E E ¢ F)
© da aplicaciones bilineales continuas de E x E en F eon la
Ae-topologia correspondiente, Bl letl:tor interesado puede con-
sultar dicho trabajo, pero a los efectos del presente tal es-
tudio es innecesario y se omite,
En lo que sigue, y en orden a definir las diferencia-
las de primer y segundo orden de una funcidn en espacios local-

a3 ‘mente convexos, la letra X denotard un confunto abierto no

i'vacfo de E, y £t X —3 F una aplicacién continua,

- Definicidn 4 (Diferencial GAteaux en un punto)

8o dice que la funcidn £ 2 X == ¥ admite derivada direccional

en el punto XgX segin la direccidn h&E , si existe Df(x)heF
. .'.tal que
1m £71( £(xeth) = £(x) ) = DE(x)h

40
teR




y diremos que f es diferenciable Gitesux en el punto xé&X
ai para todo heE , existe la derivada direccional de £ en
x seqin la direccidn heE v ademds la aplicacidn

DE(X) ¢t E =3 F
h —p DE(x}h

-

1lamada aplicacidn diferencial de £ en .x , es lineal y con-

tinua, es decir DE(x) e & (E P) .

pefinicidn 5 (Diferencial Géteaux)

La aplicacidén £ 1 X —» P es diferenciable Gdteaux, si £ es

diferenciable GAteaux en cada punto xe&X . La aplicacién

DE 1 X —» (B F)
X pe=tpy DE (x)

que 3e construye para tales funciones f , se llama aplicacidn

derivada o aplicacidén diferencial de £ .

Definicidn 6 {Funciones de clase cz)

" S%ea @ un recubrimiento saturado de E por conjuntos acotados

i y £t X =3 P una funcidn diferenciable GAteaux. Diremos que

“F es de clase C;e s O que fact . 81 la aplicacidn derivada

DE t X ooy Q?E(!: F)

‘es continua cuando X 1lleva la topologfa usual de subespacio,

Cuando & as alguna de las familias particulares

de conjuntos acotados @u . @k " ka . G’b : BE gg

‘rneran respectivamente las clases de funciones Ci . C; . C:)k ’
By
'€, . para las cuales obviaments se tiene la relacidn
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Proposicidn 7
1 1

1 i
Cb [ 4 cp'k [ = ck o= Cs
Para mayor informacidn sobre los espacilos de funciones
de clase Cl@ y sus relaciones mutuas se remite a los trabajos
[BJ b'd [9] donde son eatudiados en detalle,
' Se introduce a continuacidn la c¢lase de funciones dos

veces diferenciables

Definicidén B8 (Doble diferenciabilidad débil)

Sea f t X =3 ¥ una aplicacidn de clase C; y sea
DEf 3 X =2 B‘ZS (2 F) su aplicacidn derivada. Diremos que f

es dos veces débilmente diferenciable en XeX , s5i existe
D(pf) (x) = DPE(x)e ¥(E:, & (E F))

tal que, para todo he E

1im t~1 ( DE(x+th) - DE(x} =D £(x) {th) ) = O

£40
teR

. donde el limite estd tomado respecto de la topologia débil
en F(EF). si £ es dos veces débilmente diferenciable en

cada punto % €X , decimos entonces que £ es dos veces débil

mente diferenciable,

Para toda funcidn dos veces débilmente diferenciable

:_ se puede construir la aplicacidn derivada o diferencial segunda

D%+ X —s F (2, Y (EF)

‘que asocia a cade Xx€X el elemento sztx) introducido en la

‘definicidn B .
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Dafinlcidn & ( Cé ~funciones)

sea © un recubrimiento saturado por conjuntos acotados de
E ysea f 1 X —3» F una funcidn dos veces débilmente dife-
renclable, Diremos que £ es diferenciable de clase Cé ©
que feg Cé sl

1) fecé

2) Para tode xe X, sz(x)e & (E .aé’s(iz ¥))
3) sz 1 X e &’G(E ’ J’G{E F)) es continua

En el caso particular 6= G, . la condicién 2)
huelga, ya que estd incluida en la propia definicidn de doble
diferenciabilidad débil, mientras que para clases & mds

amplias que ®_ , la condicidn es mds restrictiva ya que

-]

HE, dgEmc e, R

Definicidn v proposicidn 10

El aspacio de aplicaciones de clasa Ccza de X en F , denotado _

C?e (X F) , o por c% simplemente si no hay lugar a confusidn,
es un eapacio vectorial, Ademds las aplicaciones derivacidn de

primer y segundo orden

Dt CL{XF) —Ch (X, JAEF)
f b————3 Df
2o —scx, Fy e, HE T
7 CI— L

D

son aplicaciones lineales ( € denota espacio de funciones con-

< tinuas )
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pemostracidn:

Es inmediata vy se omite

Para las familias particulares & = 6, » 6, 6;}}( .

@b , el espacio C% se denpta respectivamente por Cz . Ci ¢
2 2

Cpk » Cb .

Proposicidn 11

5i B c6' son dos recubrimientos saturados por conjuntos

acotados de E , entonces Cé. eg un subespacio vectorial de
& .

Demostracidn:

Es sabido que cé. es un subespacio vectorial de Cé . La de~

mostarcidn se concluye ahora observando que ¥ (e P oi’@,(E F))

es un subespacio vectorial de o}‘,‘{E , a&f@(E F}) .

Corolario

2 2 2 2
¢ © Cpk c t::k r:.cs + Gonde cada espacio es un subeapacio

vectorial del siguiente

Condiciones adicionales andlogas a las estudiadas en
[8] b4 [9] + pueden darse para cbtener igualdad de estos espas

cios.

Cuando el espacio localmente convexo E es un produc
to finito TTEi de espacios localmente convexos, es conocido
que bajo ciertas cpndiciones, la derivada de £ t X o=y F
puede escribirse en términos de sus derivadas parciales. En

concreto { ver [9] . 2.15.) =i Ey re0s0 E; 3ON espaclos
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localmente convexos metrizables (resp. metrizables y tonelados),
X un ablerto de E = 'TTEi y £ ! X —p F una aplicacidn de
clase Ci (resp. de clase C: } , entonces para cada ®€X
existen las derivadas parciales
LwedeE » ' 1=1,....n
Xy
y ademds para tode x&X y todo hieEj. s 1 =1 ,e00s M,

DE(x) (h h) =% 2£0gn
1 rRERERY] n i_l -3;— i
= 1

0 equivalente

n
Df{x) = 3_ .?_f_(;tc)u:pri

i=1 3;3
donde pr; es la aplicacidn proyec;cién i-dsima de E en
Ei . La aplicacidn x p—b -a-fu(x) de X en ag(zi F) se
1lama aplicacidn derivada pa:diial isdsima. Veremos a continua
cidn que para funciones de clase cé ae puede obtener un re-
sultado andlogo que exprese la derivada segunda en términos de
las derivadas parciales de segundo orden. Para ello serd ne-

cesario probar previamente un resultado de tipo técnico.

iLema 12

Sean E , F , G tres espacios localmente convexos y sea B
alguna de las familias Gs . @k M Gp . 6b en E vy F res=

pectivamente. La aplicacidn composicidn

Tt &p(F 6) x fG(E F) = F(r G)

que a cada par (v u) le asocia TI(v u) = vou , es bilineal

Y separadamente continua
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Pemostracidn:

TN es claramente bilineal. Sea ugdf(E F) £ijado. A fin de
probar que la aplicacidn parcial v }—3 veu, es contirua,

sea Eﬁf'G + B€6 (ScE) y E>O . Puesto que u, t E —> F
es lineal y continua, y por tanto uniformemente continua,
uo(S) = S'CF es un elemento de 6, , 6 » 6;3 . @, segin

como gea S en E . Por tanto

Ivl < £

rs!

es un O~entorno en Yg(F G) y ademds
lvaula,s = sup f'V(u(h)”,'= Bup fv(h' ” = IV’[SI < E

quedando probada la continuidad en 0 de T respecto de la

primera variable, Finalmente, sea Y E&.’(F @) fijado y , a £in
de probar la continuidad de la aplicacidn parcial u VU .
sean Y€, , S€® ( SCE) fijados . Puesto que v : F —3 G

es lineal continua, existe (Zg-PF y M20 tal que

IVO(Y){JsMIyi para todo yeF

¢

Por tanto

lvgrul g = sup lvo(u(h))l M sup lu(h)l = Hl“ips

I hes hes

" 1lo que prueba la continuidad de T en la segunda variable

' Corolarie

‘La aplicacién composicién T admite derivadas parciales en

“todo punto de su dominio, que valen respectivamente
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donde 'lTu(V) = TTv(u) = Tr{vu) , para todo uv , v .

Demostracidn:

A fin de evaluar glr-(v u) se fija el punto uefL(E F)} , en
¥y
cuyo caso la aplicacién parcial v e TT(v u) es , de acuerdo

con el lema 12, - una aplicacidn lineal continua de 92”&(5' G)
en - ob""é (E ) , la cual, seqin se saba, a8 de clase Cé con

derivada igual a s{ misma, es decir con derivada igual a la

aplicacidn
Ti'u(v) = T (u v) para todo ve.éé(? G)
And 27
ndlogamente se caleula —e(v u)
Y3

Podemos ya establecer el siguiente resultado

Proposicidn 13

Sean El srees Ep espaclios localmente convexos metrizables
(resp. metrizables y tonelados), sea X un ablerto del producto
Ee 1"!'!:i Yy sea f 1 X «=3» F una aplicacidn de clage cﬁ

(resp, de clase cg ) . Para cada x¢ X existen entonces las

derivadas parciales de las funciones ?_f_ (3 =1,..., N} en
X
il
el punto x , que se escriban
2 .
.a_-.g..._(x) = ..a_...(-.a-‘f‘-)(x) ifj:l,,,.,;
Bxiaxj 9% ij

Estas aplicaciones estdn en el espacio o(/(i:i . 3@“"3 F}) (B

igual 2 6, 6 @k ) vy verifican ademds
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2 Do '
R hpd] Gy senes X0 = =, (3?(1’5‘*‘;""’ “’1’) (k)

para todo (h1 PR hn) ¢ Ry soser kn) eT\'Ei

Demostracidn:

De acuerdo con lo indicado en la nota anterior al lema 12,

puede escribirse, para cada .xex .

1
DE(x) = if-(!)o r 1)
f2 5, (
2 e S5 ADE) .
D“£ (x) 1Z=1 .§x_i_(x) PEy (2)

La aplicacidén Df aparece por tanto como suma de n apiicaci_q
nes g:t cada una de las cuales admite la siguiente factori-

zacidn

.
gyt X — o?’c,-a(n:j F) x f(E Ey) —> (E F)

X (é?étx) , w0 ) — %f.(x;.prj

donde u es la aplicacidn constante de X en é/@(z: Ej)
ulx) = pry para todo xe¢X Yy donde & es alguna de las fami
lias G, é Gk . Derivamos parcialmente respecto de x, la

funcidn 9y mediante la regla de la cadena

29y . _ 2, 3f 2_faf
.axi(X) .5?;( E(x) ’ prj )a;x—i 3"_-] {(x) +

LLY: Qu
+,ay2(,5x-j-(x) . Pry )a,axi(x)
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Pero g%g(x) = 0 porque u es constante y, de acuerdo con el
1

corolarie del lema 12, %%% (%%f(x) . Pry ) = TTprj . Llevando

estos resultados a la férmula (1) y lo ah{ obtenido a la fdér-

mzla {2} se obtiene

2,00 L 52 2% .
DO (%} El ( _1221 TTprj os—xzﬁ;(x)) pry

que no es otra cosa que una reformulacidn de la relacidn buscada.

pejamos por el momente los espacios localmente convew
x08 producto, para volver al caso general, Introducimos a cone

tinuacidn algunas definiciones.

Definicidn 14 (Diferencia sequnda direccional)

Sea f t X —>» I" una aplicacidn, Se llama diferencla segunda
direccional de f en el punto x€X , seqin las direcciones
hy » hy €E, ala funcidn de dos variables reales definida

en un entorno ablerto de (0 0)& ', ziguiente
2 .
(5 f)xhlhzct1 tp) = Elxetihydtoh,) - £(xithy) - £(xityhy) + £(x)

Siempre que en el contexto los puntos x , h, , h, estén
fijos y no haya lugar a confusidn, la funcidédn diferencia se-

gunda direccional sard escrita (Szf)(t1 t,) .

Proposicidn 15
La funcidn diferencia segunda direccional de £ es simétrica

en sus dos variables R 4 tz . @3 decir

2 2
(B7F) () t5) = (8B (¢, t,)
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pefinleidn 16 (Funcidn casi-simétrica de orden 2 )

1a funcidn £ 1 X —» F se dice que es casi-simétrica de orden
2 en el punto xeX , =i es dos veces débilmente diferenciable

en x y si para cada h, , h, los siguientes 1{mites reitera-

2
doa exiaten vy son nules

2 2 1
tin | 1m0 5 &) = [0200 (eyny)] cegny)
‘ti"?O t2-'0 ty tz J

- 2 2 ]
1m | 1m GOy £) “[D f(x”t1h1)] (tyh,)
t0 | £

g Y-ty J

Ello ocurre en particular si el lfmite doble en la variable

(ty tz)e R% existe Y es nulo cuando (%, t,) =3 (0 O) .

En general no toda funcidn dos veces débilmente
diferenciable en x es casgi simétrica de orden 2 en X , como
lo pone de manifiesto el siguiente ejemplo

2

2
E(x y) = xy Xpz Yy si (x y)e R® - (0 0]
x“ 4y

£{(00) =0

Las funciones casi-simétricas de orden 2 en =x ,
poseen la importante propiledad de la simetria de su derivada
segqunda en el punto X € X , tal y como se demuestra en la si-

guiente

Proposicidn 17

8, £t X amd F @8 casi-simdtrica de orden 2 en el punto x ,
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Al
o

entonces sz(x)€¢$ﬁs " dfs(E F)) es simétrica en sus dos va-

riables, es decir :
2 2
[D%t(x) (h))] hy) = [p2£ 00 (h,_J] (hy) Yh njer
Demostracidn:
Por la linealidad de la derivada segunda y por la simetria de

la diferencia segunda direccional (proposicidén 15), se puede

escribir, para cada @cr}

. 7
| [oPeeo mp] vy -[pe00 ] ny)] -

- lim -lim {[P2£ ) (£,h)] (£,h,) w[sz(x)(tzhz)](tlhl)l <

t 20 t 0 1
1 i 2 £ty k
[ 2 2 )
£ 1im | lim P’ee0) (tlhl)](tzhz) - (3%E) () L) .
tféo tieo
L tl'tZ. \5_,
+ lim | 1im &% (t, t,) - [sz(x) (tzhz)](tlhl) .
t1~+0 tz-uvo
s £ty o

y siendo Ge FF arbitrario, queda demostrada la relacidn de

simetria buscada.

El obfetive principal del presente trabajo es inves-
tigar condicionss por las que una funcidn es casl-simétrica de
orden 2 en un punto y que go®a, por tanto, de la propledad

de simetria de la derivada ssgunda en diche punto, Como se in-
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dicd en el ejemplo anterior, la doble diferenciabilidad débil

en el punto no basta para asegurar la simetrfa, y ya en dicho

ejemplo se echa de menos la continuidad de la derivada sequn=- |
Vi

da, Veremos en el siguiente teorema que dicha continuidad es’

suficiente para asegurar la simetria de la derivada segunda.

Teorema 18 (Schwarz)

Sea f 1 X —3p F una funcidn de clase C: . Entonces para cada

xeX , f es casi-simétrica de orden 2 en x .

Demostracidn:

Sea xe6X y sean h1 h2€ E fijos., Probaremos que el primer
1lfmite reiterado de le definicidn 16 es nulo. Para ello sea
pe PF arbitrario y seleccionemos un elemento S€ 5, que
contenga & h1 ¥ a hz . Para tl tzen suffcientemente pe~

quefios, se tlene

| b, 6070 (8200 (e, ) - [0 (g0 (650 l(a Y

It t5170 | (826 (£, t,) = DE(xstyhy) (t,hy) + DE(x) (t2h2)|ﬂ+
lt, 5 1 |DE(x+tyh,) (£,h)) & DE(x) (£yh,) = [sz(i\:)(tlhl)](tzhz)’fl
El segundo sumando de la relacidn anterior, dado que h,ES, |
estd acotado por

itll"1 | DE(x+t,h,) = DE(X) - p2£(x) (t,h)) (f* s

y este término tiende 2 © =i t;y tiendea © en R , en
virtud de la doble diferenclabilidad débil de £ en x (ndte

se que dicho término no depende de t2 ) . En cuanto al primer
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sumando de (1), a fin de calcular primero el 1imite reiterado
en la variable t,eR , fijemos la variable t, Y supongamos
que el elemento Se Gs es elegido con la condicidén adicional
tlhl‘ S5 . Por la continuidad de la aplicacidn

D%f ¢ X — (& 1 L (E F))

en el punto xe X , se tiene 1im |D2f(x+h) - sz(xil( s)s = o
h»0 ?
¥y en particular, dado que hle 5
lim | D?£(x4thy) (hy) = DXE(x) (h))|g ¢ = © (2)
t;40 F’
cualquiera que sea tER comprendido entre 0 y t . Por otro

lado, de la continuidad de la aplicacidn Df : X —) n}:,’s (E F)

en los puntos xeX vy x+t1h1ex . se tiene

1lim | DE(x+th,) = DE(x) =0 (3)
0 = 'PS
lim |DE(x+t h,+th,) = DE(x+t.h. )| . = O (4)
€0 ' tihy+thy 1" lps

cualquiera que sea el escalayr t comprendido entre 0O vy t .
Fijado como estd t;€R , definamos la funcidn de la variable

real tz suficientemente pequefia
B(t,) =

= (x4t hy+tohy) = £(x4tyh,) = DE(x+tyhy) (thy) + DE(x) (t,h,)

que es, por hipdtesis una funcidn diferenciable en su variable
t2 Y que, de acuerdo con el teorema de los incrementos finitos

(ver [9] 3.2.) , verifica
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Ityt,] ™0 | (8%6) (£, ;) = DECGxet;hy) (£5hy) + DEGO) (£5hy) lo =

=ty IB(t,) - B(o)lo £

£ Itltzl-l sup | B' (t) (t,) I@ (5)

donde el superior estd tomado para todos los escalares .t com-
prendidos entre 0 vy t . Evaluando la derivada de B , re-

sulta por linealidad y por ser hzes

| B (8) (t)] =

¢

|DE (x4t h +th,) (£,h,) - DE(x+th,) (£)h,) - DE (x+th,) (t,h,) 4 DE (x) (tzhz)l{

£ |t, | |Df (x4t hy+thy) = Df(x+th,) = Df(x+t hy) + Df(x)los £
€ |t; | |DEGebt hy4thy) = DE(xtth,) = D2f(x+th,) (bl +
+ |t ty] [D?E(xeth,) (hy) = D?E(x) "'1”63 +

+|t,| |DE(x4t,h)) = DE(X) - DPE(x) (tyhy) g (6)

Multiplicando esta cadena de desigualdades por lt’ltzl -1 4 to-
mando li{mites reiterados primero cuando t, —» 0, el tercer
sumando de (6) queda invariante al no depender de *l'_2 ;1 el se=-
gundo sumando de (6) tiende a 0O de acuerdo con (2) y el pri=-
mer sumando de acuerdo con las relaciones (2), (3) y (4) tiende
a

It,| " IDE(x4thy) = DEG) = D2E(x) (tyhy) |y )

(nétese que la relacidn (2) se ha utilizado con hy sustituido

por 1:11'.11 ¢ 10 que es posible, pues ya se eligid tlhle 8] .
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Finalmente si ahora se hace t, —» 0. el ftltimo sumando de
(6) vy el término (7) tienden a © por la doble diferenciabili
dad ddbil de £ en x , En definitiva el 1{mite reiterado

primero cuando t tiende a 0O y luego cuando t tiende a 0©

2
de la expresidn (5) exista y es nulo. Queda as{ probado que

el primer limite reiterado de la definicidn 16 es nulo. En cuan
to al segundo la prueba es similar cambiando 2l orden de la toma

de limites.

Corolario (Simetria de las: derivadas cruzadas)

Sean El PR En espacios localmente convexos metrizables
{resp., metrizables y tonelados), sea X un abierto del pro-
ducto TTE; y sea £ : X —» F una aplicacidn de clase ci .

{resp. de clase cg ). Se verifica, para cada x€X , h,eE;

kjégj ,ijFl,...,n,

% 2%
[.;x—i,;;c—j(x) (hi)J ) “[axjaxi"" k) {tny)

Demosg tracidns
Consecuencia del teorema 18 de Schwarz, utilizando la proposi=
¢idn 11 que expresa la derivada segqunda en funcidn de las deri

vadas parclales de segqundo orden.
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