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INTRODUCCION 
••n=•======== 



En la teoría clásica de la diferenciación de funcio-

nes en espacios de Banach, es conocido el teorema de Schwarz de 

simetría de las "derivadas cruzadas" de segundo orden en un PU!! 

to. La única hipótesis necesaria para que tal simetría se dé, 

es la de doble diferenciabilidad de la función en el punto en 

cuestión. Incluso si el espacio de Banach es finito-dimensional 

esta hipótesis puede ser debilitada, 

Sin embargo, cuando se estudian funciones en espacios 

no normables, las dificultades aumentan notablemente. En primer 

lugar, y como acertadamente senala H. H. Keller ([e)), la pr1 

mera dificultad surge de la propia definición de derivada de 

primer y segundo orden. En efecto, ·1a condicidn de Fréchet 

lim llh 11 -l r (f 1x1 h) = O 
h .. o 

donde r (f 1 x 1 h ) = f (x + h ) - f (x) - Df (x) es el resto de f 

en el punto x y en la direccidn h , es una condición natural 

cuando el dominio de f es un espacio normable. Pero no ocurre 

as! cuando E es un espacio localmente convexo no normable, en 

cuyo caso procede partir de una condición del tipo GAteaux 

lim t-lr(f 1X1 tll) • O 
t .. o 
t~R 

y anadir condiciones de existencia del límite uniformemente 

para h Es donde s varia en una familia prefijada @ de 

conjuntos acotados que recubren el espacio E de definición 

de f • Las diversas elecciones de la familia G generan se!! 
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das condiciones de diferenciabilidad que han sido bien estudia

das y sistematizadas por H. H. Keller en (e] • 
Por otro lado el estudio de las funciones continuamen 

te diferenciables, es decir con derivada Df continua, plantea 

el problema adicional de la topología en clt!E F) , rango de la 

aplicación Df , que, a diferencia del caso E y F normables, 

no aparece de forma natural y pueden, por consiguiente definir

se· en .}/(E F) tantas ©-topologías como elecciones posibles 

de la familia (9. 

Estos problemas, ya de por s! importantes al manejar 

derivadas de primer orden, aumentan, si cabe, al estudiar deri

vadas de orden superior, donde la mera definición de la derivada 

segunda de f , es decir la derivada de 

Df t E - ~(E F) 

exije la previa elección de la @-topología en o\1(E F) y la 

condici6n de resto para definir la derivada segunda. 

No es extraffo, por tanto, que se hayan realizado nlj!. 

tivamente pocos progresos en el campo de la derivación superior 

de funciones en espacios no norma.bles* pues, tal y como seflala 

H. H .. Keller, el marco de las @-topologías parece insuficiente 

para el tratamiento de la derivación superior, y se hace necesa

ria la introducción de estructuras más generales en los espacios 

Je (E F) en orden a obtener un mínimo de resultados de interés. 

En [6] son introducidas las estructuras de convergencia de 

H. R .. Fischer sobre los espacios de aplicaciones lineales contl 

nuas, lo cual provee de propiedades adicionales a dichos espa

cios cuando E y F no son normables1 por ejemplo la continu! 

dad de las aplicaciones evaluaci6n y composición. 

La teoría de las funciones de clase c 1 ha sido estu-
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diada tambidn en los trabajos [ 1) , [2) ' y 

otros, mostrando ser buenas generalizaciones de la teoría cl~s! 

ca, al comprobarse como la mayoría de los teoremas de diferen

ciación en espacios euclídeos, o m&s general, en espacios de 

sanach, se satisfacen y al demostrarse que la teoría constituye 

una generalización natural de la diferenciacidn Frechet. En efe~ 

to; si E es nonnable, las funciones de clase C:-, precisamente se 

las funciones diferenciables Fdchet. Sin embargo, tal y coroo 

se apuntaba anterionnente, cuando se dota al espacio J! (E F) 

de @ -topolog!as (aun siendo E y F normables), surgen im

portantes problemas a causa de la no continuidad de las apli

cacimes evaluación 

ev 1 .}t (E F) X E --'> F 

y composición 

Tí JI (F G) X .J/ (E F) -'9 ,¡¿'(E G) 

por ejemplo, al estudiar la ºregla de la cadena11 para funciones 

de clase ci • La introduccidn de las estructuras de convergen

cia ( 6 J en los espacios ~(E F) , permite superar es tos pro

blemas (ver [ 7] , [e] , [9) ) a costa de debilitar la estrus_ 

tura topológica de los espacios ~(E F) • 

Otros autores sin embargo no comparten la necesidad 

de introducir las estructuras de convergencia, y desarrollan 

una teoría diferencial dentro del mareo de los espacios vecto

riales topol6gicos. Tal es el caso de s. Yamamuro [10J quien 

ha constru!do una completa teoría de la diferenciación sin hacer 

uso de las estructuras de convergencia, y es en esta línea por 

donde el presente trabajo trata de aportar nuevos resultados. 

Los teoremas de simetría de la derivada segunda que aquí se 
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2 estudian, son const.ru!dos para funciones de clase c6 , es de-

cir cuando los espacios de aplicaciones lineales continuas están 

dotados de una f; -topología y no necesariamente una estructura 

de .convergencia. Ello aporta, entre otras cosas una generaliza

ci6n directa del teorema de Schwarz de simetr!a de la derivada 

segunda de funciones en espacios euclídeos, a funciones en espa

cios localmente convexos, no normables. 



PROPIEDADES DE SIMETRIA DE ~-FUNCIONES 
======================================== 



Sean E y F espacios localmente convexos Hausdorf f 

reales, y sean rE y rF las familias de· seminormas continuas 

en E y F respectivamente .. En todo el trabajo se denotará 

por lx1"1t el Valor de la seminorma cC E f1 E sobre el vector X E E 4 

La familia rE es separada., es decir si X#. O 1 existe oeE.rE 

con lxl,. ~ O , y análogamente la familia rF . Asimismo ambas 

familias son filtrantes para el orden usual '- de aplicaciones 

reales. 

El conjunto de todas las aplicaciones lineales conti-

nuas de E en F es un espacio vectorial real, denotado por 

MCE F) • 

Una familia 0 de conjuntos acotados de E se dice 

que es saturada si la uni6n de dos elementos de © está conte

nida en algÚn otro elemento de G • Si t& es un recubrimiento 

saturado de E por conjuntos acotados, se define del modo si

guiente una topología localmente convexa sobre J! (E F) .. 

Definici6n 1 

Sea . ta· un recubrimiento saturado de E por conjuntos acotados .. 

Para cada sccs y cada f "rF , se define la seminorma 

dada por fufas= sup lu(x)f ~ 
l" X4i.S \~ 

, para todo u E J/CE F) • La fa-

mili a 

de seminormas, genera en M (E F) una topología localmente 

convexa Hausdorf f denotada A 111 y el espacio J! (E F) pro-
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visto de la 1\-topolog!a se denotará ol11i> (E F) , 

Los entornos de O para la AG-topolog!a son los con-

juntos 

Proposici6n 2 

Si €>e G' entonces A@ ~ /\6' 

Interés preferente tienen las A(;-topolog!as generadas 

por las familias @ e @s de todos los conjuntos fin! tos de 

E (topología débil), ® k de los ·conjuntos compactos de E 

(topología de la convergencia compacta), @pk de los conjun

tos precompactos de E (topología de la convergencia precompaE 

ta) y @b de los conjuntos acotados de E (topología fuerte). 

El espacio ~(E F) dotado de las respectivas A¡¡,-topologías 

se escribirá ~0 (E F) , ,lf'k(E F) , Jt'pk(E F) , ~b(E F). 

Definici6n l 

sea <S un recubrimiento saturado de E por conjuntos acotados. 

Para cada se~ y cada ~ 6 rF I se define la seminorma 

1 1 (~ S) S 

dada por 

1 u 1 ( AS) 5 • sup 1u(y)i45 • sup sup 1 [u (y)] (x) 1 
r y•s 1· yes x•S (\ 
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La topología que sobre el espacio de aplicaciones lineales 

continuas .:f(E, o.l"¡;,(E F)) genera la familia de seminormas 

se llama AG>-topología Y dicho espacio con esta topología 

localmente convexa Hausdorff se denota por Jf@(E , .¡/€>(E F)) 

Correspondientes espacios se construyen cuando IS 

es alguna de las familias <5i 
5 

mencionadas 

<Si b ,, antes 

En [e] se estudian relaciones entre el espacio 

~G,(E , ..1'¡;,CE F)) arriba introducido y el espacio o)/¡;(E E 1 F) 

de aplicaciones bilineales continuas de E x E en F con la 

~-topología correspondiente. El lector interesado puede con

sultar dicho trabajo, pero a los efectos del presente tal es-

tudio es innecesario y se omite. 

En lo que sigue, y en orden a definir las diferencia-· 

les de primer y segundo orden de una función en espacios local

mente convexos, la letra X denotar& un conjunto abierto no 

vacío de E, y f i X --:P. F una aplicaci6n continua. 

Definición 4 (Diferencial GAteaux en un punto) 

Se dice que la función f i X __,, F admite derivada direccional 

en el punto x E X según la dirección he E , si existe Df(x)hE F 

tal que 

lim 
t .. o 
t<R 

-1 t ( f(x+th) - f(x) ) = Df(x)h 
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y diremos que f es diferenciable GAteaux en el punto xEX 

si para todo h E. E , existe la derivada direccional de f en 

x según la dirección h ~ E y además la aplicación 

Df(x) 1 E __¡. F 
h ~ Df(x)h 

llamada aplicación diferencial de f en x , es lineal y con

tinua, es decir Df(x)i;cl!(E F). 

Definición 5 (Diferencial G3teaux) 

La aplicaci6n f 1 X __,. F es diferenciable GAteaux, si f es 

diferenciable G3teaux en cada punto x é X • La aplicación 

Df 1 X - .)!(E F) 
X~ Df(x) 

que se construye para tales funciones f , se llama aplicación 

derivada o aplicación diferencial de f • 

Definición 6 (Funciones de clase el > 

"' 
Sea ~ un recubrimiento saturado de E por conjuntos acotados 

y f : X ,,,_., F una función diferenciable GAteaux. Diremos que 

f es de clase e~ , o que f E. e~ , si la aplicación derivada 

Df 1 X --t ,í'tii (E F) 

es continua cuando X lleva la topología usual de subespacio. 

cuando cS es alguna de las familias particulares 

de conjuntos acotados @a ®1t Gp1t ., Gb se ~Jl 

neran respectivamente las clases de funciones el • ~. c1 
s pk 

e:, , para las cuales obviamente se tiene la relación 
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PropasicicSn 7 

C:, e e~kc ~ce! 

Para mayor información sobre los espacios de funciones 

de clase el 
@ y sus relaCiones mutuas se remite a los trabajos 

[e] Y [9) donde son estudiados en detalle. 

Se introduce a continuación la clase de funciones dos 

veces diferenciables 

DefinicicSn 8 (Doble diferenciabilidad.débil) 

Sea f : X --. F una aplicación de clase c 1 y sea s 
Df 1 X--+ ,!t8 (E F) su aplicacicSn derivada. Diremos que f 

es dos veces d~bilmente diferenciable en x E. X # si existe 

D(Df) (x) = o 2f(x)e :r!<E·, <R1.CE F)) 

tal que, para todo he E 

lim t-1 ( Df(x+th) -Df(x) -D2f(x) (th) O 
t-+O 
t<IR 

donde el límite está tomado respecto de la topología débil 

en J! (E F) • Si f es dos veces débilmente diferenciable en 

cada punto x E X , decimos entonces que f es dos veces débi.! 

mente diferenciable. 

Para toda función dos veces débilmente diferenciable 

se puede construir la aplicación derivada o diferencial segunda 

o2
f 1 X - J! (E , ~s (E F)) 

que asocia a cada x E. X el elemento o 2 f (x) introducido en la 

definicicSn B 
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Definición 9 ( C~ -funciones) 

Sea <9 un recubrimiento saturado por conjuntos acotados de 

E y sea f 1 X --11) F una función dos veces débilmente dife

renciable. Diremos que f es diferénciable de clase e~ o 

que f • c2 
e si 

1) f E C~ 

2) Para todo X E X • D2f (x) e .¿' (E • ..1'11 (E F) ) 

3) o2
f 1 X - M'c¡¡CE , ~(E F)) es continua 

En el caso particular (9 = @ , la condición 2) • 
huelga, ya que está incluída en la propia definición de doble 

diferenciabilidad débil, mientras que para clases © más 

amplias que ©
8 

, la condici6n es. más restrictiva ya que 

,)! (E • .J'EP (E F)) e · lt (E ' olfs (E F)) 

Definición y proposición 10 

El espacio de aplicaciones de claae e& de X en F , denotado 

2 2 Ce (X F) , o por C~ simplemente si no hay lugar a confusión, 

es un espacio vectorial. Ademds las aplicaciones derivación de 

primer y segundo ort'len 

D 1 e~ (X F) - e! (X • ~(E F)) 

f >----~ Df 

o2 
1 e~ (X F) - e (X • <>Í'a (E • ~(E F) ) 

f 1-----9 D2 f 

son aplicaciones lineales ( e denota espacio de funciones con

tinuas) 
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Demostración: 

Es inmediata y se omite 

Para las familias particulares @ = EJ
9 

, (§k , @pk , 

@b , el espacio C~ se denota respectivamente por e; ~ 
c2 c_2 
pk -b 

Proposición 11 

Si © C: 0' son dos recubrimientos saturados por conjuntos 

acotados de E , entonces 2 cf>. es un subespacio vectorial de 

cfs 
Demostraci6n1 

Es sabido que l Ca, es un subespac!Q vectorial de • La de-

mostarción se concluye ahora observando que JI (E , oi'G 1(E F)) 

es un subespacio vectorial de Jf (E, dtG(E F)) • 

corolario 

, donde cada espacio es un subespacio 

vectorial del siguiente 

Condiciones adicionales análogas a las estudiadas en 

[e] y (9] , pueden darse para obtener igualdad de estos espa' 

cios. 

cuando el espacio localmente convexo E es un produ~ 

to finito TT E1 de espacios localmente convexos, es conocido 

que bajo ciertas cpndiciones, la derivada de f t X --+ F 

puede escribirse en ténninos de sus derivadas parciales. En 

concreto (ver (9]. 2.15.) si E1 , ••• , En son espacios 
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localmente convexos metrizables (resp. metrizables y tonelados), 

X un abierto de E = 1TE
1 

y f 1 X --+ F una aplicación de 

clase cic (resp.. de clase el 
• , entonces para cada X E X 

existen las derivadas parciales 

y además para todo x" X y todo hi" Ei 

o equivalente 

n 
Df {x) = E: 

i=l 

n 
L: 
i=l 

Clf ---{x)opr 
ªlli. i 

i=l, ..... ,n 

i 1 , ..... , n, 

donde pri es la aplicac16n proyección i-ésima de E en 

Ei • La aplicaci6n X,.._. ~{x) 
8x 

de X en .Ji! {Ei F) se 

llama aplicación derivada pardlal !~sima. Veremos a continu~ 

ción que para funciones de clase e¡ se puede obtener un re

sultado análogo que exprese la derivada segunda en términos de 

las derivadas parciales de sequndo orden. Para ello será ne

cesario probar previamente un resultado de tipo técnico~ 

Lema 12 

Sean E , F , G tres espacios localmente convexos y sea © 

alguna de las familias @
8 

, ~ , Gpk , 6b 

pectivamente. La aplicación composición 

en E y F res-

que a cada par (v u) le asocia 1T(v u) e vou es bilineal 

y separadamente continua 
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Demostraci&n: 

fÍ es claramente bilineal. Sea u
0
€,t0 (E F) fijado. A fin de 

probar que la aplicacidn parcial v ...-+ vou
0 

es contiQua, 

y E. ..,. o • Puesto que u
0 

: E --+ F 

es lineal y continua, y por tanto unifonnemente continua, 

según es un elemento de @
8 

, ~ , @pk , ~ u (S) = S' e F 
o 

como sea S en E Por tanto 

es un O-entorno en ~ ~(F G) y además 

lv•ulls = sup lv(u(h)JIT = sup lv(h'JI = lvl(S' <E 
h<S h'ES' - 0 

quedando probada la continuidad en O de Tr respecto de la 

primera variable. Finalmente, sea v0 €&'6(F G) fijado y , a fin 

de probar la continuidad de la aplicación parcial u 1--"i v0•u 

sean rErG , SE'@ ( SCE) fijados • Puesto que v
0 

: F--+ G 

es lineal continua, existe ~e_rF y M>;.O tal que 

para todo y E. F 

Por tanto 

lo que prueba la continuidad de 7T en la segunda variable 

Corolario 

La aplicación composición 1T admite derivadas parciales en 

todo punto de su dominio, que valen respectivamente 

= n-u = 1T 
V 
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donde 1Tu(v) == TTv(u) 11:: 1T(v u) , para todo u, v • 

Demostracidn: 

A fin de evaluar 1U!:.cv u) se fija el punto ue~(E F) , en oy
1 

cuyo caso la aplicación parcial v 1--+ Tr(v u) es , de acuerdo 

con el lema 12, una aplicaci6n lineal continua de J",.CF G) 

en &'~CE G) , la cual, según se sabe, es de clase C~ con 

derivada igual a s! misma, es decir con derivada iqual a la 

aplicación 

para todo v <~(F G) 

Análogamente se calcula 

Podemos ya establecer ei siguiente resultado 

Propcsieión 13 

Sean E1 , ••• , En espacios localmente convexos metrizables 

(resp. metrizables y tonelados), sea X un abierto del producto 

E = TTE1 y sea f t X --+ F una aplicaci6n de clase ~ 

(resp. de clase c 2 ) • Para cada x a X ex is ten entonces las s 
derivadas parciales de las funciones (j=l, ••• ,n) 

el punto x , que se escriben 

en 

i • j 1 , .... , l 

Estas aplicaciones estdn en el espacio i/ (E1 , ~Gi(Ej F)) ( 0 

igual a 19 
8 

ó €ik ) y verifican ademds 
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, ... , , .... , kn) = 

Demostracións 

De acuerdo con lo indicado en la nota anterior al lema 12, 

puede escribirse, para cada x € X , 

Df(x) =f. ~jf(x)oprj 
j =1 ,,.. 

(1) 

o 2 f (x) = f:. ~(Df) (x)o pr (2) 
1=1 "'ax! i 

La aplicación Df aparece por tanto como suma de n aplicaciQ 

nes 

zación 

cada una de las cuales admite la siguiente factor!-

x ~ ( ~(x) , u(x) ) 1--+ 
j 

donde u es la aplicacidn constante de X en ~(E Ej) 

u(x) = prj para todo xex y donde li9 es alguna de las fam! 

lias @
8 

ó €ik • Derivamos parcialmente respecto de x1 la 

funcidn qj mediante la regla de la cadena 

, prj )ofx-¡ ( ;; ) (x) + 



Pero ~(x) =o 
i 

corolario del lema 
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porque u es constante y, de acuerdo con el 

¡¡¡r ( af ¡ iT i 12, ~ a;c-Cx) , prj = pr L evando 
1 j j 

estos resultados a la fórmula (1) y lo ahí obtenido a la fór-

mula (2) se obtiene 

que no es otr-acos_a que una refonnulación de la relación buscada. 

~ 
Dejamos por el momento los espacios localmente conve-

xos producto, para volver al caso general. Introducimos a con

tinuación algunas definiciones. 

Definición 14 (Diferencia segunda.direccional) 

Sea f t X __, F una aplicación. Se llama diferencia segunda 

direccional de f en el punto x e X , según las direcciones 

a la función de dos variables reales definida 

en un entorno abierto de (O O)E R~, siguiente 

Siempre. que en el contexto los puntos x , h1 , h2 estén 

fijos y no haya lugar a confusión, la función diferencia se

gunda direccional será escrita cS 2tJ Ct1 t 2J • 

Proposici6n 15 

La función diferencia segunda direccional de f es simétrica 

en sus dos variables 'ti y t 2 , es decir 
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Definición 16 (Función casi-simétrica de orden 2 ) 

La funci6n f i X --+ F se dice que es casi-simétrica de orden 

2 en el punto x E. X , si es dos veces débilmente diferenciable 

en x y si para cada h1 , h
2 

los siguientes límites reitera

dos existen y son nulos 

<S 2
f) (t1 t 2 ) -[o2 f(x) (t1h1>) (t2h 2)J 

t¡·t2 

Ello ocurre en particular si el límite doble en la variable 

(t1 t 2 ) E R
2 existe y es nulo cuando (t1 t 2 ) - (O O) • 

En general no toda función dos veces débilmente 

diferenciable en x es casi simétrica de orden 2 en x , como 

lo pone de manif i~sto el siquiente ejemplo 

f(x y) = si (x y) E R
2 

- f (O o>J 

f(O O) = O 

Las funciones casi-simétricas de orden 2 en x , 

poseen la importante propiedad de la simetría de su derivada 

segunda en el punto x E. X , tal y como se demuestra en la si-

guiente 

Proposición 17 

Si f 1 X .......,,. F es casi-simétrica de orden 2 en el punto x , 
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entonces o 2 f (x) E Jf(E , et. (E F)) 

riables, es decir 

es simétiica en sus dos va-

\. 

Demostracióni 

Por la linealidad de la derivada segunda y por la simetría de 

la diferencia segunda direccional (proposici6n 15), se puede 

escribir, para cada ~( rF 

~ lim 
ti .. º 

¡ [o
2
f(x) (t1h1 >) <tih2 ) - <ó

2
f) (t1 

t1· t2 

- lD2
f(X) (t2h 2 ) ]Ct,_h1 ) 1] 

tl. t2 0 

~ o 

y sie_ndo ~E r p arbitrario, queda demostrada la relación de 

simetría buscada. 

El objetivo principal del presente trabajo es inves

tigar condiciones por las que una función es casi-simétrica de 

orden 2 en un punto y que goza, por tanto, de la propiedad 

de simetría de la derivada segunda en dicho punto. Como se in-
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dicó en el ejemplo anterior, la doble diferenciabilidad débil 

en el punto no basta para asegurar la simetría, y ya en dicho \ 

ejemplo se echa de menos la continuidad de la derivada segun- } 
i 

da. Veremos en el siguiente teorema que dicha continuidad· es 

suficiente para asegurar la simetría de la derivada segunda. 

Teórema 19 (Schwarz) 

sea f 1 X -+ F una función de clase c2 
s 

XE X , f es casi-simétrica de otilen 2 en x 

Demostración: 

Entonces para cada 

Sea x e X y sean h1 h2 E E fijos. Probaremos que el primer 

límite reiterado de la definición 16 es nulo. Para ello sea 

~( rF arbitrario y seleccionemos un elemento SE @
8 

que 

contenga a h1 y a h2 • Para t¡ t¡¡ E R suficientemente pe

queffos, se tiene 

El segundo sumando de la relación anterior, dado que h2 E S , 

est~ acotado por 

y este tdrmino tiende a O si 'ti tiende a O en R , en 

virtud de la doble diferenciabilidad débil de f en x (nóq,_ 

se que dicho t~rmino no depende de t:¡ ) . En cuanto al primer 
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sumando de (1), a fin de calcular primero el límite reiterado 

en la variable ti E R , fijemos la variable ;, y supongamos 

que el elemento s~ 0
8 

es elegido con la condición adicional 

ti_h1 6 S. Por la continuidad de la aplicación 

o2
f 1 X -+ ;/

8 
(E 1 cit

8 
(E F)) 

en· el punto XE.X, se tiene lim ID2 f(x+h) - D
2

fCx>I (llS)S =O 
h-tO { 

y en particular, dado que h1E S 

(2) 

cualquiera que sea t E. R comprendido entre O y ti . Por otro 

lado, de la continuidad de la aplicación Df 1 X~ ~5 (E F) 

en los puntos x e. X y x+;, h1 E X , se tiene 

(3) 

cualquiera que sea el escalar t comprendido entre o y t
2 

• 

Fijado como está t 1 E R, definamos la función de la variable 

real t 2 suficientemente pequefta 

que ea, por hipótesis una función diferenciable en su variable 

t 2 Y que, de acuerdo con el teorema de los incrementos finitos 

(ver ( 9) 3. 2. ) , verifica 
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lt1 t 2¡-
1 1 <E

2
f ) ( t 1 t 2 ) - Df(x+t1h 1) (t2h 2 ) + Df(x) ( t 2h 2 ) I~ • 

• lt1 t 2 1-1 le<t 2> - e<o>I~ ~ 

(5) 

donde el superior está tomado para todos los escalares .t com

prendidos eatre O y t 2 • Evaluando le derivada de B , re

sulta por linealidad y por ser h2 € s 

1 B ' ( t ) ( t 2 ) 1 ~ • 

jof(x+t1h 1+th2 ) ( t 2h 2 ) -Df (x+th2 ) ( t 2h 2 ) -Df (x+\h1 > (t2h 2 ) +Df(x) <tih2>/( 

~ l t 2 ¡ jof (x+t1h 1+th2) - Df(x+th2 ) - Df(x+t1h 1 ) + Df(x>l~s ~ 

~ \t2 11Df (x+t1h 1+th2 ) - Df(x+th2 ) - n
2
f(x+th2) (t1h1 >1~ 5 + 

+ lt1 t 2 f /D2
f (x+th2 ) (h1 ) - D

2
f(x) (h1 )f~ s + 

+lt2 11Df(x+t1h 1) .. Df(x) - o
2
f(x) (t1h1 >1~ 5 (6) 

Multiplicando esta cadena de desigualdades por /t1t 2¡-l y to

mando l!mi tes rei t.erados primero cuando t 2 ~ O , el tercer 

sumando de (6) queda invariante al no depender de ti 1 el se

gundo sumando de (6) tiende a O de acuerdo con (2) y el pri

mer sumando de acuerdo con las relaciones (2), (3) y (4) tiende 

a 

(n6tese que la relaci6n (2) se ha utilizado con h1 sustituido 

por t 1 h1 , lo que es posible, pues ya ee eliqicS t¡ h1 E s · ) • 
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Finalmente si ahora se hace t 1 ..._.,O, el Ultimo sumando de 

(6) y el término (7) tienden a o por la doble difierenciabil! 

dad débil de f en x • En definitiva el l!mite reiterado 

primero cuando t 2 tiende a o y luego cuando t 1 tiende a O 

de la expresión (5) existe y es nulo. Queda as! probado que 

el primer límite reiterado de la definición 16 es nulo. En cuan 

to al segundo la prueba es similar cambiando el orden de la toma 

de l!mites. 

Corolario (Simetría de lasiderivadas cruzadas) 

Sean E1 , ••• , E0 espacios localmente convexos metrizables 

(resp. metrizables y toneladas), sea X un abierto del pro

ducto fÍ Ei y sea f s X _.....,. F una aplicación de clase e; 
(resp. de clase e! ) • Se verifica, para cada x e X , h.i E. E1 

kj E. E j , 1 j = 1 , ••• , n , 

Demostraci6n1 

Consecuencia del teorema 18 de Schwarz, utilizando la propos!• 

ción 13 que expresa la derivada segunda en función de las der1 

vadas parciales de segundo orden. 
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