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Introduccion

El problema de clasificacién, sean cuales sean los entes que se desee clasificar, es un
problema recurrente en Matematicas, y, en particular, en Geometria Diferencial.

Es nuestro interés aqui hablar del problema de equivalencia de jets en un punto de
ciertas estructuras geométricas. Pensamos que este es un primer paso para poder abordar
el problema mas deseable de la clasificacion local de tales estructuras. Como sugerentes
introducciones a este tltimo problema, pueden leerse [1, cap. 7] y [2].

Precisando algo mds el problema, si JyF denota el fibrado de jets de orden r de
secciones del fibrado natural F — X de orden s,y Dif;‘” es el grupo de los jets de orden
r 4+ s de difeomorfismos locales en la variedad diferenciable X que dejan fijo el punto p,
se trata de dilucidar la naturaleza del siguiente cociente:

JyF/Dif 75

En la literatura, este cociente ha sido estudiado en [8] para los casos de conexiones
lineales simétricas, en [7] para estructuras de Fedosov, y en [24], mas en general, para
(G —estructuras en presencia de una conexion lineal.

Concretamente, en esta memoria, el fibrado F' es el de las conexiones lineales en el
capitulo 2, y el de las métricas en el capitulo 3. En este documento, entre otras cosas,
aparecen algunas aportaciones a la resolucién del problema planteado —en lo relativo a
las conexiones lineales y las métricas—, que ya han sido publicadas: véanse [16] y [17].

Nuestro modo de enfocar la cuestion presta especial atencién al estudio de los inva-
riantes diferenciales escalares de orden r asociados a la estructura geométrica que desea-
mos analizar; es decir, las funciones «diferenciables» reales definidas sobre el cociente
JyF/ Dif;*s.

El estudio de los invariantes diferenciales escalares esta presente en diversos trabajos
de la literatura; entre otros, [25] y [26] se dedican al anélisis de las dlgebras de invarian-
tes diferenciales de métricas, mientras que [33] se centra en el estudio de los invariantes
diferenciales en el ambito de los diffieties .

Procedamos ahora a relatar de modo sucinto el contenido de esta memoria.

En el primer capitulo presentamos la nocién bésica de espacio anillado, que nos per-
mitird considerar cocientes y limites proyectivos, preservando una cierta estructura «dife-
renciable», y no meramente topoldogica. Como caso particular de espacio anillado, intro-
ducimos posteriormente la definicién de espacio diferenciable, que amplia el concepto de
variedad diferenciable. Tras una breve exposicion de la teoria de los fibrados naturales,
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donde seguimos la definiciéon debida a Sancho Guimerda, damos la definicién de invariante
diferencial escalar (global) de orden menor o igual que r de las secciones de un fibrado
natural, como una funcién real «diferenciable» definida sobre todo el espacio de clases de
jets de orden r de secciones del fibrado. Acabamos el capitulo fijando notaciones y apli-
cando las definiciones generales a los casos concretos de los fibrados de jets de conexiones
lineales y de métricas pseudo-riemannianas, y planteamos también la notacién y defini-
ciones necesarias para abordar el problema de la clasificacién de desarrollos formales, es
decir, de jets de orden infinito.

En el capitulo 2, exponemos cémo asociar una sucesion de tensores normales en un
punto de una variedad diferenciable X a cada tensor definido en un entorno del punto.
Por lo que sabemos, este desarrollo en tensores normales, valido siempre que dispongamos
de una conexién lineal V , fue introducido en primer lugar por Veblen y Thomas ([32]). No
es dificil ver que es posible también obtener la sucesién de tensores normales «asociados
a la propia conexién lineal».

Ademas, definimos unos espacios vectoriales, N; , formados por tensores en el punto que
tienen las mismas simetrias lineales que los tensores normales que acabamos de mencionar.

Esta construccién permite definir una aplicacion

¢r : JyCon — No X ... X N,

que hace corresponder a cada jet de orden r en un punto de conexiones lineales la sucesion
de sus tensores normales hasta el orden r, y el primer resultado fundamental asociado a
este desarrollo en tensores normales es el teorema de reduccion 2.1.3 —del que también
damos su versién para conexiones simétricas (teorema 2.1.4)—, que reformulamos aqui:

Teorema. (Reduccién). Para cada entero v > 0, la aplicacion ¢, es una proyeccion
regular epiyectiva, cuyas fibras son las érbitas de un cierto grupo de jets de difeomorfismos
locales.

Ademas, Ny X ... X N, es una representacion lineal del grupo lineal real Gl , y, como
corolario del teorema de reduccién, se sigue inmediatamente que el espacio de clases de jets
de conexiones lineales es isomorfo, como espacio anillado, al cociente (Ng x ... x N;)/Gl, .
Esto, junto con la conveniente aplicaciéon de la teoria de invariantes de Gl, , servird para
demostrar el teorema 2.2.3:

Teorema. Los unicos invariantes diferenciales escalares asociados a las conexiones linea-
les, sean estas simétricas o no, son las funciones constantes.

Queda abierta la cuestion de estudiar qué condiciones de «estabilidad» pueden impo-
nerse sobre las conexiones lineales, de modo que, restringiendo el andlisis a aquellos jets
de conexiones que verifiquen dichas condiciones, si obtengamos una coleccién suficiente
de invariantes diferenciales escalares que permitan, en ultimo término, llevar a cabo una
clasificacién cabal, y de tal manera, que el espacio de clases tenga una buena estructura
(deseablemente, de espacio diferenciable). Recientemente, pueden consultarse [5], [11] y
[12] como referencias que abordan este problema.
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Por otra parte, nuestras técnicas permiten recuperar, mediante argumentos diferentes
de los alli empleados, las férmulas ya presentes en [8] sobre la «dimensién genérica» del
espacio de clases de jets de conexiones lineales simétricas.

Acabamos el capitulo 2 probando el teorema 2.3.1, resultado que extiende el teorema
de reduccién anteriormente citado al caso de jets de orden infinito de conexiones lineales:

Teorema. El morfismo de espacios anillados que hace corresponder a cada jet de orden
infinito en un punto de conexiones lineales su desarrollo formal mediante tensores nor-
males en dicho punto es epiyectivo, equivariante respecto a la accion del grupo de jets
de orden infinito de difeomorfismos locales y tiene, para cada co—jet de conexiones, una
seccion que pasa por dicho jet.

Dedicamos el tercer capitulo al estudio de los espacios de clases de jets de métricas.

De modo andlogo a lo hecho en el capitulo 2, empezamos presentando los tensores
normales en un punto asociados a una métrica pseudo-riemanniana y definimos los espacios
N, de tensores en un punto que tienen las mismas simetrias que los normales.

También podemos definir una aplicaciéon

¢r o JyM — No X ... X Ny,

que a cada jet de métricas le hace corresponder su sucesién de tensores normales en p
hasta el orden r, y damos el teorema 3.1.3, totalmente anédlogo al correspondiente para
conexiones lineales:

Teorema. (Reduccién). Para cada entero v > 0, la aplicacion ¢, es una proyeccion
reqular epiyectiva, cuyas fibras son las orbitas de un cierto grupo de jets de difeomorfismos
locales.

Este ultimo teorema es usado para probar, de modo inmediato, que hay un isomorfismo
de espacios anillados entre el espacio de clases de jets de métricas pseudo-riemannianas
de signatura (si,s_) y el cociente de Ny x ... x N, por el grupo ortogonal O, s .
La combinacién de este hecho con un resultado de Luna (teorema A.1) bastard para
demostrar también que el algebra de invariantes diferenciables es finito-generada, en el
siguiente sentido (teorema 3.2.1):

Teorema. (Finitud de invariantes). Eziste un nimero finito q1,...,qs de invariantes
diferenciales escalares de orden menor o igual que r de las métricas pseudo-
-riemannianas, tales que cualquier otro invariante diferencial f de orden menor o igual
quer es una funcion diferenciable de los primeros; es decir, f = F(qi,...,qs), para alguna
funcion F € C*(R®).

En el caso de métricas riemannianas, al espacio de clases lo llamaremos espacio de
moduli, debido a los dos siguientes resultados.

Por una parte, los invariantes diferenciales escalares separan puntos en el espacio de
clases de jets de métricas riemannianas, de modo que los valores que dichos invariantes
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tomen sirven para clasificar los r—jets en un punto de métricas riemannianas (teorema
3.2.2):

Teorema. (Clasificacién de métricas riemannianas). Los invariantes diferenciales
de orden menor o igual que r separan puntos en el espacio de moduli de jets en un punto
de orden r de métricas riemannianas.

En su demostracion, desempena un papel clave la compacidad del grupo ortogonal
de una métrica riemanniana. Sin embargo, como es bien sabido, el grupo ortogonal de
una métrica pseudo-riemanniana no es compacto; ello hace que no sea cierto en general
que los invariantes diferenciales separen puntos en el espacio de clases de jets de métricas
pseudo-riemannianas, a lo que volveremos mas adelante.

Por otra parte, proporcionamos un par de teoremas estructurales (teoremas 3.2.3 y
3.2.5) para el espacio de moduli riemanniano. Este hecho, donde de nuevo es crucial la
compacidad del grupo ortogonal de una métrica riemanniana, es el resultado fundamental
de esta memoria:

Teorema. El espacio M], de moduli de jets de orden r de métricas riemannianas es un
espacio diferenciable que estratifica de modo candnico en un numero finito de subespacios
localmente cerrados que son variedades diferenciables, y de modo que una de ellas es un
subconjunto conexo, denso y abierto del espacio de moduli.

Cada estrato del moduli, cuya existencia garantiza el teorema anterior, estd formado
por aquellos jets de métricas riemannianas que tienen esencialmente el mismo grupo de
automorfismos; mas concretamente, un estrato, digamos Sy, serd el conjunto de clases
de equivalencia de jets j,g cuyo grupo de automorfismos, visto como subgrupo del grupo
ortogonal O(T,X, gp) ~ O,,, es conjugado a H .

En este mismo capitulo, determinamos de modo preciso qué estratos aparecen en los
espacios de moduli asociados a una variedad bidimensional, mediante el siguiente resultado
(teorema 3.3.3), donde estamos denotando por D,, el grupo diédrico de orden 2m y por
K,, el grupo de giros de orden m (en ambos casos, con m > 1):

Teorema. Los estratos del espacio de moduli M5 se corresponden con alguna de las si-

guientes clases de conjugacion en Ogz: [O2], [D1], ..., [Dr—2] ,[K1],. .. ,[Kr—4] (y también
(K1), sir=4).

Aplicamos este 1ltimo teorema para realizar el estudio completo de los espacios de
moduli sobre una variedad de dimensién 2 en érdenes bajos (r =2,3 y 4).

Con respecto a las métricas pseudo-riemannianas, presentamos el andlisis de un ejemplo
de espacio de clases de jets, que sirve para ilustrar que los teoremas antes enunciados para
métricas riemannianas no son ciertos en el caso pseudo-riemanniano. Mas concretamente,
puede observarse:

- Que, en general, los invariantes diferenciales no separan puntos en el espacio de
clases; es decir, los invariantes diferenciales escalares no clasifican los jets de métricas
pseudo-riemannianas.
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- Que, en general, el espacio de clases no es un espacio diferenciable ni estratifica en
variedades diferenciables, como si sucedia en el caso riemanniano.

Es un problema abierto atin el determinar ciertas condiciones de «estabilidad» sobre los
jets de métricas pseudo-riemannianas, de modo que sea posible realizar una clasificacién
adecuada —posiblemente, mediante algin teorema de estratificacion similar al que hemos
obtenido en el caso riemanniano— sobre aquellos jets que las verifiquen.

Al final del tercer capitulo, demostramos un teorema de reduccién (3.5.1) para jets
de orden infinito de métricas pseudo-riemannianas, analogo al correspondiente para jets
de orden infinito de conexiones lineales. Este teorema, de nuevo junto a la compacidad
del grupo ortogonal de una métrica riemanniana, nos permitird probar que el espacio de
clases de jets de orden infinito de métricas riemannianas, M7°, es el limite proyectivo de
los espacios de moduli M7, .

Como consecuencia, ademas, obtenemos el corolario 3.5.6:

Teorema. Los invariantes diferenciales escalares de orden finito clasifican los jets de
orden infinito de métricas riemannianas.
Es decir, dos jets, j,°g , j;jog’, son equivalentes si, y solo si, para todo enteror > 0,

y para todo invariante diferencial escalar h de orden menor o igual que 7, se satisface

h(g)(p) = h(g')(p) -

La memoria tiene, finalmente, un breve Apéndice en el que, sin demostracién, presen-
tamos algunos resultados relativos a la teoria de invariantes de los grupos de Lie clasicos,
de los que tendremos que hacer uso en algiin momento.
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Capitulo 1

Espacios de clases de jets en un
punto

En este capitulo, vamos a presentar algunos conceptos que seran de utilidad a lo largo
de esta memoria. En particular, introduciremos los espacios de clases de equivalencia de
jets en un punto de secciones de un fibrado natural, asi como la estructura con la que los
vamos a considerar, que es la de espacio anillado (reducido).

1.1. Espacios anillados

Es bien patente en la mayoria de los textos de Geometria Diferencial que dicha disci-
plina se puede estudiar sin presentar la definicién de variedad diferenciable como un caso
particular de espacio anillado.

Sin embargo, este concepto permite considerar entes matemdticos que escapan del
ambito de las variedades diferenciables, como son el cociente de una variedad por la accién
de un grupo de Lie y el limite proyectivo de variedades diferenciables.

Puesto que el paso al cociente serd una operacién fundamental en nuestro trabajo, con-
sideramos la categoria de espacios anillados como la base mas apropiada para el desarrollo
posterior.

La nocién de espacio anillado que vamos a introducir —mas restrictiva que la habitual
en Geometria Algebraical— se ajusta al grado de generalidad que necesitaremos en lo
sucesivo.

Definicion 1.1.1. Un haz de funciones continuas sobre un espacio topologico X es
una aplicacion Ox que a cada abierto U C X le asigna una subdlgebra Ox(U) C C(U,R)
(del dlgebra de funciones continuas sobre U con valores en R ), de modo que se satisfaga
la siguiente condicion:

Para cada abierto U C X, cada recubrimiento por abiertos U = U;c; U; y cada funcion

! Véase la definicién de espacio anillado propia de la Geometria Algebraica en [18]



CAPITULO 1. ESPACIOS DE CLASES DE JETS EN UN PUNTO

f:U =R, severifica:

feOx(U) < flu, € Ox(Ui), Viel.

Es decir, un haz de funciones continuas sobre X no es otra cosa que un subhaz del
haz Cx de funciones continuas con valores reales.
En particular, si U y V son abiertos de X , tales que U C V', entonces se cumple:

feOx(V) = flve€Ox(U).

Definicién 1.1.2. Un espacio anillado es una pareja (X,0x), en la que X es un
espacio topologico y Ox es un haz de funciones continuas sobre X .

Todo subconjunto abierto V' de un espacio anillado (X,Ox) es a su vez, y de modo
natural, un espacio anillado. Basta definir Oy (U) := Ox(U), para cada abierto U C V.

Por comodidad en la notacién, es muy habitual —y asi lo haremos en la mayoria de las
ocasiones, salvo cuando interese hacer hincapié en el haz de funciones continuas— denotar
un espacio anillado (X, Ox) simplemente como X , omitiendo pues el haz.

Si X es un espacio anillado y U es un subconjunto abierto suyo, nos referiremos con

frecuencia a las funciones que pertenezcan a Ox (U) como funciones «diferenciables» sobre
U.

Definicion 1.1.3. Un morfismo entre espacios anillados ¢ : X — Y es una apli-
cacion continua, tal que, para cada abierto U CY y para cada f € Oy (U), se verifique:
p*f = fop€Ox(p1(U)).

Un morfismo de espacios anillados ¢ : X — Y es un isomorfismo si existe un
morfismo ¢ : Y — X (el morfismo inverso de ¢ ), tal que po ¢ =Idy y ¢pop = Idx .

Ejemplos:

1. Sea X un espacio anillado y sea U C X un abierto. La inclusién natural U — X
es un morfismo de espacios anillados.

2. Por supuesto, la composicién de morfismos de espacios anillados vuelve a ser un
morfismo de espacios anillados.

3. R", dotado del haz Cg5 de funciones diferenciables, es un espacio anillado.
4. Una variedad diferenciable es un espacio anillado en el que cada punto tiene un
entorno abierto isomorfo como espacio anillado a (algtin abierto de) (R",Cg%).

Una aplicacion entre variedades diferenciables se dice diferenciable precisamente si
es un morfismo de espacios anillados, y se llama difeomorfismo si es un isomorfismo
de espacios anillados.
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5. Cualquier subespacio Z cerrado —es maés, en general, localmente cerrado— de R"™,
junto con el haz C%° de las funciones que coinciden localmente con restricciones de
funciones diferenciables sobre R™, es un espacio anillado.

6. En ocasiones podremos considerar un sistema proyectivo de morfismos de espacios
anillados:
e —= X — X — - — Xy

El limite proyectivo liin X, es un espacio anillado, con la siguiente estructura.

Sobre el conjunto Hin X, se tiene la topologia del limite proyectivo, es decir, la
topologia inicial inducida por las proyecciones canénicas 7 : lgn X, — X,. Por otra
parte, diremos que una funcién real sobre un abierto de lign X, es «diferenciabley» si
coincide localmente con la composicién de una proyecciéon 7y : lgn X, = X5 y una
funcién diferenciable sobre un abierto de X .

El espacio topologico h;ln X, , dotado del haz de funciones diferenciables explicitado
anteriormente, es un espacio anillado, que satisface la siguiente propiedad universal:

Para cada espacio anillado Y, existe la biyeccién natural (funtorial en Y):
Hom (Y,lim X,) —— limHom (Y, X,)
— —

@ — (., mrop, L)

1.1.1. Espacios anillados cocientes
Sean (X,Ox) un espacio anillado, G un grupo que actiia sobre X, X/G el espacio

topoldgico cociente y m : X — X /G la aplicacién candnica (continua) de paso al cociente.

Definicién 1.1.4. El espacio anillado cociente (X/G,Ox /) es la pareja formada por
el espacio topoldgico cociente X/G , junto con el haz de funciones continuas que, a cada
abierto U C X/G, le hace corresponder:

Ox/q(U) :={f€CUR): fore Ox(n 1 U))}.

Existe un isomorfismo de R—algebras canénico:
OX/G(U) f— OX(T['_l(U))G
f — fom,

donde con Ox (7~ 1(U))¢ estamos denotando el conjunto de todas las aplicaciones per-
tenecientes a Ox (7~ 1(U)) que son invariantes por la accién de G (es decir, aquellas
f e 0¥ YU)), tales que f(g-p) = f(p), para cualesquiera g € G y p € 7 1(U)).
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Obsérvese que la aplicacién candnica m : X — X/G es, con la estructura expuesta
en el cociente, un morfismo de espacios anillados. Ademas, el espacio anillado cociente
X/G verifica, como serfa de esperar, la propiedad universal del cociente en la categoria
de espacios anillados:

Propiedad universal del cociente: Todo morfismo de espacios anillados ¢ : X — Y
que sea constante sobre cada orbita de la accion de G sobre X factoriza de modo univoco
a través de la aplicacion cociente m : X — X/G ; esto es, existe un unico morfismo de
espacios anillados ¢ : X/G — 'Y, que verifica p = o .

Como caso particular de la definicién anterior, si GxX — X es una accion diferenciable
de un grupo de Lie G sobre una variedad diferenciable X , el espacio topoldgico cociente
X/G tiene, con el haz de funciones continuas expuesto en la definicién 1.1.4, estructura
de espacio anillado, aunque no, en general, de variedad diferenciable.

Enunciemos ahora unos resultados que necesitaremos méas adelante:

Proposicion 1.1.1. Sea G un grupo que actie sobre un cierto espacio anillado X , y
sea f: X — Y un morfismo epiyectivo de espacios anillados, de modo que, para cada
punto p € X , existe una seccion local (morfismo de espacios anillados) de f que pase por
p. Si las orbitas de G coinciden precisamente con las fibras de f, entonces la siguiente
aplicacion establece un isomorfismo de espacios anillados:
x/a Ly
b — F) = ().

Demostracion: La propiedad universal del cociente (en la pagina 3, tras la definicién 1.1.4)
nos garantiza que f factoriza a través de un tinico morfismo de espacios anillados,

x/¢ Loy
[p]  — f(lp]) = fp),

claramente biyectivo.

Para concluir, falta comprobar que f~! es también un morfismo de espacios anillados,
siendo esta una cuestion de caracter local.

Cualquier seccién local o de f induce, al proyectarla al cociente X/G, un morfismo
de espacios anillados que es una inversa local de f y debe coincidir, por tanto, con la
correspondiente restricciéon de f~1.

O

Esta proposicién permite formular el siguiente corolario:

Corolario 1.1.1. Si G es un grupo de Lie que actia diferenciablemente sobre una variedad
diferenciable X , Y es otra variedad diferenciable y f : X — Y es una proyeccion reqular
epiyectiva, de modo que las fibras de f coincidan con las érbitas de G, entonces X/G
tiene estructura de variedad diferenciable (y es difeomorfa a'Y ).
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Proposicién 1.1.2. Sea X un espacio anillado sobre el que actia un grupo G . Si tenemos
la siguiente sucesion exacta de grupos,

1—H —G— Hy — 1,
entonces existe este isomorfismo de espacios anillados:
X/G == (X/H1)/H;
Pl — [p].

Demostracion: Observemos en primer lugar que Hy ~ G/H; actia en X/H; , consideran-
do que Hy actua en G por la derecha:

G/Hy x X/H, — X/H;
(lg], [p]) — lg-p].

(Esa accién esta bien definida: [g] - [k - p] = [ghy'] - [Mp] = [(ghy h1) -0l = [9- D))
La propiedad universal del cociente de espacios anillados, aplicada dos veces, define un
morfismo de espacios anillados trivialmente epiyectivo:

X\ X/G [p]
X/ H, — (X/Hy)/Hy .

Es bien sencillo comprobar que también es inyectivo:

Sean [p],[q] € (X/H1)/H2, tales que [p] = [¢] en X/G, de modo que existe g € G, tal
queg=g-p.

Si denotamos por [¢]m, la clase de equivalencia de ¢ en X/H;, y mediante [g]x
clase de equivalencia de g en G/H, entonces:

. la

4, =9 pla, = [9]m, - [PlE, = he - [P, ,

donde he € Hy el tinico elemento que se corresponde con [g]g, , a través del isomorfismo
Hy; ~ G/H;, de modo que [¢] = [p] en (X/H1)/H;.
La aplicacién inversa,
X/G — (X/Hl)/HQ
] — ]

es la factorizacién —de nuevo, aplicamos la propiedad universal del cociente para espacios
anillados— por X/G del morfismo de espacios anillados X — (X/H;)/Ha2,y es a su vez,
por consiguiente, morfismo de espacios anillados.

O
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Proposiciéon 1.1.3. Sean X e Y espacios anillados, y sea G un grupo de Lie que actia
por la izquierda sobre Y | y que también actia por la izquierda sobre X , de modo transi-
tivo. (Ambas acciones son morfismos de espacios anillados). Si denotamos el subgrupo de
isotropia de un cierto elemento py € X mediante I = {g € G : g-po = po}, entonces se
tiene el siguiente isomorfismo de espacios anillados cocientes:

(X xY)/G —— Y/I
()]  +— g

donde g es un elemento de G, tal que p =g - pg .

Demostracion: La accién de G sobre X y sobre Y induce de modo natural una accién
sobre X x Y': g-(p,q) :==(9-p,9-q)-

Por otra parte, puesto que I es un subgrupo cerrado del grupo de Lie G, I también
es grupo de Lie. (Véase el Teorema 2.3, pag. 115, de [19]). Por restriccién de la accién de
G, I actta por la izquierda sobre la variedad Y como morfismo de espacios anillados.

La propiedad universal del cociente (pag. 3) afirma entonces que tanto (X x Y)/G
como Y/I son espacios anillados (cocientes de X x Y e Y, respectivamente).

Llamemos ¢ a la aplicacién dada en el enunciado y ¢ a su inversa, que es como sigue:

lg] — [(po,q)]-

La aplicacién ¢ esta bien definida, puesto que, si existe g € G, tal que

(p27Q2) = g : (Pl,(h) = (g 'pl)g ’ 91)7

conpy =gy -po y P2 = g2 - po, entonces h = gz_lggl es un elemento de I:
h-po=(95"991) - po=(95'9) - p1 =95 P2 =95 - (92-p0) = (92 '92) - o = Po;

y se verifica:

9 =9" (G q1)=(95"991) (97" @) = (hgr ) 1.

Por su parte, la aplicacién @ también estd bien definida, ya que, dados q1,q2 € Y ¥y
h € I, tales que g2 = h - ¢q1, entonces el propio h es el elemento de G que verifica lo
siguiente:
h-(po,q1) = (h-po,h-q1) = (Po,q2) -

Tanto ¢ como 1 son morfismos de espacios anillados. Vedmoslo:
La aplicacién

XxYy % y/I

(p,a) = [97"q]
es un morfismo de espacios anillados que es constante sobre las 6rbitas de G, como puede

comprobarse trivialmente, e induce por tanto —por la propiedad universal del cociente de
espacios anillados— un morfismo de espacios anillados, que es justamente el morfismo .
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La aplicacién ¢ es morfismo de espacios anillados como composicién de los morfismos

XxY — Y Y — Y/I

pa) — gt-a Y ¢ — [d.

El segundo es morfismo de espacios anillados, pues es una aplicacién de paso al cociente.
El primero también es morfismo de espacios anillados, ya que las aplicaciones «Orbita»,

G — Y G — X
g = g-q, g == g-po,

lo son, y también lo es la aplicaciéon de tomar inverso en el grupo G :

G — G
1

g — g .
Anélogamente, 1 es el morfismo de espacios anillados inducido, gracias a la propiedad
universal del cociente, por el siguiente morfismo de espacios anillados constante sobre las

Orbitas de I :
Y — (X xY)/G

q +— [(Po,q)] -

Para acabar, es bien sencillo comprobar que ¢ y 1 son aplicaciones inversas la una de
la otra:

o((lg]) = ¢([(po,9)]) =1 -4¢) = [q],
([0, 0)]) " E w([g7" - a)) = (o, g~ - )] = [(9- po, (997 ") - @)] = [(p.q)]-

1.1.2. Espacios diferenciables

Vamos a introducir una estructura mas general que la de variedad diferenciable: la de
espacio diferenciable (como referencia, puede consultarse [28]).

Antes de dar la definicién, recordemos que todo cerrado Z C R™ tiene estructura
natural de espacio anillado, como ya dijimos en el ejemplo 5 de la pagina 3.

Definicién 1.1.5. Un espacio diferenciable (reducido) es un espacio anillado en el
que cada punto admite un entorno abierto isomorfo como espacio anillado a un cierto
subespacio cerrado (Z,C%) de algin R™.

Una aplicacion entre espacios diferenciables se llama diferenciable si es un morfismo
de espacios anillados.

Ejemplos:

1. (R",CR%) es un espacio diferenciable.

2. Cualquier variedad diferenciable es un espacio diferenciable.
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3. Todo subespacio (localmente) cerrado de (R™,Cg%) (con su estructura natural de
espacio anillado) es un espacio diferenciable.

Otro de los ejemplos més importantes y més utiles de espacios diferenciables es pro-
porcionado por el siguiente teoremas:

Teorema 1.1.2 (Schwarz). Sea G — GlI(V) wuna representacion lineal diferenciable de
dimension finita de un grupo de Lie compacto G . En estas condiciones, el espacio anillado
cociente V/G es un espacio diferenciable.

Demostracion: Puede verse en [28, Teorema 11.14, pag. 140].
O

El Teorema de finitud de Hilbert ([28, pag. 139]) asegura la existencia de un sistema
finito de generadores de la R—algebra de polinomios G—invariantes sobre V .

Si p1,...,pr es un sistema tal, entonces podemos definir un isomorfismo de espacios
anillados:

(p1,-..,pr) : V/G——=Z CRF,
donde Z es un subespacio cerrado de RF.

En relacién con lo anterior, y mas generalmente, el cociente X /G por la accién diferen-
ciable de un grupo de Lie compacto G sobre una variedad diferenciable X es un espacio
diferenciable. ([28, Teorema 11.17, pag. 141]).

1.2. Fibrados naturales

Para la revisién de la definicién de fibrado (diferenciable) sobre una variedad diferen-
ciable, pueden consultarse [15] o [22].

En esta seccién presentaremos la definiciéon de un tipo especial de fibrados, los fibrados
naturales, que seran, usando un lenguaje sugerente y poco riguroso, aquellos que pueden
definirse universalmente sobre cualquier variedad diferenciable para una dimension fija.

La definicién que proponemos no es la habitual —que puede encontrarse en [21]—,
pero es equivalente a ella, como se expone en [27].

En lo que sigue, salvo que se diga otra cosa, X serda una variedad diferenciable de
dimensién constante n. Llamaremos difeomorfismo de X a cualquier difeomorfismo local
7 : U — V entre dos abiertos de X . Para denotar el conjunto de los difeomorfismos de
X usaremos Dif X .

Definicion 1.2.1. Sea 7 : F — X un fibrado y sea 7 : U =V un difeomorfismo de X .
Una subida de 7 a F es cualquier difeomorfismo 7. : F|, — F|, que haga conmutativo
el siguiente diagrama:

Tx
F|U *)Flv

ol

U—0rV,
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donde estamos denotando por Fj, justamente lo que el fibrado F' «tiene por encima de»
U, es decir: F, == 1(U).

Es muy frecuente —y asilo haremos también en esta memoria— abusar del lenguaje
v hablar del fibrado F' sobre X , sin hacer referencia explicita a la aplicacién 7 : FF — X |
siempre que no haya dudas sobre cudl sea esta.

Definicion 1.2.2. Un fibrado natural sobre X es un fibrado m : F — X junto con
una subida de difeomorfismos, es decir, una aplicacion que asigna a cada difeomorfismo
de X wuna subida a F,
Dif X — DifF
T — Tk,

que cumpla las condiciones siguientes de funtorialidad, cardcter local y reqularidad (o
dependencia diferenciable de los pardmetros), es decir:

(i) Funtorialidad: respeta composiciones ((to7'), = T 07, ), siempre que estas tengan
sentido, y hace corresponder la identidad a la identidad, 1d, = 1d .

(i) Cardcter local: para cualquier difeomorfismo de X , 7: U — V|, y su restriccion a
ciertos abiertos,

U v
U U
Uy

se verifica T, = Telp -
U/

(iii) Dependencia diferenciable de los pardmetros: si {1, : Uy — Viler es una familia
diferenciable de difeomorfismos de X parametrizada® por una cierta variedad T,
entonces {7y, : F|Ut — FIVt}tET es una familia diferenciable de difeomorfismos de

F.

En [10] puede verse que la tercera condicién relativa a la dependencia diferenciable de
los parametros puede omitirse, ya que se obtiene de las dos primeras condiciones exigidas
en la definiciéon de fibrado natural. Se preserva aqui como una de las tres condiciones de
la definicién, por su utilidad para demostrar que un determinado fibrado no puede ser
dotado de estructura natural, como podra verse en el ejemplo 4 de la pagina 10.

Es importante observar que las fibras de un fibrado natural 7 : F — X son todas
difeomorfas entre si. Efectivamente, si denotamos por F,(= n~1(p)) y F, las fibras de los
puntos p y ¢, respectivamente, entonces, dado un difeomorfismo ¢ : U — V' entre sendos

2 Con precisién, una familia {7; : Uy — Vi }ser de difeomorfismos locales de X , parametrizada por una
cierta variedad diferenciable T', es diferenciable si verifica las siguientes condiciones:

(a) los conjuntos U :=ierU; y V := Iier Vi son abiertos de X x T
(b) la aplicacién 7 : U — V, (p,t) — 7(p,t) := 7(p) , es diferenciable.
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entornos abiertos de p y ¢, su subida ¢, : F|,, — F], establece, mediante restriccion, el
difeomorfismo ¢, : I}, — F, entre las fibras buscado.

Ejemplos:

10

1.

Dada una variedad diferenciable @, el fibrado natural trivial de fibra ® sobre
X , consiste en la proyeccién en el primer factor 7x : F' = X x & — X | junto con
la siguiente subida de difeomorfismos: dado un difeomorfismo 7 : U — V de X, su
subida es el difeomorfismo

T B, =Ux®—F,6 =Vxo,

donde 7.(p, ) = (7(p), 1da(¢)) = (7(p), ¢) -

Es inmediato comprobar que se cumplen las condiciones de funtorialidad y de loca-
lidad que impusimos a la subida de difeomorfismos en la definiciéon 1.2.2 de fibrado
natural.

El fibrado tangente de X es un fibrado natural. La subida de un difeomorfismo

7:U — V sera:
TU = TV

Dy +— Tup(Dp),
donde 7., designa la aplicacién lineal tangente de 7 en el punto p.

De nuevo, la comprobaciéon de la funtorialidad y del caracter local de esta subida de
difeomorfismos es rutinaria.

También es un fibrado natural el fibrado cotangente de X . La subida de un
difeomorfismo 7 : U — V' es como sigue:

™U 5 TV
wp = (Th) Hwp),
donde con (T};p)_l estamos denotando la inversa de la aplicacién lineal cotangente

de 7.

Veamos un sencillo ejemplo de fibrado que no puede ser dotado de estructura de
fibrado natural. Basta considerar la circunferencia unidad S; = {z € C : |z| = 1}

como fibrado sobre si misma:
Sl — Sl
2

z o z=.
Como dar una vuelta completa en la circunferencia de la base del fibrado supone
dar solo media vuelta en la circunferencia de arriba, resulta que, para la familia de
difeomorfismos de S; parametrizada por 6, {7y : S1 — S1}ge[o,2r) » donde cada 7y
es el giro de angulo 6, no hay subida diferenciable de la familia que ademas respete
que la aplicacién identidad suba a la identidad.
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(El giro m9r = 70 es la identidad en @ 5 Tome = Tox # Id
C—

la base y, sin embargo, Tor, no es
la identidad en la circunferencia de l

«arribay). S S me—m—l

5. Dado un fibrado natural 7 : F' — X y dado un entero r > 0, el fibrado de jets de
orden r de secciones® (locales) de F,

JF Iy X

jpo > 7w(jyo) =p,

es otro fibrado natural.
(Como referencias para el concepto de fibrado de jets de secciones, sirvan [15] y [31]).

Dado un difeomorfismo de X, 7: U — V , seguimos denotando por 7, su subida al
fibrado F'. La subida J7, de 7 a J'IF' serd la obvia:

JF, % JF,

gpo = JTjpo) = jr (w000 .
Es elemental comprobar que tal subida es de caracter local y funtorial.
Definicién 1.2.3. Dados dos fibrados naturales sobre X , 7 : F — X, 7: F — X, un

morfismo de fibrados ¢ : F — F (es decir, Top = 7 ) se dice natural si, dado cualquier
difeomorfismo de X , 7 : U — V', el siguiente diagrama es conmutativo:

@ —
Eiy Eiy
Tx T
Fiy Fiy

(No distinguimos en la notacién la subida de 7 al fibrado 7 : ' — X del difeomorfismo
subido al fibrado 7 : F' — X , representando ambos como 7 ).

Dado p € X, denotaremos Dif,, el grupo de gérmenes de difeomorfismos locales (entre
entornos abiertos de p) que dejan fijo p),

Dif,, = {gérmenes de difeomorfismos 7 : U — V', 7(p) = p}.

3 Siempre consideraremos diferenciables las secciones de un fibrado.

11
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El hecho de que un fibrado natural tenga una subida de difeomorfismos (definicién
1.2.2) que, en particular, es funtorial permite definir una acciéon del grupo Dif}, sobre la
fibra F), de un fibrado natural F — X del siguiente modo: 7 - x = 7.(x), para cada
7 € Dif, y cada x € F}, —y denotando 7, de nuevo la subida de 7 al fibrado F'—.

Sea Dif), el grupo de los r—jets de difeomorfismos locales de X que dejan p fijo.

Si en cierto entorno de p tomamos un sistema de coordenadas x1,...,T,, de modo
que z;i(p) = 0 (i = 1,...,n), entonces un elemento 7 € Dif}, viene dado por n jets de
funciones:

T(x1,...,xn) = (fl(ﬂsl,...,xn),...,fn(xl,...,xn)),

donde cada f; es una serie formal hasta el orden r:

fi(xl,...,ajn): Z )\@al‘a

0<|a|<r

(con la notacién habitual: o = (av1,..., o), la| =a1 4+ ...+ an y z* =27 ... 22).

(Notese que los A; o pueden tomarse como coordenadas sobre Dif}, que adquiere asi
estructura diferenciable, y es un grupo de Lie).

La condicién de que T sea un germen de difeomorfismo equivale a que la parte lineal
del desarrollo de 7 sea un isomorfismo lineal; es decir, a que la matriz (\; ;) sea invertible.
Observemos, por tanto, que Dif}g se identifica canénicamente con Gl,(7,X) .

De modo natural, si s < r y para cada r—jet en p de difeomorfismos nos quedamos
solo con su parte hasta orden s, obtenemos el siguiente morfismo de grupos epiyectivo:

Dify =% Dif}
N e S 4

Definicién 1.2.4. Dados p € X y un entero r > 1, NDif} es el siguiente subgrupo de
Dif}, :
NDif} := {j;7 € Dif}, : jir = jp1d}.

La siguiente es una sucesién exacta de grupos de Lie:

Trl

. . el
1 —— NDif) ¢ Dif, Dif,, 1. (1.1)

Por otra parte, si asignamos a cada germen de difeomorfismo su correspondiente r—jet

en p, tenemos el siguiente epimorfismo:

Dif, — Dif},
T = T=],T,

de modo que esta es también una sucesién exacta de grupos:

1 H; = Dif), Dif? 1, (1.2)

donde Hj, = {r € Dif, : jyr = j/Id}.

12
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Definicion 1.2.5. Dado un entero r > 0, diremos que un fibrado natural F — X es de
orden (menor o igual que) r si todo elemento de H; opera por la identidad sobre la
fibra F,, de F' sobre el punto p.

Esta nocién es totalmente independiente del punto p € X escogido. Ademaés, dado
un fibrado natural F' — X de orden r, si consideramos el cociente Dif, = Dif,/H} (de
acuerdo con la sucesion exacta 1.2), resulta que la accién de Dif,, sobre la fibra F}, factoriza
a través de una accién de Dif), :

Dift x F, — F,
(T,z) +— T-2:=T7(x).

En [29] se demuestra que el orden de todo fibrado natural /' — X tiene como cota
superior la cantidad 24™f»*+1 (con p € X ). Una mejora en la acotacién del orden de un
fibrado natural, concretamente a 2dim F, + 1, puede encontrarse en [10].

Es decir, todo fibrado natural es de orden finito, y la accién natural sobre la fibra F),
es justamente la que se deriva de la definicién 1.2.5.

Ejemplos:

1. El fibrado natural trivial sobre X de fibra @ es un fibrado de orden 0, pues todo el
grupo Dif,, actia por la identidad sobre la fibra del punto p € X .
2. Cualquier fibrado tensorial es de orden 1.

Si consideramos un fibrado
T"X® A T"XTX® 4. TX - X

sobre X (cuyas secciones globales son tensores de tipo (A, ) sobre X ), un difeo-
morfismo local 7 que deje fijo p € X actia del siguiente modo:

(1- T)(Dl, e, Dy, we, ... ,wu) = T(T*Dl, oo, T Dy, (Ti)flwl, RN (T:)ilwu> ,
expresion en la que solo importa conocer el jacobiano de 7, es decir, precisamente
hasta el orden 1 en su desarrollo de Taylor.

En particular, cualquier subfibrado natural de un fibrado tensorial serda de orden 1.
3. Si F — X es un fibrado natural de orden s, entonces J"F — X es un fibrado
natural de orden r + s. Veamos por qué:

Fijado un punto p € X, y dado 7 € Dif,, puesto que F' es de orden s, para
determinar 7.(z), con x € F),, solamente necesitamos conocer j,7 .

La subida de 7 al fibrado de jets de secciones de F' se define, como ya vimos ante-
riormente, del siguiente modo:
JTx
Jp F Jy F

jro — Jn(jpo) = jh(roooT ).
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CAPITULO 1. ESPACIOS DE CLASES DE JETS EN UN PUNTO

Ya sabemos que 7, solo depende de j,;7; como de la seccién T, 00 o 771 solo hemos
de quedarnos con el jet de orden r, de lo anterior se deduce que, si consideramos otro
7' € Dify, tal que jy**7 = j)**1', entonces J7.(jy0) = J7.(j;0), para cualquier

Jpo € JyF', lo que demuestra la afirmacién con la que iniciamos este ejemplo.

Aunque no lo usaremos en esta memoria, en [15, pags. 30 y ss.] puede verse la de-
mostracion del siguiente resultado d la Galois (teorema 5.10 ibidem), que proporciona
una equivalencia categorial entre fibrados naturales de orden r y variedades diferenciables
sobre las que actiia un cierto grupo de Lie:

Sea X una variedad de dimension constante n, y sea G, el grupo estructural
de su fibrado de referencias r—ésimas. La categoria de fibrados naturales de
orden r sobre X es equivalente a la categoria de G,.—variedades.

1.3. Espacios de clases de equivalencia de jets en un punto

Definicion 1.3.1. Sean F' un fibrado natural de orden s sobre X , J'F — X el fibrado
de jets de orden r de secciones de F' yp € X . Diremos que dos r—jets jyo, j,0 € J) F
son equivalentes si existe T € Dif, , tal que:

jpo =1 jro = (Jn)(jjo) = jy(reooor ).

Por lo visto anteriormente, y puesto que J"F es un fibrado natural de orden r + s,
ya sabemos que la accién de Dif), sobre JJF' factoriza a través de una accion de Dif;’LS .
Por eso —y por la definicién 1.1.4 de espacio anillado cociente— tiene pleno sentido la
siguiente definicién:

Definicién 1.3.2. Llamaremos espacio de clases (de equivalencia) de r—jets en
un punto p € X de secciones del fibrado natural de orden s, F — X (con
dim X =n ), al siguiente espacio anillado cociente:

Fy, := J, F/Dif, = J) F/Dif**.

Obsérvese que no es necesario introducir el punto p € X en la notacion del espacio de
clases de equivalencia F], . Esto sucede porque en realidad nuestra definiciéon no depende
del punto escogido para darla.

De hecho, si consideramos dos puntos distintos p, ¢ € X, cualquier difeomorfismo
entre sendos entornos abiertos, ¢ : U, — Uy, tal que ¢(p) = ¢, produce un isomorfismo
de espacios anillados entre los espacios de clases respectivos en cada punto:

JrF/Dif, % JIF/Dit,
pol  — w(lpel) = lig(pxo a0l

Es mas, ambos espacios de clases se identifican canénicamente, pues el isomorfismo )
no depende del difeomorfismo ¢ escogido. En efecto, si ¢ es otro difeomorfismo local entre
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1.3. ESPACIOS DE CLASES DE EQUIVALENCIA DE JETS EN UN PUNTO

entornos abiertos de p y ¢ (que obviamente podemos suponer que son los mismos entornos
U, y Uy de antes), tal que ¢(p) = ¢, entonces ¢ y ¢ se diferencian en un difeomorfismo
7 que deja el punto p fijo; concretamente,

p=Top,
con 7 = @ o ! e Dif,, de modo que tenemos:

1

Jo(@eooog™) =jg(riopogop lor ) =7 jilpogop™l);

es decir, [j7 (psoo0@™ )] = [jI (ps0009™ )], y por tanto obtenemos el mismo isomorfismo
de espacios anillados a partir de ¢ que a partir de .

Igualmente, debe observarse que el espacio de clases de equivalencia es el mismo para
cualquier variedad diferenciable X de la misma dimensiéon n, puesto que la definicién es
puramente local.

Definicion 1.3.3. Dado un fibrado natural F — X 1y dado un entero r > 0, un inva-
riante diferencial (escalar) de orden menor o igual que r de las secciones de F
es una funcion (real) global diferenciable sobre el espacio de clases F, .

Dado un fibrado natural F — X y dado el morfismo candnico de paso al cociente
7 JyF — F, = J F/Dif}, recordemos (definicién 1.1.4) que cualquier funcién definida
sobre un abierto U C F] es «diferenciable» si f o7 es una funcién diferenciable sobre
7 1(U), esto es,
C¥(U) = € (U)Pr.

Debido a esta estructura de espacio anillado cociente de F] , se tiene la siguiente iden-
tificacién:

{Invariantes diferenciales de orden menor o igual que r} = C*>(F}) = C>(JyF )Pt

Ejemplo (Espacios de clases de equivalencia de orden 0 y de orden 1 del fibrado
trivial):
Consideremos el fibrado trivial de fibra R sobre X :

F=XxRZ% X, (pA\)+—p.

Las secciones de este fibrado sobre un entorno abierto U, de p € X se corresponden
biunivocamente con las funciones diferenciables reales sobre dicho abierto:

Uy - UpxR
q +— o(q) = (g, f(q)-
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CAPITULO 1. ESPACIOS DE CLASES DE JETS EN UN PUNTO

Ya sabemos que este es un fibrado de orden 0 cuya subida de difeomorfismos es, para
cada difeomorfismo local 7:

(g, A) = (7(q), A) -
La accién de Dif, sobre J)F sigue la definicién general: 7 - jio = jj (1« 00 0 1,
para 7 : U, — U, difeomorfismo local, tal que 7(p) = p; en este fibrado concreto, segin
lo expuesto, la seccién 7, o 0 o 77! tiene el siguiente aspecto (para q € Up):

(reoo o)) =7t (a), f(77(a) = (r(r7 (@), f (7 (0)) = (¢, F (77 ().

De modo que dos jets de secciones locales de F', o equivalentemente, dos jets de
funciones reales diferenciables, j, f, j, [’ son equivalentes si existe T € Dif,, , tal que

gnf =gn(forh).

El espacio de clases de equivalencia de jets de orden 0 de secciones de F' es, segin
la definicién 1.3.2, F) = JSF / Difg7 siendo Difg el grupo de los 0—jets de difeomorfismos
locales que dejan p fijo, es decir, Difg =1.

Por tanto, dos jets de orden 0 de funciones reales diferenciables son equivalentes si, y
solo si, son justamente el mismo. Es decir, tenemos:

F) = JyF/Dif) ~ J)F ~ F, = {p} x R~R.

En cuanto al espacio de orden 1, cada elemento j;T € Difll7 viene determinado exclu-
sivamente por el jacobiano de 7, que es invertible, pues 7 es un difeomorfismo local; es
decir, Dif}? se identifica con el grupo lineal Gl,, .

Por otra parte, el 1—jet de una seccién o de F' (recordemos que dar una seccién local
del fibrado trivial F' se corresponde con dar una funcién real diferenciable f) quedara
determinado si conocemos el valor de f en p y la diferencial de f en p.

Asi pues, como Gl,, opera de modo transitivo sobre los elementos no nulos de T, X,
se verifica que Fl se identifica con dos copias disjuntas de R:

1 _ 71 el * ~ * ~
F. = JLF/Dif! ~ (R x T X)/Gl, ~ R x (T} X/Gl,) ~ R x {0,1} .

A continuacién presentaremos las definiciones de los dos ejemplos de espacios de clases
de equivalencia de jets a cuyo estudio dedicaremos el resto de esta memoria.

Espacio de clases de jets de conexiones lineales

Definicion 1.3.4. Una conexion lineal en un punto p € X es una aplicacion

T,X x ITX 5 T,X
(DpspD) > Vyp(Dy, D) """ Vp, D,

que verifica las siguientes propiedades:
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1.3. ESPACIOS DE CLASES DE EQUIVALENCIA DE JETS EN UN PUNTO

(a) Vp,(D+D)=Vp,D+VpD;
(b) Vp,+p,D =Vp,D+VpD;
(c) Vap,D = A(Vp,D);

(d) Vp,(fD) = (Dyf)Dp+ f(p)Vp,D.

Puede darse ahora la siguiente definicién de fibrado de conexiones:

Definicion 1.3.5. El fibrado de conexiones lineales sobre X es el fibrado Con — X
cuya fibra sobre cualquier p € X es el conjunto de las conexiones en dicho punto.

(Las secciones diferenciables del fibrado Con — X se corresponderan justamente con
las conexiones lineales sobre X ).

Dado un abierto coordenado U;xy,...,z, en X, sobre Con|, tenemos las siguientes
coordenadas:

mhu(vp) = I‘h(p) (h € {1,...,71}),

F%(Vp) = dxy, <Va 8) (p) (i,5,ke{l,...,n}).

2z; Ox;

De la definicién 1.3.4 de conexién en un punto, se sigue que el fibrado de conexiones
es un fibrado natural de orden 2, ya que TX es de orden 1 y J'TX , por tanto, de orden
2.

Si consideramos J"Con — X el fibrado de jets de orden r de conexiones lineales
sobre X , tenemos la siguiente accién del grupo Dif;, sobre la fibra JjCon: si 7 € Dif), y
JpV € JyCon, entonces 7 - 5,V es el r—jet en p de la conexion lineal 7 -V, definida asi:

(r-V)pD =7, (Vo.p(r.D)).

Unas coordenadas locales xz1,...,x, en un entorno de p € X inducen a su vez un
sistema de coordenadas locales sobre J;Con:

wh(ng) = xh(p) (hG {1,...,71}),

. 0 .
FZ(];V) = dl‘k <Vd > (p) (lvjvke {L”‘:n})a
O'TE.
Fij;m...ar(];v) = m(p) (i,5,k,a1,...,ar €{1,...,n}).
Observacion: Dados dos sistemas de coordenadas en un entorno de p € X, x1,...,2,
y @f,...,xl , vy dados los respectivos sistemas de coordenadas inducidos en J,Con,
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CAPITULO 1. ESPACIOS DE CLASES DE JETS EN UN PUNTO

k k 1k 1k : : s, 1
Ui Tjanar ¥ Tijoo o501 a,» 81 7 € Dify es tal que 7%2; = wz;, para cada
i€{l,...,n}, entonces se cumple:
sk ik x1 k _ 1k
s ij = Fij ——_ ijiat..ar Fz’j;al.“w .

Puesto que J"Con es de orden r+2, la acciéon de Dif,, factoriza a través de una accién
de Dif;;Jr2 , de modo que podemos definir el espacio de clases de jets de conexiones lineales
en p como sigue:

Definicién 1.3.6. Llamamos espacio de clases (de equivalencia) de jets de orden
r en un punto de conexiones lineales a este espacio anillado cociente:

r . r ser+2
Cy, :== J,Con/Dif} 7.

De idéntica manera que hemos definido el espacio de clases de jets de conexiones
lineales, podemos definir el espacio de clases de jets del subfibrado de conexiones simétricas,

y lo denotaremos CJ, : B -
G, = J;Con/Dif;+2.

Ejemplos (Espacio de clases de jets en un punto de conexiones lineales en
dimensién 1, y espacio de clases de jets en un punto de conexiones lineales
simétricas de orden 0):

1. Cualquier conexién lineal sobre una variedad diferenciable de dimension 1 es local-
mente isomorfa a la conexién estdndar plana sobre R.

En efecto, una conexién lineal V sobre una variedad de dimensiéon n es localmente
euclidiana si, y solo si, se anulan sus tensores de torsiéon y curvatura. Este es precisa-
mente el caso cuando consideramos una variedad de dimensién 1, puesto que ambos
tensores tienen dos indices hemisimétricos.

Por tanto, cualquier espacio C] se reduce a un tnico punto, para todo r € NU{0}.

2. Si tenemos una conexién simétrica V en un entorno de p € X , siempre existe un
sistema de coordenadas? en las cuales sus simbolos de Christoffel valorados en el
punto se anulen: Ffj (p) = 0. Por tanto, el espacio de clases de jets de orden 0 de

conexiones simétricas, C) | también se reduce a un solo punto.

Espacio de clases de jets de métricas

Definicion 1.3.7. Dado el fibrado de métricas sobre X , T*"X @ T*X — X , denotare-
mos por M — X el subfibrado de métricas pseudo-riemannianas de signatura fija
($4,5-) (con sy +s_ =n=dimX ) —y, claro estd, como caso particular con sy =n y
s_ =0, de métricas riemannianas cuando corresponda—.

4 Como veremos en la seccién 2.1 del capitulo 2, basta tomar un sistema de coordenadas normales para
la conexién V en el punto p.
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Cada fibra M,, del fibrado M es el conjunto de las métricas simétricas con signatura
(s4,5-) sobre T, X , y las secciones diferenciables de M — X se corresponden biunivoca-
mente con las métricas pseudo-riemannianas sobre la variedad X .

El fibrado de métricas pseudo-riemannianas de signatura fija es, por definicién, un
fibrado tensorial. Por tanto, segtin dijimos en el segundo ejemplo tras la definiciéon 1.2.5,
es un fibrado natural de orden 1. Dadas unas coordenadas x1,...,2, en un cierto abierto
U de X, podemos coordenar M|, , del siguiente modo, para cada g, € M|, :

xh(gp) = l’h(p) (hE {1,...,1”&}),

9ii(op) = g((if%)p, <£j>p> (i e{L,....n}).

Sobre cada fibra del fibrado de jets de orden r de métricas pseudo-riemannianas,
J'M — X, el grupo Dif), actta asi: dados 7 € Dif}, y j,9 € J;M,

T Jp9 = Jp(T79)
donde 7*g es la métrica siguiente: 7*g(D1, D2) = g(1D1, 7 D2) .

Si consideremos un sistema de coordenadas x1,...,x, en un entorno de p € X, tam-
bién existe este sistema de coordenadas locales sobre J; M :

CCh(J;g) = zn(p) (hed{l,...,n}),
gij(j;g) = g(axmarj)(p) (17] € {1,...,1”&}),
9" gij

gij;al...ar(j;g) = m(p) (Z.aja at,...,ar € {L DRI n}) .
ai - - - ar

Observacion: Igual que sucedia para conexiones, si consideramos dos sistemas de coor-

denadas en un entorno de p € X, x1,...,2, y zi,...,2} , y los respectivos sistemas de
; ; T . . / /
coordenadas inducidos sobre Jy M, Gij, ..., Gijiar..ar Y 9 ijs- -9 ijiar...ar » €RGONCES, dado
T € Dif,,, tal que 7"z} = xz;, para cada i € {1,...,n}, se verifica:
*x / _ . * / _ .
T 9ij = Gijs-- T Gijiay..ar — Yijsar...ar -

La acciéon de Dif,, factoriza a través de una accién de Dif;,H, va que J"M es un
fibrado de orden r + 1. Por eso podemos proponer la siguiente definicion:

Definicién 1.3.8. El espacio de clases (de equivalencia) de jets de orden r en un
punto de métricas pseudo-riemannianas de signatura fija (s;,s_) es el siguiente
espacio anillado cociente:

M7, . = JyM/Dif; .

54,5
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Observacién: Emplearemos la notacién My, (= J; M/ Dif;“) para el correspondiente es-
pacio de clases de jets de orden r de métricas riemannianas, que, segiin veremos en el
teorema 3.2.2 del capitulo 3, merece realmente el nombre de espacio de moduli —ademas,
con una buena estructura geométrica, la de espacio diferenciable (definicién 1.1.5)— que
da titulo a esta memoria.

Ejemplos (Espacios de clases de orden 0 y de orden 1 de jets en un punto de
métricas pseudo-riemannianas con signatura fija):
Es bien conocido que en coordenadas normales x1,...,z, —véase la secciéon 3.1 del

capitulo 3— cualquier métrica pseudo-riemanniana de signatura (s;,s_) coincide hasta
n

el primer orden con la métrica plana § = Z adx; ® dx; , con a;; = £1. Por eso, tanto
i=1

MY L5 COmMO M! +.s_ ¥, en particular, M2 y M. — se reducen a un tinico punto.

Presentemos ahora una breve exposicién en un lenguaje mas clasico del concepto de
invariante diferencial de orden (menor o igual que) r de métricas pseudo-riemannianas de
signatura prefijada (s4,s_).

Cada métrica pseudo-riemanniana g, definida sobre un cierto abierto U de X , permite
definir la siguiente aplicacién «diferenciable» (morfismo entre espacios anillados):

(=N V

54,5—

p > [ipg].

Un invariante diferencial b : Mi , — R asocia a cada métrica pseudo-riemanniana
g sobre U (abierto de X ) una aplicacién diferenciable

v MR
p — h(g)(p) == h(ljpg]) -
Dado cualquier sistema de coordenadas, h(g) es una funcién que depende diferencia-

blemente de los coeficientes de la métrica y de sus sucesivas derivadas parciales hasta el
orden 7,

ho)0) = 1 (950) S22 0. 5 1)

y tal que es equivariante respecto a la accién por difeomorfismos locales (cambios de
coordenadas):

h(t*g) = 7*(h(g)) = h(g) o T.

El ejemplo mas sencillo de invariante diferencial de métricas pseudo-riemannianas es
la curvatura escalar, que es de orden 2; es decir, admite una expresiéon —en coordenadas
normales en p— como sigue:

1 & 329” azgii
52:: (8%8.&0] Ga:j(?a:j(m '
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1.3.1. Espacios de clases de jets de orden infinito

Para concluir este capitulo, veamos a continuacién que la definicion de espacio de clases
de jets de orden finito de un fibrado natural puede extenderse a los desarrollos formales
de las secciones de dicho fibrado en un punto.

Denotaremos como sigue el espacio anillado (como limite proyectivo de espacios ani-
llados, segun el ejemplo 6 de la pdgina 3) de jets en p € X de orden infinito de secciones
del fibrado natural ' — X de orden s:

JooF :=1im Jy F.

Del mismo modo, consideremos el siguiente grupo —que, al no tener dimensién finita,
no es de Lie—, con la estructura de espacio anillado que le corresponde como limite
proyectivo de espacios anillados:

Dif®® := lim Dif” .
P pi P

Ademaés del grupo Dif°, consideremos también el siguiente grupo —tampoco de Lie,
por el mismo motivo que el anterior—, con estructura de espacio anillado, también como
limite proyectivo de espacios anillados:

NDiff° := lim NDif} .

Observemos que los cuadrados conmutativos

NDify+¢ Dify !

(r=0)

NDif}, © Dif},
inducen un morfismo de espacios anillados entre los respectivos limites proyectivos:
NDif * ~——Dif?,
que proporciona la siguiente identificacion:
NDify® = {j°7 € Dif;° : jyr = jpld} .

El grupo Dif}® —por consiguiente, NDif ° — actia en J7°F', pues la accién diferencia-
ble Dif;"fs X JyF'— J)F' da lugar a una serie de cuadrados conmutativos de aplicaciones
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diferenciables,

Dif;+5+1 % J;'HF JI:—HF

Dif’** x J7 F JIF,

que inducen a su vez un morfismo de espacios anillados entre los respectivos limites pro-

yectivos:
Dif " x J°F — J°F,
precisamente el morfismo que define la accién del grupo Dif)® sobre el espacio anillado
JOF
Ahora podemos proponer la siguiente definicién, andloga a la 1.3.1 que dimos para jets
de orden finito:

Definicion 1.3.9. Diremos que dos co—jets j,°0 , j,°0 € J°F son equivalentes si existe
Too = Jp°7T € Dif %, tal que:

+00 — :00 - 00 —1
Jp 0 =Too " Jp 0 =7J, (Tvooor ).

Y por iltimo, y de modo andlogo en esta ocasion a la definicién 1.3.2 de espacio de
clases de jets de orden finito, podemos enunciar la correspondiente definicién para orden
infinito:

Definicién 1.3.10. El espacio de clases (de equivalencia) de co—jets en un punto
p € X de secciones del fibrado natural F' — X (con dim X = n ) es el siguiente

espacio anillado cociente:
Foo= J;;X’F/Difgo.

Del mismo modo que en el caso de jets de orden finito, el espacio de clases F5° no
depende ni de la eleccion de la variedad diferenciable n—dimensional X , ni de la elecciéon
del punto p € X .
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Capitulo 2

Conexiones lineales

Nos dedicaremos aqui al estudio mas pormenorizado de los espacios de clases de equi-
valencia de jets de conexiones lineales en un punto. Veremos que no existen mas invariantes
diferenciales escalares asociados a las conexiones lineales (simétricas o no) que las funciones
constantes.

Algunos de los resultados fundamentales que aparecen en este capitulo pueden encon-
trarse en [16].

Siempre consideraremos, salvo mencién expresa en otro sentido, que X es una variedad
diferenciable de dimensién n .

2.1. Desarrollos normales

Comencemos recordando algunos conceptos y resultados que seran de utilidad a con-
tinuacion.

Definicion 2.1.1. Sea V wuna conexion lineal sobre X , y sea p € X . Diremos que unas
coordenadas 1,...,T, en un entorno de p constituyen un sistema de coordenadas
normales (para V en el punto p ) si verifican las siguientes condiciones:

(a) las coordenadas estdn centradas en p: x1(p) = ... =xzp(p) =0;
0

(b) las geodésicas que pasan por p en t = son precisamente las «lineas rectasy,
es decir, las curvas de ecuaciones {x1(t) = Mt,...,zy(t) = At} (para cualquier

(My.. s hn) €R).

Observacion: Dado un germen de conexion lineal V en p, es un hecho bien conocido que
la aplicacién exponencial asociada a la conexiéon V , expy : 1, X — X, es un difeomorfismo
local entre un entorno del origen y un entorno de p € X que transforma las rectas que pasan
por el origen de T, X en las geodésicas que pasan por p. De modo que las coordenadas
normales son los sistemas de coordenadas que se obtienen transformando via expy los
sistemas de coordenadas cartesianas en 1), X .
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En otras palabras, fijar unas coordenadas normales x1,...,x, para V en p es equi-
valente a fijar unas coordenadas cartesianas (una base) en 7, X —por tanto, equivalente
también a fijar una base en T; X —.

El siguiente resultado es especialmente til, pues caracteriza los sistemas de coordena-
das normales para una conexién dada.

Lema 2.1.1. Sean p € X, V una conexion sobre X, x1,...,x, un sistema de coor-
denadas locales centradas en p, Ffj los simbolos de Christoffel de V en ese sistema de
coordenadas y H =Y ;" | ;0,, el campo de las homotecias.

En estas condiciones son equivalentes las siguientes proposiciones:

(a) z1,...,x, son coordenadas normales para V ;
n
(b) Z .TUZ'.I‘jFZ- =0 (k = 1,...,77,) 5
ij=1
(C) VyH =H;

Demostracion: Dados ai,...,a, € R, consideremos la expresiéon en las coordenadas
r1,...,Ty dela curva

o(t) = (art,...,ant),

cuyo vector tangente es Ty = > 1 | a; (—8‘2_) ®
/o
Téngase en cuenta lo siguiente:

(VrT)ow) = Z aa; (V. o — = Z Z aiajf‘fj(alt, ooy apt) () )
o(t)  k=lij=1 9T/ o(t)

ij=1 7 Oz
(a) = (b):
Si las coordenadas x1,...,x, son normales para V, entonces la curva o(t) es una
geodésica, es decir, (V7T )y =0.
En particular, para t = 1, tenemos que, sea cual sea k € {1,...,n},y para cualesquiera

a1y...,0n €R:
n
k
Z aia;l; (a1, ... a,) =0,
ij=1

de modo que, para cualquier k € {1,...,n}, la funcién 37", xia:jl“f’j es nula en todo el
entorno coordenado fijado.

(b) = (a):

Supongamos ahora que, para cada k € {1,...,n}, la funcién Z?J:l xixjffj es idénti-
camente nula en todo el entorno donde tenemos definidas las coordenadas z1,...,z, .
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2.1. DESARROLLOS NORMALES

Consideremos entonces una curva o como la considerada al inicio de esta demostracion,
de manera que, en cualquier instante ¢t # 0, se verifica:

0
T) = i ¢ ant) \ oo
(V1rT)ow) = Z Z a;a;l ” (a1 ) (aﬂfk)o(t)

k= 11,] 1
0
222 a;t)(a;t) (alt,...,ant) T =0.
k=11t,5=1 Lk o(t)
Se sigue, por tanto, que o es una geodésica que pasa por el origen de coordenadas,
esto es, las coordenadas x1,...,z, son normales para V.
(b) & (c):
n
Imponer Vi H = H equivale a imponer Z :le]F =0, para todo k € {1,...,n},
,j=1

como puede verse en las siguientes lineas:

n n n
i= i =1 =1 j=1

n

:Zx, > Vou (i0s,) Zml Z( ]8% +z]va%axj>

1 =1 =

€X; Z 6ji<9mj + z; Z Ffjﬁxk>

)
<.

Il
M:

i=1  j=1 k=1
n n n
~3e0u Y (st o —H Y (Y st o,
k=1 \4,j=1 k=1 \4,j=1
O
Considerando la condicién (b) del lema 2.1.1, demos ahora la siguiente definicién:
Definicion 2.1.2. Diremos que un sistema de coordenadas x1,...,T, enp es un sistema
normal para j,V si, para cada k € {1,...,n}, se verifica:
n
];+2 Z x,;xjf‘fj =0.
ij=1
Equivalentemente, si para cada k € {1,...,n} y para cualquier coleccién de indices
ay,...,ar42 € {1,...,n}, se verifica:
r+42
k k
Z (Faiaj;al...@\uq(..ug\...a”_g + Fa]’ai;al..h\s...@‘ug\...ar_,_g) = 07 (21)

4,j=1
i<j
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CAPITULO 2. CONEXIONES LINEALES

donde los indices tachados no son tenidos en cuenta y estamos usando la siguiente notacién:

O'TE.
]‘—"Ii{:j'ay..ar = - (p> .
: O0xg, . ..0x,,
Observacién: Si z1,...,x, son coordenadas normales para una conexién V en un cierto
entorno del punto p, entonces, de la identidad del apartado (b) del lema 2.1.1, se sigue
de modo evidente que, para cada entero positivo r, x1,...,x, es un sistema normal para

Qv

Tensores normales

Sea V un germen de conexién lineal en p.

Si consideramos el germen en p de conexién lineal V que se corresponde por la apli-
cacién expy con la conexiéon plana estdndar en 7,X , entonces, dado cualquier campo
tensorial A definido en un entorno de p, podemos considerar la sucesiéon de tensores

(V,A)r>0,

que llamamos el desarrollo normal de A en p.
En particular, el «desarrollo normal de V en p» se obtiene al aplicar esta misma idea
al tensor diferencia entre V y V:

T(w, D1, D) := w(Vp,Dy — Vp, Do),

que se expresa, en coordenadas normales z1,...,z, para V en torno a p, del siguiente
modo:
“ 0
T:= Ik~ @ dr; ® da; .
. Z 4 8xk ! J
i,7,k=1

Definicion 2.1.3. Para cada entero r > 0, el tensor normal r—ésimo de la conexion
V enp es V;T.

En un sistema de coordenadas normales zi,...,x, para V en torno a p, el tensor
E—1a .
V, T se expresa como sigue:

= 0

V;T - Z Ffj;m...ar (8%’) ® dpxi ® dpxj ® dpxal ®...® dpxar ) (2'2)
1,J,k,a1,...,ar k p

donde de nuevo manejamos la notacién que ya introdujimos en la definicién 2.1.2:

k

Liarar 7= m(p) : (2.3)

Obsérvese que V;T solamente depende de j, V.
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2.1. DESARROLLOS NORMALES

Definicion 2.1.4. Dado un enteror > 0, el espacio de tensores normales de orden
r en p, que denotaremos N, , es el espacio vectorial de los tensores T de tipo (1,7 + 2)
en p que presentan las siguientes simetrias:

(i) son simétricos en los ultimos r indices covariantes:

l _ml .
Liikykey = Tijkauynka(r) , para cada o € S, ;

(ii) la simetrizacion de los r + 2 indices covariantes es 0 :

! _
> Tootyotn).otk) =0-

0E€Sry2

Proposicién 2.1.1. Dado cualquier entero r > 0, el tensor V;']T asoctado a la conexion
V enp es un elemento de N, .

Demostracion: Sea x1,...,T, un sistema de coordenadas normales para V en un entorno
de p.

En vista de las expresiones 2.2 y 2.3, V;T verifica de modo evidente la condicién (7)
de la definicién 2.1.4.

Para comprobar que también cumple (i), observemos que los coeficientes Ffj;a Loa, de
~ 7 . . ’ 1L
V,T en las coordenadas x1, ..., 2;, cumplen 2.1. Esto, junto con la simetria de los ultimos

r indices covariantes, hace que se verifique:

r+42
k k _
Z Z (Faiaj;ag(1>--~ﬁ4\---ﬁg\---ao<r+2) + Fajai;ac;(l)---ﬁq‘\-~-ﬁg\~--ao<T+2)) =0,
oES, ii=1
1<jJ
para cada k € {1,...,n} y para cualesquiera indices a1, ...,a,4+2 € {1,...,n}; esto es, la

. . ., ’ . . E—18
simetrizacién en los r» + 2 indices covariantes de Vp’]I‘ es 0.
O

Maés adelante se probaréd (teorema 2.1.3) que cualquier elemento de Ny X ... X N, es
la sucesion de tensores normales en p de cierto jet en dicho punto de orden r de conexién
lineal, lo cual dice que la definicién 2.1.4 captura, en efecto, todas las simetrias lineales de
los tensores normales.

Observacion: Si la conexién V de la proposiciéon 2.1.1 la tomamos simétrica, entonces
el tensor asociado V;T de orden r es un elemento del subespacio vectorial ]\77« de N, ,
formado por aquellos tensores T' en p de orden (1,7 4+ 2) que, ademés de verificar las
dos simetrias propias de la definiciéon 2.1.4, sean simétricos en los dos primeros indices
covariantes:

l _ il .
]—%jkl...kr - ]}ik1...kr )

esta simetria adicional nos dice, en particular, que Ng = 0.

Hagamos un breve comentario sobre las dimensiones de los espacios de tensores nor-
males asociados a conexiones simétricas.
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CAPITULO 2. CONEXIONES LINEALES

Si denotamos por s,1o —siendo r cualquier ntimero entero mayor o igual que 0—
el operador de simetrizacién, entonces tenemos la siguiente sucesién exacta de espacios
vectoriales:

0—= N> T, X ® ST X © S'TEX "% T,X @ S™HTFX ——0. (2.4)

Usando la sucesion (2.4) —recordemos de nuevo que la dimensién de la variedad X es
n—, unas simples cuentas permiten obtener la dimensién de N, :

L nn+1)(n+r—1 n+r+1
dim N, =n——= — . 2.5
2.1.1. Teorema de reduccion
Dado un germen en p de conexién lineal V , denotaremos (ﬁ?ﬂl‘, e ,V;T ,...) la su-

cesion de todos sus tensores normales en p.

Para cada entero r > 0, atendiendo a la definiciéon 2.1.3 y recordando lo que ya
observamos tras aquella en relacién a que el tensor v;']T solamente depende de j,V, tiene
pleno sentido considerar la aplicacién

J,Con oy No X ...x N,

IV (VT,...,V,T).
Obsérvese que ¢, es Dif;“—equivariante, puesto que su definicién no depende en
absoluto de coordenadas.

Dedicaremos las préximas paginas al analisis de la naturaleza de esta aplicacion, hasta
llegar a demostrar el teorema 2.1.3 —que admite su correspondiente expresiéon (teorema
2.1.4) para el caso de las conexiones simétricas—.

Recuérdese la definicién 1.2.4 para poder entender el siguiente enunciado:

Proposicion 2.1.2. Sean 5,V y j;V’ dos r—jets de conexiones lineales en p . Se verifica
que jp,V Yy jIT,V’ pertenecen a la misma fibra de ¢, (es decir, tienen los mismos tensores
normales hasta el orden r ) si, y solo si, pertenecen a la misma orbita de NDif;;Jr2 .

Demostracion: Supongamos, en primer lugar, que j;V y j;V’ pertenecen a la misma
Orbita de NDif;Jr2 , es decir, existe algin difeomorfismo local 7, tal que j;+27' € NDif;Jr2

y 3V = (j527) - (j3V ). Comprobemos que ¢, (jV) = 6,(j5 V).
Como ¢, es NDingr?—equivalriante57 se tiene la siguiente igualdad:
or((Gp"27) - (GpV)) = (G 27) - 6 (3 V) -

5 Ya que ¢, es Dif;“,JrQ—equiva.rian‘ce7 y NDif;Jr2 es subgrupo de Dif;,+2 .
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2.1. DESARROLLOS NORMALES

Téngase en cuenta ahora (ejemplo 2 de la pagina 13) que NDif;Jr2 actua por la iden-
tidad en Ny x ... x N, . Ello implica:

( i t? T) d’r(] V)= (ﬁr(j;V),

lo que, anadido a la anterior igualdad, concluye.

Si ahora tomamos dos jets, j,V y j;V’ , en la misma fibra de ¢, , veamos qué elemento
de NDif;+2 lleva uno al otro.

Fijemos una base de T, X, y sean x1,...,Zn, Z9,...,7, las coordenadas normales
inducidas por dicha base —es decir, verifican dpz; = dpa), para cada i € {1,...,n}—
para j,V y j, V', respectivamente.

Sea jT+2T el jet en p del tnico difeomorfismo local tal que 7z}, = x; (i=1,...,n).
Este jet de difeomorfismos pertenece a NDifj;,‘*‘2 , pues, para cada i € {1,...,n}, se verifica:

T (dp}) = dp(T72}) = dpri = dpy,

de donde se sigue que el jacobiano de 7 en p es la identidad, y, por tanto, ]pT = ijd es
decir, jr 271 € NleTJr2
Ahora veamos que jiV' =7, - jiV = (jit?7) - (jI V).

Sean Vp']I‘, V T los tensores normales de j,V y j’"V'

En las coordenadas inducidas sobre J;Con por el sistema z1,...,Z,, j,V se expresa
asi:
k _ 0 k T
Fij (T )1]7 R Pwal .ar (T )z]al .ar

donde (To)i?j es la coordenada deﬁ T correspondiente al elemento (8%;@) ®dpr; @dpx; de
P

la base de tensores de tipo (1,2),. (T’")w .a1...a, €8 la coordenada de VTT correspondiente

al elemento ( ) ®dpq:l®dpazj®dpxal® .®dpx,, dela base de tensores de tipo (1,7+2).

De modo analogo la expresién de ]pV en las coordenadas inducidas sobre J;Con por

el sistema z, ..., 2] se expresa del siguiente modo:

5= (0%, o T e = (")

ij 1J;a1...Qp

donde (T” 0)”
(%) ® dpri @ dpx’; de la base de tensores de tipo (1,2),.. L (TMTHE denota la
¥/ p

estd denotando la coordenada de ﬁg']l‘ que se corresponde con el elemento

i7;01...Gp
coordenada de v;']l‘ correspondiente al elemento (8%2)}7 ® dpz; Rdpr; ®dpTy, ®. .. @dpTy,
de la base de tensores de tipo (1,7 + 2).

Como dpz; = dpx, y (Or,)p = (0p1)p (paratodoi € {1,...,n}), se siguen las siguientes
igualdades:
0 0\ k
(T ) (T/ )7,] 5. (Tr)zj al...ar (T/T>Zj ;a1...Qp )
y, por tanto, las coordenadas F” . Ff’] ar....a, d€ JpV coinciden, respectivamente, con
las coordenadas T f] e I"Z ., de jTV’
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CAPITULO 2. CONEXIONES LINEALES

Aplicamos la observacién de la pagina 17 para garantizar la segunda igualdad en la
siguiente linea:

k

iJ;a1.

k

1J;a1...ar

k

F/ Qo (];v/) = Fk .ar (J;v) = (T*F/ )(];V) = F/ 1J;a1...ar (T* : ];V) )

1J;a1.

¥, como sus coordenadas en .J;Con son las mismas, podemos afirmar que j;V’ =T JpV .
O

Lema 2.1.2. Dado un enteror > 0, cada sistema local de coordenadas x1, ..., x, en torno
de p define una seccion diferenciable (global) de ¢, —la aplicacion definida en la pdgina
28— cuya imagen son todos los jets j,V para los que estas coordenadas son normales.

Demostracion: Recordemos que unas coordenadas locales z1, ..., x, alrededor de p indu-
k k r
cen coordenadas I'/; , ..., I, sobre JyCon.

La seccion del enunciado es:

NoX...x N, = JrCon
(To,...,T,) +— jV,

donde j,V es el jet que tiene las siguientes coordenadas:

Iy = (To)5, ..., I} = (T})k

ij iJ;a1...ar 1J;a1...ap *

Que o es diferenciable es evidente a partir de su definicién en coordenadas.
En cuanto a que, en efecto, se trate de una seccion de ¢, , obsérvese que las coordenadas

x1,...,Tn son normales para el jet o(Tp,...,T;), pues Ffj;al...ar verifican las simetrias de
la ecuacion 2.1, ya que vienen definidas a partir de los tensores 1y, ..., T, , que, segun la

definicién 2.1.4 de tensores normales en p, verifican dichas simetrias.
Por lo tanto, la imagen por ¢, de j,V (esto es, la sucesion de los tensores normales
en p hasta el orden r de j;V = o(Tp,...,T;)) es precisamente (Tp,...,T;).
O

Observacién: Fijado un cierto sistema de coordenadas z1,...,z, en un entorno de p, si
./\/Z C J,Con es la subvariedad formada por aquellos jets en p de conexiones lineales para
los cuales 1, ..., x, son coordenadas normales, el lema recién demostrado afirma que Ng
es precisamente la subvariedad imagen de la seccién o de ¢, que hemos definido en su
demostracién, y es un slice® de la accién de NDif]TDJr2 sobre J;Con .

6 Cuando decimos que N es un slice de la accién de NDif;+2 en J;,Con, queremos decir que verifica
estas dos condiciones:

(a) si aplicamos dicha accién a N, , recuperamos todo J;,Con, es decir, NDif,’;Jr2 - N, = J;Con;

(b) N corta transversalmente en cada punto a las érbitas de NDif, 2.
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Teorema 2.1.3 (Reduccién). Para cada entero r > 0, la aplicacion
J, Con o, No X ... X N,
v e (VoT....,V,T)

es una proyeccion reqular epiyectiva, cuyas fibras son las orbitas de NDif;;Jr2 .
Asi pues, ¢, induce un isomorfismo de Gl,-variedades diferenciables:

(J5Con) /NDif/™? —— Ny x...x N,.

Demostracion: Para comprobar que ¢, es una proyeccién regular, basta con construir,
para cada jet j,V, una seccién de ¢, que pase por €l

Por el lema 2.1.2 anterior, sabemos que cada sistema de coordenadas locales en torno
a p permite definir una seccién de ¢, ; si ademds dichas coordenadas son normales para
JpV , entonces dicho lema nos garantiza también que la seccién construida pasa por el jet
fijado. En particular, la seccién es global, y ¢, es, por tanto, epiyectiva.

La proposicién 2.1.2 asegura que las fibras de la proyeccion regular ¢, son las érbitas
de NDif, ™.

Ya comentamos anteriormente que ¢, es Dif;”—equivariante, puesto que su defini-
cién no depende en absoluto de coordenadas. Como observamos en la demostracién de la
proposicién 1.1.2) y ya que (1.1) de la pdgina 12 es una sucesiéon exacta, Gl,, actia sobre
(J;Con) /NDif;Jr2 .

Por dltimo, que ¢, induce un isomorfismo de Gl,-variedades diferenciables se sigue

directamente del corolario 1.1.1.
O

Razonando de modo similar, es posible probar un enunciado analogo del teorema 2.1.3,
correspondiente en este caso a conexiones simétricas; en este enunciado, Con sigue deno-
tando el fibrado de conexiones simétricas sobre X , y N; denota el espacio de los tensores
normales de orden i en p, parai € {1,...,r}, como en la observacién justo siguiente a la
proposicién 2.1.1:

Teorema 2.1.4. Para cada entero r > 0, la aplicacion
J;)"(Sc;a % le...xﬁr
v e (V,T....,V,T)

es una proyeccion reqular epiyectiva, cuyas fibras son precisamente las orbitas de NDif;,‘*‘2 .
Por consiguiente, ¢, induce un isomorfismo de Gl,-variedades diferenciables:

(J7Con) /NDif/t? —— Ny x...x N,.
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2.2. Espacios de clases de jets de orden finito de conexiones
lineales

Una consecuencia inmediata de los teoremas 2.1.3 y 2.1.4 y de la sucesién exacta de
grupos de Lie,

1 —— NDif;"* —— Dif;"* — Gl, —1, (2.6)

que es la misma sucesién (1.1), con k = r+2, y en la que ya hemos identificado Difll, con
Gl , junto con la proposicién 1.1.2, es este teorema:

Teorema 2.2.1. El espacio de clases de jets de conexiones lineales en un punto es iso-
morfo, como espacio anillado, al espacio cociente de una representacion lineal de Gl :

Cp, = J;Con/Dif}"? ~ (Ng x ... x N;)/Gl,, .

Del mismo modo, tenemos también el isomorfismo correspondiente en el caso de cone-
zriones simétricas:

Cr = J;Con/Dift2 ~ (Ny x ... x N,)/Gl, .

Por otra parte, aplicando las definiciones 1.3.3 y 1.3.6 al caso concreto de las conexiones
lineales, podemos dar la siguiente definicién:

Definicién 2.2.1. Un invariante diferencial (escalar) de orden (menor o igual
que) r de conexiones lineales es una funcion real diferenciable definida (globalmente)
sobre el espacio de clases CJ, .

Recordemos que, por la estructura de espacio anillado cociente de C! , podemos escribir:
{Invariantes diferenciales de orden menor o igual que 7} =

r+2
158 )

— C(Cl) = C(J;Con)P!

El lema que enunciamos a continuacién nos permitira afirmar posteriormente que no
hay invariantes diferenciales de ningtin orden de las conexiones lineales —simétricas o no—
sobre la variedad X , salvo las funciones constantes.

Lema 2.2.2. Para cada enteror > 0, el dlgebra de funciones polindmicas Gl,-invariantes
Nox...x N, — R

es trivial, es decir, solamente estd formada por las funciones constantes.
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Demostracion: Puesto que, si una funcion polinémica es Gl,-invariante, también lo son sus
componentes homogéneas, basta con demostrar el resultado para polinomios homogéneos.

El espacio vectorial de funciones Ny X ... x N,, — R polinémicas, homogéneas de grado
k, v Gl,-invariantes, es isomorfo a

P Homg, (S*No®...® S"N,,R). (2.7)
do+...+dr=k

Por la proposicién A.1, toda aplicacién lineal Gl,-invariante SO Ny ® ... S* N, — R
es la restriccién de alguna aplicacion lineal Gl,-invariante

T, X® .., X @T,X® .% 9T, X — R,

cona=2dy+...+(r+2)d,,yb=do+...+d,.
Si k>0, entonces a # b y el teorema A.2 establece que no existen tales aplicaciones
lineales. Es decir, si £ > 0, entonces el espacio vectorial que presentamos en (2.7) es cero,

y hemos acabado.
O

Teorema 2.2.3. Los idnicos invariantes diferenciales (escalares) asociados a las conexio-
nes lineales, sean estas simétricas o no, son las funciones constantes:

C®(C)y =R, ¢*°(C") =R.

Demostraciéon: En primer lugar, por el teorema 2.2.1 y la propiedad universal de los
espacios anillados cocientes:

C®(CT) =C®((Ng x ... x N,)/Gl,) = C®(Ng x ... x N,)Cn

El teorema A.1 permite describir esa algebra de funciones diferenciables Gl-invariantes
en términos de un sistema de generadores del algebra de funciones Ny x ... X N, — R,
polinémicas y Gl,-invariantes.

Por otra parte, el lema 2.2.2 nos dice que cualquier funcién polinémica de esas es
forzosamente constante, de donde se sigue que el dlgebra C*°(C})) es trivial: C*°(C])) = R.

(Un razonamiento totalmente andlogo al expuesto sirve para demostrar lo mismo en el
caso de conexiones simétricas: C*°(C") = R).

O]

2.2.1. Breve discusion sobre la «dimensiéon genérica»

Haremos aqui algunos comentarios informales, que nos permitirdn recuperar, mediante
argumentos de indole geométrica, las férmulas relativas a la «dimensién genérica» del
espacio de clases C] , que fueron obtenidas en [8] mediante una serie de elaborados célculos.

Recordemos que el teorema 2.2.1 establece el siguiente isomorfismo de espacios anilla-
dos: N _ N
C=(Ny X...xN,)/Gl,.
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En este espacio de érbitas, por «dimension genérica» se entiende habitualmente la
siguiente cantidad:

dim (N x ... x N,) — dim (Orbita de un punto con isotropfa minima),

que es igual a esta otra:

Z dim N, — (dim Gl,, — i), (2.8)

donde estamos denotando por ¢ la dimensiéon minima de los grupos de isotropia de la
accién de Gl,, sobre Ny x ... x N,..

Sin>2o0k>1,se puede comprobar (véase en [8]) que la isotropia de un jet
«genéricox es trivial, luego, en tales casos, i = 0.

Veamos a continuacién que, en el caso de 1—jets de conexiones simétricas sobre dimen-
sién 2, el grupo de isotropia de cualquier elemento tiene al menos dimensién 1, de modo
que en este caso se tiene ¢ = 1.

Definicién 2.2.2. El espacio vectorial de los tensores de tipo curvatura (asociados
a las conerxiones simétricas) es el subespacio R C AQT;‘X ® T, X definido por la
identidad lineal de Bianchi:

Rzgl + Rlz] + R]lz (29)

Estos tensores de tipo curvatura estan intimamente relacionados con los tensores nor-
males de las conexiones simétricas. No hay més que comprobar que la aplicacién lineal

Ré:]'l = F Fll]

establece un isomorfismo de representaciones lineales de Gl,
Ny ~ R,

cuya inversa es:

F (le + Rl]z) :

igl * : 3

Denotemos el operador de simetrizacién, el de hemisimetrizacién y el operador Ricci,
respectivamente, como sigue:

s: T X — S’TX | a:@°T;X — NTiX | p: R — T X,

donde p(R)ij = > 14 Rzk]

Lema 2.2.4. 57 la variedad X tiene dimension 2, entonces el operador Ricci establece
un isomorfismo Gla—equivariante:

PsDpa 2 * 2 *
R L0, ST X) @ AX(T)X)

donde ps :=s0p Yy pg:=aop.
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Demostracion: Puede verse en [4, Lemma 4.4.1]).
O

Este lema implica que, si X tiene dimensién 2, el subgrupo de isotropia de cualquier
jet de orden 1, j;V, por la accién de Dif,,, es, como minimo, de dimensién 1. Vedmoslo:
Debido a los isomorfismos

Cl = N1/Glo = R/Gly = (ST} X @ AT X)/Gly,

basta comprobar que cualquier pareja (T5,w9) formada por un 2—tensor simétrico y una
2—forma sobre un espacio vectorial bidimensional tiene, al menos, un grupo de isotropia
de dimensién 1 bajo la accién de Gls .

Si la métrica Ts es no singular, entonces sus automorfismos tienen determinante igual
a £1. Entre ellos, puesto que estamos considerando el caso en que la variedad X es
bidimensional, preservaran la 2—forma wsy los que tengan determinante 1. En este caso,
por tanto, el grupo de isotropia del par (7%, w2) es isomorfo bien al grupo especial ortogonal
SOz, bien a SO 1, segun la signatura de 75 .

El resto de casos, en los que 75 sea singular, se analizan de un modo andlogo, y se
obtienen grupos de isotropia de dimensién mayor.

Las férmulas 2.5 y 2.8, junto con los argumentos anteriormente expuestos sobre los
grupos de isotropia de 1—jets de conexiones simétricas en dimensiéon 2 —y teniendo en
cuenta que dim Gl,, = n?—, permiten recuperar’, para n > 2, la siguiente expresién de la
«dimensién genéricar» de (NZZ que puede encontrarse, como dijimos antes, en [8]:

> dim N, — (dim Gl,, — 4)
m=1

:nn(n;—l) z_: <n+m—1> _nz (n—;nl;—1> _ (n? — 5267)

m=0 m m=0
nn+1) < (n+m—1 Em+m—1
e o) L E(0n)
m=0 m=1

2.3. Espacios de clases de jets de orden infinito de conexio-
nes lineales

El propdsito de esta seccion es extender el teorema 2.1.3 a los desarrollos formales de
conexiones lineales en un punto.
Para ello, en primer lugar, consideremos

J,°Con := lgn J,Con,

" El caso trivial n = 1 ya fue comentado, de modo més general para conexiones lineales no necesaria-
mente simétricas, en el primer ejemplo en la pagina 18 del Capitulo 1.
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con su estructura de espacio anillado, segin vimos en el capitulo 1, para el caso general
J,°F . Igualmente, denotaremos el siguiente limite proyectivo de espacios anillados —por
tanto, espacio anillado (ej. 6, pdg. 3)— como sigue:

o s
[T :=tm ]V
1=0 - =0

Recordemos que en el apartado 1.3.1 introdujimos los siguientes grupos, ambos con
estructura de espacios anillados, por ser limites de espacios anillados: Dif ) := lgn Dif} y

NDifg° := lim NDf}.

Ya vimos de modo mas general en aquel mismo apartado del capitulo 1 que el grupo
Dif)® —y, por consiguiente, también NDif® — actia en J;°Con. Razonando de modo
analogo a lo que se hizo alli, se obtiene un morfismo de espacios anillados,

oo o0
Difp° x [ N: — [ i
i=0 i=0
que de nuevo cumple las propiedades de «accién», de modo que el grupo Dif® —por

o0
tanto, NDif® — acttia también en H N;.

i=0
oo
Observacién: Un elemento cualquiera 7o € Dif)” actiia en H N; por su «jacobiano»®.
i=0

En particular, los elementos de NDif ° acttian por la identidad.

Por otra parte, las correspondientes aplicaciones ¢, (definidas en la pdgina 28) también
conmutan con los morfismos de ambos sistemas proyectivos de espacios anillados:

r+1

J;HCon ez H N;
i=0
(r=0)
d) T
J,Con HNZ- ,
i=0

motivo por el cual la siguiente colecciéon constituye un sistema proyectivo de morfismos de
espacios anillados:

J*Con 5 JrCon 255 Ny x ... x Ny (r>0), (2.10)

8 El «jacobianoy de Teo = Jp-7 del que hablamos es j;T , es decir, el elemento obtenido al aplicar a 7o

la, proyeccién natural al factor correspondiente: Dif” N Difll,.
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donde m, es la proyeccién canodnica del limite proyectivo en el espacio correspondiente.
La propiedad universal del limite proyectivo (ej. 6, pag. 3) sirve entonces para garan-
tizar la existencia del siguiente morfismo inducido de espacios anillados:

¢ o
J°Con = H N;.
i=0

El teorema fundamental de reduccién cuyo enunciado puede leerse a continuacion dice
cual es la naturaleza de esta aplicacion ¢ , v es la versién correspondiente para jets de
orden infinito del teorema de reduccién 2.1.3.

Teorema 2.3.1 (Reduccidn para jets infinitos). El morfismo de espacios anillados

d) (o)
J;DX’ Con = H N; .
i=0

es Dif °—equivariante, epiyectivo y sus fibras son las orbitas de NDif° .
Ademds, para cada punto de J;°Con, eziste alguna seccion 9 de oo que pasa por dicho
punto.

Demostracion: Segun puede verse en 2.10, como todas las aplicaciones ¢, o m, (para cada
r > 0) son epiyectivas, también lo es ¢n .

Del mismo modo, puesto que todas esas aplicaciones ¢, o m, (para cada r > 0) son
Dif® —equivariantes, ¢oc es Dif)°—equivariante.

Comprobemos ahora que las fibras de ¢, son justamente las érbitas de NDif°:

= Sean j;°V, jp°V’ € J°Con, tales que ¢oo(j°V) = doo(jp°V') . Por definicién de
oo , S€ verifica:
(¢r 0 TrT)(j;OV) —— (¢ro Wr)(jSOV’)
| I (Vr=>0)
or(JpV) or(ipV') -

En cada r > 0, usando el teorema 2.1.3 de reduccién para jets de orden finito, esta
condicién dice que existe 7, € NDif;;Jr2 , tal que jyV' =7, - j/V.

9 Por seccién de ¢ entenderemos un morfismo de espacios anillados
oo
(oo}
o: | IN,-—>Jp Con ,
i=0

tal que ¢oo 00 =1d.
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Aprovechando que las proyecciones .JyCon — J;_l(]on son Dif,—equivariantes, es
posible escoger una sucesién (7,)ren, que defina un elemento 7o := (7y)ren €n
NDif)® . Este elemento verifica:

IV = oo 7V
luego concluimos que j,°V 'y j;° V' pertenecen a la misma 6rbita de NDif;®.

» Si tomamos j,°V, j]‘,?OV’ € J;°Con que estén en la misma orbita de NDif}", es
porque existe algtin 7> € NDif °, tal que j;° V' =71>. Jp V.
Como ¢ es Dif °-equivariante, también es NDif “-equivariante, y, por tanto, se
verifica:

@boo(]gov/) = Qoo (T J;?OV) =77 ¢OO(];OV) = ¢OO(];OV) )
donde la dltima igualdad se debe a la observacién de la pagina 36.

Veamos para acabar que, dado un elemento j;°V € J7°Con, existe una seccion de ¢oo
que pasa por él.

Obsérvese que la seccién construida en el teorema 2.1.3, que ahora denotaremos o, para
cada r > 0, puede escogerse de modo que se tenga el siguiente cuadrado de aplicaciones
diferenciables:

J;+ICOD <UT;1 No X ... X Nr+1

J;,Con o Ny X ...x N, ,

y ademéds de modo que o, pase por j,V, para cada r > 0.
Por tanto, de nuevo por la propiedad universal del limite proyectivo, toda esa coleccién
de secciones (0 )ren define un morfismo de espacios anillados,

00
J;}X’COD <L H Nz y
=0

que es precisamente la seccidon que queriamos definir.

El teorema final buscado es el siguiente:

Teorema 2.3.2. Hay un isomorfismo de espacios anillados:
o0
C® —— (HM) /Gl ,
i=0
siendo C3° := (J;°Con) / Dify° .
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Demostracion: El teorema anterior y la proposicién 1.1.1 garantizan que existe un isomor-
fismo Gl,,—equivariante de espacios anillados:

(Jg°Con) / NDifp® ~ HN

Ahora basta observar que la existencia de la sucesiéon exacta de grupos

1 —> NDif3® Dif® —> Gl, —> 1 (2.11)

permite hacer uso de la proposicién 1.1.2 para concluir:
Ci¢ = (J5*Con)/ Dify® ~ [(J3°Con)/ NDife| / GL, ~ (H Ni> /Gl,, .

O]

Todo lo hecho en esta seccién puede redactarse andlogamente para conexiones simé-
tricas; por consiguiente, tanto el teorema 2.3.1, como el 2.3.2, admiten su correspondiente
expresién, que enunciaremos conjuntamente en el siguiente resultado:

Teorema 2.3.3. El morfismo de espacios anillados

[e.e]

es Dif)° —equivariante, epiyectivo y sus fibras son las drbitas de NDif® .

Para cada punto de J;’Oéovn, existe alguna seccion de ¢oo que pasa por dicho punto.
Ademds, hay un isomorfismo de espacios anillados:

S (ﬁ N,) /Gl ,
i=1

siendo C° := (Jl?oéal) / Dif .
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Capitulo 3

Meétricas

Este capitulo estard dedicado al estudio de la clasificacién de jets en un punto de
métricas pseudo-riemannianas.

Concretamente, demostraremos que los invariantes diferenciales sirven para clasificar
jets de métricas riemannianas, mientras que no bastan para clasificar jets de métricas
pseudo-riemannianas.

Probaremos también que el espacio de clases (en el caso riemanniano) tiene estructura
de espacio diferenciable, y que estratifica en variedades diferenciables, lo que motiva que
decidamos referirnos a él como espacio de moduli. Describiremos de modo exhaustivo la
naturaleza de dicho espacio de moduli en dimensién 2 para 6rdenes bajos de jets.

Algunos de los resultados fundamentales de este capitulo pueden leerse también en
[17].

Seguimos considerando que la variedad diferenciable X , salvo mencién expresa dife-
rente, tiene dimensién n .

3.1. Desarrollos normales

Consideremos sobre X una métrica pseudo-riemanniana g de signatura (s4,s_), con
n=sy+s_,yseaV su conexion de Levi-Civita.

Definicion 3.1.1. Dada la métrica g y dado p € X, diremos que unas coordenadas
T1,...,Tyn en un entorno de p constituyen un sistema de coordenadas normales para
g en p st verifican las siguientes condiciones:

(a) son normales para ¥V en p (véase la definicion 2.1.1);

(b) la base de parciales {(%)p, cee (%)p} es una base ortonormal para la métrica en
el punto, g, ; es decir,

n
9p = Z aiidpr; @ dpz;
i=1

con oy = £1.
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Observaciéon: Dada la métrica g, un sistema de coordenadas centradas en p es normal
para g en p si, por la aplicacién exponencial asociada a V (véase la observacién de la
péagina 23), se corresponde con un sistema lineal ortonormal de coordenadas en 1), X .

Lema 3.1.1 (Gauss). Sea z1,...,T, un sistema de coordenadas locales centradas en
p € X, de modo que la base de parciales {(%)p,...,(%)p} sea ortonormal para la
métrica g enp:

n
9p = Z iidpr; @ dpw;
i=1

con oy = £1.
n

En el entorno donde dichas coordenadas estén definidas, sean H = Z$iami el campo

i=1
n

de las homotecias, y § = Z a;;dx; ® dx; la métrica plana.
i=1
El sistema x1,...,x, es normal para g en p si, y solo si,
iHg = 1HJ

es decir, si se satisfacen las siguientes ecuaciones:
n
E zigi; = ojix;  (j=1,...,n). (3.1)
i=1

Demostracion: De modo similar al inicio de la demostracién del lema 2.1.1, consideremos
la expresién en las coordenadas z1,...,x, de la curva o(t) = (Ait,..., \ut), que tiene

n
como vector tangente T; = Z A (;) .
i=1 Ti/ o(t)

@ :

Supongamos que las coordenadas x1,...,x, son normales para ¢g; es decir, la curva
o(t) esuna geodésica. Como el producto g(73,T;) es constante a lo largo de una geodésica y
en p dicho producto vale "I | a;; A2, entonces se tiene g(T3, Ty) = o1 a;iA? en cualquier
punto o(t).

Sobre esta geodésica, se verifica H, ;) = t1;; por tanto, puesto que cualquier punto p
del entorno donde estan definidas las coordenadas x1, ..., x, se puede escribir de la forma
p=o(t) = (A\t,..., A\yt) (para ciertos Ai,..., A, ), obtenemos:

n
9(Hp, Hy) = g(Hy 1y, Ho) = g(T1, Ty) = > cuihit® = §(Hp, Hy) . (3.2)
i=1
Por otra parte, si ahora usamos la ecuacién 3.2 y que Vg H = H —esta ltima igualdad
viene garantizada por el lema 2.1.1—, junto con que [0, , H] = 0,, , entonces se obtiene

H(g(H78:Jck)) = g(VHHv aﬂck) +9(H> VHaﬂck) = g(Ha 83%) +9(H7 [Hv aﬂck] + VazkH)

_ 3 _10g(H,H) 10 ({~

= OkkTf -

42



3.1. DESARROLLOS NORMALES

Es decir, H(g(H, 0s,) — agrrr) = 0, luego la funcién g(H, 0;, ) — agrzi es constante
a lo largo de las trayectorias de H —las rectas que pasan por el origen de coordenadas,
reparametrizadas—. Como tal funcién se anula ademas en el punto p, podemos concluir
que g(H, 0y, ) — agpri es la funcién constantemente nula, o sea:

g(H)axk) = Ol = g(H7axk) .

(<)
Suponiendo cierto que iyg = i g, comprobemos que Vi H = H .
Por un lado, para cada k € {1,...,n},

= H(oppzr) — 9(H,V0y,)
= agprr — 9(H,V0oy,). (¢)

Ahora bien, puede verse a continuacién, sin mas que usar la igualdad [0y, , H] = 0Oy,
que ya empleamos en la demostracion de la implicacion directa, que el sustraendo del
ultimo miembro de las igualdades anteriores es igual a:

9(H,Vy0y,) = g(H,[H,0] + Vo, H) = —g(H,0,) + g(H, Vs, H)
= —g(H,00,) + 50u, (9(H, H)) = ~g(H, 00,) + o
de donde se sigue, sustituyendo en (¢):
9(VuH,0;,)=9(H,0z,), Yke{1,...,n},

lo que sirve para concluir.

De modo anélogo a aquello que hicimos en el capitulo 2 cuando enunciamos la definicién
2.1.2, ahora también es posible, atendiendo a las ecuaciones 3.1 del lema 3.1.1, proponer
la siguiente definicion:

Definicion 3.1.2. Diremos que un sistema de coordenadas x1,...,x, centradas enp es
un sistema normal para j,g si, para cada j € {1,...,n}, se verifica:

n
gyt (Z ﬂfz‘gz‘j> = jpt (ayjzy) -
i=1

De modo equivalente, un sistema de coordenadas x1, ..., x, centradasen p serd normal
para j,g si, para cada j € {1,...,n},y para cualesquiera indices k1, ..., k.41 € {1,...,n},
se verifica que esta suma ciclica en los ultimos r 4+ 1 indices es nula:

Gikyiko.kypr T Gikoiks..kpsrks T -+ o+ Gikyyrskiko by = 0, (3.3)
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en la que se emplea la siguiente notacién —con asq, ..., a, cualquier coleccién de indices
en{l,...,n}—:
Gijiar,...ar = %(P) :
Aot 0%qy, - .. 0%,
Observacién: Si x1,...,x, es un sistema de coordenadas normales para una métrica g
en un entorno de p, entonces la identidad 3.1 del lema de Gauss da lugar a que z1,...,2z,
sean también normales para j,g .

Tensores normales

Dada la conexién de Levi-Civita V de g, sea V el germen en p € X de la conexién
lineal plana'? que se corresponde via la aplicacién exponencial expy con la conexién plana
estdndar sobre 7, X .

A continuacion, definiremos los tensores normales de una meétrica en un punto; esta
proxima definicién captura la informacién que se obtendria a partir de la definicién 2.1.3
de tensores normales en un punto aplicada a la conexién de Levi-Civita de la métrica g,
aunque con un acercamiento diferente, si bien similar, a la cuestién.

Definicion 3.1.3. Para cada entero m > 1, el tensor normal r—ésimo de la méirica
g enp es V;g .

Si tomamos un sistema de coordenadas normales x1,...,x, para g en torno a p, el
7 . . . .7
tensor Vg tiene la siguiente expresion:

<

—4
pd = Z Gij k.. kr dpxi &® dpxj X dpxkl R...Q dpxkr ,
4,5,K1 ek

donde estamos usando esta notacién:

O i
Giseroder = Ii__(p). (3.4)

N 83)]“ e a.ﬁkr

Definicion 3.1.4. Sea p € X . Para cada entero r > 1, el espacio de tensores nor-
males de orden r en p, que denotaremos N, , es el espacio vectorial de los tensores
(r + 2)—covariantes T que verifican las siguientes simetrias:

(i) T es simétrico en los dos primeros y en los r dltimos indices:

Lijkrder = Thikyker s Tijhyy = Tijhyyy gy » POTQ cada o € Sy

(ii) la suma ciclica sobre los dltimos r + 1 indices es 0 :

Tijky..kr + Tikeyjkyobpy + oo+ Tigy o kj = 0.

10 En la pégina 26 ya hicimos uso de esta conexién auxiliar, clave para la definicién del tensor normal
asociado a una conexiéon V en p € X .
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Para r = 0, denotaremos por Ny el conjunto de las métricas pseudo-riemannianas
en p de signatura (sy,s_) —que, como es sabido, es un abierto de SQT;X , pero no un
subespacio vectorial—.

Por otra parte, una cuenta sencilla muestra que Ny = 0.

Proposiciéon 3.1.1. Dado cualquier entero r > 1, el tensor V;g asociado a la métrica g
en p es un elemento de N, .

Demostracion: Basta tomar un sistema de coordenadas normales xi,...,x, para g en
un cierto entorno de p. La expresion 3.4 del tensor V;g en dichas coordenadas sirve para
verificar la simetria del tensor en sus dos primeros indices, asi como en los r ltimos.
Para comprobar también que la suma ciclica sobre sus ultimos 7+ 1 indices es 0, basta
con derivar r 4+ 1 veces en la identidad del lema 3.1.1, y valorar en p.
O

En particular, y en relacién con el comentario que antecede a esta tltima proposicién,
. s =l
el tensor normal de orden 1 de cualquier métrica es 0: V,g = 0.

Observacion: Si, para cualquier entero » mayor o igual que 1, denotamos por s,1 el
operador de simetrizacién en los iltimos r+1 indices, tenemos la siguiente sucesion exacta:

00— N, SPTEX @ STTEX 5 TiX @ S™HTHX ——0. (3.5)

El estudio de las dimensiones de los espacios presentes en la sucesion 3.5, junto con el
hecho de que la dimensién de X es n, nos da este resultado sobre la dimensién del espacio
de tensores normales:

) n+1\ n+r—1 n+r
dlmNT:< ) >< . )—n<r+1>. (3.6)

3.1.1. Teorema de reduccion

De modo andlogo al planteamiento seguido en el capitulo 2, para cualquier métrica
pseudo-riemanniana g de signatura (s, s_) , denotaremos la sucesién de todos sus tensores
normales en p —excluyendo el de orden 1, por ser este siempre nulo, y asumiendo el valor
de la métrica en el punto como su correspondiente «tensor normal de orden 0»— mediante

=2 =
(9psVpgs -3 Vg, .- 2). B

Como la definicion del tensor normal V;g solamente depende de j,g, la siguiente
aplicacién, dado cualquier entero r > 2, estd perfectamente definida:

JrM oy No x Ny X ...x N,

; =2 =
ivg — (9p:Vp9,---.V,9).

Puesto que su definicién es absolutamente independiente de coordenadas, la aplicacién
o €s Dif;“—equivariante.
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En lo que sigue, estudiaremos el caracter de esta aplicacién, de modo similar al analisis
llevado a cabo en el apartado 2.1.1 del capitulo 2. Omitiremos las demostraciones de los
préximos resultados técnicos, necesarios para la demostracion del teorema de reduccion
3.1.3, puesto que aquellas son enteramente andlogas a las de los resultados correspondientes
de aquel capitulo.

En primer lugar, recordemos la definicién 1.2.4 para poder enunciar el siguiente resul-
tado:

Proposicién 3.1.2. Sean j,g yj;g/ dos jets de orden r de métricas pseudo-riemannianas
en p. Ambos jets pertenecen a la misma fibra de ¢, si, y solo si, pertenecen a la misma
orbita de NDif;+1 .

Lema 3.1.2. Dado un entero r > 0, cada sistema local de coordenadas x1,...,x, alre-
dedor de p define una seccion diferenciable (global) de ¢, , cuya imagen son aquellos jets
Jpg para los que dichas coordenadas son normales.

Observacion: Una vez més, andlogamente a lo que sucedia en el capitulo 2, para un cierto
sistema de coordenadas x1,...,x, en un entorno de p, si denotamos por ./\/Z C JyM la
subvariedad formada por aquellos jets en p de métricas pseudo-riemannianas, para los
cuales x1,...,x, son coordenadas normales, la seccién de ¢, de la que nos habla este
ultimo lema tiene como imagen justamente a J\/;f , que es, como sucedia entonces, un slice
—véase la nota al pie de la pagina 30— de la accién de NDif;Jrl sobre JyM .

Teorema 3.1.3 (Reduccién). Para cada entero v > 0, la aplicacion

JrM oy No x Ny X ...x N,

. =2
gvg > (9p:Vyg--- V).

es una proyeccion reqular epiyectiva, cuyas fibras son las orbitas de NDif;;+1 .
Por tanto, ¢, induce un isomorfismo de Gl,—variedades diferenciables:

(JsM) /NDifj ™ —— Ny x Ny...x N,.

Demostracion: Dado un jet j,g, construyamos una seccion de ¢, que pase por él.

Cualquier sistema de coordenadas locales en torno a p define una secciéon de ¢, , se-
gin el lema 3.1.2. Para que dicha seccion pase por j,g basta con escoger ese sistema de
coordenadas de modo que sean normales para el jet en cuestion. Con esto tendremos una
seccion global de ¢, como la que buscabamos, con lo que queda probado que ¢, es una
proyeccién regular epiyectiva.

Que las fibras de la proyeccién regular ¢, son las orbitas de NDif;+1 es justamente lo
que afirma la proposicién 3.1.2. Ademas, la aplicacién ¢, es Dif;“—equivariante, como ya
fue observado anteriormente, y, puesto que (1.1) en la pagina 12 es una sucesién exacta
de grupos de Lie, la proposicién 1.1.2 y el corolario 1.1.1 sirven para concluir que Gl,
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acttia sobre (JyM) / NDif;;Jrl y que ¢, induce un isomorfismo de Gl,-variedades como el
del enunciado.
]

Damos ahora un par de resultados que nos permitiran identificar finalmente el espacio
de clases Mg, ;= (Jy;M)/ Dif;‘*‘1 con el cociente de una representacion lineal de un grupo

de Lie clasico.
Proposicién 3.1.3. Existen isomorfismos de espacios anillados:

M” —— ((J;M) /NDif; ™) /Gl, —— (No x Na... x N,)/Gl,.

54,5

Demostracion: En realidad, el segundo isomorfismo es obvio, a partir del teorema 3.1.3,
en cuanto demostremos el primero de los isomorfismos del enunciado.

Para ello, no hay més que aplicar la proposicion 1.1.2, pues la siguiente es una sucesién
exacta de grupos de Lie:

1——NDif; " ——Dif; "' — Gl, —=1, (3.7)

recordando de nuevo la identificacién entre Gl,, y Dif;.
O

Teorema 3.1.4. Para cualquier enteror > 2, existe un isomorfismo de espacios anillados:

Mz_'_’s_ p— (NQ ..o X NT)/OS+787 .

Demostracion: Dada una métrica g, de signatura (s4,s_) sobre T, X, su subgrupo de
isotropia por la acciéon de Gl,, es el grupo ortogonal O(g,) ~ Oy, s_ .

Basta ahora usar la proposicién 3.1.3 junto con la proposicién 1.1.3 para obtener el
isomorfismo del enunciado.

O

3.2. Espacios de moduli de jets de orden finito de métricas
riemannianas

Aplicando las definiciones 1.3.3 y 1.3.8, podemos enunciar la siguiente definicién:

Definicién 3.2.1. Un invariante diferencial (escalar) de orden (menor o igual
que) r de métricas pseudo-riemannianas de signatura (s4,s—) es una funcion real dife-
renciable definida (globalmente) sobre M, = J;M/Difl’;+1 .

S4,5—

T

Debido a la estructura de espacio anillado cociente de Mg

, se tiene:
{Invariantes diferenciales de orden menor o igual que r} =

_ Coo(Mr ) _ COO(JI;’M)Dif;+1 )
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CAPITULO 3. METRICAS

. , . 00 (AT ) . .
Teorema 3.2.1. Eziste un numero finito qi,...,qs € C (Ms+,s,) de invariantes di-
ferenciales escalares de orden menor o igual que r, tales que cualquier otro invariante
diferencial f de orden menor o igual que v es una funcion diferenciable de los primeros;

es decir, f = F(qu,...,qs), para alguna funcién F € C*°(R®).

Demostracion: Como consecuencia del teorema 3.1.4,

C®(MT, . ) =C®(Ny x ... x NP

54,5

Basta aplicar el resultado de Luna A.1 a la representacion lineal No X ... x N, del
grupo ortogonal Og, s, lo cual asegura la existencia de una coleccion finita de funciones
Os, s_ —invariantes, g1, ..., qs , que generan el algebra C*°(Na x ... x NT)OS+*S— , de modo
que toda funcién Oy, s —invariante diferenciable sobre Na x ... x N, puede escribirse de

la siguiente forma: f = F(qi,...,qs), para alguna funcién diferenciable F' € C*°(R®).
O

La version de este mismo teorema para métricas riemannianas puede encontrarse en
[26].

Observacién: La sucesiéon de tensores normales {vf,g, . ,v;g} es equivalente (véase
20]) a la sucesion {R,, VpR, ..., Vi ?R} —donde estamos escribiendo el tensor de cur-
vatura R de la métrica g y sus sucesivas derivadas covariantes con su conexién de Levi-
Civita—; se puede probar que los generadores ¢y, . . ., ¢s del teorema 3.2.1 pueden escogerse
como invariantes de Weyl, esto es, segun la teoria de invariantes del grupo ortogonal (teo-
rema A.4), cantidades escalares construidas a partir de la sucesién {R,,, V, R, . .. ,V;*QR}
mediante combinacion reiterada de las siguientes operaciones: productos tensoriales, subir
y bajar indices, contracciones y combinaciones R—lineales.

El espacio de moduli de jets de métricas riemannianas

El resultado que sigue justifica que nos refiramos al espacio de clases de equivalencia
de jets de métricas riemannianas M] como espacio de moduli.

Teorema 3.2.2. Los invariantes diferenciales de orden menor o igual que T separan
puntos en el espacio de moduli M7, .

Por consiguiente, los invariantes diferenciales escalares de orden menor o igual que r
clasifican los r—jets de métricas riemannianas en un punto.

Demostracion:

Para cualquier métrica definida positiva g, sobre T, X , su grupo ortogonal O(g,) =~ O,
es compacto.

Es un resultado clasico que, si V' es una representacién lineal de un grupo de Lie
compacto G, entonces las funciones G—invariantes diferenciables sobre V' separan las
Orbitas de la accion de G . Esbocemos aqui el argumento:
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3.2. ESPACIOS DE MODULI DE JETS DE ORDEN FINITO DE METRICAS RIEMANNIANAS

Para cualquier funcién diferenciable f sobre V', la aplicacién

G — C>(V)
g — g-f,

donde (g- f)(v) = f(g~*-v), es continua. (Véase [28, Lema 11.7, pag. 134]). De modo que,
promediando sobre G,

frz/G(g-f)dg,

siendo dg la tinica medida invariante por la izquierda sobre G, tal que [, dg =1, conse-
guimos una funcién diferenciable G—invariante f sobre V.

Las érbitas de G, puesto que este es compacto, son cerradas. Por ello, dadas dos 6rbitas
distintas (disjuntas), digamos {g - v1}geq ,{g - v2}4eq , existe alguna funcion diferenciable
f sobre V' que las separa; es decir, digamos f(g-v1) = 1, paratodog € G,y f(g-v2) =0,
para todo g € G'.

Promediando dicha funcién sobre G, como hemos indicado anteriormente, obtenemos
una funcién diferenciable y G—invariante, f, que vale 1 y 0, respectivamente, sobre cada
una de las dos érbitas.

En otras palabras, el algebra C*>°(V/G) separa puntos de V/G .

Para concluir la demostracién del teorema, basta aplicar lo dicho a la representacién
lineal Ny x ... x N, de O,, cuyo cociente es isomorfo como espacio anillado a M}, | segin
afirma el teorema 3.1.4.

O]

Para métricas pseudo-riemannianas, el teorema 3.2.2 no es cierto. En la pagina 59,
detallamos un contraejemplo, y en la seccién 3.4 estudiaremos con méas atencion el espacio
de clases de jets de érdenes bajos de métricas de signatura (1,1) en dimensién 2. En
general, los espacios de clases M’ s Son patologicos en un sentido topolégico, puesto que
no son espacios T1 —esto es, tienen puntos que no son cerrados—.

En todo lo que queda de esta seccién, nos centraremos exclusivamente en el estudio de
los espacios de moduli de jets de métricas riemannianas.

Podemos enunciar, en primer lugar, el siguiente resultado sobre la estructura de los
espacios de moduli:

Teorema 3.2.3. Los espacios de moduli M}, son espacios diferenciables.

Demostracion: El teorema 3.1.4 y el teorema 1.1.2 de Schwarz nos sirven directamente
para probar el enunciado.
O

Precisemos algo mas cudl es la estructura de espacio diferenciable del espacio M7, .

Si tomamos un sistema de generadores qi,...,qs de los invariantes diferenciales de
orden menor o igual que r —cuya existencia nos garantiza el teorema 3.2.1—, estos gene-
radores invariantes definen un isomorfismo de espacios diferenciables:

(q17“'7q5):M:‘L p— ZgRs’
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siendo Z un subespacio cerrado de R®.

En general, el espacio diferenciable M] no es una variedad diferenciable. Sin embar-
go, a pesar de lo que pudiera parecer, no tiene una estructura demasiado pobre, pues
vamos a comprobar a continuacion que admite una estratificacién finita en subvariedades
diferenciables.

Consideremos V,, = R™ dotado de su producto escalar estandar ¢ , y su correspondiente
grupo ortogonal, O, := O (V},,d) . Denotaremos por 7 el conjunto de clases de conjugacién
de subgrupos cerrados de O, .

Dado cualquier otro espacio vectorial n—dimensional V,! con un producto interior ¢,
podemos considerar también el conjunto 7 de clases de conjugacién de subgrupos cerrados
de O (V. 8.

Cualquier isometria ¢ : (V;,,d) — (V,!, ') permite establecer la siguiente identificacion:

T — T
[H] +— [poHop™1].
La identificacién es canodnica, pues no depende de la isometria escogida ¢ .
Por tanto, en lo sucesivo siempre consideraremos el conjunto 7 como el mismo para
cualquier pareja (V,,0').
En 7 existe una relacién de orden parcial; a saber:
[H] < [H],
si existen representantes H y H' (de [H] y [H'], respectivamente), tales que H C H'.

Definicién 3.2.2. Dado un jet de métricas riemannianas j,g, su grupo de automor-
fismos es el subgrupo estabilizador Aut (j,g) C Dif;;Jrl de jpg :

Aut (jig) := {j; T € Dify 1 1 jr(t4g) = jlg}
Lema 3.2.4. FEl siguiente morfismo de grupos es inyectivo:

Aut (jpg) — O(TpX,gp) = O,

|
j£+T — Tey.

donde mediante T, estamos denotando la aplicacion lineal tangente Ty p : TpX — T, X
del difeomorfismo 7 € Dif,, en p.

Demostracion:
Para cualquier 7 € Dif,, y cualquier métrica g sobre X , se tiene el siguiente diagrama
conmutativo de difeomorfismos locales:

eXPrx g

T,X

X (3.8)

Tx T

T,X ———> X.

expg
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Si j;+17' € Aut (jpg), es decir, si j;(7%g) = j,g, entonces j6+1(exp7*g) = jg“(expg).

Si ahora tomamos jets de orden r + 1 en el diagrama conmutativo 3.8, entonces se
obtiene:

ot = ji T (exp,) 0 o T 0 jn T (expy )

de donde se sigue que j;—HT estd determinado exclusivamente por su parte lineal 7, .
O

Gracias al lema 3.2.4, podemos entender el grupo de automorfismos Aut (j,g) como
un subgrupo —determinado salvo conjugacion— del grupo ortogonal O,, .

Definicion 3.2.3. La aplicacion de tipo es como sigue:

M, L T
gpa] — [AutGpo)] -

Para cada clase de conjugacion [H] € T —en adelante, para cada tipo—, el estrato

de tipo [H] es el subconjunto Si) € My, formado por todos aquellos puntos cuyo tipo es
[H].

El teorema que enunciamos a continuaciéon describe cudl es la estructura del espacio
diferenciable M | v como este espacio se «estratifica» en subvariedades diferenciables.

Teorema 3.2.5. Se verifican las siguientes propiedades:

1. La aplicacion de tipo t : M}, — T toma un nimero finito de valores [Ho| ..., [Hy|;
ademds, uno de ellos, digamos [Hy|, es minimo.

2. La aplicacion t es semicontinua: para cada tipo [H] € T , el conjunto de puntos de
M!  de tipo menor o igual que [H] es un subconjunto abierto de M7, . En particular,
todo estrato Siy,) (con i€ {0,...,k} ) es un subespacio localmente cerrado de My, .

3. Todo estrato Siy, (parai € {0,...,k} ) es una subvariedad diferenciable de My, .

4. El estrato genérico Siy, de tipo minimo es un subconjunto abierto, denso y conexo
de M, .

Demostracion:

Fijemos una métrica definida positiva 0, sobre T,X , y denotemos mediante O, su
grupo ortogonal. Por el teorema 3.1.4, escrito para métricas riemannianas, sabemos que
existe un isomorfismo

Ml ——— (N2 x ... x N;)/O,,.

n

Este isomorfismo lleva cada elemento del espacio de moduli, [j; gl € M, , siendo g, = 0y,
a la clase de equivalencia, médulo la accién del grupo ortogonal de la correspondiente

sucesion de tensores normales, [(Vf,g, . ,ﬁ;g)] € (Nax...x N;)/Oy .
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Comprobemos que el subgrupo
Aut (j,9)=—0Oy
j;+17— '—>T* 9

donde de nuevo estamos usando 7, para designar a la aplicacién lineal tangente del difeo-
morfismo local 7, coincide con el subgrupo

Aut (V

2 T * k ok
203 Vypg) i={0 € On:0"(Vy9) =V, 9,Vk <r}.

Obviamente, si un automorfismo j;+17‘ deja jpg fijo, entonces su sucesion de tensores
. : =k =k
normales también debe permanecer fija por el automorfismo: 7*(V,g) = V,g.
Reciprocamente, dado un automorfismo o : T,X — T,X de la sucesiéon de tensores
=2 =T . .
normales (Vpg, ce Vpg), consideremos un sistema de coordenadas normales z1,...,z,
para g enp.
Por la identificacion definida por la aplicacion exponencial exp, : T, X — X, la aplica-
cién o puede verse como un difeomorfismo de X (una transformacion lineal de sistemas

normales de coordenadas).

En coordenadas normales, la expresiéon del tensor normal VI; g se corresponde con la
expresion de la parte homogénea de grado k del jet j, g . Por tanto, se sigue inmediatamente
que la aplicacién lineal o deja jpg fijo; es decir, j;“g € Aut (j,9) -

La identificacién entre los subgrupos Aut (j,g) y Aut (vf,g, e ,vf,g) que acabamos
de comprobar hace que el siguiente diagrama sea conmutativo:

I
T

(Vpg:- - Vypg)l —= [Aut (Vyg,.... V)] -

t
r
Mn

(N2 x ... x N;)/Opy, !

Asi pues, la demostracién del teorema ha quedado reducida al estudio de una re-
presentacién lineal V(= Ny X ... x N;) de un grupo de Lie compacto G(= O,) y su
correspondiente aplicaciéon de tipo:

V/G L oT= {clases de conjugaciéon de subgrupos cerrados de G}
[v] = [Subgrupo estabilizador de v] .

Para esta aplicacién de tipo, las propiedades anédlogas a las del enunciado del teorema
(de 1 a 4) son bien conocidas en la literatura. (Véanse, por ejemplo, en [3], el teorema 2
y el ejercicio 9 de la seccién 9 del capitulo IX).

O
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Observaciones:

1. Salvo para casos triviales, el estrato genérico tiene como tipo (la clase de conjugacion
de) el grupo trivial: Hy = {Id}.

2. A partir del teorema 3.1.4 y de la férmula 3.6 sobre la dimension de los espacios
N, de tensores normales, se puede calcular de modo muy sencillo la dimensién
del estrato genérico de los espacios de moduli M], . Recuperamos asi, mediante otras
herramientas y expresandolo en otro lenguaje, el resultado siguiente, que puede leerse
en [25]:

dimM? = dimM! =0, Vn>1,

dimM] =0, vr>0,
1
dimM3 =1, dimM’":§(r+1)(r—2), Vr >3,

_ 2 _
dimM;:n—l—(T Ln (r+)n (ntr , Vn>3,r>2.
2(r+1) r

3. El teorema 3.2.5 no es cierto para métricas pseudo-riemannianas. Veremos poste-
riormente, cuando en la seccién 3.4 expongamos con més detalle el caso pseudo-
-riemanniano en dimensién 2, que suceden los siguientes hechos:

= La aplicacién de tipo no es semicontinua.

= Algunos estratos no son variedades diferenciables, ni siquiera espacios topold-
gicos separados.

= Si, a pesar de lo dicho en el punto anterior, seguimos llamandolos «estratosy,
el estrato de tipo minimo no es ni abierto ni denso.

Es decir, en el caso de las métricas pseudo-riemannianas, fijar el tipo no basta para
obtener una estratificacién diferenciable, como la que nos garantiza el teorema 3.2.5
para el caso riemanniano.

3.3. Calculos en dimension 2

Determinemos la estratificacion de los espacios de moduli M5 de jets de orden r de
métricas riemannianas en dimension 2.

Fijemos algunas notaciones. Consideremos el espacio vectorial C = R?, dotado de la
métrica euclidea estdndar, y sea O2 su correspondiente grupo ortogonal. Denotaremos
mediante x,y las coordenadas cartesianas reales y mediante z = x + iy la coordenada
compleja.

Sea g, : C — C el giro con centro en 0 de dngulo % —por tanto, o, (2) = ez, donde
em = cos(2) +isen(2X) es una rafz primitiva m—ésima de la unidad—, y denotemos por

c - C
z — 71(2) =12,
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la conjugacién compleja.
Los tnicos subgrupos cerrados de Oz (salvo conjugacién) son los siguientes:

el grupo especial ortogonal SOy := {p € Og : det ¢ = 1};

el grupo de giros de orden m, con m > 1: K, := (o) ;

el grupo diédrico de orden 2m, con m > 1: Dy, := (0, T) ;
=y, por supuesto, el propio Os.

Todos ellos son normales en Os , excepto el grupo diédrico D, .
El subgrupo SO5 se identifica con el grupo multiplicativo S; C C de niimeros complejos

de moédulo 1:
S1

SO2

(@ — Pa s

donde pu(z) := az.

Obsérvese que cualquier elemento de O2 es, bien de la forma p,, , bien de la forma 7p, ,
para algin a € S .

La accién natural de Oy sobre R? induce una accién sobre el dlgebra de polinomios
Rz, y] ; concretamente:

- P(x,y) :== P~ (z,y)),

con ¢ € Og.
En el siguiente resultado enunciaremos la lista de todos los polinomios invariantes con
respecto a cada uno de los subgrupos de Os que hemos mencionado anteriormente:

Lema 3.3.1. Se wverifican las siguientes identidades, en las que pp(z,y) = Re(2™) y
Gm(z,y) = Im(z™) :

1. Rla,yl*m = R[2® + 42, pu(@, ), @ (2,)] -

2. Rlz,y]”m = R[z® + y?, pm(2,y)] -

3. Rlz,y]%? = Rlz,y%? = R[2” + 4.
Demostracion:

1. En primer lugar, consideremos el 4lgebra de polinomios sobre R? con coeficientes
complejos:

Clz,y] = Clz, 2] = @(Czaib.
a,b

Cada sumando de esa suma directa es estable por la accion de K, , pues tenemos:

- 1 _ 4 a-
Om - (292°) = . 2970 = gbraez0,
5m6m
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De esta férmula se sigue que el monomio 2?2° es invariante por K,, si, y solo si,

b—a = 0mbéd m, es decir, si b — a = tkm, para algin k € N. Por tanto, los
monomios invariantes son todos de la forma siguiente:

292° = (22)%2"™ , o bien 2°2° = (2z)°2F™,
de donde podemos escribir:

Clz,y]%™ = C[27, 2™, 2™].

Ahora bien, puesto que 2z = 22 4+y?, 2" 4+ 2" = 2pm(z,y) ¥ 2™ — 2™ = 2igm(z,y),
entonces conseguimos la siguiente identidad:

Cla, y]*m = Cl2? + v2, pm (2, y), gm (2, Y)] ,

y, en particular:
Rz, 4] = Rlz? + 4%, pa (2, 9), 4 (2, )]

2. Como el grupo diédrico D,,, = (K, T), podemos escribir:

Q

s

<
S
3
I

(Cla, y]"m){") = Clzz, 2, 2™

= [ @(C[zz]zkm> o <@ C[zz]z’“mﬂ(
C

2™+ 2™ = Cla? + 2, (2, )],

™ 11

P Clzz] (2P + 2P
k

lo que nos da en particular:
R[z,y]" = R[z* +y*, pm (2, y)] -

3. Cada sumando de la descomposicién
Clz, z] = @(Cz“éb
a,b

es estable por la acciéon de SOg, puesto que, para cada p, € SOg, se verifica la
siguiente igualdad:

_ 1 _
P - (292°) = aa&bzazb.

Esta férmula sirve también para garantizar que los tinicos monomios 2*2° que son
SOs—invariantes son precisamente aquellos que verifican a = b. Por tanto, se tienen
estas identidades:

Cle,y°%? = C[z, 2°7* = C[z2] = Cla® + 7],

1 Obsérvese que 7-2 =2 yT-2=2.
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que producen, en particular:

Rlz,y°?* = R[z* + 4]

Esta tultima identidad muestra que los polinomios SOs—invariantes son también
Os—invariantes, y, por tanto, la inclusién obvia R[z,y]9? C R[z,y]3°? es realmente
una igualdad.

O

Corolario 3.3.2. Usando las mismas notaciones del lema 3.3.1, se verifican las siguientes
proposiciones:

1. Dy, es el subgrupo estabilizador del polinomio py,(z,y) , y no existe ningin polinomio

en Rlz,y] de grado menor que m cuyo subgrupo estabilizador sea D, .

. K, es el subgrupo estabilizador del polinomio pm(x,y) + (22 + y*)qm(z,y) (para

m > 2 ), y no hay polinomios en R[z,y| de grado menor que m + 2 cuyo subgrupo
estabilizador sea K,, .

. Ky = {Id} es el subgrupo estabilizador del polinomio x + xy, y no existe ningin

polinomio en R[z,y] de grado menor que 2 cuyo subgrupo estabilizador sea K .

Demostracion:

56

1. Usando que todo elemento de O2 es, bien de la forma p, , bien de la forma p, o7, es

rutinario comprobar que el subgrupo estabilizador del polinomio p,,(z,y) = Re(z™)
es Dy, .

Si hubiera otro polinomio p(z,y) de grado menor que m con la misma propiedad,
p(z,y) deberia ser una potencia de z2 + 42, por el segundo apartado del lema 3.3.1,
y en ese caso su subgrupo estabilizador serfa todo Oz, lo que contradiria nuestras
hipétesis.

. Segun el primer apartado del lema 3.3.1, todo polinomio K,,—invariante de grado

menor o igual que m es de la forma Ap,,(z,y) + pgm(x,y) (salvo suma de alguna
potencia de 2% + y?).

No obstante, el subgrupo estabilizador de un polinomio asi no es K,,, sino un gru-
po diédrico mayor. De hecho, sin mas que multiplicar por algtin escalar, podemos
suponer que A\? + 42 = 1; si tomamos o = \ — iy, entonces el polinomio

Apm(2,y) + pgm (2, y) = Re(az™) = Re((82)™)  (donde ™ = a)
= pg-1 -Re(zm) = pp-1 'pm(‘r’y)

tiene como estabilizador el grupo diédrico pg-1 - Dy, - pg, conjugado del subgrupo
estabilizador D,,, de pp,(z,y).
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(Si tomamos A\ = 0, u = —1, obtenemos que el estabilizador de ¢, (z,y) es el
diédrico pg-1 - Dy, - pg , para " =i).

Como ningin polinomio de grado menor o igual que m tiene como estabilizador el
subgrupo K,,, y no hay polinomios K,,—invariantes de grado m + 1 —salvo una
potencia de z2 + y> —, el siguiente grado que debemos considerar es m + 2.

El subgrupo estabilizador del polinomio py, (z, y)+ (2% +4%)gm(z, y) es la interseccién
de los subgrupos estabilizadores respectivos de sus dos componentes homogéneas,

Pm(z,y) v (2% + y?)gm(z,y) , es decir (con B tal que B™ =i ):

D,, N (pﬁ—l - Dy, - ,05) =K, .
3. Este caso es trivial.

O

Teorema 3.3.3. Los estratos del espacio de moduli M} se corresponden justamente con

los siguientes tipos:
[02] ) [Dl] y ey [DT*Q} ’ [Kl] IREED) {KT*4] :

(También [Ki], sir=4).

Demostracion: Es un resultado clasico de Geometria Diferencial (véase, por ejemplo, en
[9]) que en dimensién 2 toda métrica riemanniana g puede escribirse en coordenadas
normales x,y —de modo tnico, salvo transformaciones ortogonales— del siguiente modo:

g = dz® + dy* + h(z,y)(ydz — xdy)?,

para alguna funcién diferenciable h(z,y) .

Obsérvese que el subgrupo de Oy estabilizador para el jet j[')ch es el mismo que para

it .

Si tomamos h(x,%y) = 0, obtenemos una métrica —Ila euclidea, es decir, g = dz?+dy? —
cuyo grupo de automorfismos (para cualquier orden de jet) es O .

Haciendo h(z,y) = pm(z,y), tendremos un r—jet de métricas (con r > m + 2) cuyo
subgrupo estabilizador es D,, , debido al primer apartado del corolario 3.3.2.

Tomando h(x,y) = pm(z,y) + (22 +4?)gm(z,y) , obtenemos un r—jet de métricas (con
r > m+4), cuyo subgrupo estabilizador es K,,, por el segundo apartado del corolario
3.3.2.

Si escogemos h(z,y) = x+xy, entonces conseguimos un r—jet de métricas (con r > 4)
cuyo estabilizador es K7, segin el tercer apartado del corolario 3.3.2.

Por altimo, téngase en cuenta que ningiin r—jet de métricas puede tener como subgrupo
estabilizador SOs , puesto que tal métrica corresponderia forzosamente a un jet j6_2h cuyo
estabilizador deberia ser SO3 , ya que, por el tercer apartado del lema 3.3.1, todo polinomio

SOy —invariante es también Og—invariante.
O
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Corolario 3.3.4. Todo subgrupo cerrado de Os , salvo SOs , es el grupo de automorfismos
de un jet de métricas j5g en R? para algin orden r .

Corolario 3.3.5. El numero de estratos de My es:

1 para 7 =0,1,2,
Nidmero de estratos de M}, = 2 para v =3,
4 para v =4,

2r—95 para r>95.

Describimos a continuacion los jets de orden bajo en dimensién n = 2.
Para orden r = 0,1, en cualquier dimensién 7, los espacios de moduli M, se reducen

a un Unico punto.
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s Casor =2:

El espacio de moduli es una recta:

liZ,9] > Kg(wo).
Esto es, la curvatura clasifica los jets de orden 2 de métricas riemannianas en di-
mension n = 2.

En este caso, solamente existe un estrato, el genérico, cuyo tipo es [O2].

Caso r = 3:
El espacio de moduli es un semiplano:
M} —— R x [0, +00)
73,9] = (Kg(wo), [grad,, K,l) .
Es decir, la curvatura y el cuadrado del moédulo del gradiente de la curvatura clasi-
fican los jets de orden 3 de métricas en dimensién n = 2.
Tenemos dos estratos diferentes:

El estrato genérico Sip,) = R x (0,+00), que tiene tipo [D1], y esta formado por
todas las clases de jets j;’og para los cuales grad, K, # 0. El grupo de automorfismos
es el grupo de orden 2 generado por la simetria respecto al vector grad, K, .

‘gradwoKQP
Sio,) = R x {0} eselestrato - - - . 0
no genérico, de tipo [Og), yes .~ - o o o 0
el conjunto de todas las cla- ESTRATO GENERICO (grad e £0)
ses de jets j3 g que verifican L

grad, Ky, = 0 —que son in-
variantes respecto a cualquier
transformacion ortogonal de
coordenadas normales—.

AN e
ESTRATO NO GENERICO

Estratos en caso r = 3



3.3. CALCULOS EN DIMENSION 2

Si consideramos métricas de signatura (+,—) (o (1,1)), en lugar de métricas rie-
mannianas, entonces la aplicacién

M, — Rx[0,+00)
2,9l = (Kg(w0), lgrad,, Kyf*)

no es inyectiva; es decir, los invariantes diferenciales no clasifican los 3—jets de mé-
tricas de signatura (+,—).

Sirva como ejemplo el siguiente: sean dos métricas, g, g, de signatura (+, —), tales
que Ky(zg) = Kg(xo) y grad, K, = 0 y grad, Kj es un vector no nulo isétropo
con respecto a gy, .

Entonces los jets jgo gy jgo g no pueden ser equivalentes —pues el gradiente de la
curvatura en xg es cero para ¢, mientras que no es nulo para §—, y, sin embargo,
sus invariantes diferenciales coinciden:

Kg(x0) = Kglzo), v |grady, K,|* = |grad,, Kgl* = 0.

En la proxima seccién, discutiremos mas ejemplos sobre lo que sucede cuando las
métricas no son riemannianas.

Casor=4:

Las siguientes funciones constituyen un conjunto de generadores de los invariantes
diferenciales de orden 4:

p1([jz,9)) = Kg(o)
p2([,9) = lgrad,, K,l*,
p3([j§09]) = tr(Hessong) )
Pa(lz,9]) = det(Hessz, K) |
P5([j;109]) = Hessy, K (gradeKg, gradxo Ky),
donde Hess, K, := (VdKy),, denota el hessiano de la curvatura en zg .

Estas funciones satisfacen las siguientes desigualdades:
>0 2 _4pys >0,  (2ps — paps)? < pR(p2 — 4dps)
p2 =2V, D3 ps = U, D5 —P2p3)” = Pa\P3 — 4P4) -

En otras palabras, estos cinco invariantes diferenciales definen un isomorfismo de
espacios diferenciables:

M% (Pl,---vps) Y C R5,

siendo Y el subespacio cerrado de R® definido por las desigualdades siguientes:

9 >0, a3 —4x4>0, (205 — xox3)? < x3(23 — 4xy).
En este caso, el espacio de moduli M3 tiene los siguientes cuatro estratos:
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grad, K,

Hess;, Kq
1. El estrato genérico de todas las clases

de jets j;lo g que verifican que grad, Ky no

es un vector propio de Hess; K, —por lo / \
tanto, los valores propios de Hess;, K, son \\/
distintos—.

Este estrato tiene como tipo [K; = {Id}].

Estrato genérico

Hess,, K, 2. El estrato formado por aquellas cla-
ses de jets j;lo g que verifican que
grad, K, grad, K, es un vector propio no nulo

\ de Hess;, K, .
/ Su tipo es [D4], y el grupo de automor-

fismos de cada jet de métricas estd ge-
nerado por la simetria respecto al vector
grad, K.

Estrato Sip,

3. El estrato que se compone de las clases
. 4 _

de jets j,, g para los que grad, K, = 0

y que verifican que los vectores propios de grad, K, =0

Hess,, K, son diferentes.
El tipo de este estrato es [Ds], y el grupo \\/
de automorfismos de cada jet estd genera- Hess; K,

do por las simetrias respecto a cada vector
propio de Hess;, K, .

Estrato Sp,]



3.4. PATOLOGIAS PSEUDO-RIEMANNIANAS

4. Por tultimo, el estrato de las cla-
ses de jets jgog para los cuales

grad, K, = 0 y que verifican que
los vectores propios de Hess,, K, son
Hess o K igua?es.
(«Circunferencia») Su tipo es [O2] .

Estrato S0,

3.4. Patologias pseudo-riemannianas

Ya comentamos en la seccién anterior que el teorema 3.2.2 no es valido para métricas
pseudo-riemannianas.

Vamos a estudiar aqui qué sucede con métricas de signatura (+, —) en dimensién 2.

Para ello, primero haremos una breve excursién por el Algebra Lineal, para estudiar
la clasificacién de pares de métricas simétricas —siendo la primera de ellas de signatura
(4+,—) vy no singular—.

3.4.1. Clasificaciéon de pares de métricas simétricas en dimension 2

Sea E un espacio vectorial real de dimensién 2, y sea (g, h) un par de métricas simé-
tricas sobre E, de modo que g sea no singular y de signatura (4, —). Denotaremos por
T el endomorfismo de E asociado al par de métricas; es decir:

h(e,v) = g(Te,v), Ve,v € E.

Tomemos un par hiperbdélico {e1, ea} para g como base de E . En esta base, la expresién
matricial de g, h y T' es como sigue:

=(1a) = (23) - (0)

con x,y, 2z ciertos nimeros reales.
Para la clasificacién tendremos en cuenta la accién natural del grupo Oy,; sobre el
espacio —isomorfo a R? — de las matrices simétricas de orden 2 de coeficientes reales:

A-h:=AhA,

para A€ Oy yh= ( j ; ) matriz simétrica.

Hay tres estratos distintos, que ordenaremos, segtin su tipo, de mayor a menor:
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» Estrato de tipo (maximo) Oy 1, de ecuaciones x =y = 0.

s Estrato de tipo Dy —grupo diédrico de orden 4, o Klein—, entendido como subgrupo
de O1,1 que tiene por elementos la identidad, la simetria respecto del origen, y las
simetrias —entendidas en relacién a la ortogonalidad definida por la métrica g—
respecto de un par de rectas vectoriales. Este estrato es el subespacio de R?® que
verifica xy > 0.

Tenemos, pues, un estrato abierto, que no es de tipo minimo.

» Estrato (genérico) de tipo minimo D; —grupo diédrico de orden 2—, entendido
como subgrupo de O1 ;1 generado por la simetria respecto del origen. Sus ecuaciones
son zy <0, con (z,y) # (0,0).

Se trata de un estrato genérico que no es abierto, ni denso, ni siquiera conexo, pues
rompe en dos componentes coneras. Ademds, es una variedad con borde, pero no
separada, pues su borde aparece repetido dos veces:

R3 D> Up, — Mp, =(-00,0]] xR
(x,y,2) +— (zy,2).

El 0 aparece doble, pues se obtiene a partir del par de semirrectas
{x>0,y=0,z=cte.} U{z =0,y > 0,2z = cte.}
y también del par de semirrectas
{r<0,y=0,z=cte.} U{z =0,y <0,z =cte’.}.

Que ese par de semirrectas producen distintos puntos del espacio de clases se debe
a que representan orbitas distintas de la accién de Oy 1. A continuacién enunciamos las
orbitas de la acciéon de este grupo:

1. Las hipérbolas zy = cte. < 0, z = cte.”, que se corresponden con matrices simétricas

. (1 a . _f =b a
delt1poh-<a b),ob1enh-< a 1),conb>0.

2. Los pares de semirrectas

{x>0,y=0,z=cte.} U{z =0,y >0,z = cte.},
. . 1 a . 0 a
que se corresponden con matrices del tipo h = 0w 0 ]° bien h = e 1)

3. Los pares de semirrectas

{r <0,y=0,z=cte.} U{x =0,y <0,z =cte.},

-1
que se corresponden con matrices del tipo h = < a g ) , 0 bien h = ( 2 _al ) .
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/

4. Las ramas de hipérbolas xy = cte. > 0, z > 0, z = cte.”, correspondientes con
1
matrices como h = “ , 0 bien h = b a ,conb>0.
a b a 1

5. Las ramas de hipérbolas xy = cte., = > 0, 2 = cte.”, que se corresponden con

-1 oa >,obienh:<_b “ >,conb>0.
a -1

matrices del tipo h = ( b

6. Cada punto del eje z = y = 0 es una Orbita en si mismo. Dicho de otra manera, una
0

matriz de la forma h = a g ) siempre queda estable por todas las matrices del

grupo Oq 1 .
3.4.2. Espacio de clases de jets de 6rdenes bajos de métricas pseudo-
-riemannianas de signatura (+, —) en una variedad bidimensional

Consideremos el espacio vectorial R? | dotado de la métrica no singular de tipo (4, —)
que tiene a la base usual por par hiperbélico. Sea O1; el correspondiente grupo ortogonal
de dicha métrica y, sean (x,y) las coordenadas cartesianas.

Obviando los espacios M?,l y Mil , que se reducen a sendos puntos, y de los que no
hay mas que decir, analicemos el espacio de clases de equivalencia de jets de orden 2, 3 y

El espacio de clases se identifica, en este caso, del mismo modo que sucedia en el moduli
de métricas riemannianas —véase el andlisis del caso r = 2 en la pagina 58—, con R:

M%71 _ —— ]R
ligh] >  Kx(0).
E, igualmente, el espacio de clases tiene un unico estrato, de tipo [Oq 1] .
® M?f,l :

Dada cualquier métrica h pseudo-riemanniana de signatura (4, —), podemos calcular
su curvatura escalar en 0,

Ky(0),
y el producto, con la métrica h, del gradiente de K; en 0 consigo mismo,
h(gradg Ky, gradgKp) .

La curvatura escalar y |h(grad, Ky, gradyKp)| generan el dlgebra de invariantes dife-
renciales de orden menor o igual que 3 de métricas pseudo-riemannianas de signatura

(+7 _) :
En este caso, el tipo nos permite distinguir tres estratos:
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1. Subconjunto de tipo [O71]. Estd formado por aquellos elementos [j3h], tales que
gradg K = 0.

2. Subconjunto de tipo [D1], que estd compuesto por aquellas clases de jets, tales que
el vector grady Ky # 0 y ademas no es un vector isétropo para h. Entendemos D
como el subgrupo de O1,; generado por la simetria respecto de la recta vectorial
engendrada por grady K, .

3. Subconjunto de tipo [Id] . Se trata, por tanto, del estrato de tipo minimo. Pertenecen
a él aquellas clases de jets [jih], tales que gradyK} es un vector no nulo isétropo
para h.

Podemos dar la siguiente aplicacion:

M3, R x [0, 4+00)

)

lgh] —  (Kn(0), |h(gradg Ky, gradgKp)|) ,

de modo que el primer estrato que hemos enunciado se corresponderia por ¢ con los puntos
de ecuacion xo = 0, el segundo con los de ecuaciéon x2 > 0, y el tercer estrato también
tendria la ecuacién o = 0.

Pueden observarse entonces los siguientes hechos:

» Los estratos no estan ordenados por el tipo. El estrato (abierto) al que corresponderia
la denominacién de «estrato genérico» es el segundo entre los enunciados, pero no
es el de tipo minimo.

= Ademas, los invariantes no separan puntos, segin puede comprobarse si se comparan
los estratos 1 y 3: la curvatura y el gradiente de la curvatura no nos permiten
distinguir entre una métrica h con gradyKjp = 0 y otra h para la que grady K}, sea
un vector isétropo no nulo.

Es decir, los estratos 1 y 3 se corresponden por ¢ con una recta (de ecuacién zo = 0)
de puntos dobles.

[ ] Mélllz

Del mismo modo que para el orden 3 de jets, los invariantes diferenciales escalares que
servian para clasificar los jets de orden 4 de métricas riemannianas valen como generadores
del algebra de invariantes diferenciales de orden menor o igual que 4 de las métricas pseudo-
-riemannianas.

Concretamente, los invariantes son:

pi(lighl) = Kn(0),
p2([joh]) = |h(gradgKp, gradoKn)| ,

pg([jéh]) = tr(HessoK}) ,
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pa([joh]) = det(HessoK},)
ps([igh]) = HessoKp(grady Ky, grady Kp,)

donde seguimos denotando por Hessg K}, := (VdK})o el hessiano de la curvatura de h
en 0, y donde tanto en p3 como en ps; estamos considerando traza y determinante del
endomorfismo asociado al par de métricas h y HessyKj}, .

El tipo permite distinguir en este caso los siguientes estratos:

1. Estrato de tipo [O1,1], al que pertenecen todas las clases de jets de métricas h
tales que gradg Ky = 0, y para las que el hessiano de la curvatura tiene la siguiente
expresiéon matricial —en algtin par hiperbdlico para la métrica h—:

(25):

2. Estrato de tipo [Ds]. Estd formado por todas aquellas clases de jets, tales que el
gradiente de la curvatura es un vector nulo y el hessiano se expresa como una matriz

de una de estas clases:
1 a . -1 a
(ab>’0b16n<a —b)’

Entendemos aqui Do realizado geométricamente como el grupo que tiene como ele-
mentos la identidad, la simetria respecto del origen, y las simetrias respecto de dos
rectas vectoriales (concretamente, < \@el +er> y< —\/l;el +ep>,cone; yey par
hiperbdlico para la métrica h ).

conb>0.

3. El estrato de tipo [D1] lo constituyen tres subconjuntos de clases [jgh] que quedan
determinados por distintas condiciones, en términos de los invariantes diferenciales:

» El subconjunto de aquellas clases [j¢h], tales que gradyK) = 0, y HessoK), se
escribe como alguna de estas matrices simétricas:

1 a . 1 a
(a —b> con b> 0, o bien (a 0).

En este caso, Dy se realiza como el subgrupo de O;; generado por la simetria
respecto del origen.

= Las clases [jéh], tales que gradyK} es un vector no nulo y el hessiano de la
curvatura se expresa matricialmente asi:

(25):

D1 se realiza geométricamente como el subgrupo de O;; generado por la si-
metria respecto de la recta engendrada por el vector gradiente.
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» Las clases [jdh], tales que el hessiano de la curvatura se escribe como alguna
de las matrices siguientes:

1 a . -1 a
(a b),oblen ( a b)

(con b > 0), y el gradiente es un vector no nulo en la direcciéon de alguna de las
rectas vectoriales citadas en el estrato 2. Es decir, es uno de los ejes del hessiano
respecto de la métrica h , entendiéndose precisamente D1 como el subgrupo de
O1,1 generado por la simetria respecto de dicho eje.

4. Estrato de tipo [Id], que estd constituido por dos subconjuntos, determinados por
condiciones diferentes en términos de los invariantes diferenciales. A saber:

» Las clases [jih], tales que grad K}, # 0, y el hessiano de la curvatura se escribe
como una matriz de cualquiera de las dos clases siguientes:

1 a . 1 a
(a —b) con b> 0, o bien (a 0).

= Las clases [jéh] , para los cuales el hessiano de la curvatura tiene una expresién
matricial de este tipo:

1 a . -1 a
<a b),oblen ( a —b)

(con b > 0), siendo el gradiente de la curvatura un vector no nulo que no per-
tenece a ninguna de aquellas dos rectas vectoriales mencionadas anteriormente
en el estrato 2.

Obsérvese que en el tercer estrato el grupo D1, cuya clase de conjugacién dentro de
O1,1 es el tipo, se realiza geométricamente de diferentes modos.

3.5. Clasificacién de jets de orden infinito

En el capitulo 2, en la seccién 2.3, hicimos una extensién del teorema de reduccién
2.1.3 para el caso de jets de orden infinito de conexiones lineales en un punto. Ahora,
analogamente, extenderemos el teorema 3.1.3, de modo que podamos enunciarlo para jets
de orden infinito de métricas.

Anadiremos ademés, al final de esta seccién, un resultado diferente, aplicable, por lo
que nosotros sabemos, exclusivamente a métricas riemannianas, y que extender el teorema
3.2.2 a desarrollos formales de métricas en un punto.
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Como en lo ya expuesto para conexiones, se pueden considerar para empezar los si-
guientes espacios anillados —como limites proyectivos de espacios anillados (ejemplo 6 de
la pagina 3)—:

oo T
JPM =lm ;M y [ N; = lm [N
i=0 i=0

(Recordemos que N1 = 0 y que por Ny estamos denotando el conjunto de las métricas
pseudo-riemannianas en p de signatura (s4,s_) ).

Como ya dijimos en el apartado 1.3.1 del capitulo 1, los siguientes grupos son espacios
anillados:
Dif " 1= hln Dif;, , NDif® := liin NDifj, .

Y puede verse alli mismo que existe la siguiente identificacion:
NDify® = {j°7 € Dif;° : j7 = j,Id},

y que, andlogamente, existe una acciéon (como morfismo de espacios anillados) del grupo
Dif ) —por tanto, de NDif ° — sobre J;°M 'y, como vimos en la seccién 2.3 del capitulo

oo
2, también sobre H N; .
i=0
Las aplicaciones ¢, (definidas en la pagina 45) conmutan con los morfismos de los dos
sistemas proyectivos de espacios anillados que estamos considerando:

JrHIAr Pr1 s
p H Ni
=0
(r=0)
J'M r - N
p H (2NN
i=0

y por tanto tenemos un sistema proyectivo de morfismos de espacios anillados:
JRM 5 M 25 Ny x ... x N, (r>0), (3.9)

con 7, la proyeccién candnica del limite proyectivo en el factor correspondiente.
La propiedad universal del limite proyectivo (ej. 6, pdg. 3) proporciona entonces el
siguiente morfismo de espacios anillados:

JeoM —2= T[N,
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Enunciamos sin demostracion —totalmente analoga a la de sus correspondientes versio-
nes para conexiones, en el capitulo 2— los siguientes teoremas, que generalizan el teorema
de reduccién 3.1.3 y el teorema 3.1.4, respectivamente:

Teorema 3.5.1 (Reduccidén para jets infinitos). El morfismo de espacios anillados

¢ o¢]
JM e |
=0

es Dif °—equivariante, epiyectivo y sus fibras son las orbitas de NDif}® .
Ademds, para cada punto de Jy°M , existe alguna seccién 12 de ¢oo que pasa por dicho
punto.

Teorema 3.5.2. Eziste un isomorfismo de espacios anillados:

M3 s, =—— <H)Nz> / Gln,

siendo MY o = (J°M) / Dif 7.

Como en el caso de orden finito, podemos pasar del Ultimo teorema al siguiente:

Teorema 3.5.3. Hay un isomorfismo de espacios anillados:

Mgi,s, e (H Nz) /Os+,s_ .
=2

Demostracion: Consideremos una métrica g, de signatura (s;,s—) sobre 7T, X y su sub-
grupo de isotropia por la accién de Gl ; es decir, O(g,) ~ Oy, s_ -

Notese que dicho subgrupo actiia, para cada entero r > 2, sobre Ny X ... X N,..

La proposiciéon 1.1.3 afirma entonces que existe un isomorfismo de espacios anillados

cocientes: ~ .
(H NZ) /Gln p— <H Nz) /OS+,87 .
i=0 i=2

Esto, junto con el teorema 3.5.3, concluye la demostracién.
O

12 De modo andlogo a lo expresado en la nota al pie de la pagina 37, entiéndase como seccién de ¢oo
un morfismo de espacios anillados

oo
U:HNi—>J;°M,
=0

tal que ¢oo 00 =1d.
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Espacios de moduli de jets de orden infinito de métricas riemannianas

En la seccién 3.2 hemos comprobado (en el teorema 3.2.2) que los invariantes diferen-
ciales de orden menor o igual que r clasifican jets de orden r de métricas riemannianas
en un punto. Generalicemos ahora este resultado para jets de orden infinito.

Lema 3.5.4. Sea G un grupo de Lie compacto. Toda sucesion decreciente de subgrupos
cerrados Hy O Hy O H3 D --- se estabiliza; es decir, existe un entero positivo s, tal que
Hs:Hs+1:Hs+2:"' .

Demostracion: Constltese el lema 6 de la seccion 9 del capitulo IX de [3]. O

Proposicion 3.5.1. Sea G un grupo de Lie compacto, y sea
e —= X — X, — s — X

un sistema proyectivo de aplicaciones G—equivariantes diferenciables entre variedades di-
ferenciables dotadas de una accion diferenciable de G . En estas condiciones, existe un
isomorfismo de espacios anillados:

(0X,)/G ——  lim(X,/G)
[(...,z2,21)] +— (..., [z2], [21]).

Demostracion:
Consideremos las composiciones de morfismos siguientes:

lmX, —X,—X,/G
(oo, xo, @) —>zp— 2] .

Por la propiedad universal del cociente (en la pagina 4), esas composiciones inducen
morfismos de espacios anillados:

QiLan)/G — X,/G
(... 22, 21)] — [z],

que, debido a la propiedad universal del limite proyectivo (véase el ejemplo 6 de la pigina
3), definen a su vez un morfismo de espacios anillados:

(mX,)/G % lm(X,/G)

(... ,z0,21)] — (..., [x2],[z1]).

Que ¢ es epiyectivo es algo trivial. Veamos que también es inyectivo.
Dado un punto (...,z2,21) € limX, , consideremos la sucesién decreciente

Hml:_DH:EQQHZ;g:_)
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de subgrupos cerrados de G, donde H,, denota el subgrupo estabilizador de zj, . Esta
cadena se estabiliza, puesto que G es compacto (segin el lema 3.5.4), luego para un cierto
s se verifica:

=H

Ts42 =

H, =H

Ts+1

Consideremos ahora dos puntos, [(...,z2,21)], [(..., x5, 2})], de (MmX,)/G que ten-
gan la misma imagen por ¢, es decir, tales que [z;] = [z}], para cada k > 0. Sea g € G,
de modo que 2/, = g-z5. Como los morfismos X — X}, (con s > k) son G—equivariantes,
se verifica que z}, = g -y, para todo k < s.

Probemos que eso mismo sucede cuando k > s. Como [z] = [z}], existe un cierto
gr € G, tal que =}, = gj -z, . Puesto que X, — X, es equivariante z, = gj - =5, y entonces
—sin més que comparar con o = g-xs— g lgx € Hy, ; como H,, = H,, , se sigue que
g 'gr € Hy, , y entonces la condicién T) = gi - T, equivale a la condicién z), = g - zy, .

Es decir, zj, = g - 1, , para todo k > 0, y por tanto [(...,z2,21)] y [(..., x5, z})] son
el mismo elemento en (@XT)/G.

Una vez hemos comprobado que ¢ es biyectiva, es una cuenta rutinaria comprobar
que es un isomorfismo de espacios anillados.

O

Consideremos el espacio de moduli'® de jets de orden infinito de métricas riemannianas
en dimension n :

My = J;° M /Dif° .
Para cada entero r > 0, existe un evidente morfismo de espacios anillados:
M> — M,
ge] el

Estos morfismos permiten definir a su vez otro morfismo de espacios anillados:
M — ImM7,
[jgog} — (e, j;g},...).

Teorema 3.5.5. La siguiente aplicacion es un isomorfismo candonico de espacios anillados:

Demostracion: Observemos que, fijando una métrica definida positiva g, en p, se tiene que,
para cada entero r > 0, el grupo ortogonal de g, , O(g,) ~ O,, , actia sobre Ny x ... x N,..

3 Lo llamamos asi, debido al corolario 3.5.6 que demostraremos después.
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Por el teorema 3.5.3, aplicado al caso de métricas riemannianas que nos ocupa, tenemos
el siguiente isomorfismo de espacios anillados:

My —— <ﬁN2> /On = (@ﬁM) /On.

Por otra parte, recordemos que el teorema 3.1.4 afirma que, para cada entero positivo
r —con los casos triviales de r = 0 y 7 = 1, en los que ya sabemos que el espacio de
moduli se reduce a un tnico punto—, existen isomorfismos de espacios anillados:

M, ——— (Na...x N,)/O,.

n

A partir de ese sistema de isomorfismos de espacios anillados, podemos garantizar que
también existe un isomorfismo de espacios anillados, si pasamos al limite proyectivo:

() ]

Para acabar, es suficiente usar la proposicion 3.5.1, que garantiza un isomorfismo de
espacios anillados

(1) 10—t [( 1) o]
O

Observaciéon: Desconocemos si este teorema sigue siendo valido para el caso de métricas
pseudo-riemannianas.

Corolario 3.5.6. Los invariantes diferenciales escalares de orden finito clasifican los jets
de orden infinito de métricas riemannianas. En efecto, dos jets j,°g y jgog’ SON equiva-
lentes si, y solo si, para todo entero r > 0, y para todo invariante diferencial h de orden
menor o igual que r, se satisface h(g)(p) = h(g)(p) .

Demostracion:
Segun el teorema 3.5.5, tenemos:

I9=309 = Jp9=7dp9

para todo entero r > 0.

Para acabar la demostracién, basta tener en cuenta que los invariantes diferenciales de
orden menor o igual que r clasifican r—jets de métricas riemannianas, como se vio en el
teorema 3.2.2.

O
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Apéndice:

Teoria de invariantes de los grupos
de Lie clasicos

En este apéndice enunciaremos sin demostracion algunos resultados que son utilizados
en la memoria.

Definicion A.1. Sea E un R—espacio vectorial de dimension finita n .

Por «grupo de Lie clasico», entenderemos cualquiera de los siguientes grupos de
Lie:

Gl (FE) : grupo de automorfismos lineales de E .

Os,s_(E) : grupo de isometrias lineales de una métrica simétrica no singular de
signatura (s+,s—) en E.

On(E) : grupo de isometrias lineales de una métrica simétrica definida positiva en E .

(Lo que hagamos a continuacién es perfectamente generalizable para otros grupos
de Lie clasicos —usando notacién estandar: Sl,, SO, , Sps, , Uy, SU,, ...—, pero nos
centraremos exclusivamente en los tres enunciados en la definicién, pues son los que tienen
aplicacién en esta memoria).

Estos grupos tienen estructura algebraica: poseen un subhaz canénico A de funciones
algebraicas dentro de su haz de funciones diferenciables.

Definicion A.2. Dado un espacio vectorial real V' de dimension finita, una represen-
tacién lineal algebraica de un grupo de Lie clisico G en V' es un morfismo de grupos
de Lie

G % GIVY),

tal que, para todo g € G, los coeficientes de la matriz de V M V' en cualquier base son
funciones algebraicas de g .
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Seguiremos la costumbre extendida de abusar del lenguaje por la cual nos referiremos
a un espacio vectorial real V' como a una representacién lineal algebraica de un grupo de
Lie clasico G, suponiendo conocido el morfismo de grupos de Lie p.

Dada una representacion lineal algebraica V' de un grupo de Lie clasico GG, existe de
modo natural una accién algebraica de G sobre V :

GxV — V
(g,v) +— g-v:=p(g)(v).

Definicion A.3. Sea V una representacion lineal algebraica de un grupo de Lie cldsico
G . Un vector v € V es invariante por la accion de G si

g-v=v, YgeG.

El subespacio vectorial de vectores invariantes se denota VC .

Dadas dos representaciones lineales (algebraicas) V7, Vo de un grupo de Lie cldsico G,
se tiene que Homp (V1, V2) es también una representacion lineal (algebraica), del siguiente
modo: dados f € Homg(V1,V2) y g € G, g- f es la aplicacion R—lineal entre V; y V3
definida como

(9-fHw):=g-flg7"v).

Definicion A.4. En las condiciones del parrafo anterior, una aplicacién lineal equi-

variante V; L Vo es un elemento de (Homg(V7, Vg))G
Equivalentemente, es una aplicacion lineal que cumple:

flg-v)=g-fv), VgeG,veV.

De modo andlogo, es posible hablar de aplicaciones polinémicas equivariantes y de
aplicaciones diferenciables equivariantes entre Vi y V5, siendo V; y Vo dos representaciones
lineales de un grupo de Lie clasico G .

Enunciamos ahora un caso particular de un resultado méas general que puede encon-
trarse en [23]; este teorema nos garantiza que siempre podemos encontrar un sistema de
generadores del algebra de funciones diferenciables invariantes sobre una representacién
lineal algebraica de un grupo de Lie clasico, que esté formado por funciones polinémicas
invariantes:

Teorema A.1. Sea E una representacion lineal algebraica de un grupo de Lie cldsico G,
y sea AC el dlgebra finito-generada de funciones E — R, polinémicas y G-invariantes. Sea
P1,...,pk un sistema de generadores de AY y denotemos'® p = (p1,...,pr) : E — RF.
Entonces se verifica:

14 Téngase en cuenta que p : E — R* no tiene por qué ser epiyectiva; su imagen, en general, vendra
definida por ciertas relaciones o «sicigias» entre los generadores p1,...,pk .

Hemos preferido escribir el término «sicigia», con respeto a las habituales normas ortograficas del espanol,
y como viene recogido en el Diccionario de uso del espariol de Maria Moliner, en lugar de «sizigia», con
grafia etimolégicamente més sugerente, que es como se encuentra en el Diccionario de la lengua espanola
de la Real Academia Espaiiola.
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La naturaleza de los resultados que enunciamos a continuacién es algebraica, y su
demostracién dentro de la teoria de grupos algebraicos es bien conocida. (Puede verse en
[30]).

En el &mbito de los grupos de Lie, es habitual que sean demostrados para el caso de
grupos de Lie complejos. (Consultense [14, Teorema 4.3.1, pag. 191] para el teorema A.2,
y el teorema 4.3.3, pag. 193, ibidem, para el A.3).

Otros autores ([6] y [13]) han dado demostraciones ad hoc para el teorema A.4.

Para leer un argumento que permite reducir la demostracién de los siguientes enuncia-
dos al caso de los grupos algebraicos, véase [27].

Teorema A.2 (Invariantes de GI(E)). Sea Homgp) (E*® .¢. E* @ E® .°. @F,R)
el R—espacio vectorial de aplicaciones lineales Gl(E)-invariantes

EF'® .2. QF* @ E® .b. E — R.
Se verifica:

= Sia =0, entonces dicho espacio vectorial estd generado por todas las contracciones
totales posibles:

oW1 ®...Qw,®e1®...Qeq) = wi(es)) - Waley@q)) , donde o €.S,.

= Sia#b, entonces dicho espacio vectorial es trivial.

Teorema A.3 (Invariantes de O,(E)). Sea g una métrica simétrica no singular defi-
nida positiva sobre el espacio vectorial real E de dimension finita n , y sea On(E) el grupo
de isometrias lineales de (E,g) . Sea Homg,, (g (E® k. @FE,R) el R—espacio vectorial de
aplicaciones lineales O, (E)-invariantes

E® k. @F — R.
Se verifica:

= Si k es par, entonces dicho espacio vectorial estd generado por contracciones del
stguiente tipo:

e1®...®ep > g(€s(1), €o(2)) -+ - - 9(€a(k—1), €o(k)) > cON T € Sk .

= Si k es impar, entonces dicho espacio vectorial es trivial.

Si consideramos sobre el R—espacio vectorial de dimension finita £ una métrica simé-
trica g, no singular y de signatura (s4,s_), el grupo Oy, s (E) de isometrias lineales de
g no es compacto, a diferencia de lo que sucede con el grupo O, (E), citado en el teorema
anterior. A pesar de ello, el resultado sigue siendo cierto, como puede comprobarse en este
enunciado andlogo:
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Teorema A.4 (Invariantes de O, ;s_(E)). Sea g una métrica simétrica no singular de
signatura (s4,s—) sobre el espacio vectorial real E de dimension finita, y sea O, s (F)
el grupo de isometrias lineales de (E,g) . Sea Homos%si(};) (E® k. @F,R) el R—espacio
vectorial de aplicaciones lineales Oy, s_(E)-invariantes

E® k. @F — R.
Se verifica:

s Si k es par, entonces dicho espacio vectorial estd generado por contracciones del
stquiente tipo:

e1®...®ex > gleg(1)s€o(2)) - 9(€a(k—1): €o(k)) » CON O € S.

s Sik es impar, entonces dicho espacio vectorial es trivial.

Definicion A.5. Dada una representacion lineal algebraica V' de un grupo de Lie cldsi-
co G, diremos que un subespacio vectorial V' de V' es una subrepresentaciéon lineal
(algebraica) de G si G- V' C V'.

Proposicién A.1. Dadas dos representaciones lineales algebraicas, E y F, de un grupo
de Lie cldsico G, y dada una subrepresentacién lineal E' C E , cualquier aplicacién lineal
equivariante E' — F es la restriccién de una aplicacion lineal equivariante E — F'.

El siguiente ejemplo sirve para mostrar la importancia del adjetivo «algebraicas» en
la proposicién anterior; se trata, en efecto, de una representacién lineal no algebraica de
Gl; := GI(R) ~ R* (grupo multiplicativo de todos los nimeros reales salvo el cero), en la
que no cualquier aplicacién lineal equivariante definida sobre una subrepresentacién suya
extiende al espacio total.

Ejemplo: Consideremos la siguiente representacion lineal de Gl :

ai % ClReR)

1 In|Al ) .
)\'—><0 1),

es decir, la accion definida por Gl; sobre R @ R es asi:
A-(e1,ea) := (e1,ea + (In]A])er),

(Obsérvese que esta representacién lineal no es algebraica, pues la accién definida
depende del logaritmo neperiano del valor absoluto de \).
Consideremos también R como representacién lineal trivial de Gl; , de modo que este
grupo actie por la identidad:
A €9 = €9,
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para cada A € Gl; y cada es € R.

Con estas condiciones,

0eR % R

(0, 62) > €9

es una aplicacion lineal Gl —equivariante sobre el subespacio 0 @ R de R @& R, que no

puede extenderse a ninguna aplicacién Gl; —equivariante R @& R 2 R.
Efectivamente, una tal extensién deberia cumplir, por un lado,

V(A (e1,62)) = A-W(er,e2) = ¥(er,e2),
y, por otro, puesto que ¥ extiende a 9,

U(A-(e1,e2)) = ¥(er,ea + (In|A|)eq)
= U(er,e2) + (In|A|) U(0,e1) = ¥(er,ea) + (In|A]) er .

Es decir, para todo A € Gly, y para todo (e1,e2) € R@® R, se deberia verificar:
U(er,e2) = U(er,e2) + (InfA]) er,

lo cual es obviamente imposible, pues el miembro izquierdo de esta dltima igualdad no
depende de A, mientras que el derecho si.
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