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Introducción

El problema de clasificación, sean cuales sean los entes que se desee clasificar, es un
problema recurrente en Matemáticas, y, en particular, en Geometría Diferencial.

Es nuestro interés aquí hablar del problema de equivalencia de jets en un punto de
ciertas estructuras geométricas. Pensamos que este es un primer paso para poder abordar
el problema más deseable de la clasificación local de tales estructuras. Como sugerentes
introducciones a este último problema, pueden leerse [1, cap. 7] y [2].

Precisando algo más el problema, si JrpF denota el fibrado de jets de orden r de
secciones del fibrado natural F → X de orden s , y Difr+sp es el grupo de los jets de orden
r + s de difeomorfismos locales en la variedad diferenciable X que dejan fijo el punto p ,
se trata de dilucidar la naturaleza del siguiente cociente:

JrpF/Difr+sp .

En la literatura, este cociente ha sido estudiado en [8] para los casos de conexiones
lineales simétricas, en [7] para estructuras de Fedosov, y en [24], más en general, para
G−estructuras en presencia de una conexión lineal.

Concretamente, en esta memoria, el fibrado F es el de las conexiones lineales en el
capítulo 2, y el de las métricas en el capítulo 3. En este documento, entre otras cosas,
aparecen algunas aportaciones a la resolución del problema planteado —en lo relativo a
las conexiones lineales y las métricas—, que ya han sido publicadas: véanse [16] y [17].

Nuestro modo de enfocar la cuestión presta especial atención al estudio de los inva-
riantes diferenciales escalares de orden r asociados a la estructura geométrica que desea-
mos analizar; es decir, las funciones «diferenciables» reales definidas sobre el cociente
JrpF/Difr+sp .

El estudio de los invariantes diferenciales escalares está presente en diversos trabajos
de la literatura; entre otros, [25] y [26] se dedican al análisis de las álgebras de invarian-
tes diferenciales de métricas, mientras que [33] se centra en el estudio de los invariantes
diferenciales en el ámbito de los diffieties .

Procedamos ahora a relatar de modo sucinto el contenido de esta memoria.

En el primer capítulo presentamos la noción básica de espacio anillado, que nos per-
mitirá considerar cocientes y límites proyectivos, preservando una cierta estructura «dife-
renciable», y no meramente topológica. Como caso particular de espacio anillado, intro-
ducimos posteriormente la definición de espacio diferenciable, que amplía el concepto de
variedad diferenciable. Tras una breve exposición de la teoría de los fibrados naturales,
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donde seguimos la definición debida a Sancho Guimerá, damos la definición de invariante
diferencial escalar (global) de orden menor o igual que r de las secciones de un fibrado
natural, como una función real «diferenciable» definida sobre todo el espacio de clases de
jets de orden r de secciones del fibrado. Acabamos el capítulo fijando notaciones y apli-
cando las definiciones generales a los casos concretos de los fibrados de jets de conexiones
lineales y de métricas pseudo-riemannianas, y planteamos también la notación y defini-
ciones necesarias para abordar el problema de la clasificación de desarrollos formales, es
decir, de jets de orden infinito.

En el capítulo 2, exponemos cómo asociar una sucesión de tensores normales en un
punto de una variedad diferenciable X a cada tensor definido en un entorno del punto.
Por lo que sabemos, este desarrollo en tensores normales, válido siempre que dispongamos
de una conexión lineal ∇ , fue introducido en primer lugar por Veblen y Thomas ([32]). No
es difícil ver que es posible también obtener la sucesión de tensores normales «asociados
a la propia conexión lineal».

Además, definimos unos espacios vectoriales, Ni , formados por tensores en el punto que
tienen las mismas simetrías lineales que los tensores normales que acabamos de mencionar.

Esta construcción permite definir una aplicación

φr : JrpCon −→ N0 × . . .×Nr ,

que hace corresponder a cada jet de orden r en un punto de conexiones lineales la sucesión
de sus tensores normales hasta el orden r , y el primer resultado fundamental asociado a
este desarrollo en tensores normales es el teorema de reducción 2.1.3 —del que también
damos su versión para conexiones simétricas (teorema 2.1.4)—, que reformulamos aquí:

Teorema. (Reducción). Para cada entero r ≥ 0 , la aplicación φr es una proyección
regular epiyectiva, cuyas fibras son las órbitas de un cierto grupo de jets de difeomorfismos
locales.

Además, N0× . . .×Nr es una representación lineal del grupo lineal real Gln , y, como
corolario del teorema de reducción, se sigue inmediatamente que el espacio de clases de jets
de conexiones lineales es isomorfo, como espacio anillado, al cociente (N0× . . .×Nr)/Gln .
Esto, junto con la conveniente aplicación de la teoría de invariantes de Gln , servirá para
demostrar el teorema 2.2.3:

Teorema. Los únicos invariantes diferenciales escalares asociados a las conexiones linea-
les, sean estas simétricas o no, son las funciones constantes.

Queda abierta la cuestión de estudiar qué condiciones de «estabilidad» pueden impo-
nerse sobre las conexiones lineales, de modo que, restringiendo el análisis a aquellos jets
de conexiones que verifiquen dichas condiciones, sí obtengamos una colección suficiente
de invariantes diferenciales escalares que permitan, en último término, llevar a cabo una
clasificación cabal, y de tal manera, que el espacio de clases tenga una buena estructura
(deseablemente, de espacio diferenciable). Recientemente, pueden consultarse [5], [11] y
[12] como referencias que abordan este problema.
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Por otra parte, nuestras técnicas permiten recuperar, mediante argumentos diferentes
de los allí empleados, las fórmulas ya presentes en [8] sobre la «dimensión genérica» del
espacio de clases de jets de conexiones lineales simétricas.

Acabamos el capítulo 2 probando el teorema 2.3.1, resultado que extiende el teorema
de reducción anteriormente citado al caso de jets de orden infinito de conexiones lineales:

Teorema. El morfismo de espacios anillados que hace corresponder a cada jet de orden
infinito en un punto de conexiones lineales su desarrollo formal mediante tensores nor-
males en dicho punto es epiyectivo, equivariante respecto a la acción del grupo de jets
de orden infinito de difeomorfismos locales y tiene, para cada ∞−jet de conexiones, una
sección que pasa por dicho jet.

Dedicamos el tercer capítulo al estudio de los espacios de clases de jets de métricas.
De modo análogo a lo hecho en el capítulo 2 , empezamos presentando los tensores

normales en un punto asociados a una métrica pseudo-riemanniana y definimos los espacios
Ni de tensores en un punto que tienen las mismas simetrías que los normales.

También podemos definir una aplicación

φr : JrpM −→ N0 × . . .×Nr ,

que a cada jet de métricas le hace corresponder su sucesión de tensores normales en p
hasta el orden r , y damos el teorema 3.1.3, totalmente análogo al correspondiente para
conexiones lineales:

Teorema. (Reducción). Para cada entero r ≥ 0 , la aplicación φr es una proyección
regular epiyectiva, cuyas fibras son las órbitas de un cierto grupo de jets de difeomorfismos
locales.

Este último teorema es usado para probar, de modo inmediato, que hay un isomorfismo
de espacios anillados entre el espacio de clases de jets de métricas pseudo-riemannianas
de signatura (s+, s−) y el cociente de N2 × . . . × Nr por el grupo ortogonal Os+,s− .
La combinación de este hecho con un resultado de Luna (teorema A.1) bastará para
demostrar también que el álgebra de invariantes diferenciables es finito-generada, en el
siguiente sentido (teorema 3.2.1):

Teorema. (Finitud de invariantes). Existe un número finito q1, . . . , qs de invariantes
diferenciales escalares de orden menor o igual que r de las métricas pseudo-
-riemannianas, tales que cualquier otro invariante diferencial f de orden menor o igual
que r es una función diferenciable de los primeros; es decir, f = F (q1, . . . , qs) , para alguna
función F ∈ C∞(Rs) .

En el caso de métricas riemannianas, al espacio de clases lo llamaremos espacio de
moduli, debido a los dos siguientes resultados.

Por una parte, los invariantes diferenciales escalares separan puntos en el espacio de
clases de jets de métricas riemannianas, de modo que los valores que dichos invariantes
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tomen sirven para clasificar los r−jets en un punto de métricas riemannianas (teorema
3.2.2):

Teorema. (Clasificación de métricas riemannianas). Los invariantes diferenciales
de orden menor o igual que r separan puntos en el espacio de moduli de jets en un punto
de orden r de métricas riemannianas.

En su demostración, desempeña un papel clave la compacidad del grupo ortogonal
de una métrica riemanniana. Sin embargo, como es bien sabido, el grupo ortogonal de
una métrica pseudo-riemanniana no es compacto; ello hace que no sea cierto en general
que los invariantes diferenciales separen puntos en el espacio de clases de jets de métricas
pseudo-riemannianas, a lo que volveremos más adelante.

Por otra parte, proporcionamos un par de teoremas estructurales (teoremas 3.2.3 y
3.2.5) para el espacio de moduli riemanniano. Este hecho, donde de nuevo es crucial la
compacidad del grupo ortogonal de una métrica riemanniana, es el resultado fundamental
de esta memoria:

Teorema. El espacio Mr
n de moduli de jets de orden r de métricas riemannianas es un

espacio diferenciable que estratifica de modo canónico en un número finito de subespacios
localmente cerrados que son variedades diferenciables, y de modo que una de ellas es un
subconjunto conexo, denso y abierto del espacio de moduli.

Cada estrato del moduli, cuya existencia garantiza el teorema anterior, está formado
por aquellos jets de métricas riemannianas que tienen esencialmente el mismo grupo de
automorfismos; más concretamente, un estrato, digamos S[H] , será el conjunto de clases
de equivalencia de jets jrpg cuyo grupo de automorfismos, visto como subgrupo del grupo
ortogonal O(TpX, gp) ' On , es conjugado a H .

En este mismo capítulo, determinamos de modo preciso qué estratos aparecen en los
espacios demoduli asociados a una variedad bidimensional, mediante el siguiente resultado
(teorema 3.3.3), donde estamos denotando por Dm el grupo diédrico de orden 2m y por
Km el grupo de giros de orden m (en ambos casos, con m ≥ 1 ):

Teorema. Los estratos del espacio de moduli Mr
2 se corresponden con alguna de las si-

guientes clases de conjugación en O2 : [O2] , [D1] , . . . , [Dr−2] ,[K1] ,. . . ,[Kr−4] (y también
[K1] , si r = 4 ).

Aplicamos este último teorema para realizar el estudio completo de los espacios de
moduli sobre una variedad de dimensión 2 en órdenes bajos (r = 2 , 3 y 4).

Con respecto a las métricas pseudo-riemannianas, presentamos el análisis de un ejemplo
de espacio de clases de jets, que sirve para ilustrar que los teoremas antes enunciados para
métricas riemannianas no son ciertos en el caso pseudo-riemanniano. Más concretamente,
puede observarse:

- Que, en general, los invariantes diferenciales no separan puntos en el espacio de
clases; es decir, los invariantes diferenciales escalares no clasifican los jets de métricas
pseudo-riemannianas.
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- Que, en general, el espacio de clases no es un espacio diferenciable ni estratifica en
variedades diferenciables, como sí sucedía en el caso riemanniano.

Es un problema abierto aún el determinar ciertas condiciones de «estabilidad» sobre los
jets de métricas pseudo-riemannianas, de modo que sea posible realizar una clasificación
adecuada —posiblemente, mediante algún teorema de estratificación similar al que hemos
obtenido en el caso riemanniano— sobre aquellos jets que las verifiquen.

Al final del tercer capítulo, demostramos un teorema de reducción (3.5.1) para jets
de orden infinito de métricas pseudo-riemannianas, análogo al correspondiente para jets
de orden infinito de conexiones lineales. Este teorema, de nuevo junto a la compacidad
del grupo ortogonal de una métrica riemanniana, nos permitirá probar que el espacio de
clases de jets de orden infinito de métricas riemannianas, M∞n , es el límite proyectivo de
los espacios de moduli Mr

n .
Como consecuencia, además, obtenemos el corolario 3.5.6:

Teorema. Los invariantes diferenciales escalares de orden finito clasifican los jets de
orden infinito de métricas riemannianas.

Es decir, dos jets, j∞p g , j∞p g′ , son equivalentes si, y solo si, para todo entero r ≥ 0 ,
y para todo invariante diferencial escalar h de orden menor o igual que r , se satisface
h(g)(p) = h(g′)(p) .

La memoria tiene, finalmente, un breve Apéndice en el que, sin demostración, presen-
tamos algunos resultados relativos a la teoría de invariantes de los grupos de Lie clásicos,
de los que tendremos que hacer uso en algún momento.
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Capítulo 1

Espacios de clases de jets en un
punto

En este capítulo, vamos a presentar algunos conceptos que serán de utilidad a lo largo
de esta memoria. En particular, introduciremos los espacios de clases de equivalencia de
jets en un punto de secciones de un fibrado natural, así como la estructura con la que los
vamos a considerar, que es la de espacio anillado (reducido).

1.1. Espacios anillados
Es bien patente en la mayoría de los textos de Geometría Diferencial que dicha disci-

plina se puede estudiar sin presentar la definición de variedad diferenciable como un caso
particular de espacio anillado.

Sin embargo, este concepto permite considerar entes matemáticos que escapan del
ámbito de las variedades diferenciables, como son el cociente de una variedad por la acción
de un grupo de Lie y el límite proyectivo de variedades diferenciables.

Puesto que el paso al cociente será una operación fundamental en nuestro trabajo, con-
sideramos la categoría de espacios anillados como la base más apropiada para el desarrollo
posterior.

La noción de espacio anillado que vamos a introducir —más restrictiva que la habitual
en Geometría Algebraica1— se ajusta al grado de generalidad que necesitaremos en lo
sucesivo.

Definición 1.1.1. Un haz de funciones continuas sobre un espacio topológico X es
una aplicación OX que a cada abierto U ⊆ X le asigna una subálgebra OX(U) ⊆ C(U,R)
(del álgebra de funciones continuas sobre U con valores en R ), de modo que se satisfaga
la siguiente condición:

Para cada abierto U ⊆ X , cada recubrimiento por abiertos U =
⋃
i∈I Ui y cada función

1 Véase la definición de espacio anillado propia de la Geometría Algebraica en [18]
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CAPÍTULO 1. ESPACIOS DE CLASES DE JETS EN UN PUNTO

f : U → R , se verifica:

f ∈ OX(U) ⇐⇒ f |Ui ∈ OX(Ui) , ∀ i ∈ I .

Es decir, un haz de funciones continuas sobre X no es otra cosa que un subhaz del
haz CX de funciones continuas con valores reales.

En particular, si U y V son abiertos de X , tales que U ⊆ V , entonces se cumple:

f ∈ OX(V ) =⇒ f |U ∈ OX(U) .

Definición 1.1.2. Un espacio anillado es una pareja (X,OX) , en la que X es un
espacio topológico y OX es un haz de funciones continuas sobre X .

Todo subconjunto abierto V de un espacio anillado (X,OX) es a su vez, y de modo
natural, un espacio anillado. Basta definir OV (U) := OX(U) , para cada abierto U ⊆ V .

Por comodidad en la notación, es muy habitual —y así lo haremos en la mayoría de las
ocasiones, salvo cuando interese hacer hincapié en el haz de funciones continuas— denotar
un espacio anillado (X,OX) simplemente como X , omitiendo pues el haz.

Si X es un espacio anillado y U es un subconjunto abierto suyo, nos referiremos con
frecuencia a las funciones que pertenezcan a OX(U) como funciones «diferenciables» sobre
U .

Definición 1.1.3. Un morfismo entre espacios anillados ϕ : X → Y es una apli-
cación continua, tal que, para cada abierto U ⊆ Y y para cada f ∈ OY (U) , se verifique:
ϕ∗f := f ◦ ϕ ∈ OX(ϕ−1(U)) .

Un morfismo de espacios anillados ϕ : X → Y es un isomorfismo si existe un
morfismo φ : Y → X (el morfismo inverso de ϕ ), tal que ϕ ◦ φ = IdY y φ ◦ ϕ = IdX .

Ejemplos:

1. Sea X un espacio anillado y sea U ⊆ X un abierto. La inclusión natural U ↪→ X
es un morfismo de espacios anillados.

2. Por supuesto, la composición de morfismos de espacios anillados vuelve a ser un
morfismo de espacios anillados.

3. Rn , dotado del haz C∞Rn de funciones diferenciables, es un espacio anillado.

4. Una variedad diferenciable es un espacio anillado en el que cada punto tiene un
entorno abierto isomorfo como espacio anillado a (algún abierto de) (Rn, C∞Rn) .
Una aplicación entre variedades diferenciables se dice diferenciable precisamente si
es un morfismo de espacios anillados, y se llama difeomorfismo si es un isomorfismo
de espacios anillados.
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5. Cualquier subespacio Z cerrado —es más, en general, localmente cerrado— de Rn ,
junto con el haz C∞Z de las funciones que coinciden localmente con restricciones de
funciones diferenciables sobre Rn , es un espacio anillado.

6. En ocasiones podremos considerar un sistema proyectivo de morfismos de espacios
anillados:

· · · −→ Xr+1 −→ Xr −→ · · · −→ X1 .

El límite proyectivo ĺım
←
Xr es un espacio anillado, con la siguiente estructura.

Sobre el conjunto ĺım
←
Xr se tiene la topología del límite proyectivo, es decir, la

topología inicial inducida por las proyecciones canónicas πs : ĺım
←
Xr → Xs . Por otra

parte, diremos que una función real sobre un abierto de ĺım
←
Xr es «diferenciable» si

coincide localmente con la composición de una proyección πs : ĺım
←
Xr → Xs y una

función diferenciable sobre un abierto de Xs .
El espacio topológico ĺım

←
Xr , dotado del haz de funciones diferenciables explicitado

anteriormente, es un espacio anillado, que satisface la siguiente propiedad universal:
Para cada espacio anillado Y , existe la biyección natural (funtorial en Y ):

Hom (Y, ĺım
←
Xr) ĺım

←
Hom (Y,Xr)

ϕ 7−→ (. . . , πr ◦ ϕ, . . .) .

1.1.1. Espacios anillados cocientes

Sean (X,OX) un espacio anillado, G un grupo que actúa sobre X , X/G el espacio
topológico cociente y π : X → X/G la aplicación canónica (continua) de paso al cociente.

Definición 1.1.4. El espacio anillado cociente (X/G,OX/G) es la pareja formada por
el espacio topológico cociente X/G , junto con el haz de funciones continuas que, a cada
abierto U ⊆ X/G , le hace corresponder:

OX/G(U) := {f ∈ C(U,R) : f ◦ π ∈ OX(π−1(U))} .

Existe un isomorfismo de R−álgebras canónico:

OX/G(U) OX(π−1(U))G

f 7−→ f ◦ π ,

donde con OX(π−1(U))G estamos denotando el conjunto de todas las aplicaciones per-
tenecientes a OX(π−1(U)) que son invariantes por la acción de G (es decir, aquellas
f ∈ O∞X (π−1(U)) , tales que f(g · p) = f(p) , para cualesquiera g ∈ G y p ∈ π−1(U) ).
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CAPÍTULO 1. ESPACIOS DE CLASES DE JETS EN UN PUNTO

Obsérvese que la aplicación canónica π : X → X/G es, con la estructura expuesta
en el cociente, un morfismo de espacios anillados. Además, el espacio anillado cociente
X/G verifica, como sería de esperar, la propiedad universal del cociente en la categoría
de espacios anillados:

Propiedad universal del cociente: Todo morfismo de espacios anillados ϕ : X → Y
que sea constante sobre cada órbita de la acción de G sobre X factoriza de modo unívoco
a través de la aplicación cociente π : X → X/G ; esto es, existe un único morfismo de
espacios anillados ϕ̃ : X/G→ Y , que verifica ϕ = ϕ̃ ◦ π .

Como caso particular de la definición anterior, siG×X → X es una acción diferenciable
de un grupo de Lie G sobre una variedad diferenciable X , el espacio topológico cociente
X/G tiene, con el haz de funciones continuas expuesto en la definición 1.1.4, estructura
de espacio anillado, aunque no, en general, de variedad diferenciable.

Enunciemos ahora unos resultados que necesitaremos más adelante:

Proposición 1.1.1. Sea G un grupo que actúe sobre un cierto espacio anillado X , y
sea f : X → Y un morfismo epiyectivo de espacios anillados, de modo que, para cada
punto p ∈ X , existe una sección local (morfismo de espacios anillados) de f que pase por
p . Si las órbitas de G coinciden precisamente con las fibras de f , entonces la siguiente
aplicación establece un isomorfismo de espacios anillados:

X/G
f̄−→ Y

[p] 7−→ f̄([p]) = f(p) .

Demostración: La propiedad universal del cociente (en la página 3, tras la definición 1.1.4)
nos garantiza que f factoriza a través de un único morfismo de espacios anillados,

X/G
f̄−→ Y

[p] 7−→ f̄([p]) = f(p) ,

claramente biyectivo.
Para concluir, falta comprobar que f̄−1 es también un morfismo de espacios anillados,

siendo esta una cuestión de carácter local.
Cualquier sección local σ de f induce, al proyectarla al cociente X/G , un morfismo

de espacios anillados que es una inversa local de f̄ y debe coincidir, por tanto, con la
correspondiente restricción de f̄−1 .

Esta proposición permite formular el siguiente corolario:

Corolario 1.1.1. Si G es un grupo de Lie que actúa diferenciablemente sobre una variedad
diferenciable X , Y es otra variedad diferenciable y f : X → Y es una proyección regular
epiyectiva, de modo que las fibras de f coincidan con las órbitas de G , entonces X/G
tiene estructura de variedad diferenciable (y es difeomorfa a Y ).
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Proposición 1.1.2. Sea X un espacio anillado sobre el que actúa un grupo G . Si tenemos
la siguiente sucesión exacta de grupos,

1 −→ H1 −→ G −→ H2 −→ 1 ,

entonces existe este isomorfismo de espacios anillados:

X/G (X/H1)/H2

[p] 7−→ [p] .

Demostración: Observemos en primer lugar que H2 ' G/H1 actúa en X/H1 , consideran-
do que H1 actúa en G por la derecha:

G/H1 ×X/H1 −→ X/H1
([g], [p]) 7−→ [g · p] .

(Esa acción está bien definida: [g] · [h1 · p] = [gh−1
1 ] · [h1p] = [(gh−1

1 h1) · p] = [g · p] ).
La propiedad universal del cociente de espacios anillados, aplicada dos veces, define un

morfismo de espacios anillados trivialmente epiyectivo:

X //

""

X/G [p]

X/H1 //

55

(X/H1)/H2

OO

[p] .
_

OO

Es bien sencillo comprobar que también es inyectivo:
Sean [p] ,[q] ∈ (X/H1)/H2 , tales que [p] = [q] en X/G , de modo que existe g ∈ G , tal

que q = g · p .
Si denotamos por [q]H1 la clase de equivalencia de q en X/H1 , y mediante [g]H1 la

clase de equivalencia de g en G/H1 , entonces:

[q]H1 = [g · p]H1 = [g]H1 · [p]H1 = h2 · [p]H1 ,

donde h2 ∈ H2 el único elemento que se corresponde con [g]H1 , a través del isomorfismo
H2 ' G/H1 , de modo que [q] = [p] en (X/H1)/H2 .

La aplicación inversa,
X/G −→ (X/H1)/H2
[p] 7−→ [p] ,

es la factorización —de nuevo, aplicamos la propiedad universal del cociente para espacios
anillados— por X/G del morfismo de espacios anillados X −→ (X/H1)/H2 , y es a su vez,
por consiguiente, morfismo de espacios anillados.

5



CAPÍTULO 1. ESPACIOS DE CLASES DE JETS EN UN PUNTO

Proposición 1.1.3. Sean X e Y espacios anillados, y sea G un grupo de Lie que actúa
por la izquierda sobre Y , y que también actúa por la izquierda sobre X , de modo transi-
tivo. (Ambas acciones son morfismos de espacios anillados). Si denotamos el subgrupo de
isotropía de un cierto elemento p0 ∈ X mediante I = {g ∈ G : g · p0 = p0} , entonces se
tiene el siguiente isomorfismo de espacios anillados cocientes:

(X × Y )/G Y/I

[(p, q)] 7−→ [g−1 · q] ,

donde g es un elemento de G , tal que p = g · p0 .

Demostración: La acción de G sobre X y sobre Y induce de modo natural una acción
sobre X × Y : g · (p, q) := (g · p, g · q) .

Por otra parte, puesto que I es un subgrupo cerrado del grupo de Lie G , I también
es grupo de Lie. (Véase el Teorema 2.3, pág. 115, de [19]). Por restricción de la acción de
G , I actúa por la izquierda sobre la variedad Y como morfismo de espacios anillados.

La propiedad universal del cociente (pág. 3) afirma entonces que tanto (X × Y )/G
como Y/I son espacios anillados (cocientes de X × Y e Y , respectivamente).

Llamemos ϕ a la aplicación dada en el enunciado y ψ a su inversa, que es como sigue:

[q] 7−→ [(p0, q)] .

La aplicación ϕ está bien definida, puesto que, si existe ḡ ∈ G , tal que

(p2, q2) = ḡ · (p1, q1) = (ḡ · p1, ḡ · q1) ,

con p1 = g1 · p0 y p2 = g2 · p0 , entonces h = g−1
2 ḡg1 es un elemento de I :

h · p0 = (g−1
2 ḡg1) · p0 = (g−1

2 ḡ) · p1 = g−1
2 · p2 = g−1

2 · (g2 · p0) = (g−1
2 g2) · p0 = p0 ;

y se verifica:

g−1
2 · q2 = g−1

2 · (ḡ · q1) = (g−1
2 ḡg1) · (g−1

1 · q1) = (hg−1
1 ) · q1 .

Por su parte, la aplicación ψ también está bien definida, ya que, dados q1, q2 ∈ Y y
h ∈ I , tales que q2 = h · q1 , entonces el propio h es el elemento de G que verifica lo
siguiente:

h · (p0, q1) = (h · p0, h · q1) = (p0, q2) .

Tanto ϕ como ψ son morfismos de espacios anillados. Veámoslo:
La aplicación

X × Y φ−→ Y/I
(p, q) 7−→

[
g−1 · q

]
es un morfismo de espacios anillados que es constante sobre las órbitas de G , como puede
comprobarse trivialmente, e induce por tanto —por la propiedad universal del cociente de
espacios anillados— un morfismo de espacios anillados, que es justamente el morfismo ϕ .
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La aplicación φ es morfismo de espacios anillados como composición de los morfismos

X × Y −→ Y
(p, q) 7−→ g−1 · q y Y −→ Y/I

q 7−→ [q] .

El segundo es morfismo de espacios anillados, pues es una aplicación de paso al cociente.
El primero también es morfismo de espacios anillados, ya que las aplicaciones «órbita»,

G −→ Y
g 7−→ g · q ,

G −→ X
g 7−→ g · p0 ,

lo son, y también lo es la aplicación de tomar inverso en el grupo G :

G −→ G
g 7−→ g−1 .

Análogamente, ψ es el morfismo de espacios anillados inducido, gracias a la propiedad
universal del cociente, por el siguiente morfismo de espacios anillados constante sobre las
órbitas de I :

Y −→ (X × Y )/G
q 7−→ [(p0, q)] .

Para acabar, es bien sencillo comprobar que ϕ y ψ son aplicaciones inversas la una de
la otra:

ϕ(ψ([q])) = ϕ([(p0, q)]) = [1 · q] = [q] ,

ψ(ϕ([(p, q)]) p=g·p0= ψ([g−1 · q]) = [(p0, g
−1 · q)] = [(g · p0, (gg−1) · q)] = [(p, q)] .

1.1.2. Espacios diferenciables

Vamos a introducir una estructura más general que la de variedad diferenciable: la de
espacio diferenciable (como referencia, puede consultarse [28]).

Antes de dar la definición, recordemos que todo cerrado Z ⊂ Rn tiene estructura
natural de espacio anillado, como ya dijimos en el ejemplo 5 de la página 3.

Definición 1.1.5. Un espacio diferenciable (reducido) es un espacio anillado en el
que cada punto admite un entorno abierto isomorfo como espacio anillado a un cierto
subespacio cerrado (Z, C∞Z ) de algún Rn .

Una aplicación entre espacios diferenciables se llama diferenciable si es un morfismo
de espacios anillados.

Ejemplos:

1. (Rn, C∞Rn) es un espacio diferenciable.

2. Cualquier variedad diferenciable es un espacio diferenciable.
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3. Todo subespacio (localmente) cerrado de (Rn, C∞Rn) (con su estructura natural de
espacio anillado) es un espacio diferenciable.

Otro de los ejemplos más importantes y más útiles de espacios diferenciables es pro-
porcionado por el siguiente teorema:
Teorema 1.1.2 (Schwarz). Sea G → Gl(V ) una representación lineal diferenciable de
dimensión finita de un grupo de Lie compacto G . En estas condiciones, el espacio anillado
cociente V/G es un espacio diferenciable.
Demostración: Puede verse en [28, Teorema 11.14, pág. 140].

El Teorema de finitud de Hilbert ([28, pág. 139]) asegura la existencia de un sistema
finito de generadores de la R−álgebra de polinomios G−invariantes sobre V .

Si p1, . . . , pk es un sistema tal, entonces podemos definir un isomorfismo de espacios
anillados:

(p1, . . . , pk) : V/G Z ⊆ Rk ,

donde Z es un subespacio cerrado de Rk .
En relación con lo anterior, y más generalmente, el cociente X/G por la acción diferen-

ciable de un grupo de Lie compacto G sobre una variedad diferenciable X es un espacio
diferenciable. ([28, Teorema 11.17, pág. 141]).

1.2. Fibrados naturales
Para la revisión de la definición de fibrado (diferenciable) sobre una variedad diferen-

ciable, pueden consultarse [15] o [22].
En esta sección presentaremos la definición de un tipo especial de fibrados, los fibrados

naturales, que serán, usando un lenguaje sugerente y poco riguroso, aquellos que pueden
definirse universalmente sobre cualquier variedad diferenciable para una dimensión fija.

La definición que proponemos no es la habitual —que puede encontrarse en [21]—,
pero es equivalente a ella, como se expone en [27].

En lo que sigue, salvo que se diga otra cosa, X será una variedad diferenciable de
dimensión constante n . Llamaremos difeomorfismo de X a cualquier difeomorfismo local
τ : U → V entre dos abiertos de X . Para denotar el conjunto de los difeomorfismos de
X usaremos Dif X .
Definición 1.2.1. Sea π : F → X un fibrado y sea τ : U → V un difeomorfismo de X .
Una subida de τ a F es cualquier difeomorfismo τ∗ : F|U → F|V que haga conmutativo
el siguiente diagrama:

F|U
τ∗ //

π

��

F|V

π

��
U τ

// V,

8
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donde estamos denotando por F|U justamente lo que el fibrado F «tiene por encima de»
U , es decir: F|U := π−1(U) .

Es muy frecuente —y así lo haremos también en esta memoria— abusar del lenguaje
y hablar del fibrado F sobre X , sin hacer referencia explícita a la aplicación π : F → X ,
siempre que no haya dudas sobre cuál sea esta.

Definición 1.2.2. Un fibrado natural sobre X es un fibrado π : F → X junto con
una subida de difeomorfismos, es decir, una aplicación que asigna a cada difeomorfismo
de X una subida a F ,

Dif X ∗−→ Dif F
τ 7−→ τ∗ ,

que cumpla las condiciones siguientes de funtorialidad, carácter local y regularidad (o
dependencia diferenciable de los parámetros), es decir:

(i) Funtorialidad: respeta composiciones ( (τ ◦ τ ′)∗ = τ∗ ◦ τ ′∗ ), siempre que estas tengan
sentido, y hace corresponder la identidad a la identidad, Id∗ = Id .

(ii) Carácter local: para cualquier difeomorfismo de X , τ : U → V , y su restricción a
ciertos abiertos,

U
τ−→ V

∪ ∪
U ′

τ ′−→ V ′,

se verifica τ ′∗ = τ∗|F|U′
.

(iii) Dependencia diferenciable de los parámetros: si {τt : Ut → Vt}t∈T es una familia
diferenciable de difeomorfismos de X parametrizada2 por una cierta variedad T ,
entonces {τt∗ : F|Ut → F|Vt}t∈T es una familia diferenciable de difeomorfismos de
F .

En [10] puede verse que la tercera condición relativa a la dependencia diferenciable de
los parámetros puede omitirse, ya que se obtiene de las dos primeras condiciones exigidas
en la definición de fibrado natural. Se preserva aquí como una de las tres condiciones de
la definición, por su utilidad para demostrar que un determinado fibrado no puede ser
dotado de estructura natural, como podrá verse en el ejemplo 4 de la página 10.

Es importante observar que las fibras de un fibrado natural π : F → X son todas
difeomorfas entre sí. Efectivamente, si denotamos por Fp(= π−1(p)) y Fq las fibras de los
puntos p y q , respectivamente, entonces, dado un difeomorfismo ϕ : U → V entre sendos

2 Con precisión, una familia {τt : Ut → Vt}t∈T de difeomorfismos locales de X , parametrizada por una
cierta variedad diferenciable T , es diferenciable si verifica las siguientes condiciones:

(a) los conjuntos U := qt∈TUt y V := qt∈TVt son abiertos de X × T ;
(b) la aplicación τ : U → V , (p, t) 7→ τ(p, t) := τt(p) , es diferenciable.
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entornos abiertos de p y q , su subida ϕ∗ : F|U → F|V establece, mediante restricción, el
difeomorfismo ϕ∗ : Fp → Fq entre las fibras buscado.

Ejemplos:

1. Dada una variedad diferenciable Φ , el fibrado natural trivial de fibra Φ sobre
X , consiste en la proyección en el primer factor πX : F = X × Φ → X , junto con
la siguiente subida de difeomorfismos: dado un difeomorfismo τ : U → V de X , su
subida es el difeomorfismo

τ∗ : F|U = U × Φ −→ F|V = V × Φ ,

donde τ∗(p, φ) = (τ(p), IdΦ(φ)) = (τ(p), φ) .
Es inmediato comprobar que se cumplen las condiciones de funtorialidad y de loca-
lidad que impusimos a la subida de difeomorfismos en la definición 1.2.2 de fibrado
natural.

2. El fibrado tangente de X es un fibrado natural. La subida de un difeomorfismo
τ : U → V será:

TU
τ∗−→ TV

Dp 7−→ τ∗,p(Dp) ,

donde τ∗,p designa la aplicación lineal tangente de τ en el punto p .
De nuevo, la comprobación de la funtorialidad y del carácter local de esta subida de
difeomorfismos es rutinaria.

3. También es un fibrado natural el fibrado cotangente de X . La subida de un
difeomorfismo τ : U → V es como sigue:

T ∗U
τ∗−→ T ∗V

ωp 7−→ (τ t∗,p)−1(ωp) ,

donde con (τ t∗,p)−1 estamos denotando la inversa de la aplicación lineal cotangente
de τ .

4. Veamos un sencillo ejemplo de fibrado que no puede ser dotado de estructura de
fibrado natural. Basta considerar la circunferencia unidad S1 = {z ∈ C : |z| = 1}
como fibrado sobre sí misma:

S1 −→ S1
z 7−→ z2 .

Como dar una vuelta completa en la circunferencia de la base del fibrado supone
dar solo media vuelta en la circunferencia de arriba, resulta que, para la familia de
difeomorfismos de S1 parametrizada por θ , {τθ : S1 −→ S1}θ∈[0,2π) , donde cada τθ
es el giro de ángulo θ , no hay subida diferenciable de la familia que además respete
que la aplicación identidad suba a la identidad.
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(El giro τ2π = τ0 es la identidad en
la base y, sin embargo, τ2π∗ no es
la identidad en la circunferencia de
«arriba»).

τ2π = τ0 = Id

τ2π∗ = τ0∗ 6= Id

5. Dado un fibrado natural π : F → X y dado un entero r ≥ 0 , el fibrado de jets de
orden r de secciones3 (locales) de F ,

JrF
π̄−→ X

jrpσ 7−→ π̄(jrpσ) = p ,

es otro fibrado natural.
(Como referencias para el concepto de fibrado de jets de secciones, sirvan [15] y [31]).
Dado un difeomorfismo de X , τ : U → V , seguimos denotando por τ∗ su subida al
fibrado F . La subida Jτ∗ de τ a JrF será la obvia:

JrF|U
Jτ∗−→ JrF|V

jrpσ 7−→ Jτ∗(jrpσ) = jrτ(p)(τ∗ ◦ σ ◦ τ
−1) .

Es elemental comprobar que tal subida es de carácter local y funtorial.

Definición 1.2.3. Dados dos fibrados naturales sobre X , π : F → X , π̄ : F̄ → X , un
morfismo de fibrados ϕ : F → F̄ (es decir, π̄ ◦ϕ = π ) se dice natural si, dado cualquier
difeomorfismo de X , τ : U → V , el siguiente diagrama es conmutativo:

F|U
ϕ //

τ∗

��

F̄|U

τ∗

��
F|V ϕ

// F̄|V

(No distinguimos en la notación la subida de τ al fibrado π : F → X del difeomorfismo
subido al fibrado π̄ : F̄ → X , representando ambos como τ∗ ).

Dado p ∈ X , denotaremos Difp el grupo de gérmenes de difeomorfismos locales (entre
entornos abiertos de p ) que dejan fijo p ,

Difp = {gérmenes de difeomorfismos τ : U → V , τ(p) = p} .
3 Siempre consideraremos diferenciables las secciones de un fibrado.
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El hecho de que un fibrado natural tenga una subida de difeomorfismos (definición
1.2.2) que, en particular, es funtorial permite definir una acción del grupo Difp sobre la
fibra Fp de un fibrado natural F → X del siguiente modo: τ · x = τ∗(x) , para cada
τ ∈ Difp y cada x ∈ Fp —y denotando τ∗ de nuevo la subida de τ al fibrado F —.

Sea Difrp el grupo de los r−jets de difeomorfismos locales de X que dejan p fijo.
Si en cierto entorno de p tomamos un sistema de coordenadas x1, . . . , xn , de modo

que xi(p) = 0 (i = 1, . . . , n), entonces un elemento τ̄ ∈ Difrp viene dado por n jets de
funciones:

τ̄(x1, . . . , xn) = (f̄1(x1, . . . , xn), . . . , f̄n(x1, . . . , xn)) ,
donde cada f̄i es una serie formal hasta el orden r :

f̄i(x1, . . . , xn) =
∑

0<|α|≤r
λi,αx

α

(con la notación habitual: α = (α1, . . . , αn) , |α| = α1 + . . .+ αn y xα = xα1
1 . . . xαnn ).

(Nótese que los λi,α pueden tomarse como coordenadas sobre Difrp , que adquiere así
estructura diferenciable, y es un grupo de Lie).

La condición de que τ̄ sea un germen de difeomorfismo equivale a que la parte lineal
del desarrollo de τ̄ sea un isomorfismo lineal; es decir, a que la matriz (λi,j) sea invertible.
Observemos, por tanto, que Dif1

p se identifica canónicamente con Gln(TpX) .
De modo natural, si s ≤ r y para cada r−jet en p de difeomorfismos nos quedamos

solo con su parte hasta orden s , obtenemos el siguiente morfismo de grupos epiyectivo:

Difrp
πrs−→ Difsp

jrpτ 7−→ jspτ .

Definición 1.2.4. Dados p ∈ X y un entero r ≥ 1 , NDifrp es el siguiente subgrupo de
Difrp :

NDifrp := {jrpτ ∈ Difrp : j1
pτ = j1

pId}.

La siguiente es una sucesión exacta de grupos de Lie:

1 // NDifrp
� � // Difrp

πr1 // Dif1
p

// 1 . (1.1)

Por otra parte, si asignamos a cada germen de difeomorfismo su correspondiente r−jet
en p , tenemos el siguiente epimorfismo:

Difp −→ Difrp
τ 7−→ τ̄ = jrpτ ,

de modo que esta es también una sucesión exacta de grupos:

1 // Hr
p
� � // Difp // Difrp // 1 , (1.2)

donde Hr
p = {τ ∈ Difp : jrpτ = jrpId} .
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1.2. FIBRADOS NATURALES

Definición 1.2.5. Dado un entero r ≥ 0 , diremos que un fibrado natural F → X es de
orden (menor o igual que) r si todo elemento de Hr

p opera por la identidad sobre la
fibra Fp de F sobre el punto p .

Esta noción es totalmente independiente del punto p ∈ X escogido. Además, dado
un fibrado natural F → X de orden r , si consideramos el cociente Difrp = Difp/Hr

p (de
acuerdo con la sucesión exacta 1.2), resulta que la acción de Difp sobre la fibra Fp factoriza
a través de una acción de Difrp :

Difrp × Fp −→ Fp
(τ̄ , x) 7−→ τ̄ · x := τ∗(x) .

En [29] se demuestra que el orden de todo fibrado natural F → X tiene como cota
superior la cantidad 2dimFp+1 (con p ∈ X ). Una mejora en la acotación del orden de un
fibrado natural, concretamente a 2 dimFp + 1 , puede encontrarse en [10].

Es decir, todo fibrado natural es de orden finito, y la acción natural sobre la fibra Fp
es justamente la que se deriva de la definición 1.2.5.

Ejemplos:

1. El fibrado natural trivial sobre X de fibra Φ es un fibrado de orden 0, pues todo el
grupo Difp actúa por la identidad sobre la fibra del punto p ∈ X .

2. Cualquier fibrado tensorial es de orden 1.
Si consideramos un fibrado

T ∗X⊗ λ. . . ⊗T ∗X ⊗ TX⊗ µ. . . TX → X

sobre X (cuyas secciones globales son tensores de tipo (λ, µ) sobre X ), un difeo-
morfismo local τ que deje fijo p ∈ X actúa del siguiente modo:

(τ · T )(D1, . . . , Dλ, ω1, . . . , ωµ) = T (τ∗D1, . . . , τ∗Dλ, (τ t∗)−1ω1, . . . , (τ t∗)−1ωµ) ,

expresión en la que solo importa conocer el jacobiano de τ , es decir, precisamente
hasta el orden 1 en su desarrollo de Taylor.
En particular, cualquier subfibrado natural de un fibrado tensorial será de orden 1.

3. Si F → X es un fibrado natural de orden s , entonces JrF → X es un fibrado
natural de orden r + s . Veamos por qué:
Fijado un punto p ∈ X , y dado τ ∈ Difp , puesto que F es de orden s , para
determinar τ∗(x) , con x ∈ Fp , solamente necesitamos conocer jspτ .
La subida de τ al fibrado de jets de secciones de F se define, como ya vimos ante-
riormente, del siguiente modo:

JrpF
Jτ∗−→ JrpF

jrpσ 7−→ Jτ∗(jrpσ) = jrp(τ∗ ◦ σ ◦ τ−1) .

13



CAPÍTULO 1. ESPACIOS DE CLASES DE JETS EN UN PUNTO

Ya sabemos que τ∗ solo depende de jspτ ; como de la sección τ∗ ◦ σ ◦ τ−1 solo hemos
de quedarnos con el jet de orden r , de lo anterior se deduce que, si consideramos otro
τ ′ ∈ Difp , tal que jr+sp τ = jr+sp τ ′ , entonces Jτ∗(jrpσ) = Jτ ′∗(jrpσ) , para cualquier
jrpσ ∈ JrpF , lo que demuestra la afirmación con la que iniciamos este ejemplo.

Aunque no lo usaremos en esta memoria, en [15, págs. 30 y ss.] puede verse la de-
mostración del siguiente resultado à la Galois (teorema 5.10 ibidem), que proporciona
una equivalencia categorial entre fibrados naturales de orden r y variedades diferenciables
sobre las que actúa un cierto grupo de Lie:

Sea X una variedad de dimensión constante n , y sea G̃r el grupo estructural
de su fibrado de referencias r−ésimas. La categoría de fibrados naturales de
orden r sobre X es equivalente a la categoría de G̃r−variedades.

1.3. Espacios de clases de equivalencia de jets en un punto

Definición 1.3.1. Sean F un fibrado natural de orden s sobre X , JrF → X el fibrado
de jets de orden r de secciones de F y p ∈ X . Diremos que dos r−jets jrpσ , jrpσ̄ ∈ JrpF
son equivalentes si existe τ ∈ Difp , tal que:

jrpσ̄ = τ · jrpσ = (Jτ∗)(jrpσ) = jrp(τ∗ ◦ σ ◦ τ−1) .

Por lo visto anteriormente, y puesto que JrF es un fibrado natural de orden r + s ,
ya sabemos que la acción de Difp sobre JrpF factoriza a través de una acción de Difr+sp .
Por eso —y por la definición 1.1.4 de espacio anillado cociente— tiene pleno sentido la
siguiente definición:

Definición 1.3.2. Llamaremos espacio de clases (de equivalencia) de r−jets en
un punto p ∈ X de secciones del fibrado natural de orden s , F → X (con
dimX = n ), al siguiente espacio anillado cociente:

Frn := JrpF/Difp = JrpF/Difr+sp .

Obsérvese que no es necesario introducir el punto p ∈ X en la notación del espacio de
clases de equivalencia Frn . Esto sucede porque en realidad nuestra definición no depende
del punto escogido para darla.

De hecho, si consideramos dos puntos distintos p, q ∈ X , cualquier difeomorfismo
entre sendos entornos abiertos, ϕ : Up → Uq , tal que ϕ(p) = q , produce un isomorfismo
de espacios anillados entre los espacios de clases respectivos en cada punto:

JrpF/Difp
ψ−→ JrqF/Difq

[jrpσ] 7−→ ψ([jrpσ]) = [jrq (ϕ∗ ◦ σ ◦ ϕ−1)] .

Es más, ambos espacios de clases se identifican canónicamente, pues el isomorfismo ψ
no depende del difeomorfismo ϕ escogido. En efecto, si ϕ̄ es otro difeomorfismo local entre
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entornos abiertos de p y q (que obviamente podemos suponer que son los mismos entornos
Up y Uq de antes), tal que ϕ̄(p) = q , entonces ϕ y ϕ̄ se diferencian en un difeomorfismo
τ que deja el punto p fijo; concretamente,

ϕ̄ = τ ◦ ϕ ,

con τ = ϕ̄ ◦ ϕ−1 ∈ Difq , de modo que tenemos:

jrq (ϕ̄∗ ◦ σ ◦ ϕ̄−1) = jrq (τ∗ ◦ ϕ∗ ◦ σ ◦ ϕ−1 ◦ τ−1) = τ · jrq (ϕ∗ ◦ σ ◦ ϕ−1) ;

es decir, [jrq (ϕ̄∗◦σ◦ϕ̄−1)] = [jrq (ϕ∗◦σ◦ϕ−1)] , y por tanto obtenemos el mismo isomorfismo
de espacios anillados a partir de ϕ que a partir de ϕ̄ .

Igualmente, debe observarse que el espacio de clases de equivalencia es el mismo para
cualquier variedad diferenciable X de la misma dimensión n , puesto que la definición es
puramente local.

Definición 1.3.3. Dado un fibrado natural F → X y dado un entero r ≥ 0 , un inva-
riante diferencial (escalar) de orden menor o igual que r de las secciones de F
es una función (real) global diferenciable sobre el espacio de clases Frn .

Dado un fibrado natural F → X y dado el morfismo canónico de paso al cociente
π : JrpF → Frn = JrpF/Difp , recordemos (definición 1.1.4) que cualquier función definida
sobre un abierto U ⊆ Frn es «diferenciable» si f ◦ π es una función diferenciable sobre
π−1(U) , esto es,

C∞(U) = C∞(π−1(U))Difp .

Debido a esta estructura de espacio anillado cociente de Frn , se tiene la siguiente iden-
tificación:

{Invariantes diferenciales de orden menor o igual que r} = C∞(Frn) = C∞(JrpF )Difp .

Ejemplo (Espacios de clases de equivalencia de orden 0 y de orden 1 del fibrado
trivial):

Consideremos el fibrado trivial de fibra R sobre X :

F = X × R πX−→ X , (p, λ) 7−→ p .

Las secciones de este fibrado sobre un entorno abierto Up de p ∈ X se corresponden
biunívocamente con las funciones diferenciables reales sobre dicho abierto:

Up
σ−→ Up × R

q 7−→ σ(q) = (q, f(q)) .
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Ya sabemos que este es un fibrado de orden 0 cuya subida de difeomorfismos es, para
cada difeomorfismo local τ :

τ∗(q, λ) = (τ(q), λ) .

La acción de Difp sobre JrpF sigue la definición general: τ · jrpσ = jrp(τ∗ ◦ σ ◦ τ−1) ,
para τ : Up → Up difeomorfismo local, tal que τ(p) = p ; en este fibrado concreto, según
lo expuesto, la sección τ∗ ◦ σ ◦ τ−1 tiene el siguiente aspecto (para q ∈ Up ):

(τ∗ ◦ σ ◦ τ−1)(q) = τ∗(τ−1(q), f(τ−1(q))) = (τ(τ−1(q)), f(τ−1(q))) = (q, f(τ−1(q)) .

De modo que dos jets de secciones locales de F , o equivalentemente, dos jets de
funciones reales diferenciables, jrpf , jrpf ′ , son equivalentes si existe τ ∈ Difp , tal que

jrpf
′ = jrp(f ◦ τ−1) .

El espacio de clases de equivalencia de jets de orden 0 de secciones de F es, según
la definición 1.3.2, F0

n = J0
pF/Dif0

p , siendo Dif0
p el grupo de los 0−jets de difeomorfismos

locales que dejan p fijo, es decir, Dif0
p = 1 .

Por tanto, dos jets de orden 0 de funciones reales diferenciables son equivalentes si, y
solo si, son justamente el mismo. Es decir, tenemos:

F0
n = J0

pF/Dif0
p ' J0

pF ' Fp = {p} × R ' R .

En cuanto al espacio de orden 1 , cada elemento j1
pτ ∈ Dif1

p viene determinado exclu-
sivamente por el jacobiano de τ , que es invertible, pues τ es un difeomorfismo local; es
decir, Dif1

p se identifica con el grupo lineal Gln .
Por otra parte, el 1−jet de una sección σ de F (recordemos que dar una sección local

del fibrado trivial F se corresponde con dar una función real diferenciable f ) quedará
determinado si conocemos el valor de f en p y la diferencial de f en p .

Así pues, como Gln opera de modo transitivo sobre los elementos no nulos de T ∗pX ,
se verifica que F1

n se identifica con dos copias disjuntas de R :

F1
n = J1

pF/Dif1
p ' (R× T ∗pX)/Gln ' R× (T ∗pX/Gln) ' R× {0, 1} .

A continuación presentaremos las definiciones de los dos ejemplos de espacios de clases
de equivalencia de jets a cuyo estudio dedicaremos el resto de esta memoria.

Espacio de clases de jets de conexiones lineales

Definición 1.3.4. Una conexión lineal en un punto p ∈ X es una aplicación

TpX × J1
pTX

∇p−→ TpX

(Dp, j
1
pD̂) 7−→ ∇p(Dp, j

1
pD̂) notación= ∇DpD̂ ,

que verifica las siguientes propiedades:
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(a) ∇Dp(D̂ + D̃) = ∇DpD̂ +∇DpD̃ ;

(b) ∇Dp+D′pD̂ = ∇DpD̂ +∇D′pD̂ ;

(c) ∇λDpD̂ = λ(∇DpD̂) ;

(d) ∇Dp(fD̂) = (Dpf)D̂p + f(p)∇DpD̂ .

Puede darse ahora la siguiente definición de fibrado de conexiones:

Definición 1.3.5. El fibrado de conexiones lineales sobre X es el fibrado Con→ X
cuya fibra sobre cualquier p ∈ X es el conjunto de las conexiones en dicho punto.

(Las secciones diferenciables del fibrado Con → X se corresponderán justamente con
las conexiones lineales sobre X ).

Dado un abierto coordenado U ;x1, . . . , xn en X , sobre Con|U tenemos las siguientes
coordenadas:

xh(∇p) := xh(p) (h ∈ {1, . . . , n}) ,

Γkij(∇p) := dxk

(
∇ ∂

∂xi

∂

∂xj

)
(p) (i, j, k ∈ {1, . . . , n}) .

De la definición 1.3.4 de conexión en un punto, se sigue que el fibrado de conexiones
es un fibrado natural de orden 2 , ya que TX es de orden 1 y J1TX , por tanto, de orden
2 .

Si consideramos JrCon → X el fibrado de jets de orden r de conexiones lineales
sobre X , tenemos la siguiente acción del grupo Difp sobre la fibra JrpCon : si τ ∈ Difp y
jrp∇ ∈ JrpCon , entonces τ · jrp∇ es el r−jet en p de la conexión lineal τ · ∇ , definida así:

(τ · ∇)DD̃ := τ−1
∗ (∇τ∗D(τ∗D̃)) .

Unas coordenadas locales x1, . . . , xn en un entorno de p ∈ X inducen a su vez un
sistema de coordenadas locales sobre JrpCon :

xh(jrp∇) := xh(p) (h ∈ {1, . . . , n}) ,

Γkij(jrp∇) := dxk

(
∇ ∂

∂xi

∂

∂xj

)
(p) (i, j, k ∈ {1, . . . , n}) ,

...

Γkij;a1...ar(j
r
p∇) :=

∂rΓkij
∂xa1 . . . ∂xar

(p) (i, j, k, a1, . . . , ar ∈ {1, . . . , n}) .

Observación: Dados dos sistemas de coordenadas en un entorno de p ∈ X , x1, . . . , xn
y x′1, . . . , x

′
n , y dados los respectivos sistemas de coordenadas inducidos en JrpCon ,
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Γkij , . . . ,Γkij;a1...ar y Γ′ kij , . . . ,Γ′
k
ij;a1...ar , si τ ∈ Difp es tal que τ∗x′i = xi , para cada

i ∈ {1, . . . , n} , entonces se cumple:

τ∗Γ′ kij = Γkij , . . . , τ∗Γ′
k
ij;a1...ar = Γkij;a1...ar .

Puesto que JrCon es de orden r+2 , la acción de Difp factoriza a través de una acción
de Difr+2

p , de modo que podemos definir el espacio de clases de jets de conexiones lineales
en p como sigue:

Definición 1.3.6. Llamamos espacio de clases (de equivalencia) de jets de orden
r en un punto de conexiones lineales a este espacio anillado cociente:

Crn := JrpCon/Difr+2
p .

De idéntica manera que hemos definido el espacio de clases de jets de conexiones
lineales, podemos definir el espacio de clases de jets del subfibrado de conexiones simétricas,
y lo denotaremos C̃rn :

C̃rn := Jrp C̃on/Difr+2
p .

Ejemplos (Espacio de clases de jets en un punto de conexiones lineales en
dimensión 1, y espacio de clases de jets en un punto de conexiones lineales
simétricas de orden 0):

1. Cualquier conexión lineal sobre una variedad diferenciable de dimensión 1 es local-
mente isomorfa a la conexión estándar plana sobre R .
En efecto, una conexión lineal ∇ sobre una variedad de dimensión n es localmente
euclidiana si, y solo si, se anulan sus tensores de torsión y curvatura. Este es precisa-
mente el caso cuando consideramos una variedad de dimensión 1 , puesto que ambos
tensores tienen dos índices hemisimétricos.
Por tanto, cualquier espacio Cr1 se reduce a un único punto, para todo r ∈ N ∪ {0} .

2. Si tenemos una conexión simétrica ∇ en un entorno de p ∈ X , siempre existe un
sistema de coordenadas4 en las cuales sus símbolos de Christoffel valorados en el
punto se anulen: Γkij(p) = 0 . Por tanto, el espacio de clases de jets de orden 0 de
conexiones simétricas, C̃0

n , también se reduce a un solo punto.

Espacio de clases de jets de métricas

Definición 1.3.7. Dado el fibrado de métricas sobre X , T ∗X ⊗ T ∗X → X , denotare-
mos por M → X el subfibrado de métricas pseudo-riemannianas de signatura fija
(s+, s−) (con s+ + s− = n = dimX ) —y, claro está, como caso particular con s+ = n y
s− = 0 , de métricas riemannianas cuando corresponda—.

4 Como veremos en la sección 2.1 del capítulo 2, basta tomar un sistema de coordenadas normales para
la conexión ∇ en el punto p .
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Cada fibra Mp del fibrado M es el conjunto de las métricas simétricas con signatura
(s+, s−) sobre TpX , y las secciones diferenciables de M → X se corresponden biunívoca-
mente con las métricas pseudo-riemannianas sobre la variedad X .

El fibrado de métricas pseudo-riemannianas de signatura fija es, por definición, un
fibrado tensorial. Por tanto, según dijimos en el segundo ejemplo tras la definición 1.2.5,
es un fibrado natural de orden 1 . Dadas unas coordenadas x1, . . . , xn en un cierto abierto
U de X , podemos coordenar M|U , del siguiente modo, para cada gp ∈M|U :

xh(gp) := xh(p) (h ∈ {1, . . . , n}) ,

gij(gp) := g(( ∂

∂xi
)p, (

∂

∂xj
)p) (i, j ∈ {1, . . . , n}) .

Sobre cada fibra del fibrado de jets de orden r de métricas pseudo-riemannianas,
JrM → X , el grupo Difp actúa así: dados τ ∈ Difp y jrpg ∈ JrpM ,

τ · jrpg := jrp(τ∗g) ,

donde τ∗g es la métrica siguiente: τ∗g(D1, D2) = g(τ∗D1, τ∗D2) .

Si consideremos un sistema de coordenadas x1, . . . , xn en un entorno de p ∈ X , tam-
bién existe este sistema de coordenadas locales sobre JrpM :

xh(jrpg) := xh(p) (h ∈ {1, . . . , n}) ,

gij(jrpg) := g(∂xi , ∂xj )(p) (i, j ∈ {1, . . . , n}) ,

...

gij;a1...ar(jrpg) := ∂rgij
∂xa1 . . . ∂xar

(p) (i, j, a1, . . . , ar ∈ {1, . . . , n}) .

Observación: Igual que sucedía para conexiones, si consideramos dos sistemas de coor-
denadas en un entorno de p ∈ X , x1, . . . , xn y x′1, . . . , x

′
n , y los respectivos sistemas de

coordenadas inducidos sobre JrpM , gij , . . . , gij;a1...ar y g′ij , . . . , g′ij;a1...ar , entonces, dado
τ ∈ Difp , tal que τ∗x′i = xi , para cada i ∈ {1, . . . , n} , se verifica:

τ∗g′ij = gij , . . . , τ
∗g′ij;a1...ar = gij;a1...ar .

La acción de Difp factoriza a través de una acción de Difr+1
p , ya que JrM es un

fibrado de orden r + 1 . Por eso podemos proponer la siguiente definición:

Definición 1.3.8. El espacio de clases (de equivalencia) de jets de orden r en un
punto de métricas pseudo-riemannianas de signatura fija (s+, s−) es el siguiente
espacio anillado cociente:

Mr
s+,s− := JrpM/Difr+1

p .
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Observación: Emplearemos la notación Mr
n(= JrpM/Difr+1

p ) para el correspondiente es-
pacio de clases de jets de orden r de métricas riemannianas, que, según veremos en el
teorema 3.2.2 del capítulo 3, merece realmente el nombre de espacio de moduli —además,
con una buena estructura geométrica, la de espacio diferenciable (definición 1.1.5)— que
da título a esta memoria.

Ejemplos (Espacios de clases de orden 0 y de orden 1 de jets en un punto de
métricas pseudo-riemannianas con signatura fija):

Es bien conocido que en coordenadas normales x1, . . . , xn —véase la sección 3.1 del
capítulo 3— cualquier métrica pseudo-riemanniana de signatura (s+, s−) coincide hasta

el primer orden con la métrica plana g̃ =
n∑
i=1

αiidxi ⊗ dxi , con αii = ±1 . Por eso, tanto

M0
s+,s− como M1

s+,s− —y, en particular, M0
n y M1

n— se reducen a un único punto.

Presentemos ahora una breve exposición en un lenguaje más clásico del concepto de
invariante diferencial de orden (menor o igual que) r de métricas pseudo-riemannianas de
signatura prefijada (s+, s−) .

Cada métrica pseudo-riemanniana g , definida sobre un cierto abierto U de X , permite
definir la siguiente aplicación «diferenciable» (morfismo entre espacios anillados):

U
µg−→ Mr

s+,s−

p 7−→ [jrpg] .

Un invariante diferencial h : Mr
s+,s− → R asocia a cada métrica pseudo-riemanniana

g sobre U (abierto de X ) una aplicación diferenciable

U
h(g)−→ R

p 7−→ h(g)(p) := h([jrpg]) .

Dado cualquier sistema de coordenadas, h(g) es una función que depende diferencia-
blemente de los coeficientes de la métrica y de sus sucesivas derivadas parciales hasta el
orden r ,

h(g)(p) = h

(
gij(p),

∂gij
∂xk

(p), . . . , ∂rgij
∂xk1 . . . ∂xkr

(p)
)
,

y tal que es equivariante respecto a la acción por difeomorfismos locales (cambios de
coordenadas):

h(τ∗g) = τ∗(h(g)) = h(g) ◦ τ .

El ejemplo más sencillo de invariante diferencial de métricas pseudo-riemannianas es
la curvatura escalar, que es de orden 2; es decir, admite una expresión —en coordenadas
normales en p— como sigue:

r(g)(p) = 1
2

n∑
i,j=1

(
∂2gij
∂xi∂xj

(p)− ∂2gii
∂xj∂xj

(p)
)
.
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1.3.1. Espacios de clases de jets de orden infinito

Para concluir este capítulo, veamos a continuación que la definición de espacio de clases
de jets de orden finito de un fibrado natural puede extenderse a los desarrollos formales
de las secciones de dicho fibrado en un punto.

Denotaremos como sigue el espacio anillado (como límite proyectivo de espacios ani-
llados, según el ejemplo 6 de la página 3) de jets en p ∈ X de orden infinito de secciones
del fibrado natural F → X de orden s :

J∞p F := ĺım
←
JrpF .

Del mismo modo, consideremos el siguiente grupo —que, al no tener dimensión finita,
no es de Lie—, con la estructura de espacio anillado que le corresponde como límite
proyectivo de espacios anillados:

Dif∞p := ĺım
←

Difrp .

Además del grupo Dif∞p , consideremos también el siguiente grupo —tampoco de Lie,
por el mismo motivo que el anterior—, con estructura de espacio anillado, también como
límite proyectivo de espacios anillados:

NDif∞p := ĺım
←

NDifrp .

Observemos que los cuadrados conmutativos

NDifr+1
p
� � //

��

Difr+1
p

��

(r ≥ 0)

NDifrp
� � // Difrp

inducen un morfismo de espacios anillados entre los respectivos límites proyectivos:

NDif∞p
� � // Dif∞p ,

que proporciona la siguiente identificación:

NDif∞p = {j∞p τ ∈ Dif∞p : j1
pτ = j1

pId} .

El grupo Dif∞p —por consiguiente, NDif∞p — actúa en J∞p F , pues la acción diferencia-
ble Difr+sp × JrpF → JrpF da lugar a una serie de cuadrados conmutativos de aplicaciones
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diferenciables,

Difr+s+1
p × Jr+1

p F //

��

Jr+1
p F

��

(r ≥ 0)

Difr+sp × JrpF // JrpF ,

que inducen a su vez un morfismo de espacios anillados entre los respectivos límites pro-
yectivos:

Dif∞p × J∞p F −→ J∞p F ,

precisamente el morfismo que define la acción del grupo Dif∞p sobre el espacio anillado
J∞p F .

Ahora podemos proponer la siguiente definición, análoga a la 1.3.1 que dimos para jets
de orden finito:

Definición 1.3.9. Diremos que dos ∞−jets j∞p σ , j∞p σ̄ ∈ J∞p F son equivalentes si existe
τ∞ = j∞p τ ∈ Dif∞p , tal que:

j∞p σ̄ = τ∞ · j∞p σ = j∞p (τ∗ ◦ σ ◦ τ−1) .

Y por último, y de modo análogo en esta ocasión a la definición 1.3.2 de espacio de
clases de jets de orden finito, podemos enunciar la correspondiente definición para orden
infinito:

Definición 1.3.10. El espacio de clases (de equivalencia) de ∞−jets en un punto
p ∈ X de secciones del fibrado natural F → X (con dimX = n ) es el siguiente
espacio anillado cociente:

F∞n := J∞p F/Dif∞p .

Del mismo modo que en el caso de jets de orden finito, el espacio de clases F∞n no
depende ni de la elección de la variedad diferenciable n−dimensional X , ni de la elección
del punto p ∈ X .
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Capítulo 2

Conexiones lineales

Nos dedicaremos aquí al estudio más pormenorizado de los espacios de clases de equi-
valencia de jets de conexiones lineales en un punto. Veremos que no existen más invariantes
diferenciales escalares asociados a las conexiones lineales (simétricas o no) que las funciones
constantes.

Algunos de los resultados fundamentales que aparecen en este capítulo pueden encon-
trarse en [16].

Siempre consideraremos, salvo mención expresa en otro sentido, que X es una variedad
diferenciable de dimensión n .

2.1. Desarrollos normales
Comencemos recordando algunos conceptos y resultados que serán de utilidad a con-

tinuación.

Definición 2.1.1. Sea ∇ una conexión lineal sobre X , y sea p ∈ X . Diremos que unas
coordenadas x1, . . . , xn en un entorno de p constituyen un sistema de coordenadas
normales (para ∇ en el punto p ) si verifican las siguientes condiciones:

(a) las coordenadas están centradas en p : x1(p) = . . . = xn(p) = 0 ;

(b) las geodésicas que pasan por p en t = 0 son precisamente las «líneas rectas»,
es decir, las curvas de ecuaciones {x1(t) = λ1t, . . . , xn(t) = λnt} (para cualquier
(λ1, . . . , λn) ∈ Rn).

Observación: Dado un germen de conexión lineal ∇ en p , es un hecho bien conocido que
la aplicación exponencial asociada a la conexión ∇ , exp∇ : TpX → X , es un difeomorfismo
local entre un entorno del origen y un entorno de p ∈ X que transforma las rectas que pasan
por el origen de TpX en las geodésicas que pasan por p . De modo que las coordenadas
normales son los sistemas de coordenadas que se obtienen transformando vía exp∇ los
sistemas de coordenadas cartesianas en TpX .
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En otras palabras, fijar unas coordenadas normales x1, . . . , xn para ∇ en p es equi-
valente a fijar unas coordenadas cartesianas (una base) en TpX —por tanto, equivalente
también a fijar una base en T ∗pX—.

El siguiente resultado es especialmente útil, pues caracteriza los sistemas de coordena-
das normales para una conexión dada.

Lema 2.1.1. Sean p ∈ X , ∇ una conexión sobre X , x1, . . . , xn un sistema de coor-
denadas locales centradas en p , Γkij los símbolos de Christoffel de ∇ en ese sistema de
coordenadas y H =

∑n
i=1 xi∂xi el campo de las homotecias.

En estas condiciones son equivalentes las siguientes proposiciones:

(a) x1, . . . , xn son coordenadas normales para ∇ ;

(b)
n∑

i,j=1
xixjΓkij = 0 (k = 1, . . . , n) ;

(c) ∇HH = H ;

Demostración: Dados a1, . . . , an ∈ R , consideremos la expresión en las coordenadas
x1, . . . , xn de la curva

σ(t) = (a1t, . . . , ant) ,

cuyo vector tangente es Tt =
∑n
i=1 ai

(
∂
∂xi

)
σ(t)

.
Téngase en cuenta lo siguiente:

(∇TT )σ(t) =
n∑

i,j=1
aiaj

(
∇ ∂

∂xi

∂

∂xj

)
σ(t)

=
n∑
k=1

n∑
i,j=1

aiajΓkij(a1t, . . . , ant)
(
∂

∂xk

)
σ(t)

.

(a)⇒ (b):
Si las coordenadas x1, . . . , xn son normales para ∇ , entonces la curva σ(t) es una

geodésica, es decir, (∇TT )σ(t) = 0 .
En particular, para t = 1 , tenemos que, sea cual sea k ∈ {1, . . . , n} , y para cualesquiera

a1, . . . , an ∈ R :
n∑

i,j=1
aiajΓkij(a1, . . . , an) = 0 ,

de modo que, para cualquier k ∈ {1, . . . , n} , la función
∑n
i,j=1 xixjΓkij es nula en todo el

entorno coordenado fijado.
(b)⇒ (a):
Supongamos ahora que, para cada k ∈ {1, . . . , n} , la función

∑n
i,j=1 xixjΓkij es idénti-

camente nula en todo el entorno donde tenemos definidas las coordenadas x1, . . . , xn .
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Consideremos entonces una curva σ como la considerada al inicio de esta demostración,
de manera que, en cualquier instante t 6= 0 , se verifica:

(∇TT )σ(t) =
n∑
k=1

n∑
i,j=1

aiajΓkij(a1t, . . . , ant)
(
∂

∂xk

)
σ(t)

= 1
t2

n∑
k=1

n∑
i,j=1

(ait)(ajt)Γkij(a1t, . . . , ant)
(
∂

∂xk

)
σ(t)

= 0 .

Se sigue, por tanto, que σ es una geodésica que pasa por el origen de coordenadas,
esto es, las coordenadas x1, . . . , xn son normales para ∇ .

(b)⇔ (c):

Imponer ∇HH = H equivale a imponer
n∑

i,j=1
xixjΓkij = 0 , para todo k ∈ {1, . . . , n} ,

como puede verse en las siguientes líneas:

∇HH = ∇∑n

i=1 xi∂xi

 n∑
j=1

xj∂xj

 =
n∑
i=1

xi ∇∂xi

 n∑
j=1

xj∂xj


=

n∑
i=1

xi

n∑
j=1
∇∂xi(xj∂xj ) =

n∑
i=1

xi

n∑
j=1

(
∂xj
∂xi

∂xj + xj∇∂xi∂xj
)

=
n∑
i=1

xi

n∑
j=1

(
δji∂xj + xj

n∑
k=1

Γkij∂xk

)

=
n∑
i=1

xi∂xi +
n∑
k=1

 n∑
i,j=1

xixjΓkij

 ∂xk = H +
n∑
k=1

 n∑
i,j=1

xixjΓkij

 ∂xk .

Considerando la condición (b) del lema 2.1.1, demos ahora la siguiente definición:

Definición 2.1.2. Diremos que un sistema de coordenadas x1, . . . , xn en p es un sistema
normal para jrp∇ si, para cada k ∈ {1, . . . , n} , se verifica:

jr+2
p

 n∑
i,j=1

xixjΓkij

 = 0 .

Equivalentemente, si para cada k ∈ {1, . . . , n} y para cualquier colección de índices
a1, . . . , ar+2 ∈ {1, . . . , n} , se verifica:

r+2∑
i,j=1
i<j

(Γkaiaj ;a1...Zai...ZZaj ...ar+2 + Γkajai;a1...Zai...ZZaj ...ar+2) = 0 , (2.1)
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donde los índices tachados no son tenidos en cuenta y estamos usando la siguiente notación:

Γkij;a1...ar :=
∂rΓkij

∂xa1 . . . ∂xar
(p) .

Observación: Si x1, . . . , xn son coordenadas normales para una conexión ∇ en un cierto
entorno del punto p , entonces, de la identidad del apartado (b) del lema 2.1.1, se sigue
de modo evidente que, para cada entero positivo r , x1, . . . , xn es un sistema normal para
jrp∇ .

Tensores normales

Sea ∇ un germen de conexión lineal en p .
Si consideramos el germen en p de conexión lineal ∇ que se corresponde por la apli-

cación exp∇ con la conexión plana estándar en TpX , entonces, dado cualquier campo
tensorial A definido en un entorno de p , podemos considerar la sucesión de tensores

(∇rpA)r≥0 ,

que llamamos el desarrollo normal deA en p .
En particular, el «desarrollo normal de ∇ en p» se obtiene al aplicar esta misma idea

al tensor diferencia entre ∇ y ∇ :

T(ω,D1, D2) := ω(∇D1D2 −∇D1D2) ,

que se expresa, en coordenadas normales x1, . . . , xn para ∇ en torno a p , del siguiente
modo:

T :=
n∑

i,j,k=1
Γkij

∂

∂xk
⊗ dxi ⊗ dxj .

Definición 2.1.3. Para cada entero r ≥ 0 , el tensor normal r−ésimo de la conexión
∇ en p es ∇rpT .

En un sistema de coordenadas normales x1, . . . , xn para ∇ en torno a p , el tensor
∇rpT se expresa como sigue:

∇rpT =
∑

i,j,k,a1,...,ar

Γkij;a1...ar

(
∂

∂xk

)
p
⊗ dpxi ⊗ dpxj ⊗ dpxa1 ⊗ . . .⊗ dpxar , (2.2)

donde de nuevo manejamos la notación que ya introdujimos en la definición 2.1.2:

Γkij;a1...ar :=
∂rΓkij

∂xa1 . . . ∂xar
(p) . (2.3)

Obsérvese que ∇rpT solamente depende de jrp∇ .
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Definición 2.1.4. Dado un entero r ≥ 0 , el espacio de tensores normales de orden
r en p , que denotaremos Nr , es el espacio vectorial de los tensores T de tipo (1, r + 2)
en p que presentan las siguientes simetrías:

(i) son simétricos en los últimos r índices covariantes:

T lijk1...kr = T lijkσ(1)...kσ(r)
, para cada σ ∈ Sr ;

(ii) la simetrización de los r + 2 índices covariantes es 0 :∑
σ∈Sr+2

T lσ(i)σ(j)σ(k1)...σ(kr) = 0 .

Proposición 2.1.1. Dado cualquier entero r ≥ 0 , el tensor ∇rpT asociado a la conexión
∇ en p es un elemento de Nr .

Demostración: Sea x1, . . . , xn un sistema de coordenadas normales para ∇ en un entorno
de p .

En vista de las expresiones 2.2 y 2.3, ∇rpT verifica de modo evidente la condición (i)
de la definición 2.1.4.

Para comprobar que también cumple (ii), observemos que los coeficientes Γkij;a1...ar de
∇rpT en las coordenadas x1, . . . , xn cumplen 2.1. Esto, junto con la simetría de los últimos
r índices covariantes, hace que se verifique:

∑
σ∈Sr

r+2∑
i,j=1
i<j

(Γkaiaj ;aσ(1)...Zai...ZZaj ...aσ(r+2)
+ Γkajai;aσ(1)...Zai...ZZaj ...aσ(r+2)

) = 0 ,

para cada k ∈ {1, . . . , n} y para cualesquiera índices a1, . . . , ar+2 ∈ {1, . . . , n} ; esto es, la
simetrización en los r + 2 índices covariantes de ∇rpT es 0.

Más adelante se probará (teorema 2.1.3) que cualquier elemento de N0 × . . . ×Nr es
la sucesión de tensores normales en p de cierto jet en dicho punto de orden r de conexión
lineal, lo cual dice que la definición 2.1.4 captura, en efecto, todas las simetrías lineales de
los tensores normales.

Observación: Si la conexión ∇ de la proposición 2.1.1 la tomamos simétrica, entonces
el tensor asociado ∇rpT de orden r es un elemento del subespacio vectorial Ñr de Nr ,
formado por aquellos tensores T en p de orden (1, r + 2) que, además de verificar las
dos simetrías propias de la definición 2.1.4, sean simétricos en los dos primeros índices
covariantes:

T lijk1...kr = T ljik1...kr ;

esta simetría adicional nos dice, en particular, que Ñ0 = 0 .

Hagamos un breve comentario sobre las dimensiones de los espacios de tensores nor-
males asociados a conexiones simétricas.
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Si denotamos por sr+2 —siendo r cualquier número entero mayor o igual que 0—
el operador de simetrización, entonces tenemos la siguiente sucesión exacta de espacios
vectoriales:

0 // Ñr
� � i // TpX ⊗ S2T ∗pX ⊗ SrT ∗pX

sr+2 // TpX ⊗ Sr+2T ∗pX // 0 . (2.4)

Usando la sucesión (2.4) —recordemos de nuevo que la dimensión de la variedad X es
n—, unas simples cuentas permiten obtener la dimensión de Ñr :

dim Ñr = n
n(n+ 1)

2

(
n+ r − 1

r

)
− n

(
n+ r + 1
r + 2

)
. (2.5)

2.1.1. Teorema de reducción

Dado un germen en p de conexión lineal ∇ , denotaremos (∇0
pT, . . . ,∇

r
pT , . . .) la su-

cesión de todos sus tensores normales en p .
Para cada entero r ≥ 0 , atendiendo a la definición 2.1.3 y recordando lo que ya

observamos tras aquella en relación a que el tensor ∇rpT solamente depende de jrp∇ , tiene
pleno sentido considerar la aplicación

JrpCon φr−→ N0 × . . .×Nr

jrp∇ 7−→ (∇0
pT, . . . ,∇

r
pT) .

Obsérvese que φr es Difr+2
p −equivariante, puesto que su definición no depende en

absoluto de coordenadas.

Dedicaremos las próximas páginas al análisis de la naturaleza de esta aplicación, hasta
llegar a demostrar el teorema 2.1.3 —que admite su correspondiente expresión (teorema
2.1.4) para el caso de las conexiones simétricas—.

Recuérdese la definición 1.2.4 para poder entender el siguiente enunciado:

Proposición 2.1.2. Sean jrp∇ y jrp∇′ dos r−jets de conexiones lineales en p . Se verifica
que jrp∇ y jrp∇′ pertenecen a la misma fibra de φr (es decir, tienen los mismos tensores
normales hasta el orden r ) si, y solo si, pertenecen a la misma órbita de NDifr+2

p .

Demostración: Supongamos, en primer lugar, que jrp∇ y jrp∇′ pertenecen a la misma
órbita de NDifr+2

p , es decir, existe algún difeomorfismo local τ , tal que jr+2
p τ ∈ NDifr+2

p

y jrp∇′ = (jr+2
p τ) · (jrp∇ ). Comprobemos que φr(jrp∇) = φr(jrp∇′) .

Como φr es NDifr+2
p −equivariante5, se tiene la siguiente igualdad:

φr((jr+2
p τ) · (jrp∇)) = (jr+2

p τ) · φr(jrp∇) .
5 Ya que φr es Difr+2

p −equivariante, y NDifr+2
p es subgrupo de Difr+2

p .
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Téngase en cuenta ahora (ejemplo 2 de la página 13) que NDifr+2
p actúa por la iden-

tidad en N0 × . . .×Nr . Ello implica:

(jr+2
p τ) · φr(jrp∇) = φr(jrp∇) ,

lo que, añadido a la anterior igualdad, concluye.

Si ahora tomamos dos jets, jrp∇ y jrp∇′ , en la misma fibra de φr , veamos qué elemento
de NDifr+2

p lleva uno al otro.
Fijemos una base de T ∗pX , y sean x1, . . . , xn , x′1, . . . , x′n las coordenadas normales

inducidas por dicha base —es decir, verifican dpxi = dpx
′
i , para cada i ∈ {1, . . . , n}—

para jrp∇ y jrp∇′ , respectivamente.
Sea jr+2

p τ el jet en p del único difeomorfismo local tal que τ∗x′i = xi (i = 1, . . . , n ).
Este jet de difeomorfismos pertenece a NDifr+2

p , pues, para cada i ∈ {1, . . . , n} , se verifica:

τ∗(dpx′i) = dp(τ∗x′i) = dpxi = dpx
′
i ,

de donde se sigue que el jacobiano de τ en p es la identidad, y, por tanto, j1
pτ = j1

pId , es
decir, jr+2

p τ ∈ NDifr+2
p .

Ahora veamos que jrp∇′ = τ∗ · jrp∇ = (jr+2
p τ) · (jrp∇) .

Sean ∇0
pT, . . . ,∇

r
pT los tensores normales de jrp∇ y jrp∇′ .

En las coordenadas inducidas sobre JrpCon por el sistema x1, . . . , xn , jrp∇ se expresa
así:

Γkij = (T 0)kij , . . . , Γkij;a1...ar = (T r)kij;a1...ar ,

donde (T 0)kij es la coordenada de∇0
pT correspondiente al elemento

(
∂
∂xk

)
p
⊗dpxi⊗dpxj de

la base de tensores de tipo (1, 2) ,. . . , (T r)kij;a1...ar es la coordenada de∇
r
pT correspondiente

al elemento
(

∂
∂xk

)
p
⊗dpxi⊗dpxj⊗dpxa1⊗. . .⊗dpxar de la base de tensores de tipo (1, r+2) .

De modo análogo, la expresión de jrp∇′ en las coordenadas inducidas sobre JrpCon por
el sistema x′1, . . . , x′n se expresa del siguiente modo:

Γ′ kij = (T ′ 0)kij , . . . , Γ′ kij;a1...ar = (T ′ r)kij;a1...ar ,

donde (T ′ 0)kij está denotando la coordenada de ∇0
pT que se corresponde con el elemento(

∂
∂x′
k

)
p
⊗ dpx

′
i ⊗ dpx

′
j de la base de tensores de tipo (1, 2) ,. . . , (T ′ r)kij;a1...ar denota la

coordenada de ∇rpT correspondiente al elemento
(

∂
∂x′
k

)
p
⊗dpx′i⊗dpx′j⊗dpx′a1⊗ . . .⊗dpx

′
ar

de la base de tensores de tipo (1, r + 2) .
Como dpxi = dpx

′
i y (∂xi)p = (∂x′i)p (para todo i ∈ {1, . . . , n} ), se siguen las siguientes

igualdades:
(T 0)kij = (T ′ 0)kij , . . . , (T r)kij;a1...ar = (T ′ r)kij;a1...ar ,

y, por tanto, las coordenadas Γkij , . . . , Γkij;a1,...,ar de jrp∇ coinciden, respectivamente, con
las coordenadas Γ′ kij , . . . , Γ′ kij;a1,...,ar de jrp∇′ .
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Aplicamos la observación de la página 17 para garantizar la segunda igualdad en la
siguiente línea:

Γ′ kij;a1...ar(j
r
p∇′) = Γkij;a1...ar(j

r
p∇) = (τ∗Γ′ kij;a1...ar)(j

r
p∇) = Γ′ kij;a1...ar(τ∗ · j

r
p∇) ,

y, como sus coordenadas en JrpCon son las mismas, podemos afirmar que jrp∇′ = τ∗ · jrp∇ .

Lema 2.1.2. Dado un entero r ≥ 0 , cada sistema local de coordenadas x1, . . . , xn en torno
de p define una sección diferenciable (global) de φr —la aplicación definida en la página
28— cuya imagen son todos los jets jrp∇ para los que estas coordenadas son normales.

Demostración: Recordemos que unas coordenadas locales x1, . . . , xn alrededor de p indu-
cen coordenadas Γkij , . . . , Γkij;a1...ar sobre JrpCon .

La sección del enunciado es:

N0 × . . .×Nr
σ−→ JrpCon

(T0, . . . , Tr) 7−→ jrp∇ ,

donde jrp∇ es el jet que tiene las siguientes coordenadas:

Γkij := (T0)kij , . . . , Γkij;a1...ar := (Tr)kij;a1...ar .

Que σ es diferenciable es evidente a partir de su definición en coordenadas.
En cuanto a que, en efecto, se trate de una sección de φr , obsérvese que las coordenadas

x1, . . . , xn son normales para el jet σ(T0, . . . , Tr) , pues Γkij;a1...ar verifican las simetrías de
la ecuación 2.1, ya que vienen definidas a partir de los tensores T0 , . . . , Tr , que, según la
definición 2.1.4 de tensores normales en p , verifican dichas simetrías.

Por lo tanto, la imagen por φr de jrp∇ (esto es, la sucesión de los tensores normales
en p hasta el orden r de jrp∇ = σ(T0, . . . , Tr) ) es precisamente (T0, . . . , Tr) .

Observación: Fijado un cierto sistema de coordenadas x1, . . . , xn en un entorno de p , si
N r
p ⊂ JrpCon es la subvariedad formada por aquellos jets en p de conexiones lineales para

los cuales x1, . . . , xn son coordenadas normales, el lema recién demostrado afirma que N r
p

es precisamente la subvariedad imagen de la sección σ de φr que hemos definido en su
demostración, y es un slice6 de la acción de NDifr+2

p sobre JrpCon .

6 Cuando decimos que N r
p es un slice de la acción de NDifr+2

p en JrpCon , queremos decir que verifica
estas dos condiciones:

(a) si aplicamos dicha acción a N r
p , recuperamos todo JrpCon , es decir, NDifr+2

p · N r
p = JrpCon ;

(b) N r
p corta transversalmente en cada punto a las órbitas de NDifr+2

p .
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Teorema 2.1.3 (Reducción). Para cada entero r ≥ 0 , la aplicación

JrpCon φr−→ N0 × . . .×Nr

jrp∇ 7−→ (∇0
pT, . . . ,∇

r
pT)

es una proyección regular epiyectiva, cuyas fibras son las órbitas de NDifr+2
p .

Así pues, φr induce un isomorfismo de Gln-variedades diferenciables:

(JrpCon) /NDifr+2
p N0 × . . .×Nr .

Demostración: Para comprobar que φr es una proyección regular, basta con construir,
para cada jet jrp∇ , una sección de φr que pase por él.

Por el lema 2.1.2 anterior, sabemos que cada sistema de coordenadas locales en torno
a p permite definir una sección de φr ; si además dichas coordenadas son normales para
jrp∇ , entonces dicho lema nos garantiza también que la sección construida pasa por el jet
fijado. En particular, la sección es global, y φr es, por tanto, epiyectiva.

La proposición 2.1.2 asegura que las fibras de la proyección regular φr son las órbitas
de NDifr+2

p .
Ya comentamos anteriormente que φr es Difr+2

p −equivariante, puesto que su defini-
ción no depende en absoluto de coordenadas. Como observamos en la demostración de la
proposición 1.1.2, y ya que (1.1) de la página 12 es una sucesión exacta, Gln actúa sobre
(JrpCon) /NDifr+2

p .
Por último, que φr induce un isomorfismo de Gln-variedades diferenciables se sigue

directamente del corolario 1.1.1.

Razonando de modo similar, es posible probar un enunciado análogo del teorema 2.1.3,
correspondiente en este caso a conexiones simétricas; en este enunciado, C̃on sigue deno-
tando el fibrado de conexiones simétricas sobre X , y Ñi denota el espacio de los tensores
normales de orden i en p , para i ∈ {1, . . . , r} , como en la observación justo siguiente a la
proposición 2.1.1:

Teorema 2.1.4. Para cada entero r ≥ 0 , la aplicación

Jrp C̃on φr−→ Ñ1 × . . .× Ñr

jrp∇ 7−→ (∇1
pT, . . . ,∇

r
pT)

es una proyección regular epiyectiva, cuyas fibras son precisamente las órbitas de NDifr+2
p .

Por consiguiente, φr induce un isomorfismo de Gln-variedades diferenciables:

(Jrp C̃on) /NDifr+2
p Ñ1 × . . .× Ñr .
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2.2. Espacios de clases de jets de orden finito de conexiones
lineales

Una consecuencia inmediata de los teoremas 2.1.3 y 2.1.4 y de la sucesión exacta de
grupos de Lie,

1 // NDifr+2
p

// Difr+2
p

// Gln // 1 , (2.6)

que es la misma sucesión (1.1 ), con k = r+ 2 , y en la que ya hemos identificado Dif1
p con

Gln , junto con la proposición 1.1.2, es este teorema:

Teorema 2.2.1. El espacio de clases de jets de conexiones lineales en un punto es iso-
morfo, como espacio anillado, al espacio cociente de una representación lineal de Gln :

Crn = JrpCon/Difr+2
p ' (N0 × . . .×Nr)/Gln .

Del mismo modo, tenemos también el isomorfismo correspondiente en el caso de cone-
xiones simétricas:

C̃rn = Jrp C̃on/Difr+2
p ' (Ñ1 × . . .× Ñr)/Gln .

Por otra parte, aplicando las definiciones 1.3.3 y 1.3.6 al caso concreto de las conexiones
lineales, podemos dar la siguiente definición:

Definición 2.2.1. Un invariante diferencial (escalar) de orden (menor o igual
que) r de conexiones lineales es una función real diferenciable definida (globalmente)
sobre el espacio de clases Crn .

Recordemos que, por la estructura de espacio anillado cociente de Crn , podemos escribir:

{Invariantes diferenciales de orden menor o igual que r} =

= C∞(Crn) = C∞(JrpCon)Difr+2
p .

El lema que enunciamos a continuación nos permitirá afirmar posteriormente que no
hay invariantes diferenciales de ningún orden de las conexiones lineales —simétricas o no—
sobre la variedad X , salvo las funciones constantes.

Lema 2.2.2. Para cada entero r ≥ 0 , el álgebra de funciones polinómicas Gln-invariantes

N0 × . . .×Nr −→ R

es trivial, es decir, solamente está formada por las funciones constantes.
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Demostración: Puesto que, si una función polinómica es Gln-invariante, también lo son sus
componentes homogéneas, basta con demostrar el resultado para polinomios homogéneos.

El espacio vectorial de funciones N0× . . .×Nr → R polinómicas, homogéneas de grado
k , y Gln-invariantes, es isomorfo a⊕

d0+...+dr=k
HomGln(Sd0N0 ⊗ . . .⊗ SdrNr,R) . (2.7)

Por la proposición A.1, toda aplicación lineal Gln-invariante Sd0N0 ⊗ . . . SdrNr → R
es la restricción de alguna aplicación lineal Gln-invariante

T ∗pX⊗ a. . . ⊗T ∗pX ⊗ TpX⊗ b. . . ⊗TpX −→ R ,

con a = 2d0 + . . .+ (r + 2)dr , y b = d0 + . . .+ dr .
Si k > 0 , entonces a 6= b y el teorema A.2 establece que no existen tales aplicaciones

lineales. Es decir, si k > 0 , entonces el espacio vectorial que presentamos en (2.7) es cero,
y hemos acabado.

Teorema 2.2.3. Los únicos invariantes diferenciales (escalares) asociados a las conexio-
nes lineales, sean estas simétricas o no, son las funciones constantes:

C∞(Crn) = R , C∞(C̃rn) = R .

Demostración: En primer lugar, por el teorema 2.2.1 y la propiedad universal de los
espacios anillados cocientes:

C∞(Crn) = C∞((N0 × . . .×Nr)/Gln) = C∞(N0 × . . .×Nr)Gln .

El teorema A.1 permite describir esa álgebra de funciones diferenciables Gl-invariantes
en términos de un sistema de generadores del álgebra de funciones N0 × . . . × Nr → R ,
polinómicas y Gln-invariantes.

Por otra parte, el lema 2.2.2 nos dice que cualquier función polinómica de esas es
forzosamente constante, de donde se sigue que el álgebra C∞(Crn) es trivial: C∞(Crn) = R .

(Un razonamiento totalmente análogo al expuesto sirve para demostrar lo mismo en el
caso de conexiones simétricas: C∞(C̃rn) = R ).

2.2.1. Breve discusión sobre la «dimensión genérica»

Haremos aquí algunos comentarios informales, que nos permitirán recuperar, mediante
argumentos de índole geométrica, las fórmulas relativas a la «dimensión genérica» del
espacio de clases C̃rn , que fueron obtenidas en [8] mediante una serie de elaborados cálculos.

Recordemos que el teorema 2.2.1 establece el siguiente isomorfismo de espacios anilla-
dos:

C̃rn = (Ñ1 × . . .× Ñr)/Gln .
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En este espacio de órbitas, por «dimensión genérica» se entiende habitualmente la
siguiente cantidad:

dim (Ñ1 × . . .× Ñr)− dim (Órbita de un punto con isotropía mínima) ,

que es igual a esta otra:
r∑

m=1
dim Ñm − (dim Gln − i) , (2.8)

donde estamos denotando por i la dimensión mínima de los grupos de isotropía de la
acción de Gln sobre Ñ1 × . . .× Ñr .

Si n > 2 o k > 1 , se puede comprobar (véase en [8]) que la isotropía de un jet
«genérico» es trivial, luego, en tales casos, i = 0 .

Veamos a continuación que, en el caso de 1−jets de conexiones simétricas sobre dimen-
sión 2, el grupo de isotropía de cualquier elemento tiene al menos dimensión 1, de modo
que en este caso se tiene i = 1 .

Definición 2.2.2. El espacio vectorial de los tensores de tipo curvatura (asociados
a las conexiones simétricas) es el subespacio R ⊆ Λ2T ∗pX ⊗ TpX definido por la
identidad lineal de Bianchi:

Rkijl +Rklij +Rkjli = 0 . (2.9)

Estos tensores de tipo curvatura están íntimamente relacionados con los tensores nor-
males de las conexiones simétricas. No hay más que comprobar que la aplicación lineal

Rkijl := Γkjli − Γkilj

establece un isomorfismo de representaciones lineales de Gln :

Ñ1 ' R ,

cuya inversa es:
Γkijl := 1

3(Rklij +Rklji) .

Denotemos el operador de simetrización, el de hemisimetrización y el operador Ricci,
respectivamente, como sigue:

s : ⊗2T ∗pX −→ S2T ∗pX , a : ⊗2T ∗pX −→ Λ2T ∗pX , ρ : R −→ ⊗2T ∗pX ,

donde ρ(R)ij :=
∑n
k=1R

k
ikj .

Lema 2.2.4. Si la variedad X tiene dimensión 2 , entonces el operador Ricci establece
un isomorfismo Gl2−equivariante:

R ρs⊕ρa−−−−→ S2(T ∗pX)⊕ Λ2(T ∗pX) ,

donde ρs := s ◦ ρ y ρa := a ◦ ρ .
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Demostración: Puede verse en [4, Lemma 4.4.1]).

Este lema implica que, si X tiene dimensión 2 , el subgrupo de isotropía de cualquier
jet de orden 1 , j1

p∇ , por la acción de Difp , es, como mínimo, de dimensión 1 . Veámoslo:
Debido a los isomorfismos

C̃1
2 = Ñ1/Gl2 = R/Gl2 = (S2T ∗pX ⊕ Λ2T ∗pX)/Gl2 ,

basta comprobar que cualquier pareja (T2, ω2) formada por un 2−tensor simétrico y una
2−forma sobre un espacio vectorial bidimensional tiene, al menos, un grupo de isotropía
de dimensión 1 bajo la acción de Gl2 .

Si la métrica T2 es no singular, entonces sus automorfismos tienen determinante igual
a ±1 . Entre ellos, puesto que estamos considerando el caso en que la variedad X es
bidimensional, preservarán la 2−forma ω2 los que tengan determinante 1 . En este caso,
por tanto, el grupo de isotropía del par (T2, ω2) es isomorfo bien al grupo especial ortogonal
SO2 , bien a SO1,1 , según la signatura de T2 .

El resto de casos, en los que T2 sea singular, se analizan de un modo análogo, y se
obtienen grupos de isotropía de dimensión mayor.

Las fórmulas 2.5 y 2.8, junto con los argumentos anteriormente expuestos sobre los
grupos de isotropía de 1−jets de conexiones simétricas en dimensión 2 —y teniendo en
cuenta que dim Gln = n2—, permiten recuperar7, para n ≥ 2 , la siguiente expresión de la
«dimensión genérica» de C̃rn que puede encontrarse, como dijimos antes, en [8]:

r∑
m=1

dim Ñm − (dim Gln − i)

= n
n(n+ 1)

2

r∑
m=0

(
n+m− 1

m

)
− n

r∑
m=0

(
n+m+ 1
m+ 2

)
− (n2 − δn2 δr1)

= n
n(n+ 1)

2

r∑
m=0

(
n+m− 1
n− 1

)
− n

r+2∑
m=1

(
n+m− 1
n− 1

)
+ δn2 δ

r
1 .

2.3. Espacios de clases de jets de orden infinito de conexio-
nes lineales

El propósito de esta sección es extender el teorema 2.1.3 a los desarrollos formales de
conexiones lineales en un punto.

Para ello, en primer lugar, consideremos

J∞p Con := ĺım
←
JrpCon ,

7 El caso trivial n = 1 ya fue comentado, de modo más general para conexiones lineales no necesaria-
mente simétricas, en el primer ejemplo en la página 18 del Capítulo 1.
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con su estructura de espacio anillado, según vimos en el capítulo 1, para el caso general
J∞p F . Igualmente, denotaremos el siguiente límite proyectivo de espacios anillados —por
tanto, espacio anillado (ej. 6, pág. 3)— como sigue:

∞∏
i=0

Ni := ĺım
←

r∏
i=0
Ni .

Recordemos que en el apartado 1.3.1 introdujimos los siguientes grupos, ambos con
estructura de espacios anillados, por ser límites de espacios anillados: Dif∞p := ĺım

←
Difrp y

NDif∞p := ĺım
←

NDifrp .

Ya vimos de modo más general en aquel mismo apartado del capítulo 1 que el grupo
Dif∞p —y, por consiguiente, también NDif∞p — actúa en J∞p Con . Razonando de modo
análogo a lo que se hizo allí, se obtiene un morfismo de espacios anillados,

Dif∞p ×
∞∏
i=0

Ni −→
∞∏
i=0

Ni ,

que de nuevo cumple las propiedades de «acción», de modo que el grupo Dif∞p —por

tanto, NDif∞p — actúa también en
∞∏
i=0

Ni .

Observación: Un elemento cualquiera τ∞ ∈ Dif∞p actúa en
∞∏
i=0

Ni por su «jacobiano»8.

En particular, los elementos de NDif∞p actúan por la identidad.

Por otra parte, las correspondientes aplicaciones φr (definidas en la página 28) también
conmutan con los morfismos de ambos sistemas proyectivos de espacios anillados:

Jr+1
p Con

φr+1 //

��

r+1∏
i=0

Ni

��

(r ≥ 0)

JrpCon φr //
r∏
i=0

Ni ,

motivo por el cual la siguiente colección constituye un sistema proyectivo de morfismos de
espacios anillados:

J∞p Con πr−→ JrpCon φr−→ N0 × . . .×Nr (r ≥ 0) , (2.10)
8 El «jacobiano» de τ∞ = j∞p τ del que hablamos es j1

pτ , es decir, el elemento obtenido al aplicar a τ∞
la proyección natural al factor correspondiente: Dif∞p

π1−→ Dif1
p .
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donde πr es la proyección canónica del límite proyectivo en el espacio correspondiente.
La propiedad universal del límite proyectivo (ej. 6, pág. 3) sirve entonces para garan-

tizar la existencia del siguiente morfismo inducido de espacios anillados:

J∞p Con φ∞ //
∞∏
i=0

Ni .

El teorema fundamental de reducción cuyo enunciado puede leerse a continuación dice
cuál es la naturaleza de esta aplicación φ∞ , y es la versión correspondiente para jets de
orden infinito del teorema de reducción 2.1.3.

Teorema 2.3.1 (Reducción para jets infinitos). El morfismo de espacios anillados

J∞p Con φ∞ //
∞∏
i=0

Ni .

es Dif∞p −equivariante, epiyectivo y sus fibras son las órbitas de NDif∞p .
Además, para cada punto de J∞p Con , existe alguna sección 9 de φ∞ que pasa por dicho

punto.

Demostración: Según puede verse en 2.10, como todas las aplicaciones φr ◦ πr (para cada
r ≥ 0 ) son epiyectivas, también lo es φ∞ .

Del mismo modo, puesto que todas esas aplicaciones φr ◦ πr (para cada r ≥ 0 ) son
Dif∞p −equivariantes, φ∞ es Dif∞p −equivariante.

Comprobemos ahora que las fibras de φ∞ son justamente las órbitas de NDif∞p :

Sean j∞p ∇ , j∞p ∇′ ∈ J∞p Con , tales que φ∞(j∞p ∇) = φ∞(j∞p ∇′) . Por definición de
φ∞ , se verifica:

(φr ◦ πr)(j∞p ∇) (φr ◦ πr)(j∞p ∇′)

‖ ‖ (∀ r ≥ 0)

φr(jrp∇) φr(jrp∇′) .

En cada r ≥ 0 , usando el teorema 2.1.3 de reducción para jets de orden finito, esta
condición dice que existe τr ∈ NDifr+2

p , tal que jrp∇′ = τr · jrp∇ .
9 Por sección de φ∞ entenderemos un morfismo de espacios anillados

σ :
∞∏
i=0

Ni −→ J∞p Con ,

tal que φ∞ ◦ σ = Id .
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Aprovechando que las proyecciones JrpCon → Jr−1
p Con son Difp−equivariantes, es

posible escoger una sucesión (τr)r∈N , que defina un elemento τ∞ := (τr)r∈N en
NDif∞p . Este elemento verifica:

j∞p ∇ = τ∞ · j∞p ∇′ ,

luego concluimos que j∞p ∇ y j∞p ∇′ pertenecen a la misma órbita de NDif∞p .

Si tomamos j∞p ∇ , j∞p ∇′ ∈ J∞p Con que estén en la misma órbita de NDif∞p , es
porque existe algún τ∞ ∈ NDif∞p , tal que j∞p ∇′ = τ∞ · j∞p ∇ .
Como φ∞ es Dif∞p -equivariante, también es NDif∞p -equivariante, y, por tanto, se
verifica:

φ∞(j∞p ∇′) = φ∞(τ∞ · j∞p ∇) = τ∞ · φ∞(j∞p ∇) = φ∞(j∞p ∇) ,

donde la última igualdad se debe a la observación de la página 36.

Veamos para acabar que, dado un elemento j∞p ∇ ∈ J∞p Con , existe una sección de φ∞
que pasa por él.

Obsérvese que la sección construida en el teorema 2.1.3, que ahora denotaremos σr para
cada r ≥ 0 , puede escogerse de modo que se tenga el siguiente cuadrado de aplicaciones
diferenciables:

Jr+1
p Con

��

N0 × . . .×Nr+1
σr+1oo

��
JrpCon N0 × . . .×Nr ,

σroo

y además de modo que σr pase por jrp∇ , para cada r ≥ 0 .
Por tanto, de nuevo por la propiedad universal del límite proyectivo, toda esa colección

de secciones (σr)r∈N define un morfismo de espacios anillados,

J∞p Con σ←−
∞∏
i=0

Ni ,

que es precisamente la sección que queríamos definir.

El teorema final buscado es el siguiente:

Teorema 2.3.2. Hay un isomorfismo de espacios anillados:

C∞n

( ∞∏
i=0

Ni

)
/Gln ,

siendo C∞n := (J∞p Con) /Dif∞p .
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Demostración: El teorema anterior y la proposición 1.1.1 garantizan que existe un isomor-
fismo Gln−equivariante de espacios anillados:

(J∞p Con) /NDif∞p '
∞∏
i=0

Ni .

Ahora basta observar que la existencia de la sucesión exacta de grupos

1 // NDif∞p // Dif∞p // Gln // 1 (2.11)

permite hacer uso de la proposición 1.1.2 para concluir:

C∞n = (J∞p Con)/Dif∞p '
[
(J∞p Con)/NDif∞p

]
/Gln '

( ∞∏
i=0

Ni

)
/Gln .

Todo lo hecho en esta sección puede redactarse análogamente para conexiones simé-
tricas; por consiguiente, tanto el teorema 2.3.1, como el 2.3.2, admiten su correspondiente
expresión, que enunciaremos conjuntamente en el siguiente resultado:

Teorema 2.3.3. El morfismo de espacios anillados

J∞p C̃on φ∞ //
∞∏
i=1

Ñi .

es Dif∞p −equivariante, epiyectivo y sus fibras son las órbitas de NDif∞p .
Para cada punto de J∞p C̃on , existe alguna sección de φ∞ que pasa por dicho punto.
Además, hay un isomorfismo de espacios anillados:

C̃∞n

( ∞∏
i=1

Ñi

)
/Gln ,

siendo C̃∞n := (J∞p C̃on) /Dif∞p .
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Capítulo 3

Métricas

Este capítulo estará dedicado al estudio de la clasificación de jets en un punto de
métricas pseudo-riemannianas.

Concretamente, demostraremos que los invariantes diferenciales sirven para clasificar
jets de métricas riemannianas, mientras que no bastan para clasificar jets de métricas
pseudo-riemannianas.

Probaremos también que el espacio de clases (en el caso riemanniano) tiene estructura
de espacio diferenciable, y que estratifica en variedades diferenciables, lo que motiva que
decidamos referirnos a él como espacio de moduli. Describiremos de modo exhaustivo la
naturaleza de dicho espacio de moduli en dimensión 2 para órdenes bajos de jets.

Algunos de los resultados fundamentales de este capítulo pueden leerse también en
[17].

Seguimos considerando que la variedad diferenciable X , salvo mención expresa dife-
rente, tiene dimensión n .

3.1. Desarrollos normales
Consideremos sobre X una métrica pseudo-riemanniana g de signatura (s+, s−) , con

n = s+ + s− , y sea ∇ su conexión de Levi-Civita.

Definición 3.1.1. Dada la métrica g y dado p ∈ X , diremos que unas coordenadas
x1, . . . , xn en un entorno de p constituyen un sistema de coordenadas normales para
g en p si verifican las siguientes condiciones:

(a) son normales para ∇ en p (véase la definición 2.1.1);

(b) la base de parciales {( ∂
∂x1

)p, . . . , ( ∂
∂xn

)p} es una base ortonormal para la métrica en
el punto, gp ; es decir,

gp =
n∑
i=1

αiidpxi ⊗ dpxi ,

con αii = ±1 .
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Observación: Dada la métrica g , un sistema de coordenadas centradas en p es normal
para g en p si, por la aplicación exponencial asociada a ∇ (véase la observación de la
página 23), se corresponde con un sistema lineal ortonormal de coordenadas en TpX .
Lema 3.1.1 (Gauss). Sea x1, . . . , xn un sistema de coordenadas locales centradas en
p ∈ X , de modo que la base de parciales {( ∂

∂x1
)p, . . . , ( ∂

∂xn
)p} sea ortonormal para la

métrica g en p :

gp =
n∑
i=1

αiidpxi ⊗ dpxi ,

con αii = ±1 .

En el entorno donde dichas coordenadas estén definidas, sean H =
n∑
i=1

xi∂xi el campo

de las homotecias, y g̃ =
n∑
i=1

αiidxi ⊗ dxi la métrica plana.

El sistema x1, . . . , xn es normal para g en p si, y solo si,

iHg = iH g̃ ,

es decir, si se satisfacen las siguientes ecuaciones:
n∑
i=1

xigij = αjjxj (j = 1, . . . , n) . (3.1)

Demostración: De modo similar al inicio de la demostración del lema 2.1.1, consideremos
la expresión en las coordenadas x1, . . . , xn de la curva σ(t) = (λ1t, . . . , λnt) , que tiene

como vector tangente Tt =
n∑
i=1

λi

(
∂

∂xi

)
σ(t)

.

(⇒) :
Supongamos que las coordenadas x1, . . . , xn son normales para g ; es decir, la curva

σ(t) es una geodésica. Como el producto g(Tt, Tt) es constante a lo largo de una geodésica y
en p dicho producto vale

∑n
i=1 αiiλ

2
i , entonces se tiene g(Tt, Tt) =

∑n
i=1 αiiλ

2
i en cualquier

punto σ(t) .
Sobre esta geodésica, se verifica Hσ(t) = tTt ; por tanto, puesto que cualquier punto p

del entorno donde están definidas las coordenadas x1, . . . , xn se puede escribir de la forma
p = σ(t) = (λ1t, . . . , λnt) (para ciertos λ1, . . . , λn ), obtenemos:

g(Hp, Hp) = g(Hσ(t), Hσ(t)) = t2g(Tt, Tt) =
n∑
i=1

αiiλ
2
i t

2 = g̃(Hp, Hp) . (3.2)

Por otra parte, si ahora usamos la ecuación 3.2 y que∇HH = H —esta última igualdad
viene garantizada por el lema 2.1.1—, junto con que [∂xk , H] = ∂xk , entonces se obtiene

H(g(H, ∂xk)) = g(∇HH, ∂xk) + g(H,∇H∂xk) = g(H, ∂xk) + g(H, [H, ∂xk ] +∇∂xkH)

= g(H, ∂xk)− g(H, ∂xk) + g(H,∇∂xkH) = 1
2
∂g(H,H)
∂xk

= 1
2
∂

∂xk

(
n∑
i=1

αiix
2
i

)
= αkkxk .
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Es decir, H(g(H, ∂xk) − αkkxk) = 0 , luego la función g(H, ∂xk) − αkkxk es constante
a lo largo de las trayectorias de H —las rectas que pasan por el origen de coordenadas,
reparametrizadas—. Como tal función se anula además en el punto p , podemos concluir
que g(H, ∂xk)− αkkxk es la función constantemente nula, o sea:

g(H, ∂xk) = αkkxk = g̃(H, ∂xk) .

(⇐) :
Suponiendo cierto que iHg = iH g̃ , comprobemos que ∇HH = H .
Por un lado, para cada k ∈ {1, . . . , n} ,

g(∇HH, ∂xk) = H(g(H, ∂xk))− g(H,∇H∂xk)
= H(αkkxk)− g(H,∇H∂xk)
= αkkxk − g(H,∇H∂xk) . (�)

Ahora bien, puede verse a continuación, sin más que usar la igualdad [∂xk , H] = ∂xk
que ya empleamos en la demostración de la implicación directa, que el sustraendo del
último miembro de las igualdades anteriores es igual a:

g(H,∇H∂xk) = g(H, [H, ∂xk ] +∇∂xkH) = −g(H, ∂xk) + g(H,∇∂xkH)

= −g(H, ∂xk) + 1
2∂xk(g(H,H)) = −g(H, ∂xk) + αkkxk ,

de donde se sigue, sustituyendo en (�):

g(∇HH, ∂xk) = g(H, ∂xk) , ∀k ∈ {1, . . . , n} ,

lo que sirve para concluir.

De modo análogo a aquello que hicimos en el capítulo 2 cuando enunciamos la definición
2.1.2, ahora también es posible, atendiendo a las ecuaciones 3.1 del lema 3.1.1, proponer
la siguiente definición:

Definición 3.1.2. Diremos que un sistema de coordenadas x1, . . . , xn centradas en p es
un sistema normal para jrpg si, para cada j ∈ {1, . . . , n} , se verifica:

jr+1
p

(
n∑
i=1

xigij

)
= jr+1

p (αjjxj) .

De modo equivalente, un sistema de coordenadas x1, . . . , xn centradas en p será normal
para jrpg si, para cada j ∈ {1, . . . , n} , y para cualesquiera índices k1, . . . , kr+1 ∈ {1, . . . , n} ,
se verifica que esta suma cíclica en los últimos r + 1 índices es nula:

gjk1;k2...kr+1 + gjk2;k3...kr+1k1 + . . .+ gjkr+1;k1k2...kr = 0 , (3.3)
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en la que se emplea la siguiente notación —con α1, . . . , αr cualquier colección de índices
en {1, . . . , n}—:

gij;α1,...,αr := ∂rgij
∂xα1 . . . ∂xαr

(p) .

Observación: Si x1, . . . , xn es un sistema de coordenadas normales para una métrica g
en un entorno de p , entonces la identidad 3.1 del lema de Gauss da lugar a que x1, . . . , xn
sean también normales para jrpg .

Tensores normales

Dada la conexión de Levi-Civita ∇ de g , sea ∇ el germen en p ∈ X de la conexión
lineal plana10 que se corresponde vía la aplicación exponencial exp∇ con la conexión plana
estándar sobre TpX .

A continuación, definiremos los tensores normales de una métrica en un punto; esta
próxima definición captura la información que se obtendría a partir de la definición 2.1.3
de tensores normales en un punto aplicada a la conexión de Levi-Civita de la métrica g ,
aunque con un acercamiento diferente, si bien similar, a la cuestión.

Definición 3.1.3. Para cada entero m ≥ 1 , el tensor normal r−ésimo de la métrica
g en p es ∇rpg .

Si tomamos un sistema de coordenadas normales x1, . . . , xn para g en torno a p , el
tensor ∇rpg tiene la siguiente expresión:

∇rpg :=
∑

i,j,k1,...,kr

gij,k1...kr dpxi ⊗ dpxj ⊗ dpxk1 ⊗ . . .⊗ dpxkr ,

donde estamos usando esta notación:

gij,k1...kr := ∂rgij
∂xk1 . . . ∂xkr

(p) . (3.4)

Definición 3.1.4. Sea p ∈ X . Para cada entero r ≥ 1 , el espacio de tensores nor-
males de orden r en p , que denotaremos Nr , es el espacio vectorial de los tensores
(r + 2)−covariantes T que verifican las siguientes simetrías:

(i) T es simétrico en los dos primeros y en los r últimos índices:

Tijk1...kr = Tjik1...kr , Tijk1...kr = Tijkσ(1)...kσ(r) , para cada σ ∈ Sr ;

(ii) la suma cíclica sobre los últimos r + 1 índices es 0 :

Tijk1...kr + Tikrjk1...kr−1 + . . .+ Tik1...krj = 0 .
10 En la página 26 ya hicimos uso de esta conexión auxiliar, clave para la definición del tensor normal

asociado a una conexión ∇ en p ∈ X .
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Para r = 0 , denotaremos por N0 el conjunto de las métricas pseudo-riemannianas
en p de signatura (s+, s−) —que, como es sabido, es un abierto de S2T ∗pX , pero no un
subespacio vectorial—.

Por otra parte, una cuenta sencilla muestra que N1 = 0 .

Proposición 3.1.1. Dado cualquier entero r ≥ 1 , el tensor ∇rpg asociado a la métrica g
en p es un elemento de Nr .

Demostración: Basta tomar un sistema de coordenadas normales x1, . . . , xn para g en
un cierto entorno de p . La expresión 3.4 del tensor ∇rpg en dichas coordenadas sirve para
verificar la simetría del tensor en sus dos primeros índices, así como en los r últimos.

Para comprobar también que la suma cíclica sobre sus últimos r+1 índices es 0 , basta
con derivar r + 1 veces en la identidad del lema 3.1.1, y valorar en p .

En particular, y en relación con el comentario que antecede a esta última proposición,
el tensor normal de orden 1 de cualquier métrica es 0: ∇1

p g = 0 .

Observación: Si, para cualquier entero r mayor o igual que 1, denotamos por sr+1 el
operador de simetrización en los últimos r+1 índices, tenemos la siguiente sucesión exacta:

0 // Nr
� � i // S2T ∗pX ⊗ SrT ∗pX

sr+1 // T ∗pX ⊗ Sr+1T ∗pX // 0 . (3.5)

El estudio de las dimensiones de los espacios presentes en la sucesión 3.5, junto con el
hecho de que la dimensión de X es n , nos da este resultado sobre la dimensión del espacio
de tensores normales:

dimNr =
(
n+ 1

2

)(
n+ r − 1

r

)
− n

(
n+ r

r + 1

)
. (3.6)

3.1.1. Teorema de reducción

De modo análogo al planteamiento seguido en el capítulo 2, para cualquier métrica
pseudo-riemanniana g de signatura (s+, s−) , denotaremos la sucesión de todos sus tensores
normales en p —excluyendo el de orden 1, por ser este siempre nulo, y asumiendo el valor
de la métrica en el punto como su correspondiente «tensor normal de orden 0»— mediante
(gp,∇

2
pg, . . . ,∇

r
pg, . . .) .

Como la definición del tensor normal ∇rpg solamente depende de jrpg , la siguiente
aplicación, dado cualquier entero r ≥ 2 , está perfectamente definida:

JrpM
φr−→ N0 ×N2 × . . .×Nr

jrpg 7−→ (gp,∇
2
pg, . . . ,∇

r
pg) .

Puesto que su definición es absolutamente independiente de coordenadas, la aplicación
φr es Difr+1

p −equivariante.
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En lo que sigue, estudiaremos el carácter de esta aplicación, de modo similar al análisis
llevado a cabo en el apartado 2.1.1 del capítulo 2. Omitiremos las demostraciones de los
próximos resultados técnicos, necesarios para la demostración del teorema de reducción
3.1.3, puesto que aquellas son enteramente análogas a las de los resultados correspondientes
de aquel capítulo.

En primer lugar, recordemos la definición 1.2.4 para poder enunciar el siguiente resul-
tado:

Proposición 3.1.2. Sean jrpg y jrpg′ dos jets de orden r de métricas pseudo-riemannianas
en p . Ambos jets pertenecen a la misma fibra de φr si, y solo si, pertenecen a la misma
órbita de NDifr+1

p .

Lema 3.1.2. Dado un entero r ≥ 0 , cada sistema local de coordenadas x1, . . . , xn alre-
dedor de p define una sección diferenciable (global) de φr , cuya imagen son aquellos jets
jrpg para los que dichas coordenadas son normales.

Observación: Una vez más, análogamente a lo que sucedía en el capítulo 2, para un cierto
sistema de coordenadas x1, . . . , xn en un entorno de p , si denotamos por N r

p ⊂ JrpM la
subvariedad formada por aquellos jets en p de métricas pseudo-riemannianas, para los
cuales x1, . . . , xn son coordenadas normales, la sección de φr de la que nos habla este
último lema tiene como imagen justamente a N r

p , que es, como sucedía entonces, un slice
—véase la nota al pie de la página 30— de la acción de NDifr+1

p sobre JrpM .

Teorema 3.1.3 (Reducción). Para cada entero r ≥ 0 , la aplicación

JrpM
φr−→ N0 ×N2 × . . .×Nr

jrpg 7−→ (gp,∇
2
pg, . . . ,∇

r
pg) .

es una proyección regular epiyectiva, cuyas fibras son las órbitas de NDifr+1
p .

Por tanto, φr induce un isomorfismo de Gln−variedades diferenciables:

(JrpM) /NDifr+1
p N0 ×N2 . . .×Nr .

Demostración: Dado un jet jrpg , construyamos una sección de φr que pase por él.
Cualquier sistema de coordenadas locales en torno a p define una sección de φr , se-

gún el lema 3.1.2. Para que dicha sección pase por jrpg basta con escoger ese sistema de
coordenadas de modo que sean normales para el jet en cuestión. Con esto tendremos una
sección global de φr como la que buscábamos, con lo que queda probado que φr es una
proyección regular epiyectiva.

Que las fibras de la proyección regular φr son las órbitas de NDifr+1
p es justamente lo

que afirma la proposición 3.1.2. Además, la aplicación φr es Difr+1
p -equivariante, como ya

fue observado anteriormente, y, puesto que (1.1) en la página 12 es una sucesión exacta
de grupos de Lie, la proposición 1.1.2 y el corolario 1.1.1 sirven para concluir que Gln
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actúa sobre (JrpM) /NDifr+1
p y que φr induce un isomorfismo de Gln-variedades como el

del enunciado.

Damos ahora un par de resultados que nos permitirán identificar finalmente el espacio
de clases Mr

s+,s− = (JrpM)/Difr+1
p con el cociente de una representación lineal de un grupo

de Lie clásico.

Proposición 3.1.3. Existen isomorfismos de espacios anillados:

Mr
s+,s− ((JrpM) /NDifr+1

p )/Gln (N0 ×N2 . . .×Nr)/Gln .

Demostración: En realidad, el segundo isomorfismo es obvio, a partir del teorema 3.1.3,
en cuanto demostremos el primero de los isomorfismos del enunciado.

Para ello, no hay más que aplicar la proposición 1.1.2, pues la siguiente es una sucesión
exacta de grupos de Lie:

1 // NDifr+1
p

// Difr+1
p

// Gln // 1 , (3.7)

recordando de nuevo la identificación entre Gln y Dif1
p .

Teorema 3.1.4. Para cualquier entero r ≥ 2 , existe un isomorfismo de espacios anillados:

Mr
s+,s− (N2 . . .×Nr)/Os+,s− .

Demostración: Dada una métrica gp de signatura (s+, s−) sobre TpX , su subgrupo de
isotropía por la acción de Gln es el grupo ortogonal O(gp) ' Os+,s− .

Basta ahora usar la proposición 3.1.3 junto con la proposición 1.1.3 para obtener el
isomorfismo del enunciado.

3.2. Espacios de moduli de jets de orden finito de métricas
riemannianas

Aplicando las definiciones 1.3.3 y 1.3.8, podemos enunciar la siguiente definición:

Definición 3.2.1. Un invariante diferencial (escalar) de orden (menor o igual
que) r de métricas pseudo-riemannianas de signatura (s+, s−) es una función real dife-
renciable definida (globalmente) sobre Mr

s+,s− = JrpM/Difr+1
p .

Debido a la estructura de espacio anillado cociente de Mr
s+,s− , se tiene:

{Invariantes diferenciales de orden menor o igual que r} =

= C∞(Mr
s+,s−) = C∞(JrpM)Difr+1

p .
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Teorema 3.2.1. Existe un número finito q1, . . . , qs ∈ C∞(Mr
s+,s−) de invariantes di-

ferenciales escalares de orden menor o igual que r , tales que cualquier otro invariante
diferencial f de orden menor o igual que r es una función diferenciable de los primeros;
es decir, f = F (q1, . . . , qs) , para alguna función F ∈ C∞(Rs) .

Demostración: Como consecuencia del teorema 3.1.4,

C∞(Mr
s+,s−) = C∞(N2 × . . .×Nr)Os+,s− .

Basta aplicar el resultado de Luna A.1 a la representación lineal N2 × . . . × Nr del
grupo ortogonal Os+,s− , lo cual asegura la existencia de una colección finita de funciones
Os+,s−−invariantes, q1, . . . , qs , que generan el álgebra C∞(N2× . . .×Nr)Os+,s− , de modo
que toda función Os+,s−−invariante diferenciable sobre N2 × . . .×Nr puede escribirse de
la siguiente forma: f = F (q1, . . . , qs) , para alguna función diferenciable F ∈ C∞(Rs) .

La versión de este mismo teorema para métricas riemannianas puede encontrarse en
[26].

Observación: La sucesión de tensores normales {∇2
pg, . . . ,∇

r
pg} es equivalente (véase

[20]) a la sucesión {Rp,∇pR, . . . ,∇r−2
p R} —donde estamos escribiendo el tensor de cur-

vatura R de la métrica g y sus sucesivas derivadas covariantes con su conexión de Levi-
Civita—; se puede probar que los generadores q1, . . . , qs del teorema 3.2.1 pueden escogerse
como invariantes de Weyl, esto es, según la teoría de invariantes del grupo ortogonal (teo-
rema A.4), cantidades escalares construidas a partir de la sucesión {Rp,∇pR, . . . ,∇r−2

p R}
mediante combinación reiterada de las siguientes operaciones: productos tensoriales, subir
y bajar índices, contracciones y combinaciones R−lineales.

El espacio de moduli de jets de métricas riemannianas

El resultado que sigue justifica que nos refiramos al espacio de clases de equivalencia
de jets de métricas riemannianas Mr

n como espacio de moduli.

Teorema 3.2.2. Los invariantes diferenciales de orden menor o igual que r separan
puntos en el espacio de moduli Mr

n .
Por consiguiente, los invariantes diferenciales escalares de orden menor o igual que r

clasifican los r−jets de métricas riemannianas en un punto.

Demostración:
Para cualquier métrica definida positiva gp sobre TpX , su grupo ortogonal O(gp) ' On

es compacto.
Es un resultado clásico que, si V es una representación lineal de un grupo de Lie

compacto G , entonces las funciones G−invariantes diferenciables sobre V separan las
órbitas de la acción de G . Esbocemos aquí el argumento:
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Para cualquier función diferenciable f sobre V , la aplicación

G −→ C∞(V )
g 7−→ g · f ,

donde (g ·f)(v) = f(g−1 ·v) , es continua. (Véase [28, Lema 11.7, pág. 134]). De modo que,
promediando sobre G ,

f̄ :=
∫
G

(g · f) dg ,

siendo dg la única medida invariante por la izquierda sobre G , tal que
∫
G dg = 1 , conse-

guimos una función diferenciable G−invariante f̄ sobre V .
Las órbitas de G , puesto que este es compacto, son cerradas. Por ello, dadas dos órbitas

distintas (disjuntas), digamos {g · v1}g∈G , {g · v2}g∈G , existe alguna función diferenciable
f sobre V que las separa; es decir, digamos f(g ·v1) = 1 , para todo g ∈ G , y f(g ·v2) = 0 ,
para todo g ∈ G .

Promediando dicha función sobre G , como hemos indicado anteriormente, obtenemos
una función diferenciable y G−invariante, f̄ , que vale 1 y 0, respectivamente, sobre cada
una de las dos órbitas.

En otras palabras, el álgebra C∞(V/G) separa puntos de V/G .
Para concluir la demostración del teorema, basta aplicar lo dicho a la representación

lineal N2 × . . .×Nr de On cuyo cociente es isomorfo como espacio anillado a Mr
n , según

afirma el teorema 3.1.4.

Para métricas pseudo-riemannianas, el teorema 3.2.2 no es cierto. En la página 59,
detallamos un contraejemplo, y en la sección 3.4 estudiaremos con más atención el espacio
de clases de jets de órdenes bajos de métricas de signatura (1, 1) en dimensión 2. En
general, los espacios de clases Mr

s+,s− son patólogicos en un sentido topológico, puesto que
no son espacios T1 —esto es, tienen puntos que no son cerrados—.

En todo lo que queda de esta sección, nos centraremos exclusivamente en el estudio de
los espacios de moduli de jets de métricas riemannianas.

Podemos enunciar, en primer lugar, el siguiente resultado sobre la estructura de los
espacios de moduli:

Teorema 3.2.3. Los espacios de moduli Mr
n son espacios diferenciables.

Demostración: El teorema 3.1.4 y el teorema 1.1.2 de Schwarz nos sirven directamente
para probar el enunciado.

Precisemos algo más cuál es la estructura de espacio diferenciable del espacio Mr
n .

Si tomamos un sistema de generadores q1, . . . , qs de los invariantes diferenciales de
orden menor o igual que r —cuya existencia nos garantiza el teorema 3.2.1—, estos gene-
radores invariantes definen un isomorfismo de espacios diferenciables:

(q1, . . . , qs) : Mr
n Z ⊆ Rs ,
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siendo Z un subespacio cerrado de Rs .

En general, el espacio diferenciable Mr
n no es una variedad diferenciable. Sin embar-

go, a pesar de lo que pudiera parecer, no tiene una estructura demasiado pobre, pues
vamos a comprobar a continuación que admite una estratificación finita en subvariedades
diferenciables.

Consideremos Vn = Rn dotado de su producto escalar estándar δ , y su correspondiente
grupo ortogonal, On := O (Vn, δ) . Denotaremos por T el conjunto de clases de conjugación
de subgrupos cerrados de On .

Dado cualquier otro espacio vectorial n−dimensional V ′n con un producto interior δ′ ,
podemos considerar también el conjunto T ′ de clases de conjugación de subgrupos cerrados
de O (V ′n, δ′) .

Cualquier isometría ϕ : (Vn, δ)→ (V ′n, δ′) permite establecer la siguiente identificación:

T −→ T ′
[H] 7−→

[
ϕ ◦H ◦ ϕ−1] .

La identificación es canónica, pues no depende de la isometría escogida ϕ .
Por tanto, en lo sucesivo siempre consideraremos el conjunto T como el mismo para

cualquier pareja (V ′n, δ′) .
En T existe una relación de orden parcial; a saber:

[H] ≤ [H ′] ,

si existen representantes H y H ′ (de [H] y [H ′] , respectivamente), tales que H ⊆ H ′ .

Definición 3.2.2. Dado un jet de métricas riemannianas jrpg , su grupo de automor-
fismos es el subgrupo estabilizador Aut (jrpg) ⊆ Difr+1

p de jrpg :

Aut (jrpg) := {jr+1
p τ ∈ Difr+1

p : jrp(τ∗g) = jrpg} .

Lema 3.2.4. El siguiente morfismo de grupos es inyectivo:
Aut (jrpg) −→ O (TpX, gp) ' On

jr+1
p τ 7−→ τ∗,p ,

donde mediante τ∗,p estamos denotando la aplicación lineal tangente τ∗,p : TpX → TpX
del difeomorfismo τ ∈ Difp en p .
Demostración:

Para cualquier τ ∈ Difp y cualquier métrica g sobre X , se tiene el siguiente diagrama
conmutativo de difeomorfismos locales:

TpX
expτ∗g //

τ∗

��

X

τ

��
TpX expg

// X .

(3.8)
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Si jr+1
p τ ∈ Aut (jrpg) , es decir, si jrp(τ∗g) = jrpg , entonces jr+1

0 (expτ∗g) = jr+1
0 (expg) .

Si ahora tomamos jets de orden r + 1 en el diagrama conmutativo 3.8, entonces se
obtiene:

jr+1
p τ = jr+1

0 (expg) ◦ jr+1
0 τ∗ ◦ jr+1

p (exp−1
g ) ,

de donde se sigue que jr+1
p τ está determinado exclusivamente por su parte lineal τ∗ .

Gracias al lema 3.2.4, podemos entender el grupo de automorfismos Aut (jrpg) como
un subgrupo —determinado salvo conjugación— del grupo ortogonal On .

Definición 3.2.3. La aplicación de tipo es como sigue:

Mr
n

t−→ T[
jrpg
]
7−→

[
Aut (jrpg)

]
.

Para cada clase de conjugación [H] ∈ T —en adelante, para cada tipo—, el estrato
de tipo [H] es el subconjunto S[H] ⊆ Mr

n formado por todos aquellos puntos cuyo tipo es
[H] .

El teorema que enunciamos a continuación describe cuál es la estructura del espacio
diferenciable Mr

n , y cómo este espacio se «estratifica» en subvariedades diferenciables.

Teorema 3.2.5. Se verifican las siguientes propiedades:

1. La aplicación de tipo t : Mr
n → T toma un número finito de valores [H0] . . . , [Hk] ;

además, uno de ellos, digamos [H0] , es mínimo.

2. La aplicación t es semicontinua: para cada tipo [H] ∈ T , el conjunto de puntos de
Mr
n de tipo menor o igual que [H] es un subconjunto abierto de Mr

n . En particular,
todo estrato S[Hi] (con i ∈ {0, . . . , k} ) es un subespacio localmente cerrado de Mr

n .

3. Todo estrato S[Hi] (para i ∈ {0, . . . , k} ) es una subvariedad diferenciable de Mr
n .

4. El estrato genérico S[H0] de tipo mínimo es un subconjunto abierto, denso y conexo
de Mr

n .

Demostración:
Fijemos una métrica definida positiva δp sobre TpX , y denotemos mediante On su

grupo ortogonal. Por el teorema 3.1.4, escrito para métricas riemannianas, sabemos que
existe un isomorfismo

Mr
n (N2 × . . .×Nr)/On .

Este isomorfismo lleva cada elemento del espacio demoduli, [jrpg] ∈ Mr
n , siendo gp = δp ,

a la clase de equivalencia, módulo la acción del grupo ortogonal de la correspondiente
sucesión de tensores normales, [(∇2

pg, . . . ,∇
r
pg)] ∈ (N2 × . . .×Nr)/On .
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Comprobemos que el subgrupo

Aut (jrpg)↪−→On

jr+1
p τ 7−→τ∗ ,

donde de nuevo estamos usando τ∗ para designar a la aplicación lineal tangente del difeo-
morfismo local τ , coincide con el subgrupo

Aut (∇2
pg, . . . ,∇

r
pg) := {σ ∈ On : σ∗(∇kpg) = ∇kpg , ∀k ≤ r} .

Obviamente, si un automorfismo jr+1
p τ deja jrpg fijo, entonces su sucesión de tensores

normales también debe permanecer fija por el automorfismo: τ∗(∇kpg) = ∇kpg .
Recíprocamente, dado un automorfismo σ : TpX → TpX de la sucesión de tensores

normales (∇2
pg, . . . ,∇

r
pg) , consideremos un sistema de coordenadas normales x1, . . . , xn

para g en p .
Por la identificación definida por la aplicación exponencial expg : TpX → X , la aplica-

ción σ puede verse como un difeomorfismo de X (una transformación lineal de sistemas
normales de coordenadas).

En coordenadas normales, la expresión del tensor normal ∇kpg se corresponde con la
expresión de la parte homogénea de grado k del jet jrpg . Por tanto, se sigue inmediatamente
que la aplicación lineal σ deja jrpg fijo; es decir, jr+1

p g ∈ Aut (jrpg) .
La identificación entre los subgrupos Aut (jrpg) y Aut (∇2

pg, . . . ,∇
2
pg) que acabamos

de comprobar hace que el siguiente diagrama sea conmutativo:

Mr
n

t // T

(N2 × . . .×Nr)/On
t // T

[(∇2
pg, . . . ,∇

r
pg)] � // [Aut (∇2

pg, . . . ,∇
r
pg)] .

Así pues, la demostración del teorema ha quedado reducida al estudio de una re-
presentación lineal V (= N2 × . . . × Nr) de un grupo de Lie compacto G(= On) y su
correspondiente aplicación de tipo:

V/G
t−→ T = {clases de conjugación de subgrupos cerrados de G}

[v] 7−→ [Subgrupo estabilizador de v] .

Para esta aplicación de tipo, las propiedades análogas a las del enunciado del teorema
(de 1 a 4 ) son bien conocidas en la literatura. (Véanse, por ejemplo, en [3], el teorema 2
y el ejercicio 9 de la sección 9 del capítulo IX).
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Observaciones:

1. Salvo para casos triviales, el estrato genérico tiene como tipo (la clase de conjugación
de) el grupo trivial: H0 = {Id} .

2. A partir del teorema 3.1.4 y de la fórmula 3.6 sobre la dimensión de los espacios
Nr de tensores normales, se puede calcular de modo muy sencillo la dimensión
del estrato genérico de los espacios de moduli Mr

n . Recuperamos así, mediante otras
herramientas y expresándolo en otro lenguaje, el resultado siguiente, que puede leerse
en [25]:

dim M0
n = dim M1

n = 0 , ∀n ≥ 1 ,

dim Mr
1 = 0 , ∀r ≥ 0 ,

dim M2
2 = 1 , dim Mr

2 = 1
2(r + 1)(r − 2) , ∀r ≥ 3 ,

dim Mr
n = n+ (r − 1)n2 − (r + 1)n

2(r + 1)

(
n+ r

r

)
, ∀n ≥ 3 , r ≥ 2 .

3. El teorema 3.2.5 no es cierto para métricas pseudo-riemannianas. Veremos poste-
riormente, cuando en la sección 3.4 expongamos con más detalle el caso pseudo-
-riemanniano en dimensión 2 , que suceden los siguientes hechos:

La aplicación de tipo no es semicontinua.
Algunos estratos no son variedades diferenciables, ni siquiera espacios topoló-
gicos separados.
Si, a pesar de lo dicho en el punto anterior, seguimos llamándolos «estratos»,
el estrato de tipo mínimo no es ni abierto ni denso.

Es decir, en el caso de las métricas pseudo-riemannianas, fijar el tipo no basta para
obtener una estratificación diferenciable, como la que nos garantiza el teorema 3.2.5
para el caso riemanniano.

3.3. Cálculos en dimensión 2
Determinemos la estratificación de los espacios de moduli Mr

2 de jets de orden r de
métricas riemannianas en dimensión 2.

Fijemos algunas notaciones. Consideremos el espacio vectorial C = R2 , dotado de la
métrica euclídea estándar, y sea O2 su correspondiente grupo ortogonal. Denotaremos
mediante x , y las coordenadas cartesianas reales y mediante z = x + iy la coordenada
compleja.

Sea σm : C→ C el giro con centro en 0 de ángulo 2π
m —por tanto, σm(z) = εmz , donde

εm = cos(2π
m ) + i sen(2π

m ) es una raíz primitiva m−ésima de la unidad—, y denotemos por

C τ−→ C
z 7−→ τ(z) = z̄ ,
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la conjugación compleja.
Los únicos subgrupos cerrados de O2 (salvo conjugación) son los siguientes:

el grupo especial ortogonal SO2 := {ϕ ∈ O2 : detϕ = 1} ;

el grupo de giros de orden m , con m ≥ 1 : Km := 〈σm〉 ;

el grupo diédrico de orden 2m , con m ≥ 1 : Dm := 〈σm, τ〉 ;

y, por supuesto, el propio O2 .

Todos ellos son normales en O2 , excepto el grupo diédrico Dm .
El subgrupo SO2 se identifica con el grupo multiplicativo S1 ⊂ C de números complejos

de módulo 1:
S1 SO2

α 7−→ ρα ,

donde ρα(z) := αz .
Obsérvese que cualquier elemento de O2 es, bien de la forma ρα , bien de la forma τρα ,

para algún α ∈ S1 .
La acción natural de O2 sobre R2 induce una acción sobre el álgebra de polinomios

R[x, y] ; concretamente:
ϕ · P (x, y) := P (ϕ−1(x, y)) ,

con ϕ ∈ O2 .
En el siguiente resultado enunciaremos la lista de todos los polinomios invariantes con

respecto a cada uno de los subgrupos de O2 que hemos mencionado anteriormente:

Lema 3.3.1. Se verifican las siguientes identidades, en las que pm(x, y) = Re(zm) y
qm(x, y) = Im(zm) :

1. R[x, y]Km = R[x2 + y2, pm(x, y), qm(x, y)] .

2. R[x, y]Dm = R[x2 + y2, pm(x, y)] .

3. R[x, y]O2 = R[x, y]SO2 = R[x2 + y2] .

Demostración:

1. En primer lugar, consideremos el álgebra de polinomios sobre R2 con coeficientes
complejos:

C[x, y] = C[z, z̄] =
⊕
a,b

Czaz̄b .

Cada sumando de esa suma directa es estable por la acción de Km , pues tenemos:

σm · (zaz̄b) = 1
εamε̄

b
m

zaz̄b = εb−am zaz̄b .
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De esta fórmula se sigue que el monomio zaz̄b es invariante por Km si, y solo si,
b − a ≡ 0 mód m , es decir, si b − a = ±km , para algún k ∈ N . Por tanto, los
monomios invariantes son todos de la forma siguiente:

zaz̄b = (zz̄)az̄km , o bien zaz̄b = (zz̄)bzkm ,

de donde podemos escribir:

C[x, y]Km = C[zz̄, zm, z̄m] .

Ahora bien, puesto que zz̄ = x2 + y2 , zm + z̄m = 2pm(x, y) y zm− z̄m = 2iqm(x, y) ,
entonces conseguimos la siguiente identidad:

C[x, y]Km = C[x2 + y2, pm(x, y), qm(x, y)] ,

y, en particular:
R[x, y]Km = R[x2 + y2, pm(x, y), qm(x, y)] .

2. Como el grupo diédrico Dm = 〈Km, τ〉 , podemos escribir:

C[x, y]Dm = (C[x, y]Km)〈τ〉 = C[zz̄, zm, z̄m]〈τ〉

=
[(⊕

k

C[zz̄]zkm
)
⊕
(⊕

k

C[zz̄]z̄km
)]〈τ〉 11

=
⊕
k

C[zz̄](zkm + z̄km)

= C[zz̄, zm + z̄m] = C[x2 + y2, pm(x, y)] ,

lo que nos da en particular:

R[x, y]Dm = R[x2 + y2, pm(x, y)] .

3. Cada sumando de la descomposición

C[z, z̄] =
⊕
a,b

Czaz̄b

es estable por la acción de SO2 , puesto que, para cada ρα ∈ SO2 , se verifica la
siguiente igualdad:

ρα · (zaz̄b) = 1
αaᾱb

zaz̄b .

Esta fórmula sirve también para garantizar que los únicos monomios zaz̄b que son
SO2−invariantes son precisamente aquellos que verifican a = b . Por tanto, se tienen
estas identidades:

C[x, y]SO2 = C[z, z̄]SO2 = C[zz̄] = C[x2 + y2] ,
11 Obsérvese que τ · z = z̄ y τ · z̄ = z .
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que producen, en particular:

R[x, y]SO2 = R[x2 + y2] .

Esta última identidad muestra que los polinomios SO2−invariantes son también
O2−invariantes, y, por tanto, la inclusión obvia R[x, y]O2 ⊆ R[x, y]SO2 es realmente
una igualdad.

Corolario 3.3.2. Usando las mismas notaciones del lema 3.3.1, se verifican las siguientes
proposiciones:

1. Dm es el subgrupo estabilizador del polinomio pm(x, y) , y no existe ningún polinomio
en R[x, y] de grado menor que m cuyo subgrupo estabilizador sea Dm .

2. Km es el subgrupo estabilizador del polinomio pm(x, y) + (x2 + y2)qm(x, y) (para
m ≥ 2 ), y no hay polinomios en R[x, y] de grado menor que m + 2 cuyo subgrupo
estabilizador sea Km .

3. K1 = {Id} es el subgrupo estabilizador del polinomio x + xy , y no existe ningún
polinomio en R[x, y] de grado menor que 2 cuyo subgrupo estabilizador sea K1 .

Demostración:

1. Usando que todo elemento de O2 es, bien de la forma ρα , bien de la forma ρα ◦ τ , es
rutinario comprobar que el subgrupo estabilizador del polinomio pm(x, y) = Re(zm)
es Dm .
Si hubiera otro polinomio p̃(x, y) de grado menor que m con la misma propiedad,
p̃(x, y) debería ser una potencia de x2 + y2 , por el segundo apartado del lema 3.3.1,
y en ese caso su subgrupo estabilizador sería todo O2 , lo que contradiría nuestras
hipótesis.

2. Según el primer apartado del lema 3.3.1, todo polinomio Km−invariante de grado
menor o igual que m es de la forma λpm(x, y) + µqm(x, y) (salvo suma de alguna
potencia de x2 + y2 ).
No obstante, el subgrupo estabilizador de un polinomio así no es Km , sino un gru-
po diédrico mayor. De hecho, sin más que multiplicar por algún escalar, podemos
suponer que λ2 + µ2 = 1 ; si tomamos α = λ− iµ , entonces el polinomio

λpm(x, y) + µqm(x, y) = Re(αzm) = Re((βz)m) ( donde βm = α )
= ρβ−1 · Re(zm) = ρβ−1 · pm(x, y)

tiene como estabilizador el grupo diédrico ρβ−1 · Dm · ρβ , conjugado del subgrupo
estabilizador Dm de pm(x, y) .
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(Si tomamos λ = 0 , µ = −1 , obtenemos que el estabilizador de qm(x, y) es el
diédrico ρβ−1 ·Dm · ρβ , para βm = i ).
Como ningún polinomio de grado menor o igual que m tiene como estabilizador el
subgrupo Km , y no hay polinomios Km−invariantes de grado m + 1 —salvo una
potencia de x2 + y2 —, el siguiente grado que debemos considerar es m+ 2 .
El subgrupo estabilizador del polinomio pm(x, y)+(x2+y2)qm(x, y) es la intersección
de los subgrupos estabilizadores respectivos de sus dos componentes homogéneas,
pm(x, y) y (x2 + y2)qm(x, y) , es decir (con β tal que βm = i ):

Dm ∩ (ρβ−1 ·Dm · ρβ) = Km .

3. Este caso es trivial.

Teorema 3.3.3. Los estratos del espacio de moduli Mr
2 se corresponden justamente con

los siguientes tipos:
[O2] , [D1] , ..., [Dr−2] , [K1] , ..., [Kr−4] .

(También [K1] , si r = 4 ).

Demostración: Es un resultado clásico de Geometría Diferencial (véase, por ejemplo, en
[9]) que en dimensión 2 toda métrica riemanniana g puede escribirse en coordenadas
normales x, y —de modo único, salvo transformaciones ortogonales— del siguiente modo:

g = dx2 + dy2 + h(x, y)(ydx− xdy)2 ,

para alguna función diferenciable h(x, y) .
Obsérvese que el subgrupo de O2 estabilizador para el jet jk0h es el mismo que para

jk+2
0 g .

Si tomamos h(x, y) = 0 , obtenemos una métrica —la euclídea, es decir, g = dx2+dy2 —
cuyo grupo de automorfismos (para cualquier orden de jet ) es O2 .

Haciendo h(x, y) = pm(x, y) , tendremos un r−jet de métricas (con r ≥ m + 2 ) cuyo
subgrupo estabilizador es Dm , debido al primer apartado del corolario 3.3.2.

Tomando h(x, y) = pm(x, y) + (x2 +y2)qm(x, y) , obtenemos un r−jet de métricas (con
r ≥ m + 4 ), cuyo subgrupo estabilizador es Km , por el segundo apartado del corolario
3.3.2.

Si escogemos h(x, y) = x+xy , entonces conseguimos un r−jet de métricas (con r ≥ 4 )
cuyo estabilizador es K1 , según el tercer apartado del corolario 3.3.2.

Por último, téngase en cuenta que ningún r−jet de métricas puede tener como subgrupo
estabilizador SO2 , puesto que tal métrica correspondería forzosamente a un jet jr−2

0 h cuyo
estabilizador debería ser SO2 , ya que, por el tercer apartado del lema 3.3.1, todo polinomio
SO2−invariante es también O2−invariante.
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Corolario 3.3.4. Todo subgrupo cerrado de O2 , salvo SO2 , es el grupo de automorfismos
de un jet de métricas jr0g en R2 para algún orden r .
Corolario 3.3.5. El número de estratos de Mr

2 es:

N úmero de estratos de Mr
2 =


1 para r = 0, 1, 2 ,
2 para r = 3 ,
4 para r = 4 ,
2r − 5 para r ≥ 5 .

Describimos a continuación los jets de orden bajo en dimensión n = 2 .
Para orden r = 0, 1 , en cualquier dimensión n , los espacios de moduli Mr

n se reducen
a un único punto.

Caso r = 2 :
El espacio de moduli es una recta:

M2
2 R

[j2
x0g] 7−→ Kg(x0) .

Esto es, la curvatura clasifica los jets de orden 2 de métricas riemannianas en di-
mensión n = 2 .
En este caso, solamente existe un estrato, el genérico, cuyo tipo es [O2] .

Caso r = 3 :
El espacio de moduli es un semiplano:

M3
2 R× [0,+∞)

[j3
x0g] 7−→ (Kg(x0), |gradx0Kg|2) .

Es decir, la curvatura y el cuadrado del módulo del gradiente de la curvatura clasi-
fican los jets de orden 3 de métricas en dimensión n = 2 .
Tenemos dos estratos diferentes:
El estrato genérico S[D1] = R × (0,+∞) , que tiene tipo [D1] , y está formado por
todas las clases de jets j3

x0g para los cuales gradx0Kg 6= 0 . El grupo de automorfismos
es el grupo de orden 2 generado por la simetría respecto al vector gradx0Kg .

S[O2] = R × {0} es el estrato
no genérico, de tipo [O2] , y es
el conjunto de todas las cla-
ses de jets j3

x0g que verifican
gradx0Kg = 0 —que son in-
variantes respecto a cualquier
transformación ortogonal de
coordenadas normales—.

ESTRATO GENÉRICO ( gradx0Kg 6= 0 )

Kg(x0)

|gradx0Kg|2

ESTRATO NO GENÉRICO

Estratos en caso r = 3
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Si consideramos métricas de signatura (+,−) (o (1, 1) ), en lugar de métricas rie-
mannianas, entonces la aplicación

M3
1,1 −→ R× [0,+∞)

[j3
x0g] 7−→ (Kg(x0), |gradx0Kg|2)

no es inyectiva; es decir, los invariantes diferenciales no clasifican los 3−jets de mé-
tricas de signatura (+,−) .
Sirva como ejemplo el siguiente: sean dos métricas, g , ḡ , de signatura (+,−) , tales
que Kg(x0) = Kḡ(x0) y gradx0Kg = 0 y gradx0Kḡ es un vector no nulo isótropo
con respecto a ḡx0 .
Entonces los jets j3

x0g y j3
x0 ḡ no pueden ser equivalentes —pues el gradiente de la

curvatura en x0 es cero para g , mientras que no es nulo para ḡ—, y, sin embargo,
sus invariantes diferenciales coinciden:

Kg(x0) = Kḡ(x0) , y |gradx0Kg|2 = |gradx0Kḡ|2 = 0 .

En la próxima sección, discutiremos más ejemplos sobre lo que sucede cuando las
métricas no son riemannianas.

Caso r = 4 :
Las siguientes funciones constituyen un conjunto de generadores de los invariantes
diferenciales de orden 4:

p1([j4
x0g]) = Kg(x0) ,

p2([j4
x0g]) = |gradx0Kg|2 ,

p3([j4
x0g]) = tr(Hessx0Kg) ,

p4([j4
x0g]) = det(Hessx0Kg) ,

p5([j4
x0g]) = Hessx0Kg(gradx0Kg, gradx0Kg) ,

donde Hessx0Kg := (∇dKg)x0 denota el hessiano de la curvatura en x0 .
Estas funciones satisfacen las siguientes desigualdades:

p2 ≥ 0 , p2
3 − 4p4 ≥ 0 , (2p5 − p2p3)2 ≤ p2

2(p2
3 − 4p4) .

En otras palabras, estos cinco invariantes diferenciales definen un isomorfismo de
espacios diferenciables:

M4
2

(p1,...,p5)
Y ⊂ R5 ,

siendo Y el subespacio cerrado de R5 definido por las desigualdades siguientes:

x2 ≥ 0 , x2
3 − 4x4 ≥ 0 , (2x5 − x2x3)2 ≤ x2

2(x2
3 − 4x4) .

En este caso, el espacio de moduli M4
2 tiene los siguientes cuatro estratos:
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1. El estrato genérico de todas las clases
de jets j4

x0g que verifican que gradx0Kg no
es un vector propio de Hessx0Kg —por lo
tanto, los valores propios de Hessx0Kg son
distintos—.
Este estrato tiene como tipo [K1 = {Id}] .

Hessx0Kg

gradx0Kg

Estrato genérico

Hessx0Kg

gradx0Kg

Estrato S[D1]

2. El estrato formado por aquellas cla-
ses de jets j4

x0g que verifican que
gradx0Kg es un vector propio no nulo
de Hessx0Kg .
Su tipo es [D1] , y el grupo de automor-
fismos de cada jet de métricas está ge-
nerado por la simetría respecto al vector
gradx0Kg .

3. El estrato que se compone de las clases
de jets j4

x0g para los que gradx0Kg = 0
y que verifican que los vectores propios de
Hessx0Kg son diferentes.
El tipo de este estrato es [D2] , y el grupo
de automorfismos de cada jet está genera-
do por las simetrías respecto a cada vector
propio de Hessx0Kg .

Hessx0Kg

gradx0Kg = 0

Estrato S[D2]
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Hessx0Kg

(«Circunferencia»)

gradx0Kg = 0

Estrato S[O2]

4. Por último, el estrato de las cla-
ses de jets j4

x0g para los cuales
gradx0Kg = 0 y que verifican que
los vectores propios de Hessx0Kg son
iguales.
Su tipo es [O2] .

3.4. Patologías pseudo-riemannianas
Ya comentamos en la sección anterior que el teorema 3.2.2 no es válido para métricas

pseudo-riemannianas.
Vamos a estudiar aquí qué sucede con métricas de signatura (+,−) en dimensión 2.
Para ello, primero haremos una breve excursión por el Álgebra Lineal, para estudiar

la clasificación de pares de métricas simétricas —siendo la primera de ellas de signatura
(+,−) y no singular—.

3.4.1. Clasificación de pares de métricas simétricas en dimensión 2

Sea E un espacio vectorial real de dimensión 2, y sea (g, h) un par de métricas simé-
tricas sobre E , de modo que g sea no singular y de signatura (+,−) . Denotaremos por
T el endomorfismo de E asociado al par de métricas; es decir:

h(e, v) = g(Te, v) , ∀e, v ∈ E .

Tomemos un par hiperbólico {e1, e2} para g como base de E . En esta base, la expresión
matricial de g , h y T es como sigue:

g =
(

0 1
1 0

)
, h =

(
x z
z y

)
, T =

(
z y
x z

)
con x, y, z ciertos números reales.

Para la clasificación tendremos en cuenta la acción natural del grupo O1,1 sobre el
espacio —isomorfo a R3 — de las matrices simétricas de orden 2 de coeficientes reales:

A · h := AthA ,

para A ∈ O1,1 y h =
(
x z
z y

)
matriz simétrica.

Hay tres estratos distintos, que ordenaremos, según su tipo, de mayor a menor:
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Estrato de tipo (máximo) O1,1 , de ecuaciones x = y = 0 .

Estrato de tipoD2 —grupo diédrico de orden 4, o Klein—, entendido como subgrupo
de O1,1 que tiene por elementos la identidad, la simetría respecto del origen, y las
simetrías —entendidas en relación a la ortogonalidad definida por la métrica g—
respecto de un par de rectas vectoriales. Este estrato es el subespacio de R3 que
verifica xy > 0 .
Tenemos, pues, un estrato abierto, que no es de tipo mínimo.

Estrato (genérico) de tipo mínimo D1 —grupo diédrico de orden 2—, entendido
como subgrupo de O1,1 generado por la simetría respecto del origen. Sus ecuaciones
son xy ≤ 0 , con (x, y) 6= (0, 0) .
Se trata de un estrato genérico que no es abierto, ni denso, ni siquiera conexo, pues
rompe en dos componentes conexas. Además, es una variedad con borde, pero no
separada, pues su borde aparece repetido dos veces:

R3 ⊃ UD1 −→ MD1 = (−∞, 02]× R
(x, y, z) 7−→ (xy, z) .

El 0 aparece doble, pues se obtiene a partir del par de semirrectas

{x > 0, y = 0, z = cte.} ∪ {x = 0, y > 0, z = cte.}

y también del par de semirrectas

{x < 0, y = 0, z = cte′.} ∪ {x = 0, y < 0, z = cte′.} .

Que ese par de semirrectas producen distintos puntos del espacio de clases se debe
a que representan órbitas distintas de la acción de O1,1 . A continuación enunciamos las
órbitas de la acción de este grupo:

1. Las hipérbolas xy = cte. < 0 , z = cte.′ , que se corresponden con matrices simétricas

del tipo h =
(

1 a
a −b

)
, o bien h =

(
−b a
a 1

)
, con b > 0 .

2. Los pares de semirrectas

{x > 0, y = 0, z = cte.} ∪ {x = 0, y > 0, z = cte.} ,

que se corresponden con matrices del tipo h =
(

1 a
a 0

)
, o bien h =

(
0 a
a 1

)
.

3. Los pares de semirrectas

{x < 0, y = 0, z = cte.} ∪ {x = 0, y < 0, z = cte.} ,

que se corresponden con matrices del tipo h =
(
−1 a
a 0

)
, o bien h =

(
0 a
a −1

)
.
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4. Las ramas de hipérbolas xy = cte. > 0 , x > 0 , z = cte.′ , correspondientes con

matrices como h =
(

1 a
a b

)
, o bien h =

(
b a
a 1

)
, con b > 0 .

5. Las ramas de hipérbolas xy = cte. , x > 0 , z = cte.′ , que se corresponden con

matrices del tipo h =
(
−1 a
a −b

)
, o bien h =

(
−b a
a −1

)
, con b > 0 .

6. Cada punto del eje x = y = 0 es una órbita en sí mismo. Dicho de otra manera, una

matriz de la forma h =
(

0 a
a 0

)
siempre queda estable por todas las matrices del

grupo O1,1 .

3.4.2. Espacio de clases de jets de órdenes bajos de métricas pseudo-
-riemannianas de signatura (+,−) en una variedad bidimensional

Consideremos el espacio vectorial R2 , dotado de la métrica no singular de tipo (+,−)
que tiene a la base usual por par hiperbólico. Sea O1,1 el correspondiente grupo ortogonal
de dicha métrica y, sean (x, y) las coordenadas cartesianas.

Obviando los espacios M0
1,1 y M1

1,1 , que se reducen a sendos puntos, y de los que no
hay más que decir, analicemos el espacio de clases de equivalencia de jets de orden 2, 3 y
4:

• M2
1,1 :

El espacio de clases se identifica, en este caso, del mismo modo que sucedía en el moduli
de métricas riemannianas —véase el análisis del caso r = 2 en la página 58—, con R :

M2
1,1 R

[j2
0h] 7−→ Kh(0) .

E, igualmente, el espacio de clases tiene un único estrato, de tipo [O1,1] .

• M3
1,1 :

Dada cualquier métrica h pseudo-riemanniana de signatura (+,−) , podemos calcular
su curvatura escalar en 0 ,

Kh(0) ,

y el producto, con la métrica h , del gradiente de Kh en 0 consigo mismo,

h(grad0Kh, grad0Kh) .

La curvatura escalar y |h(grad0Kh, grad0Kh)| generan el álgebra de invariantes dife-
renciales de orden menor o igual que 3 de métricas pseudo-riemannianas de signatura
(+,−) .

En este caso, el tipo nos permite distinguir tres estratos:
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1. Subconjunto de tipo [O1,1] . Está formado por aquellos elementos [j3
0h] , tales que

grad0Kh = 0 .

2. Subconjunto de tipo [D1] , que está compuesto por aquellas clases de jets, tales que
el vector grad0Kh 6= 0 y además no es un vector isótropo para h . Entendemos D1
como el subgrupo de O1,1 generado por la simetría respecto de la recta vectorial
engendrada por grad0Kh .

3. Subconjunto de tipo [Id] . Se trata, por tanto, del estrato de tipo mínimo. Pertenecen
a él aquellas clases de jets [j3

0h] , tales que grad0Kh es un vector no nulo isótropo
para h .

Podemos dar la siguiente aplicación:

M3
1,1

ϕ−→ R× [0,+∞)
[j3

0h] 7−→ (Kh(0), |h(grad0Kh, grad0Kh)|) ,

de modo que el primer estrato que hemos enunciado se correspondería por ϕ con los puntos
de ecuación x2 = 0 , el segundo con los de ecuación x2 > 0 , y el tercer estrato también
tendría la ecuación x2 = 0 .

Pueden observarse entonces los siguientes hechos:

Los estratos no están ordenados por el tipo. El estrato (abierto) al que correspondería
la denominación de «estrato genérico» es el segundo entre los enunciados, pero no
es el de tipo mínimo.

Además, los invariantes no separan puntos, según puede comprobarse si se comparan
los estratos 1 y 3: la curvatura y el gradiente de la curvatura no nos permiten
distinguir entre una métrica h con grad0Kh = 0 y otra h̄ para la que grad0Kh̄ sea
un vector isótropo no nulo.
Es decir, los estratos 1 y 3 se corresponden por ϕ con una recta (de ecuación x2 = 0 )
de puntos dobles.

• M4
1,1 :

Del mismo modo que para el orden 3 de jets, los invariantes diferenciales escalares que
servían para clasificar los jets de orden 4 de métricas riemannianas valen como generadores
del álgebra de invariantes diferenciales de orden menor o igual que 4 de las métricas pseudo-
-riemannianas.

Concretamente, los invariantes son:

p1([j4
0h]) = Kh(0) ,

p2([j4
0h]) = |h(grad0Kh, grad0Kh)| ,

p3([j4
0h]) = tr(Hess0Kh) ,
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p4([j4
0h]) = det(Hess0Kh) ,

p5([j4
0h]) = Hess0Kh(grad0Kh, grad0Kh) ,

donde seguimos denotando por Hess0Kh := (∇dKh)0 el hessiano de la curvatura de h
en 0 , y donde tanto en p3 como en p4 estamos considerando traza y determinante del
endomorfismo asociado al par de métricas h y Hess0Kh .

El tipo permite distinguir en este caso los siguientes estratos:

1. Estrato de tipo [O1,1] , al que pertenecen todas las clases de jets de métricas h
tales que grad0Kh = 0 , y para las que el hessiano de la curvatura tiene la siguiente
expresión matricial —en algún par hiperbólico para la métrica h—:(

0 a
a 0

)
.

2. Estrato de tipo [D2] . Está formado por todas aquellas clases de jets, tales que el
gradiente de la curvatura es un vector nulo y el hessiano se expresa como una matriz
de una de estas clases: (

1 a
a b

)
, o bien

(
−1 a
a −b

)
,

con b > 0 .
Entendemos aquí D2 realizado geométricamente como el grupo que tiene como ele-
mentos la identidad, la simetría respecto del origen, y las simetrías respecto de dos
rectas vectoriales (concretamente, <

√
be1 + e2> y <−

√
be1 + e2> , con e1 y e2 par

hiperbólico para la métrica h ).

3. El estrato de tipo [D1] lo constituyen tres subconjuntos de clases [j4
0h] que quedan

determinados por distintas condiciones, en términos de los invariantes diferenciales:

El subconjunto de aquellas clases [j4
0h] , tales que grad0Kh = 0 , y Hess0Kh se

escribe como alguna de estas matrices simétricas:(
1 a
a −b

)
con b > 0, o bien

(
1 a
a 0

)
.

En este caso, D1 se realiza como el subgrupo de O1,1 generado por la simetría
respecto del origen.
Las clases [j4

0h] , tales que grad0Kh es un vector no nulo y el hessiano de la
curvatura se expresa matricialmente así:(

0 a
a 0

)
.

D1 se realiza geométricamente como el subgrupo de O1,1 generado por la si-
metría respecto de la recta engendrada por el vector gradiente.
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Las clases [j4
0h] , tales que el hessiano de la curvatura se escribe como alguna

de las matrices siguientes:(
1 a
a b

)
, o bien

(
−1 a
a −b

)

(con b > 0 ), y el gradiente es un vector no nulo en la dirección de alguna de las
rectas vectoriales citadas en el estrato 2. Es decir, es uno de los ejes del hessiano
respecto de la métrica h , entendiéndose precisamente D1 como el subgrupo de
O1,1 generado por la simetría respecto de dicho eje.

4. Estrato de tipo [Id] , que está constituido por dos subconjuntos, determinados por
condiciones diferentes en términos de los invariantes diferenciales. A saber:

Las clases [j4
0h] , tales que grad0Kh 6= 0 , y el hessiano de la curvatura se escribe

como una matriz de cualquiera de las dos clases siguientes:(
1 a
a −b

)
con b > 0, o bien

(
1 a
a 0

)
.

Las clases [j4
0h] , para los cuales el hessiano de la curvatura tiene una expresión

matricial de este tipo:(
1 a
a b

)
, o bien

(
−1 a
a −b

)

(con b > 0 ), siendo el gradiente de la curvatura un vector no nulo que no per-
tenece a ninguna de aquellas dos rectas vectoriales mencionadas anteriormente
en el estrato 2.

Obsérvese que en el tercer estrato el grupo D1 , cuya clase de conjugación dentro de
O1,1 es el tipo, se realiza geométricamente de diferentes modos.

3.5. Clasificación de jets de orden infinito
En el capítulo 2, en la sección 2.3, hicimos una extensión del teorema de reducción

2.1.3 para el caso de jets de orden infinito de conexiones lineales en un punto. Ahora,
análogamente, extenderemos el teorema 3.1.3, de modo que podamos enunciarlo para jets
de orden infinito de métricas.

Añadiremos además, al final de esta sección, un resultado diferente, aplicable, por lo
que nosotros sabemos, exclusivamente a métricas riemannianas, y que extenderá el teorema
3.2.2 a desarrollos formales de métricas en un punto.
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Como en lo ya expuesto para conexiones, se pueden considerar para empezar los si-
guientes espacios anillados —como límites proyectivos de espacios anillados (ejemplo 6 de
la página 3)—:

J∞p M := ĺım
←
JrpM y

∞∏
i=0

Ni := ĺım
←

r∏
i=0
Ni .

(Recordemos que N1 = 0 y que por N0 estamos denotando el conjunto de las métricas
pseudo-riemannianas en p de signatura (s+, s−) ).

Como ya dijimos en el apartado 1.3.1 del capítulo 1, los siguientes grupos son espacios
anillados:

Dif∞p := ĺım
←

Difrp , NDif∞p := ĺım
←

NDifrp .

Y puede verse allí mismo que existe la siguiente identificación:

NDif∞p = {j∞p τ ∈ Dif∞p : j1
pτ = j1

pId} ,

y que, análogamente, existe una acción (como morfismo de espacios anillados) del grupo
Dif∞p —por tanto, de NDif∞p — sobre J∞p M y, como vimos en la sección 2.3 del capítulo

2, también sobre
∞∏
i=0

Ni .

Las aplicaciones φr (definidas en la página 45) conmutan con los morfismos de los dos
sistemas proyectivos de espacios anillados que estamos considerando:

Jr+1
p M

φr+1 //

��

r+1∏
i=0

Ni

��

(r ≥ 0)

JrpM
φr //

r∏
i=0

Ni ,

y por tanto tenemos un sistema proyectivo de morfismos de espacios anillados:

J∞p M
πr−→ JrpM

φr−→ N0 × . . .×Nr (r ≥ 0) , (3.9)

con πr la proyección canónica del límite proyectivo en el factor correspondiente.
La propiedad universal del límite proyectivo (ej. 6, pág. 3) proporciona entonces el

siguiente morfismo de espacios anillados:

J∞p M
φ∞ //

∞∏
i=0

Ni .
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Enunciamos sin demostración —totalmente análoga a la de sus correspondientes versio-
nes para conexiones, en el capítulo 2— los siguientes teoremas, que generalizan el teorema
de reducción 3.1.3 y el teorema 3.1.4, respectivamente:

Teorema 3.5.1 (Reducción para jets infinitos). El morfismo de espacios anillados

J∞p M
φ∞ //

∞∏
i=0

Ni .

es Dif∞p −equivariante, epiyectivo y sus fibras son las órbitas de NDif∞p .
Además, para cada punto de J∞p M , existe alguna sección 12 de φ∞ que pasa por dicho

punto.

Teorema 3.5.2. Existe un isomorfismo de espacios anillados:

M∞s+,s−

( ∞∏
i=0

Ni

)
/Gln ,

siendo M∞s+,s− := (J∞p M) /Dif∞p .

Como en el caso de orden finito, podemos pasar del último teorema al siguiente:

Teorema 3.5.3. Hay un isomorfismo de espacios anillados:

M∞s+,s−

( ∞∏
i=2

Ni

)
/Os+,s− .

Demostración: Consideremos una métrica gp de signatura (s+, s−) sobre TpX y su sub-
grupo de isotropía por la acción de Gln ; es decir, O(gp) ' Os+,s− .

Nótese que dicho subgrupo actúa, para cada entero r ≥ 2 , sobre N2 × . . .×Nr .
La proposición 1.1.3 afirma entonces que existe un isomorfismo de espacios anillados

cocientes: ( ∞∏
i=0

Ni

)
/Gln

( ∞∏
i=2

Ni

)
/Os+,s− .

Esto, junto con el teorema 3.5.3, concluye la demostración.

12 De modo análogo a lo expresado en la nota al pie de la página 37, entiéndase como sección de φ∞
un morfismo de espacios anillados

σ :
∞∏
i=0

Ni −→ J∞p M ,

tal que φ∞ ◦ σ = Id .
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Espacios de moduli de jets de orden infinito de métricas riemannianas

En la sección 3.2 hemos comprobado (en el teorema 3.2.2) que los invariantes diferen-
ciales de orden menor o igual que r clasifican jets de orden r de métricas riemannianas
en un punto. Generalicemos ahora este resultado para jets de orden infinito.

Lema 3.5.4. Sea G un grupo de Lie compacto. Toda sucesión decreciente de subgrupos
cerrados H1 ⊇ H2 ⊇ H3 ⊇ · · · se estabiliza; es decir, existe un entero positivo s , tal que
Hs = Hs+1 = Hs+2 = · · · .

Demostración: Consúltese el lema 6 de la sección 9 del capítulo IX de [3].

Proposición 3.5.1. Sea G un grupo de Lie compacto, y sea

· · · −→ Xr+1 −→ Xr −→ · · · −→ X1

un sistema proyectivo de aplicaciones G−equivariantes diferenciables entre variedades di-
ferenciables dotadas de una acción diferenciable de G . En estas condiciones, existe un
isomorfismo de espacios anillados:

(ĺım←−Xr)/G ĺım←−(Xr/G)

[(. . . , x2, x1)] 7−→ (. . . , [x2], [x1]) .

Demostración:
Consideremos las composiciones de morfismos siguientes:

ĺım←−Xr −→Xr−→Xr/G

(. . . , x2, x1) 7−→xr 7−→ [xr] .

Por la propiedad universal del cociente (en la página 4), esas composiciones inducen
morfismos de espacios anillados:

(ĺım←−Xr)/G −→ Xr/G

[(. . . , x2, x1)] 7−→ [xr] ,

que, debido a la propiedad universal del límite proyectivo (véase el ejemplo 6 de la página
3), definen a su vez un morfismo de espacios anillados:

(ĺım←−Xr)/G
ϕ−→ ĺım←−(Xr/G)

[(. . . , x2, x1)] 7−→ (. . . , [x2] , [x1]) .

Que ϕ es epiyectivo es algo trivial. Veamos que también es inyectivo.
Dado un punto (. . . , x2, x1) ∈ ĺım←−Xr , consideremos la sucesión decreciente

Hx1 ⊇ Hx2 ⊇ Hx3 ⊇ · · ·
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de subgrupos cerrados de G , donde Hxk denota el subgrupo estabilizador de xk . Esta
cadena se estabiliza, puesto que G es compacto (según el lema 3.5.4), luego para un cierto
s se verifica:

Hxs = Hxs+1 = Hxs+2 = · · · .

Consideremos ahora dos puntos, [(. . . , x2, x1)] , [(. . . , x′2, x′1)] , de (ĺım←−Xr)/G que ten-
gan la misma imagen por ϕ , es decir, tales que [xk] = [x′k] , para cada k ≥ 0 . Sea g ∈ G ,
de modo que x′s = g ·xs . Como los morfismos Xs → Xk (con s ≥ k ) son G−equivariantes,
se verifica que x′k = g · xk , para todo k ≤ s .

Probemos que eso mismo sucede cuando k > s . Como [xk] = [x′k] , existe un cierto
gk ∈ G , tal que x′k = gk ·xk . Puesto que Xk → Xs es equivariante x′s = gk ·xs , y entonces
—sin más que comparar con x′s = g · xs— g−1gk ∈ Hxs ; como Hxs = Hxk , se sigue que
g−1gk ∈ Hxk , y entonces la condición x′k = gk · xk equivale a la condición x′k = g · xk .

Es decir, x′k = g · xk , para todo k > 0 , y por tanto [(. . . , x2, x1)] y [(. . . , x′2, x′1)] son
el mismo elemento en (ĺım←−Xr)/G .

Una vez hemos comprobado que ϕ es biyectiva, es una cuenta rutinaria comprobar
que es un isomorfismo de espacios anillados.

Consideremos el espacio de moduli13 de jets de orden infinito de métricas riemannianas
en dimensión n :

M∞n := J∞p M/Dif∞p .

Para cada entero r ≥ 0 , existe un evidente morfismo de espacios anillados:

M∞n −→ Mr
n[

j∞p g
]
7−→

[
jrpg
]
.

Estos morfismos permiten definir a su vez otro morfismo de espacios anillados:

M∞n −→ ĺım←−Mr
n[

j∞p g
]
7−→ (. . . ,

[
jrpg
]
, . . .) .

Teorema 3.5.5. La siguiente aplicación es un isomorfismo canónico de espacios anillados:

M∞n ĺım←−Mr
n[

j∞p g
]
7−→ (. . . ,

[
jrpg
]
, . . .) .

Demostración: Observemos que, fijando una métrica definida positiva gp en p , se tiene que,
para cada entero r ≥ 0 , el grupo ortogonal de gp , O(gp) ' On , actúa sobre N2× . . .×Nr .

13 Lo llamamos así, debido al corolario 3.5.6 que demostraremos después.
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Por el teorema 3.5.3, aplicado al caso de métricas riemannianas que nos ocupa, tenemos
el siguiente isomorfismo de espacios anillados:

M∞n

( ∞∏
i=2

Ni

)
/On =

(
ĺım←−

r∏
i=2

Ni

)
/On .

Por otra parte, recordemos que el teorema 3.1.4 afirma que, para cada entero positivo
r —con los casos triviales de r = 0 y r = 1 , en los que ya sabemos que el espacio de
moduli se reduce a un único punto—, existen isomorfismos de espacios anillados:

Mr
n (N2 . . .×Nr)/On .

A partir de ese sistema de isomorfismos de espacios anillados, podemos garantizar que
también existe un isomorfismo de espacios anillados, si pasamos al límite proyectivo:

ĺım←−Mr
n ĺım←−

[(
r∏
i=2

Ni

)
/On

]
.

Para acabar, es suficiente usar la proposición 3.5.1, que garantiza un isomorfismo de
espacios anillados (

ĺım←−
r∏
i=2

Ni

)
/On ĺım←−

[(
r∏
i=2

Ni

)
/On

]
.

Observación: Desconocemos si este teorema sigue siendo válido para el caso de métricas
pseudo-riemannianas.

Corolario 3.5.6. Los invariantes diferenciales escalares de orden finito clasifican los jets
de orden infinito de métricas riemannianas. En efecto, dos jets j∞p g y j∞p g′ son equiva-
lentes si, y solo si, para todo entero r ≥ 0 , y para todo invariante diferencial h de orden
menor o igual que r , se satisface h(g)(p) = h(g′)(p) .

Demostración:
Según el teorema 3.5.5, tenemos:

j∞p g ≡ j∞p g′ ⇐⇒ jrpg ≡ jrpg′ ,

para todo entero r ≥ 0 .
Para acabar la demostración, basta tener en cuenta que los invariantes diferenciales de

orden menor o igual que r clasifican r−jets de métricas riemannianas, como se vio en el
teorema 3.2.2.
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Apéndice:

Teoría de invariantes de los grupos
de Lie clásicos

En este apéndice enunciaremos sin demostración algunos resultados que son utilizados
en la memoria.

Definición A.1. Sea E un R−espacio vectorial de dimensión finita n .
Por «grupo de Lie clásico», entenderemos cualquiera de los siguientes grupos de

Lie:
Gl (E) : grupo de automorfismos lineales de E .
Os+,s−(E) : grupo de isometrías lineales de una métrica simétrica no singular de

signatura (s+, s−) en E .
On(E) : grupo de isometrías lineales de una métrica simétrica definida positiva en E .

(Lo que hagamos a continuación es perfectamente generalizable para otros grupos
de Lie clásicos —usando notación estándar: Sln , SOn , Sp2n , Un , SUn , . . .—, pero nos
centraremos exclusivamente en los tres enunciados en la definición, pues son los que tienen
aplicación en esta memoria).

Estos grupos tienen estructura algebraica: poseen un subhaz canónico A de funciones
algebraicas dentro de su haz de funciones diferenciables.

Definición A.2. Dado un espacio vectorial real V de dimensión finita, una represen-
tación lineal algebraica de un grupo de Lie clásico G en V es un morfismo de grupos
de Lie

G
ρ−→ Gl(V ) ,

tal que, para todo g ∈ G , los coeficientes de la matriz de V ρ(g)−→ V en cualquier base son
funciones algebraicas de g .
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Seguiremos la costumbre extendida de abusar del lenguaje por la cual nos referiremos
a un espacio vectorial real V como a una representación lineal algebraica de un grupo de
Lie clásico G , suponiendo conocido el morfismo de grupos de Lie ρ .

Dada una representación lineal algebraica V de un grupo de Lie clásico G , existe de
modo natural una acción algebraica de G sobre V :

G× V −→ V
(g, v) 7−→ g · v := ρ(g)(v) .

Definición A.3. Sea V una representación lineal algebraica de un grupo de Lie clásico
G . Un vector v ∈ V es invariante por la acción de G si

g · v = v , ∀g ∈ G .

El subespacio vectorial de vectores invariantes se denota V G .

Dadas dos representaciones lineales (algebraicas) V1 , V2 de un grupo de Lie clásico G ,
se tiene que HomR(V1, V2) es también una representación lineal (algebraica), del siguiente
modo: dados f ∈ HomR(V1, V2) y g ∈ G , g · f es la aplicación R−lineal entre V1 y V2
definida como

(g · f)(v) := g · f(g−1 · v) .

Definición A.4. En las condiciones del párrafo anterior, una aplicación lineal equi-
variante V1

f−→ V2 es un elemento de (HomR(V1, V2))G .
Equivalentemente, es una aplicación lineal que cumple:

f(g · v) = g · f(v) , ∀g ∈ G , v ∈ V1 .

De modo análogo, es posible hablar de aplicaciones polinómicas equivariantes y de
aplicaciones diferenciables equivariantes entre V1 y V2 , siendo V1 y V2 dos representaciones
lineales de un grupo de Lie clásico G .

Enunciamos ahora un caso particular de un resultado más general que puede encon-
trarse en [23]; este teorema nos garantiza que siempre podemos encontrar un sistema de
generadores del álgebra de funciones diferenciables invariantes sobre una representación
lineal algebraica de un grupo de Lie clásico, que esté formado por funciones polinómicas
invariantes:
Teorema A.1. Sea E una representación lineal algebraica de un grupo de Lie clásico G ,
y sea AG el álgebra finito-generada de funciones E → R , polinómicas y G-invariantes. Sea
p1, . . . , pk un sistema de generadores de AG y denotemos14 p = (p1, . . . , pk) : E → Rk .
Entonces se verifica:

C∞(E)G = p∗C∞(Rk) .
14 Téngase en cuenta que p : E → Rk no tiene por qué ser epiyectiva; su imagen, en general, vendrá

definida por ciertas relaciones o «sicigias» entre los generadores p1, . . . , pk .
Hemos preferido escribir el término «sicigia», con respeto a las habituales normas ortográficas del español,

y como viene recogido en el Diccionario de uso del español de María Moliner, en lugar de «sizigia», con
grafía etimológicamente más sugerente, que es como se encuentra en el Diccionario de la lengua española
de la Real Academia Española.
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La naturaleza de los resultados que enunciamos a continuación es algebraica, y su
demostración dentro de la teoría de grupos algebraicos es bien conocida. (Puede verse en
[30]).

En el ámbito de los grupos de Lie, es habitual que sean demostrados para el caso de
grupos de Lie complejos. (Consúltense [14, Teorema 4.3.1, pág. 191] para el teorema A.2,
y el teorema 4.3.3, pág. 193, ibidem, para el A.3).

Otros autores ([6] y [13]) han dado demostraciones ad hoc para el teorema A.4.
Para leer un argumento que permite reducir la demostración de los siguientes enuncia-

dos al caso de los grupos algebraicos, véase [27].

Teorema A.2 (Invariantes de Gl(E) ). Sea HomGl(E)(E∗⊗ a. . . ⊗E∗ ⊗ E⊗ b. . . ⊗E,R)
el R−espacio vectorial de aplicaciones lineales Gl(E)-invariantes

E∗⊗ a. . . ⊗E∗ ⊗ E⊗ b. . . ⊗E −→ R .

Se verifica:

Si a = b , entonces dicho espacio vectorial está generado por todas las contracciones
totales posibles:

φσ(ω1 ⊗ . . .⊗ ωa ⊗ e1 ⊗ . . .⊗ ea) := ω1(eσ(1)) · . . . · ωa(eσ(a)) , donde σ ∈ Sa .

Si a 6= b , entonces dicho espacio vectorial es trivial.

Teorema A.3 (Invariantes de On(E) ). Sea g una métrica simétrica no singular defi-
nida positiva sobre el espacio vectorial real E de dimensión finita n , y sea On(E) el grupo
de isometrías lineales de (E, g) . Sea HomOn(E)(E⊗ k. . . ⊗E,R) el R−espacio vectorial de
aplicaciones lineales On(E)-invariantes

E⊗ k. . . ⊗E −→ R .

Se verifica:

Si k es par, entonces dicho espacio vectorial está generado por contracciones del
siguiente tipo:

e1 ⊗ . . .⊗ ek 7−→ g(eσ(1), eσ(2)) · . . . · g(eσ(k−1), eσ(k)) , con σ ∈ Sk .

Si k es impar, entonces dicho espacio vectorial es trivial.

Si consideramos sobre el R−espacio vectorial de dimensión finita E una métrica simé-
trica g , no singular y de signatura (s+, s−) , el grupo Os+,s−(E) de isometrías lineales de
g no es compacto, a diferencia de lo que sucede con el grupo On(E) , citado en el teorema
anterior. A pesar de ello, el resultado sigue siendo cierto, como puede comprobarse en este
enunciado análogo:
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Teorema A.4 (Invariantes de Os+,s−(E) ). Sea g una métrica simétrica no singular de
signatura (s+, s−) sobre el espacio vectorial real E de dimensión finita, y sea Os+,s−(E)
el grupo de isometrías lineales de (E, g) . Sea HomOs+,s− (E)(E⊗ k. . . ⊗E,R) el R−espacio
vectorial de aplicaciones lineales Os+,s−(E)-invariantes

E⊗ k. . . ⊗E −→ R .

Se verifica:

Si k es par, entonces dicho espacio vectorial está generado por contracciones del
siguiente tipo:

e1 ⊗ . . .⊗ ek 7−→ g(eσ(1), eσ(2)) · . . . · g(eσ(k−1), eσ(k)) , con σ ∈ Sk .

Si k es impar, entonces dicho espacio vectorial es trivial.

Definición A.5. Dada una representación lineal algebraica V de un grupo de Lie clási-
co G , diremos que un subespacio vectorial V ′ de V es una subrepresentación lineal
(algebraica) de G si G · V ′ ⊂ V ′ .

Proposición A.1. Dadas dos representaciones lineales algebraicas, E y F , de un grupo
de Lie clásico G , y dada una subrepresentación lineal E′ ⊂ E , cualquier aplicación lineal
equivariante E′ → F es la restricción de una aplicación lineal equivariante E → F .

El siguiente ejemplo sirve para mostrar la importancia del adjetivo «algebraicas» en
la proposición anterior; se trata, en efecto, de una representación lineal no algebraica de
Gl1 := Gl(R) ' R∗ (grupo multiplicativo de todos los números reales salvo el cero), en la
que no cualquier aplicación lineal equivariante definida sobre una subrepresentación suya
extiende al espacio total.

Ejemplo: Consideremos la siguiente representación lineal de Gl1 :

Gl1
φ−→ Gl (R⊕ R)

λ 7−→
(

1 ln |λ|
0 1

)
;

es decir, la acción definida por Gl1 sobre R⊕ R es así:

λ · (e1, e2) := (e1, e2 + (ln |λ|)e1) ,

(Obsérvese que esta representación lineal no es algebraica, pues la acción definida
depende del logaritmo neperiano del valor absoluto de λ ).

Consideremos también R como representación lineal trivial de Gl1 , de modo que este
grupo actúe por la identidad:

λ · e2 := e2 ,
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para cada λ ∈ Gl1 y cada e2 ∈ R .
Con estas condiciones,

0⊕ R ψ−→ R
(0, e2) 7−→ e2

es una aplicación lineal Gl1−equivariante sobre el subespacio 0 ⊕ R de R ⊕ R , que no
puede extenderse a ninguna aplicación Gl1−equivariante R⊕ R Ψ−→ R .

Efectivamente, una tal extensión debería cumplir, por un lado,

Ψ(λ · (e1, e2)) = λ ·Ψ(e1, e2) = Ψ(e1, e2) ,

y, por otro, puesto que Ψ extiende a ψ ,

Ψ(λ · (e1, e2)) = Ψ(e1, e2 + (ln |λ|)e1)
= Ψ(e1, e2) + (ln |λ|) Ψ(0, e1) = Ψ(e1, e2) + (ln |λ|) e1 .

Es decir, para todo λ ∈ Gl1 , y para todo (e1, e2) ∈ R⊕ R , se debería verificar:

Ψ(e1, e2) = Ψ(e1, e2) + (ln |λ|) e1 ,

lo cual es obviamente imposible, pues el miembro izquierdo de esta última igualdad no
depende de λ , mientras que el derecho sí.
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